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CHAPITRE I

FONDEMENTS DE LA THEORIE DES FORMES
EXTERIEURES

§ 1. Préliminaires

1. Corps de base. Dans les considérations qui suivent nous pren-
drons comme corps de base, sauf avis contraire, le corps des nmombres
réels; cela veut dire que les variables et les coefficients des formes
que nous nous allons envisager prennent des valeurs réelles. Mais il faut
remarquer que presque tous les raisonnements qui suivent restent valab- ,
les si Uon remplace le corps des nombres réels par celui des nombres
complexes.

2. Espace affine. Nous désigrierons constamment par A, Despace
affine & n dimensions, rapporté & un repére B, formé d'un point O comme
origine et de m vecteurs indépendants X,1). Soient z* les coordonnées
d’un point arbitraire M de 4, par rapport 4% R, Si Pon passe du
repdre R,(0,X,) 4 un autre B,(0,X,) & laide d’une substitution linéaire

&) X, —PX,

de déterminant A=|Py| différent de zéro, les coordonnées du point M
seront transformées d’aprés les formules -

(2) : ot =PrEe;
la transformation inverse se fera par les’ égaﬁtés
(3) =g,
dont les coefficients satisfont aux relations
(4) PiQi=P3g: =%,
& désignant les symboles de Kronecker
6’,{:%1 pour x=32,. .
0 pour xz=A.

1) Dans tout le livre les indices grecs parcourent les valeurs 1,2,...,%.
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2 CHAPITRE 1. Fondements de la théorie.

Nous adoptons, dans les formules ci-dessus et dans tout ce qui suit,
la convention d’aprés laquelle nous supprimons le signe de sommation
devant un terme ayant I’indice de sommation deux fois répété, une fois
en bas et une fois en haut. o

La théorie des formes extérieures pouvant é&tre rattachée, d’une
manidre trés commode, au Caloul tensoriel, nous emploierons dans la
suite toutes les notions et tous symboles de celui-ci?). En particulier,
les composantes d'un vecteur de l’espace 4, seront désignées par les
minuscules de alphabet latin, affectées en haut d’indices grecs. En appli-
quant aux vecteurs de lespace A, diverses opérations du Caleul ténso-
riel (multiplication par un nombre, addition, multiplication générale),
Ton en déduit les temseurs d’ordres plus élevés, dont les composantes
seront aussi désignées par les minuscules latines, affectées d’iridices en
hant; nous éerirons par exemple a*, b, les tenseurs mémes étant
désignés respectivement par {a}, {*}.

Admettons maintenant qua’a c6té de 4, soit donné nn second espace

affine B,, rapporté 4 un repére 8, composé d’un point arbitraire comme

- origine et de = vecteurs indépendants Y*. Supposons de plus que les
espaces A, et B, soient associés I'un & Pautre de manidre que, si l’on

fait sur le repére R, la substitution (1), le repére S, soit assujetti & la
transformation .

) Tr=Q:Ye.

Par conséquent, les coordonnées v, d’un point arbitraire de l'espace
B, se changeront d’aprés les formules )

(6) 'le: ,g‘gq M

Les coefficients Py et Q% étant liés par les relations (4), il en résulte que
la somme 2y, est invariante vis-3-vis du changement de coordonnées,
défini par les égalités (2) et (6). Les composantes des tenseurs de B,
seront désignées par les letitres latines affectées d’indices grecs en bas.

Nous dirons que les espaces A4, et B, ainsi associés sont dualisti-
ques, et nous appellerons les tenseurs de 1'un des espaces, p. ex. de 4,,
comtrevariants, ceux de l'autre — covariants. A I'aide des vecteurs de
4, et B, on peut former des tenseurs mixfes, par exemple le tenseur
{@,;#}, qui seront considérés comme appartenant 4 Densemble des deux

espaces; ces grandeurs sont covariantes dans les indices inférieurs et
contrevariantes dans les supérieurs.

8i, dans’ l’up des espa;ces dualistiques 4,, et B,, par exemple dans
B,, est domné un tenseur symétrique {g,,} tel que la forme g,,2*z* soit
définie positive; ces deux espaces peuvent étre regardés comme confon-

*) V. p. ex. J. A, Schouten [17] ou E. Cartan [6]:

P

§1 - 2. Espace affine. 3

dus en un méme espace euchdien. En effet, & I’aide des tenseurs {g,.}
et {9}, ce dernier se déduisant du préeédent d’une fagon bien connue,
Pon peut faire correspondre & tout tenseur de 1'un des espaces 4, et B,
un tenseur, bien déterminé, de l’autre. Par exemple, au vecteur {a}
de 4,, on peut agsocier dans B, le vecteur de composantes a,= g,,0°.
Nous dirons dorénavant que les quantités a, et a* Sont respectivement
les composantes covariamtes et contrevariantes d’un méme vecteur de l'es-
pace euclidien. ‘

Dang les raisonnements ultérieurs, nous ferons fréquemment usage
de Vopération dite alternation des indices. Btant.donné, par exemple,
un Fenseur covariant {Guy,...,»] & P indices, nous désignerons Par Giupsm...xs
la somme, divisée par p!l, de tous les termes qu’on obtient de Guu,...xp
en permutant ses indices, et qu'on affectera du signe + ou — suivant
que la permutation est paire ou impaire. Les quantités ... s00G,
comme on le gait, les composantes d'un p-vecteur covariant. Si le ten-
seur {a,,l,.g,._,,,} est antisyméirique, c’est-a-dire si la valeur de sa composa.nte
reste la méme quand on effectue sur ses indices une permutation paire,
et change de signe dans le cag d'une permutation impaire, on a éﬁdem-
ment Gpexy...xp) = dbeyey... 0 - On définit de la mame maniére P’alternation des
indices d’un tenseur contrevariant.

En se servant de Dalternation des indices, 1'om peut veprésente-
les déterminants d’une maniére trds commode pour les recherches ulté)
rieures. Considérons, par exemple, m vVeeteurs contrevariants {w;‘
(i=1,2,...,m). Grice & la convention adoptée plus haut, lgs détermir
nants formés par m colonnes de la matrice

seront représentés indifféremment par I'une des deux expressions

mlaXal. .. o

]
mlaHge. . g, ..

§ 2. Eléments plans. Formes alternées

Iy

3. Eléments plans. Nous appellerons élément plan a m dimengions
de Despace affine A, l’ensemble d’un point M de A, et d’un. m-plan
passant par M qui sera dit son point dappus. Aux deux pre’mlers cha-‘
pitres, nous n’allons envisager que les-éléments plans (_lont le _Pdmﬁ d’a:ppm
est Porigine des coordonnées; il n’y aura alorg aucune ooniusmF b cra.mdrg
8i, en parlant d’un élément plan, nous n’indiquerons pas son point d’appui.
Nous désignerons un élément plan & m dimensions par _1e symbole H,,
affecté, au besoin, d’un indice placé en haut pour le distinguer des sym-
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4 CHAPITRE I. Fondements de la théorie.

boles des autres éléments plans. Pour la ecommodité de langage nous
dirons qu'un point de Pespace A, est un éldment plan de dimension zéro;
un élément de dimension zéro sera désigné par E,.

Un élément plan E, peut é&tre défini par m vecteurs {af}
(i=1,2,...,m) linéairement indépendants, issus de Il'origine des coor-
donndes et situés dans le m-plan de 1’élément, ou par ses coordonnées
pliickeriennes qui sont proportionnelles aux expressions aw...ail.
Pour abréger, nous désignerons les coordonnées pliickeriennes de H,, par
e ¥ms mous aurons donc

aam— gafrae. ., .

¢ étant un nombre arbitraire différent de zéro. D’aprés leur définition
les coordonnées pliickeriennes sont des composantes d'un m-vecteur
confrevariant simple de ’espace A,; en infroduisant dans celni-ci des

nouvelles coordonnédes & I’aide de la transformation (2), elles se chan--

geront d’aprés les formules
Xt P PR | P¥n it
e e om *

Nous. donnerons au n® 29 les conditions nécessaires et suffisantes
pour que les quantités antisymétriques a**2-*= goient les coordoundes
pliickeriennes d'un élément plan.

Si-le systéme de m vecteurs {#7}, qui déterminent un élément E,,, -

sera remplacé par un autre {y;‘} au moyen de la substitution
v =R+ B+ U, - (i=1,2,...,m)

de déterminant 8§ différent de zéro, les coordonnées pliickeriennes de E,,
se ehangeront d’aprés les formules

Wy, =odna. g,
TUn élément plan E, peut dtre aussi défini par n—gp équations
o"=0 (h=1,2,...,n—p),

ot o= aZw“; celles-ci pouvant é&tre résolues par rapport & n—p incon-
nues, il en résulte que I'élément E,, le plus général, dépend de p(n—p)
parameétres arbitraires. ’

On peut enfin déterminer un élément plan 4 p dimensions en expri-
mant les coordonnées d'un de ses point comme fonctions linéaires et
homogénes de p paramatres ‘

=W R L R
de maniére que le rang de la matrice des coefficients 7} (i=1,2,...,m)

soit égal & p.

L3

§2 * N . 3. Eléments plans.

Nous dirons qu'un élément plan E, est contenu dans un élément E,
(p>q), si ces deux éléments ont le méme point d’appui et si le g-plan
de E, est contenu.dans le p-plan de E,.

Soit B, un élément plan de Despace A4,; si- m>1, il contient une
infinité d’éléments dont la dimension est plus petite que m. Si E, est
défini au moyen de n—m équations linéaires

(€H) w'=0 (h=1,2,...,2—m),

ot w'=als?, on obtient un élément & h<<m-dimensions, contenu dans
E,, en ajoutant & (1) m—h nouvelles équations linéaires indépendan-
tes entre elles et des équations (1).

&i I'on veut obtenir un élément plan & k>m dimensions contenant
E,,, il suffit de former um systdéme de m~—Fk relations linéaires indépen-
dantes entre les formes ol,w?,...,0" ™ Il est facile de montrer .que
T’on “obtient ainsi tous les éléments contenant E,,.

En effet, imaginons un éléments By, contenant H,, défini par
n—k équations linéaires et supposons qu'on ait choisi m formes linéaires
Q"L MR o™ donnant avee o, w?,...,0" " un systéme de %
formes indépendantes. L’élément Ej peut donc &tre représenté par un
systéme de n—Fk relations lindaires entre les formes ol 0. 0",
Comme ces équations doivent 8tre identiquement satisfaites, si I'on sup-
pose que les coordonnées o vérifient les équations (1), il en résulte que
les relations, qui définissent Hy, ne peuvent contenir que les formes
ol,0%,...,0" " seules.

Si H, et By, sont deux éléments plans, le plus petit élément qui les

. contient est & h-+k—r dimensions, r désignant le nombre de dimensions

du plus grand élément commun & B, et B. Cela devient évident, si Ton.
suppose chacun de ces éléments défini par des vecteurs issus de l’origine
des coordonnées.

Remarquons, en terminant, qu'un élément plan E, peut &tre défini
par p éléments lindaires indépendants EP,EP,...BP, quil contient.
Télément, linéaire le plus général, contenu dans E,, est alors de la forme

By =3ER 4 L,ED . +1,ED,

les coefficients A étant arbitraires. Pour obtenir un élément & ¢-+1 di-
mensions contenant Ep, il suffit de lui adjoindre un élément linéaire
EP+) indépendant des éléments BY,EP,...,BP.

4. Formes alternées. Soit donnée une forme algébrique

T @

»

i

@) F=q,

RIKD vee Kp

&4 p séries de variables @ (i=1,2,...,p). F est dite forme alternée, .si elle
change de signe avee Uéchange de deux séries quelconques de variables.


Yakuza


o

6 CHAPITRE I. Fondements de la théorie.

Pour que la forme (2) jouisse de la propriété demandés, il fautb et il suf-
fit que ses coefficients soient antisymétriques en tous leurs indices.

En employant I'opération d’alternation des indices (ef. n°® 2), on
peut. done écrire :
(3) anxlmg,,.%pmgxlmgz‘ . a:;p] .

. Si, sur toutes les séries de variables qui figurent dans Ia forme (3),
Ton fait la substitution (2), (p. 1), en écrivant af=P,af, cette forme
changera en ’expression

1
4 ploiges o 7pop!
p' a’eleg...g,xlv X5« .xpn y
ol 'on a posé ’
7 . Pr1P¥a 2,
am_eg..,q,, "Pglpgg . ‘Pg; a’xlxe_,... #p*

* On voit ainsi que les coefficients de la forme alternée, ot 'un au moins
des coefficients y,...., est différent de zéro, peuvent étre regardés
gomme les composantes d’un p-vecteur covariant. ’

5. Faisceaux d’éléments plans. Si 'on annule la forme (3) et que
Pon considere les variables a7 comme les composantes d’un yecteur de
Pespace affine A,, on obtient une relation entre les coordonnées pli-
ckeriennes aiaap2...w% d'un élément E,. Nous dirons que 1’équation

a’qug‘.. "ng_”lmf_.fil ree m;‘,p] =0 )

ainsi obtenue, définit un faisceau lindaire d'éléments plans & p dimensions.
L’équation d’un faisceau linéaire peut aussi s’écrire comme suit

170 e Hp — ()
iy P22 =0

en particulier, 'équation linéaire
) a2t =0
définit un faiscean d’éléments linéaires efa*}.

TatoREME 1. Pour que tous les dléments Yindaives dun dlément
E,,{w"l"ﬂ""‘ﬂ} appartiennent au faiscean ax=0, il fout et il suffit. que les
coordonndes ws*» vérifient les dquations.
(4) @I 0= 0 (g%, % 1 =1,2,...,m).

Nous montrerons d’abord que la eondition '(4) est néeessaire. Pour
abréger, nous prendrons p=3, le raisonnement étant général. Ainsi,
imaginons trois- éléments linéaires indépendants ai{m;»‘} (4=1,2,3) con-
fenus dans Ea{m"l"ﬂ"s}; on aura, par hypothése,

a,

o w5=0, @aa5=0.

=0, :

§2 - 5. Faisceaux d’éléments plans. 7

En multipliant ces équations respectivement par zha}! afrall ok,
ot en faisant la somme des relations ainsi obtenues, on trouve
a, (o aflag + ol allag+ af'ay'ag) = 0,
ou *
apiagl=0.
Qeci montre que les coordonnées pliickeriennes ‘¥ de H, vérifient les
équations

(5) a8 =0 (2¢,4==1,2,...,0).

Supposons maintenant que les conditions (5) soient vérifiées par les
coordonnées d’un éléments F, et choisissons dans celui-ci trois éléments
linéaires indépendants ¢faf}. On aura donc

i 0 —
a g wiag =0, agaivag=0, agasag =0,

ot %,A,u sont trois nombres arbitraires de la suite 1,2,...,n. D’aprés

1a définition de. P’alternation des indices, ces équations peuvent s’éerire
de la facon suivante:

araila dh+ o allapg+ afalamg =0,
afagla 8-+ ok ofla 08 4 ot wla 28 =0,
arela o+ oy ade z -+ ot amg=0

“w

Remarquons que le déterminant formé des coefficients des sommes
a8 est égal au carré du déterminant 3!afaizsl. Les éléments e; étant
indépendants, l'un au moins - des déterminants 3lataies! (x,2,u=
=1,2,...,m) est différent de zéro et, par conséquent, les trois sommes
a3 sont pulles, ce qui démontre la suffisance des conditions (5).

THEORAME 2. Pour que tous les dléments plans & g dimensions de
P dlément ’

. a ‘Ep{m"l"ﬁ""‘r}
appartiennent au faisceat s
%m".qlxmarut’c:(),
il faut et-il suffit que les coordonmndes @2 satisfassent auw co%ditione

a e pR1RR -+ CgHIND ver gy — 0
e

0103 ("11"‘7"17—q=17"'1"’)'

Nous allons démontrer ce théoréme pour p=4 et ¢=2, la démon-
stration pour p et ¢ quelconques étant semblable. Tmaginons pour
cela un élément F,, déterminé par quatre vecteurs indépendants {m;‘}
(§=1,2,3,4), issus de Porigine des coordonndes, et SUPPOSODS que tous
ges éléments plans 4 deux dimensions appartiennent au faiscean 0,,0%=0,
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On aura done

(6) el =0 (h,i=1,2,3,4; ho-0),

Multiplions 'équation (6) par I'expression afsl, ol § et % sont deux
nombres différents de h et i, eb tels que la suite h,,j,% soit une permu-
tation paire des mombres 1,2,3,4. Si I'on fait la somme des relations
ainsi obtenus pour toutes les combinaisons des indices % et %, on trouve,
daprés le théoreme de Laplace,

(7) : . Ay 055w =0,

ce qui veut dire que les coordonnées pliickeriennes z% de FH; vérifient
les équations EE

(8) 0, B = (#,A=1,2,...,2).

Nous allons maintenant démontrer que les conditions (8). suffisent

pour que tious les éléments plans & deux dimensions de E, appartiennent
an faisceau

@0 = 0.

En employant les mémes notations que ci-dessus, on doit donec sup- .

posér que la relation (7) soit satisfaite. Si l'on développe le premier

membre de celle-ci et que T'on se sert .du théordme de Laplace, elle .

prendra la forme

) D a a0 =0,
‘ . %) . .
le symbole }’ désignant la sommation étendue & toutes les, combinaisons
) : '
deux & deux des nombres 1,2,3,4, et h, 4 étant. deux nombres tels que
la suite §,%,h,4 soit une permutation paire de 1,2,3,4. Si toutes les

sommes a,afx7 qui figurent dans les équations (9) n'étaient pas nulles, -

il en résulterait que le déterminant formé des coefficients oel) de ces
sommes devrait &tre égal & zéro. Ce déterminant étant égal au cube du
_ déterminant al*ziziayl, celui-ci serait aussi nul pour toutes les valeurs

des indices x%,4,u,v, ce qui est contraire & notre hypothése, les vecteurs
{}) étant indépendants.

Remarque. Si I'on considére les variables #* comme les coordon-
nées ponctuelles d*un espace projectif & n—1 dimensions, les détermi-
nants plal e, .. a%! représentent les coordonndes pliickeriennes d’un
(p—1)-plan passant par les p points (), et Péquation

a ... 2 =0

%74 e Hp

repfésente un complexe linéaire de (p—1)-plans?s).

%) Cf. R. Weitzenbdck [24], p. 73 et 83.

§3 6. Monéme extérieur. 9

§ 3. Formes extérieures
6. Monome extérieur. Considérons une forme multilinéaire alternée

(1) o T TE =TT

& m séries de variables @} (i=1,2,...,m), olt les coefficients @,,, ., sont
antisymétriques par rapport a tous leurs indic-es. On peut, & la form&'a
(1), en associer une autre, de classe différente, (hte'cla,ss'e des formes exté-
rieures ou symboliques. Pour définir cette classe, 1magm‘0ns' " s.yn’lbole.s
2* auxquels nous donnerons le nom de variables ou d'indéierminées, b
formons l’expression

(2)‘ o[ e, an],

" olt @ est un mombre réel; nous appellerons cette expression mondme ex-

térieur ou grassmannien de degré m, les variz.nbles 'a;"l,‘m"ﬁ,...,af,"‘mk ses
facteurs, et le nombre o son coefficient. 11 convient m}sm de cons1d'érer
les nombres réels comme monémes extérieurs de degré zéro. Pour abréger,
adoptons encore les conventions suivantes:

1w ... ]= [goam. . .am], —1[eas. . am]=—[e. ..o,
alz*]=ax*. ‘

i Dneux mondmes seront dits semblables, #'ils ne différent que par

leurs coefficients. o , ) '

Nous assujettisons les mondmes extérieurs aux régles suivantes:

16 Tous les mondémes que I’on déduit du mondme (.2), en effectuant
sur les variables une permutation paire, sont égaux; si “ceﬁte permum'-
tion est impaire, le mondme obtenu -est égal & —alo Jw.’%,..,,w"m]; il
enTésulte quil change de signe, si ’on permute deux, variables.

20 Tous les mondnes de degré quelconque, dont les Goef‘_ﬁclents sont
nuls, sont égaux; nous les appellons mondmes nuls eb les désignons par 0.

30 Si deux facteurs d'un mondme sont identiques, celui-ci est nul; il
en résulte que tous les mondmes de degré su‘périeur an sonlt onuls 71et; que
tout mondéme de degré m peut étre réduit a la forme alzz®...a"].

L‘ Tl résulte aussi des propriétés du mondme qu’on peu.t ranger ses
facteurs dans un ordre arbitraire, par exemple, dans c'el.m des indices
croissants en changeant au besoin le signe de son coefficient.

" D’aprés ces régles, on aura, par exemple,
4o’ ] = a[2?’t ] = a [0l | = — a[#'0’0’ ] =—u [P’ )= — a[a’a"x 1.
Imaginons maintenant une éuite de m vecteurs contrevariants ar-
hitraires de I’espace affine 4,
3) IR . PO A F
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nous appellerons valewr du mondme (2) pour la suite (3) l’expression
ml s, .. .

1l -est évident que deux mondmes égaux ont la méme valeur pour une
suite quelconque, et que, réciproguement, si deux mondmes de méme
degré ont la méme valeur pour une suite quelconque de’ vecteurs,
ils sont égaux.

7. Forme extérieure (définition). L'expression qui se déduit par
des signes d’addition d*un certain nombre de mondmes extérieures de
méme degré m s'appelle forme extérieure ou- symbolique de degré m. Nous
la désignons par une des grandes lettres @, ¥, 2,... de P’alphabet grec,
si m>1, en réservant la lettre w affectée, au besoin, d'un indice, & celle
de degré un, dite forme linéaire. Lies mondmes extérieurs, définis plus
haut, sont & considérer comme cas particulier des formes extérieures;
il sefa aussi commode de considérer tout nombre comme forme extérieure
de degré zéro. Comme exemples de formes extérieures, donmons

o = a2 + a2®+.. .+ a,a",
O—A [P ]+ B[]+ O [aat ],
W A, [P0 .. "]+ A, [P .. 2] 4, [0 e ]

Deux formes extérieures sont dgales, si elles sont composées de mo-
noémes égaux, abstraction faite de leur, ordre et des mondmes nuls. Si,
dans une forme extérieure, se trouvent plusieurs mondmes semblables,
on obtient une forme égale en remplagant ces derniers par un geul mo-
néme compogé des mémes facteurs et ayant pour coefficient la somme
de tous les coefficients. On a, par exemple,

a[w'a’s* |+ b [’ ]+ c[w’{vsm‘ 1=(a—b--¢) [d'z*a*].

Bi, en effectuant cette réduction des mondmes, I'on obtient une
forme dont tous les mondmes sont nuls, elle sera dite forme nulle et sera
désignée par 0. ‘

8. Somme des formes extérieures, La somme de deux formes exté-
rieures @ et ¥ de méme degré est la forme composée de tous les mond-
mes des deux formes; nous la désignerons par @+ ¥. Par exemple, la
somme des formes P=a,,[2*2*] et ¥=b,,[#*2'] est

G+ W=(a,4-+b,,) (75" ].

La somme des formes extérieures est donc commutative et associa-
tive. : : .

9, Produit extérig‘lir. Nous appelons produit de deuxr mondémes ex-
tdrieurs ®=alow=...a] et ¥=>b[z"s...0"] le mondme

ab[z...aah., ah ],

T

§3 9. Produit extérieur. 11

que nous désignons par [®¥]. Ce produit est évidemment associatif,
mais il peut dépendre de L'ordre de ses facteurs. En effet, on 2

[PO]=ab[ah...aha ... %]

Faisons progresser successivement chacune des variables N N
de ¢ rangs vers la gauche, ce qui produit i changements de signe; on
aura donc

[PD]=(—1)"ab[z...0%0™ .. 2"],
d'olr/
(4) [PR=(—1M[PY].

On voit ainsi que le produit de deux mondmes ne dépend pas de leur
ordre ¢ I'm des facteurs est de degré pair, et qu'il change de signe, si
1es deux facteurs sont de degré impair. Cette rdgle s’étend 4 tout pro-
duit d'un nombre quelconque de mondmes. .

11 résulte de la définition du produit et des propriéiés des mondmes
(n° 6) que le produit de monoémes esb nul si deux de ses facteurs contien-
nent la méme variable ou si la somme des degrés des facteurs surpasse
le nombre des variables. En particulier, le produit de deux mondmes
identiques (carré extérieur) esh toujours nul. .

Soient données maintenant deux formes extérieures @ ot ¥; multi-
plions ¢haque monéme de & par chaque mondéme de ¥; la somme de tous
les produits ainsi obtenus gappeélle produtt (extérieur) des formes & e
¥ of sera désignée par [P¥]. Dans le cas particulier de deux facteurs
jdentiques, nous emploierons un symbole plus simple [$?] et nous Tui
donnerons le nom de carré estérieur. On doit, bien entendu, respecter
Tordre des monémes que l'on multiplie. i, par exemple,

8 O=ag*, - ¥=by,[2's"],
on a -
(O] =aby, [wa's"].

Leé produit d’une forme @ par un nombre (forme de degré zéro)
s'obtient en multipliant les coefficients de tous les mondmes de ' par
ce nombre; dans ce cas particulier, Vordre des facteurs & multiplier est
indiftérent. Il résulte, de cefte définition et des propriétés du produit
des monoémes données ei-dessus, que le produit des formes extérieures
ost associatif et distributif par rapport & Paddition. On aura done, pour
trois formes extérieures arbitraires @, X et ¥,

’ [[in}’P]:[tP[XW]];

nous représenterons ce deux produits par le symbole, plus simple,
[PXP]. '
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Si les deux formes @, X soﬁt de méme degré, on aura
k (P+X)¥]=[OW]+[X¥],
[P(D+X)]=[PO]+[PX].

On a vu plus haut que, si dans un produit de deux mondmes exté-
rieurs respectivement de degré h eb 4 ’on change l’ordre des facteurs,
ce produit sera multiplié par (—1)". Tl s’ensuit que la relation (4) reste
valable, si @ et ¥ désignent respectivement deux formes extérieures

- de degré R et <. I résulte de cette relation que le produit contenant deux
facteurs identiques de degré impair est nul et que la produit de formes

" extérieures est idépendant de lordre des facteurs, si “tous ceux-ci sont
de degré pair. . i

La ¢*° puissance d’une forme extérieure de degré impair est iden-
tiquement nulle, car ¢’est un produit qui se compose de facteurs identi-
ques de degré impair. La puissance d’une forme extérieure de degré pair
n’est pas, en genéral nulle. Considérons, par exemple, la forme quadm-
tique extérieure & quatre variables

Q=0 [ 29 ]+ 033 [0 1+ @1 [8204 ]+ By [0 ]+ gy [0202 T+ g [0%04 .
©  Comme on & » S
[ 1=2(019%s + 013012+ G14005) [¢1¢2w3m4] ’
on voit bien que le carré extérienr [A%] est en général différent de zéro.
Dans les opérations sur les formes extérieures, il suffit done de con-

sidérer les puissances des formes de degré pa.lr Soit @ une telle forme
écrite de la fagon suivante:

O=M,+ M+ ... M,

ol les symboles M; (2=1,2,...,h) désignent les mondémés dont elle est
composée. On voit gue le carré de & est

(02 ]=2([ M, M, 1+ [ M M3 1. . [ MM, T4+ [, M ]+ +[Mh 11‘[n])

car ceux de M, M,,..., M, sont tous nuls et le produit de deux
mondémes de degré pair est indépendant de leur ordre. D’une maniére
genérale, on a

(3) [P%]=q! Z [MilMig---Mi!],'

(i1 ..

D désigne la somme étendue & toutes les combinaisons des
(iadg .. %) . .

indices 1,2,...,h pris ¢ & ¢.

10, Forme simplifi€ée d’une expression extérieure. Dans tout ce
qm suit nous représenterons les expressions exténeures sous une forme
que nous appellerons forme simplifide.

10. Forme simplifide. 13

Considérons, par exemple, l’expréssion' extérieure du troisiéme degré
‘ Q=a,,, [2z's"].

Changeons dans cette expression, d’une fagon arbitraire, le rdle des in-
dices x,4,u; écrivons, par exemple,

Q=a,, [d'va"].
D’a.prés les régles données plus haut ceci peut encore s’écrite comme suit
Q=—a,, [wr's*].

La forme Q peut donc é&tre représentée de six facons différentes que I'on
obtient en permutant les indices du coefficient a,,, et en 1’a,ffecta.nt
du signe — si la permutation est impadire.

En faisant la somme des expressions ainsi obtenus et en la divisant
par 3!, on trouve la formule

Q= ay [255"],

ol on a employé l'alternation des indices (m®2).

Ce procédé pouvant dtre appliqué & une forme-de degré quelconque,
Ton voit ainsi que toute forme extérieure peut étre écrite de maniére
que les coefficients de ses monémes soient antisymétriques en leurs in-
dices. Une forme 2 de degré m peut donc &tre représentéé comme suit:

(6) o=1,4 [was. ..a],
m

1 R1R0

les coefficients a,,, , étant antisymétriques en ‘tous leurs indices; la
somme- du second membre, contenant m! monémes égaux, pour tout
choix de m indices pris parmi les nombres 1,2,...,n, a 6té divisée par
m! afin qu’elle se réduise & la forme la plus simple.

Remarquons que le nombre des coefficients de la forme (6) est égal

& (ﬂ’ . Dans la suite, en écrivant une forme extérieure, on admettra tou-
m

jours qu’elle satisfasse & la convention adoptée ici et que le nombre des
variables soit égal & n. -
La comparaison des expressions (1) et (6) permet de justifier noi?re
assertion, donnée au commencement du n° 6, qu’s la forme mulfilinéaire
(1) peut &tre associée une forme extérieure bien déterminée, et réeipro-
quement. Nous reviendrons au n®12 & cette correspondance entre les
forme mmultilinéaires et les formes extérieures, en montrant qu'elle est
intrinséque. : :
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A 06t des formes extérieures que nous avons définies ci-dessus, on
peut aussi considérer des formes miwtes. Donnons comme exemple Dex-
pression

2.31 uly,vn[m”mzm“] [W w“]?
ol les coefficients 4,,,, sont antisymétriques en les indices x,i,u ot
en v,z et ol le point indique la multiplication algébrique ordinaire; cela
veut dire que ces produits sont commutatifs et associatify. Ces formes
interviennent dans plusieurs recherches géométriques?).

11. Valeur d’une forme extérieure. Considérons une forme exté-
rieure de degré p

1
(6) .Q=p—w [waxe. . @],

1 Prirg g

et une suite de p vecteurs arbitraires
(7) ’ 171’1721",‘7~V1)?

en posant Vh={m;;} (h=1,2,...,p). Nous appellerons valeur de la forme
2 pour la suite (7) lexpression

® QLY Ve, Vol=a,,, , d¥ap. . o,

xluz 1

Il est évident que deux 'jowgws dgales ont la méme valeur pour une
suite arbitraire de wecteurs. Pour démontrer la réciproque, nous nous

bornerons au cas p=2, le raisonnement étant d’a.ﬂleurs général. Considé-
rong denx formes extérieures

1
¢=§“M[“%“l]7 E’:Eb,d[m"m‘],

et admettons qu'elles aient les mémes valeurs pour une suite de deux
vecteurs arbitraires, V={a%}, V,={#5}. Choisissons ces derniers de
manidre quil soit V
m’f:{l pour - x=1, m’;:{l pour x=2,
0 pour =x#£1, 0 pour xz£2.
On a alors
Qj[Vl:Vz]:“m: T[Vliv.!]:blz’

@olt il suit @,=b;,. Bn choisissant convenablement les deux vecteurs,
on peut, de la méme maniére, démontrer que tous les autres coefficients
de mémes indices de deux formes sont aussi égaux, . q. £ 4.

4 V. p. ex. E. Cartan [4], p. 44.

icm

11. Valeur d’une forme extérisure. 13

Il résulte, en particuher, de cette proposition, qu'une forme exfé-
rieure est pulle, &i sa valeur I'est,pour une suite arbitraire de vecteurs.
11 est facile de vérifier qu’en faisant sur les vecteurs de la suite (7) une

* substitution linéaire

V=tV + apaVot ...t ¥ p (h=1,2,...,p)
de déterminant & différent de zéro, on aura
QUV, Vayeor, Vp1=080[V,,7,,..., 7]

11 en résulte, en particulier, que la valeur de la forme £ reste inaltérée,
5 Pon fait sur les vecteurs (7) une permutation paire, et gqu’elle change
de signe, si la permutation est impaire. Il s'ensuit aussi de la formule,
que la valeur de la forme 2 est nulle, si les vecteurs de la suite (7) ne sont
pas indépendants.

11 est évident que la valeur de la somme de deux formes extérieures
de méme degré est égale 4 la somme des valeurs des deux membres de
cette somme.

Nous allons ‘montrer que le produit de formes extérieures ]omt d’une
propriété analogue. Considérons, pour abréger, les formes

o4 R B
¢=§?am[9b"m‘w"]y 97:.—2’),,.[9”0”],

et la suite de cing vecteurs arbitraires
(9) VI’V21V3’V;!V53
olt V;.-—{ %} (k=1,2,3,4,5). Le produit de @ et ¥ est égal & la forme

0= ot a"s o],

3.31 3 -
eb sa valeur, pour la suite (9), est égale, d’aprés la formule (8), 4 lexpres-
sion ’ )

QLVy, Vs, VuVuVs]—- 3'amb T okt

ce quon peut aussi écrire

(10) Q[Vy,V,, Vs, V-ﬁ Vil= awbmwfl%”s%ﬁ?]

1
231
Or, nous savons que ’expression’ w}‘l:i,ém’;m:mg’l est égale au détermi-
nant du cinquidme degré
o} of of o af

lat o ot o of
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divisé par le nombre 5! (n° 2). D’aprés le théoréme de Laplace, ce déter-
minant est égal 4 la somme ¥ :

2-3!29@?,,:10%%90{@%3,

, )
olt 3 indique la sommation étendue & toutes les combinaisons trois & trois
(i) '

des nombres 1,2,3,4,5, et olt, pour chaque choix des indices h,i,j, on
doit prendre les indices %,I de maniére que la permutation %,i,5,%,!
- soit paire. En faisant usage de cette remarque, Pon peut représenter la
formule (10) sous la forme '

RV, V5, Vs, Vi, Vsl _;;L ) ﬂxzﬁma?hwéwf]mfﬂﬂ .

(9

Dautre part, on a, d’aprés Pégalité (8),
BV, Vi, Vil=a 8555w, W[V, Vil =b, ahaf.
En rapprochant ces formules, I'on trouve

‘Q[Vli sz Va,V,;, Vs,] =(n2_;)¢[v7n Vvia Va] T[Vka VZ])

le symbole de sommation et les indices %,! ayant la méme signification
que plus haut; cette formule établit le lien entre la valeur du produit
de deux formes extérieures et les valeurs de ses facteurs,

Remarquons enfin que la valeur d’une forme extérieure est inva-
rignte par la transformation (2) du n°1. )

12. Changement de variables, Pour construire les formes extérienres,
nous avons introduit » indéterminées ou variables #*; nous les assujet-
tissons maintenant & une substibution linéaire de Ia méme forme que
celle qui nous a servi 4 obtenir le changement des coordonndes d’un point
de lespace affine A4, (n°1). Nous écrirons done

\\

(11) ‘ =P,  F=Qu,
le déterminant A=|P%| étant différent de zéro et les coefficients P e

¢ étant liés par les relations (4) du n® 1. Pour montrer par quelle foqrme
Pon doit remplacer une forme extérieure donnée, si I’on introduit les
variables &, considérons d’abord le monéme w22, .a%]. Si Pon y sub-
stitue, & la variable o (i{=1,2,...,p), la forme lindaire Pyzt, on obtient

wn produit extérieur de p formes linéaires

[PRanPpit... P’;;E%] '
qui, développé d’aprds les rdgles de multiplication extérieure, devient
(12) v 4 PPy, Pplatzt ., .2%]. ) '

eaes”

§3 "~ 12. Changement de variables. 17

On trouve, par exemple,
[#'a"...2" ] = A[z'3*...7"].

De méme, pour effectuer le changement des variables #* en les variables
7* dans une forme extérieure arbitraire 2 de degré p, il faut, dans chacun
des mondmes de celle-ci, remplacer le produit symbolique [215...4%]
par l'expression (12). On obtient ainsi une nouvelle forme extérieure
que nous désignons par Q. Par exemple, 1a forme extérieure du troisiéme
degré. )

1 v i
= 37 G [wata ]
se transformera en la suivante:
O 1 = =0 =0T
Q== 37 Uy [T 20771,

oll l'on a posé
= Y4
Gyye=P2PiPla,.

Nous voyons, d’aprés cet exemple, que les coefficients d’une forme
se transforment comme les composantes d'un tenseur covariant.
""" T1est essentiel de démontrer que les défindtions de Végalité des formes
extérieures, de leur somme et de leur produit, sont indépendantes dw choiw
des wveriables. Cette proposition étant, pour les définitions de 1’égalité
et de la somme, une conséquence immédiate des formules du changement
de variables, nous nous bornerons & la démontrer pour le produit.
Pour simplifier le caleul, considérons deux formes extérieures @ et
¥ respectivement de degré trois et deux .
£240

1 1 ,
P= o lrvet], W= b,

et leur 1)roduit extérieur

[OP]= [rhe o).

D,
23' A7

En introduisant les nouvelles variables #* au moyen de la subshi-
tution (11), ces formes deviennent respectivement

ey 1 =y 374 1 v DR i
O =y PiPEPLa, [#P5], W= PP [35),

[5@]-—.‘-13;13;‘1"}"‘ s Pra,,b, (17220 ]

R

Slebodzingki: Formes extérieures.
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On a donc bien
[o¥]=[2¥],
conformément & la proposition.

Nous avons dit plus haut (voir la fin du n°10) que la forme multi-
linéaire ordinaire (1) est associde # la forme extérieure (6). Nous pouvons
faire voir maintenant que cette correspondance est intrinséque en ce sens
quelle subsiste si I'on effectue en méme temps la substitution (11) sur
les variables 2 et sur les m séries des variables #7 (1=1,2,...,m). En
effet, en remplagant # par les variables 7, la forme multilinéaire (1}
et la forme extérieure (6) deviennent respectivement

1 :
a o1 b —a 7e17en e
(AP L pon Do om [Z8zge. .. B0 ],
ot Ion a posé -
7 — Papr Xm
Lors..om™ P erP e " P Qma’ﬁ"ﬁ o

Iy

on voit donc bien qu’elles sont aussi associées Pune & I'autre.
Reprenons finalement la notion de valeur d'une forme extérieure
pour une suite de vecteurs. Si Pon introduit, dans la forme extérieure @2,
donnée par la formule (6') du n® 11, les nouvelles variables z*, par la sub-
stitution (11), en la transformant ainsi en une forme Q, et que 1’on assu-
jetitit les composantes des vecteurs V5 & la méme substitution en posant

Vi=PVs,
on obtient, de la méme maniére. que plus haut, I’égalité
OV, Voo s Vg1 =01V1, Vaye o, Vi 1

ceci montre gue la valeur d’une forme extérieure pour une suite de vec-
teurs est aussi invariante pour un .changement de variables.

Le changement de variables peut étre appliqué & la réduction d’une
expression extérieure & une forme canonigue. Dans le cas d’une forme
de degré 1, ou de degré «, les expressions canoniques sont évidemment
les suivantes (ef. n°6):

ot et [at

z*. .2 ].

Nous reviendrons dans les numéros suivants au probléme de réduc-
tion & la forme canonique des expressions de degrés différents de 1 et
de n

Rema.rque 11 est souvent nécessaire de remplacer dans une forme
extérieure les variables primitives par de nouvelles au nombre plus petit
que m», en posant par exemple

(13) F=ply + 03 + .. " (m<n).

icm

§3 - ' 12. Changement de variables. 19

i le nombre de nouvelles variables est plus petit que le degré de la
forme, celle-ci se transforme en une forme nulle. I est clair que les dé-
finitions de la somme et du produit de formes extérieures sont aussi in-
variantes pour la substitution (13).

13. Dérivées d’une forme extérieure, Soit 2 une forme extérieure
arbitraire. On caleule sa dérivée par rapport & la variable 2* de Ia fagon
suivante: on améne, dans chaque mondme, cette variable & la premiére
place, et on 1a supprime ensuite. Sila forme Q2 ne contient pas de variable
a*, sa dérivée par rapport & celle-ci est, par définition, nulle. On désigne
les dérivées de la forme Q par les symboles ordinaires:

200
0z 0’

’Q
0x 0t

aR
o’
en respectant 'ordre des dérivations suceessives, les dérivées

igley
0o’

*Q

0x*oa

par exemple, n’étant pas en général égales.
Pour la forme Q:%aﬂ[w"m‘], on a

a2

Fra

; 9°Q
=0T G = G
Les coefficients a,, étant antisymétriques, il en résulte

&0
e

.00 —o
T owort

Cette relation est d’ailleurs valable pour une forme extérienre de
degré arbitraire, comime il est facile de s’en convaincre en se reportant
2 la définition de la dérivée.

Si 'on multiplie extérieurement la variable 4* par la forme linéaire

Q
e et qu'on somme ensuite par rapport & I'indice », on trouve
0Q
[m" 5?] =0, [0 ]
ou

(14)

2%
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Cette relation peut é&tre facilement généralisée: §i @ est une forme
extérieure de degré p, on a

T, ve =p(p—1)...(p—7+1)®
B A e 3w | p=1)...(p r+1)®,
e o — ap - zp’@

. oo .. 0w |

Si Pon fait sur les variables 2% d’une forme extérieure @ la substi-

tution (11), 1’égalité =P ‘nous conduit aux relations
00 oo
5 _— '_PQ% .
(13) : o rra

Ce caloul se fait donc comme pour les formes algébriques ordinaires.
Remarquons enfin que la relation (14) est analogue ‘i celle entre
une forme algébrique ordinaire du seeond degré et ses denvées premis-

0.
res; en effet, si F=a,20" (a,=as,); on a w"a—;=_l‘

14. Rang d’une forme extérieure. On dit qu’une forme exténeme
est de rang r, si r est le nombre mlnmn%m de variables par lesquelles on
peut exprimer cette forme, en se servant d’une substitution (11) conve-
nablement; choisie. D’aprés cette définition, les rangs des formes de degré
un eb de degré n sont égaux aux degrés de ces formes si elles ne sont pas
nulles {(n°®12).

Pour déterminer le rang d’une forme £ de degré arbifraire p, nous
définirons auparavant la notion de son systéme associd. On appelle aingi
le systéme d’équations linéaires qu’on obtient en annulant toutes les
dérivées de degré p—1 de la forme Q

n—1
(16) ,_._6*9___ =0
6m“16;p"ﬂ Ot
, .

TrSOREME 1. Le sysiéme associé d'une forme emtérieure est covarian
relativement & tout changement de variables par une substitution linéaire,
autrement dit, la formation du systéme associé d'une forme ewtérieure et le
changement de variables sont deus opérations dchangeables.

Ay tay ey 2y 1 =1,2,...,m).

En effef, si I'on fait sur les variables 4* d*une forme £ la substitution
{11), et qu’on tient compte des formules (15) du numéro précédent, on -
trouve

§3 14. Rang d'une forme extérieure. 21
0
¥ . pupen
aF0T*. .. 01 e
2;—-1(2 aﬂ——l()
a_ e == (P ()72 Q” “l —
Qa1 0z . . . Qxtr-1 o e Yool pp g ot

Ces relations montrent que les systémes associés des formes Q et Q
sont équivalents.

THEOREME 2
systéme associé.

Pour démontrer ce théordéme, désignons par r le rang de la forme £,
et par s celui de son systéme associé. En introduisant des nouvelles va-
riables T* par une substitution linéaire, on peut done réduire ce dernier
systéme & la forme ’

(17)
Nous allons montrer que le rang de la forme 2 ne peut pas surpasser s.
En effet, supposons qu’on ait introduit dans cette forme les mémes va-

riables que dans son systéme assoeié, et gue I'un des mondémes contienne
la variable Z* (a>>s). Soit

2. Le rang d’une forme értérieure est égal & celui de son

1=0,

e
=0, ...

1]
<>

=8
y =

a[Z T, 17" ] (a0
ce mondéme. L'équation
=
0340F... 051

comprendra done le terme az®, et, par suite, elle ne peut étre une consé-
quence du systdme (17), contrairement 3 I’hypothése faite sur celui-ei.

D’autre part, il résulte, de la définition du rang de la forme exté-
rieure, qu’on peut choisir les variables #* de mamiére que la forme @ ne
contienne que les variables o',2%,...,4". Son systéme associé ne peut
done contenir d’autres variables et, par conséquent, il doit &re s<Cr.
Le rapprochement de ces deux résultats montre qu’il est nécessairement
r=s, ¢. q.f. d.

Sile rang d’une forme extérieure est égal & son degré p, celle-ci peut
atre réduite & la forme canomique [#'#"...2°]1.

Tne forme extérieure est dite régulidre, si son rang est égal au nombre
de variables; nous 1’appe11erons forme singuliére, si son rang es’s plus
petit que ce nombre.

Les notions de rang e de systéme associé se générahsent facilement
pour un systéme de formes extérieures.
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Supposons qu’il soit donné un ensemble (F) de formes extérieures
de degrés arbifraires &4 variables #*. Nous dirons que le nombre 7 est
son rang, si le plus petit nombre des variables par lesquelles on peut
exprimer les formes de 'ensemble est égal & r. Nous appellerons systéme
associ€ de Uensemble (H) le systéme formé des systémes associés de tous
les éléments de I'ensemble. Par le méme raisonnement que tout 3 I’heure
on peut démontrer le

THEOREME 2'. Le rang d'un ensemble de formas extérieures est egal
& celui de son systéme associé.

15. Formes linéaires. Noug dirons que r formes linéaires o', w?,. ,w
sont indépendantes lorsqu’il n’existe aucun systéme de nomhres ll,lz,
non tous nuls, tel qu’il soit identiquement
(18) ’ llcol—l—l2w +.o 4+ Lo"=0. )
TefioREME 3. Pour que les formes lindaires o',0®,...,0" ne soient
pas indépendantes, il faut et i suffit que leur produit extériewr [0'w?... 0]
sott nul.
Supposons, en effet, que les formes w',w?,...,0" soient lides par la

relation (18), le coefficient 7,, par exemple, n’éta.nt pas nul. On en dé-
duit la formule

o =o'+ ko ...+ k0™,
Off aura, par conséquent, » ' .
[o'0® ..o ]=[0'e?... " (o +kyeo ... +F,_. N Y
Si Von developpe le second membre, on obtiént une somme dont chaque

monome contient deux facteurs linéaires égaux. Le produit extérieur

[o'o...0"] est done nul (n°9), ce qui montre que la condition est né-
cessaire.

Pour démontrer sa suffisance, posons
B hoo
" = a,1° th=1,2,...,7).
En portant ces expressions dans le produit [w'o’...o"], on trouve

[00’...0" =@ a},...a] [#90"... 0% ],
ou .
[0 .0 1=alla, ...a) (7207, a*].
Le second membre étant par hypothése nul, on en conclut que tous
les détenmnants de degré r de la matrice

aa ... d [
92

a ay ... at

1 .2

a o ... a}“ :

§3 . " 15. Formes linéaires. 23
sont nuls et que, pa.r suite, les fdrmes o',o’,...,0" ne sont pas indépen-
dantes. ’

Remarque. Si 'on se donne n formes hnéa.lres indépendantes «”
3 n variables et une forme extérieure 2 de degré p & mémes variables,
celle-ci peut &fre exprimée par les formes o* comme suib

1
R=—A4 o [0M0™ . 0],

p! 1K aee Hp

" les coefficients 4, ., étant antisymétriques.

THfoREME 4 (Oartan). Soient donnes deus systémes de formes lindaires
& n variables
o, 00, T Ty Ty .
vérifiant lo relation
(19) 020" 1+ [720" 4.+ [70"]=0;
si les formes o sont md@pmdantes les formes T, s’empriment par elles
suivant les formules
Th=ah1ml+ahzw2"r‘---+ahrwr (h=1,2,...,7),
OU Opy =0y, - : ]
Pour démontrer ce théoréme, introduisons n—r formes linéaires
oL W, 0", telles que Uensemble des formes o',0’,...,0" se com-
pose de formes indépendantes. Les formes 7, peuvent done s’exprimer
par les formes w? )

©{20) T =gy O (h=1,2,..,7).

En substituant ces expressions dans la relation (19), on trouve
: h
> ap, [0?0"]=0,
h=1
ce qui peut s’écrire comme suit

yah [wlwh]-f-z ) ﬂh][fo ‘0" 1=0,

hi=1 =1 f=r+
ou encore

T n . i
Sap— ) [0+ 3. Y ayylo’o’]=0,
(ht) h=1j=r+1

le symboleZ'md.lqua,nt que la somme doit &tre étendue & toutes les com-
(1)
binaisons deux & deux des nombres 1,2,...,7. I’indice j dans la seconde

somme de la dernidre égalité étant plus gmnd que les indices h,t, il fautb
et il suffit, pour que la derniére relation soit vérifiée identiquement, qu’il
80it  apg=ag, oy=20 (h,i=1,2,.. 375 j=r41,...,m), e qui démontre
le théoréme. :
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16. Divisibilité des formes extérieures. Nous dirons qu’une forme
extérieure Q, de degré p est divisible par une autre @, de degré q, ou
encore que @, est diviseur de £, 8l existe une troisiéme forme &, ,
de degré p—gq telle qwil soit identiquement Q,=[®¥,_,]. 2, et &,
étant données, pour reconnaifre si 2, est divisible par &,, il faut déve-
lopper le second membre de I’équation .

‘Qh = [(D,I 1Ijn“q ]7

ol ¥, , est une forme inconnue et écrire que les coefficients des deux

membres reduits & la forme simplifiée (n° 10) sont bgaux. On obtient

aingi un systéme de (Z) équations linéaires par rapport & ( " Q) coeffi-
. p—q.

cients de la forme inconnue ¥, ,. La discussion de ce systéme permet de
résoudre le probléme posé. :

EXEMPLE. Oonsidérons deux formes & quatre variables
D=A4,[*xs ]— 4, [Fa's! 1+ 45 [2*0'0* | — A, [2'22 ],
P=0,,[5'8" |0y, [ 1400 [0 2" 1+ agg [275° 1+, [#°5* 1 g, [2°0* 1

) Pour reconnaitre si @ est divisible par &, on cherchera une forme
linéaire. ‘
»
0=0,8 +0,58" +a,2° + a2 .
telle C]_l;l)ﬂ. 80it Q=[Pw]. En y remplacant 2,d et o par leurs expressions
et en éerivant que les coefficients corresppndants de deux membres sont
égaux, on obtient le systéme d’équations suivant:

Galiy — gy g+ Giaylly =4,

gyl T4y — Oty =4,
gy — Cy il oty =4,
O3y Gy — Gyl =4,.

Le déterminant de ce systéme

. i
L0 Oay — lhoy oy
: —ay 0 Fyy — Qg3
H —ay 0 Oyn

| Tl Gy — a0

étant symétrique gauche, il est égal au carré de Pexpression P =gy,
+Gistha -+ 014855 Dong, si P40, se qui veut dire que le rang de la

forme & est égal & quatre, la forme 0 est divisible par @ et la forme o

est hien. déterminée. 8i P=0, les coefficients & n’étant pas tous nuls,
£ est divisible par @ si le rang de la matrice

Lo
(13
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0 Gy —G @y 4
f—dy, O @y —ayy A,
‘ Cing — Oy 0 1o -AS

1 —ly Gy —G, O A

est égal & deux; dans ce cas, la forme linéaire n’est pas complétement

déterminée.

Nous obtenons des résultats les plus complets et les plus importants
en traitant le probléme de divisibilité d’une forme extérieure par une
forme linéaire. )

THEOREME 4. Powr qu'une forme ewiérieure Q soit divisible par une
forme linéaire o, il faut et il suffit qu'il soit [Qw]=0.

La condition est nécessaire. Admettons, en effet, que la forme &
soit divisible par w; on peut don¢ trouver une forme @ telle que l'on
ait Q=[dw]. Ilen résulte [Qu]=[Pow]. Le produit du second membre
contenant deux facteurs identiques de degré impair est néecessairement
nul (n°9), il en est donc de méme du produit [Qw], ¢.q. . d.

Pour démontrer que la condition est suffisante, supposons, ce qui
est toujours permis, dw [0z #£0, et effectuons sur les variables «* la sub-

stitution donnée par les formules

F=w, ==, .. =z

La forme Q se transformera alors en une forme Q2 que l'on peut éerire!
@y . Q=[DF ]+,
ol @, est une forme qui ne dépend que des variables °,3°;...,7"; Péqua-
tion [Qw]=0, qui est par hypothése vérifice, se transformera par la méme
substitution en la suivante .

[QF1=0.
En rapprochant les deux dernidres égalités, on en déduit

[®,7'] = 0.

La forme @, ne dépendant pas de la variable #, on en conclut que
cette forme est identiquement nulle. L'équation (21) devient donc
Q=[®,7'] ou, si l'on revient aux variables z*, 2=[Pw], ce qui montre
que la condition est aussi suffisante.

COROLLATRE. Pour qu'une forme exiérieure soit divisible par le facteur
2%, 4l faut et il suffit que chacwn de ses monbmes contienne ceite variable.

THEOREME 6. Si une forme extérieure Q de degré p est divisible par
chacune des v formes lindaires indépendantes o, o?,... 0 elé est divi-
sible par leur produit emtériewr [o'e*. ..0"].
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Admettons, en changeant au besoin de notations, que le déterminant ‘

N

: do' dot O’
last 82 " o
o’ dw® dw®

ot 9t T oa"
i i

' 9 7 8o

soit différent de zéro, et effectuons dans la forme Q le changement de
variables- défini par les formules

=wr’ a;‘r—(-l:wr{-l’ o T g™

8

(22) F=o', T=0", ...,

La forme Q se tra,nsformera alors en une forme .2, qui sera divisible par
chacun des facteurs z',%%,...,2". On en conclut d’aprés le corollaire pré-
cédent, que chacun de mondmes de cette forme contiendra toutes les
vanables z,...,7 On peut done écrire

Q=[07...7"],

ot @ est une forme extérieure de degré p—r. Si I’on revient anx Va.m’bb—
1es %, on aura

R=[0v'w*...a"],
ce qui établit le théoréme.

Remarque. Il résulte, du théoréme que nous avons démontré,
que le nombre de diviseurs linéaires indépendants d’une forme extérieure
ne peut pas surpasser son degré.

GOEOLLAIR,E Toute forme emtérieure peut étre mprésente’e par un pro-
Awit [o' o™®] de formes lindaires mdépendﬂm,tes et dune forme O
n'ayant pas de diviseurs linéaires.

THEOREME 7, Pour qu'une forme evtérieure Q de degré r puisse éfre
représentée par un produit de r facteurs linéaires, il faut et il suffit que son
rang soit égal & son degré.

Supposons, en effet, que l'on ait R=[w'»’...0"]. Si on se sert de
la substitution (22), on obtient O=['7. .. @15 1a forme 2 est done bien
de rang r. Inversement, admettons que la forme 2 goit de rang r; on peut
done 1’écrire, en changeant au besoin les variables, sous la forme du pro-
duit de r variables Q=[z's"...4"] (n®14, Corollaire).

Une forme extérieure égale 3 un produit de facteurs lindaires est
dite forme simple.

§3 : 16. Divisibilité des formes extérieures. 27

Pour trouver les diviseurs linéaires d’une forme-extérieure £, il faut,
d’aprés le Théoréme 4, annuler tous les coefficients du produit [LRw],
ol » est une forme lindaire w=an,x?. On Obtient ainsi un systéme d’équa-
tions linéaires et homogénes & inconnues a,. Si ce systéme admet r solu-
tions linéairement distinctes, 1a forme 0 admet, d’aprés le Théoréme 5,
7 diviseurs linéaires indépendants.

17, Applicatiohs. Nous allons appliquer les théorémes démontrés
au numéro préeédent & quelques cas particuliers.
1% Congidérons d’abord une forme extérieure quadratique non nulle
4 n variables Q= % a,[2*s"]. Pour gu’elle soit égale au produit de deux
facteurs linéaires, il faut et il suffit, d’aprés le Théoréme 6, que son rang
ef, par suite, celui de son systéme associé
B.Q

S 9"

(a=1,2,...,n),

soit égal & deux (n®14). La forme £ étant par hypothése non nulle, Pun
aw moins de ses coefficients est différent de zéro; supposons que ce 80if
a,;. Les deux.équations

(24) - —2%:@@“:0, %2,7 =a,2* =0,

faisant partie du systéme (23), sont done indépendantes, la premiére
contenant la variable #* qui ne figure pas dans lautre ef la deuxiéme
contenant la variable #” qui ne figure pas dans la premidre; par copsé-
quent, toutes les antres éguations de ce systéme doivent &tre des con-
séquences des équations (24) pour que le rang du systéme soit égal & deux.
Si 'on résout les equatxons (24) par rapport aux variables 2™ et @*, on
trouve

1 ,
= Z%W: e e [
gy vl Fr x4
En portant ces expressions dans l'une queleonque des équations (23)
00
dx*

on obtient

1 2 "
L R S N SR SN (P TR o =0,

(Oa sy By Byl ) 2" =0 .
Cette équation devant &tre une identité, on a les conditions

(25) v Cbxla;4v+ a’).,,a/y.v’+'“yzaiv=0 (/.L,‘V=1,2,...,’I’b).
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Pour les obfenir, on-a supposé a, 0. Mais, comme les relations (25)
restent vraies, si Pon permute arbitraivement les indices x,4,u,», on peut
les obtenir en remplacant les indices x,4 parune autre paire u,» telle
quil soit a@,30. Les relations (24) doivent donc &tre vérifiées pour
toutes les valeurs des indices. Elles expriment les conditions nécessaires
pour que Iz forme extérieure £ soit égale & un produit de deux facteurs
linéaires. Elles sont encore suffisantes. En effet, supposons les satisfaites
et le coefficient a,, différent de zéro; le raisonnement fait plus haut
nous & montré que ces relations suffisent pour que le rang du systéme
(23) soit égal & deux. Nous avons ainsi démontré le suivant,

THEOREME 8. Pour que la forme quadratique -extéricure Q= ; a [z e

soit égale au produdt de deux facteurs linéaires, il faut et il suffit que ses
coefficients veérifient les relations (2B) pour toutes les wvaleurs des indices.

Remargque 1. Si le nombre de variables est égal & trois, les rela-
tions (25) sont identiquement satisfaites; toute forme quadratique exté-
rieure & trois variables est done égale au produit de deux facteurs liné-
aires. Si le nombre de variables est égal & quatre, les relations (25) se ré-
duisent 4 une seule

Ayoltgy ~+ Cggllys +Bralhoy=0. Y-

Remarque 2. Si les relations (25) sont satisfaites, il existe deux
formes linéaires p,a” et @ telle qu’il soit %a,d [#%'] = [pa" q,2"], Polt

il résulte qu’il doit &tre a,=p.g,—p,q;. Le tenseur covariant anti-
symétrique {a,;} dont les composantes peuvent s’exprimer de cette fagon
par celles de deux vecteurs {p,} et {g,} s’appelle, comme on sait, bivesteur
simple. Le dernier théordme peut donc &tre énoncé de la facon suivante:

THEEORAME 8'. Pour que le tenseur covariamt antisyméirique {a,}
soit un bivecteur simple, il faut et il suffit que ses composantes a,, verifient
les relations (25).

2% Soit 2 une forme extérieure de degré n—1 & n variables z*. Pour
trouver ses diviseurs linéaires il faut développer le produit [Rw], ol
w=aa% On trouve [Qol=A[s's’...2"], 4 étant une expression li-
néaire par rapport aux coefficients a,. En Dégalant & zéro on obtient
une équation lindaire et homogéne & n inconnues. II existe done n—1
diviseurs linéaires indépendants de la forme O et, par suite, celle-ci peut
gtre représentée de la fagon suivante: 2=[w'w’... "], 0ol o', 0?,..., 0"
sont des formes indépendantes. Ce résultat permet d’énoncer le

THEOREME 9. Toute forme extérieure de degré n—1 & w variables est
réductible & la forme canonigue [#'x?...a" ']

icm
§4

19. Vecteurs ewn involution.. 29

§ 4. Formes quadratiques extérieures

18. Rang d’une forme quadratique extérieure. Nous allons appli-
quer les notions et les théorémes trouvés dans les numéraux préeédents
aux formes quadratiques extérieures qui jouent le role le plus impor-
tant dans plusieurs théories. Nous démontrerons en premier lieu le sui-
vant

TatorREME 1. Le rang d'une forme quadratique extérieure cst un
‘nombre pair.

. . . 1
Ta démonstration est trés simple. Soit, en effet, Q= [ ]
une forme quadratique extérieure & # variables. Son systéme agsocié

se compose des équations a,,0'=0 (n°14); le tableau des coefficients
de ce systéme :

0. Gy ... Gy

Gy 0 ... Gy

.

<

| Bn1 A - o

4tant symétrique gauche, son rang, et par suite, celui de la forme Q est
n ‘nombre pair.

Dans la suite, en parlant d’une forme gquadratique extérieure, nous.

admettrons toujours, sauf avis contraire, qu’elle soit réguliére (n°14).
En d’autres termes, nous supposerons que le nombre de variables, au
moyen desquelles la forme est exprimée, soit égal & son rang; ce hombre
&tant pair d’aprés le théoréme précédent, nous poserons n=2r. La con-
vention adoptée ici entrajne l'inégalité |a,,+#0.

19. Vecteurs en involution. Considérons deux vecteurs arbi-

“traires Vy,={1}] et V,={t3] de 'espace affine 4,. La valeur de la forme

=

D= 21 .2 [5°"], pour la suite Vi, V,, est donnée par la formute
Q1r,, Vg]‘= a0
{voir n®11). On voit immédiatement que cette quantité jouit deg pro-
priétés suivantes:
QUYL V420V, T1=0,  2[aV,,V,]=al[V), 1],
QIV,(Va+T3) =021V, Va1+ 20V, Vsl

ol @ est un nmombre arbitraire, V,,V,,V, étant trois vecteurs quelcon-
ques. Silon a 2V, V,]=0, on dit que les vecteurs V, et V, sont en invo-
Tution Telativement 3 la forme . Cette relation est invariante pour le
changement de coordonnées. (p. 18).
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Soit B, un élément plan de 'espace A4, déterminé par m vecteurs
indépendants issus de l'origine O du repére R, auquel est rapporté 1’es-
pace A,. Si un vecteur est en involution avec tous les vecteurs de 1°6lé-
ment E,, nous dirons qu’il est en involution avec cet élément.

Nous appellons dlément polagre de Pélément plan E,,, et le désignons
- par (B,)", un élément plan, ayant ’origine des coordonnées O pour point
‘Q’aippui, $il jouit des deux propriétés suivantes:

1° Chaque vecteur de 1’élément ()" est en involution avec H,,.

20 Slunveeteur issu de Porigine O est en involution avee Em, il ap-
partient & (Bp)"

THEOB,EME 2. L’élémem polaire de Vélément plan E, est & n—m
dimensions; \

Pour démontrer ce théoréme, on peut supposer que les vecteurs.
Vi (i=1,2,...,m), qui déterminent I’élément X,,, soient identiques avec
les vecteurs X; du repere R, (n%2); on aura done V;={¢;}. Par défini-

tion, P’dlément polaire de B, est déterminé par tous les vecteurs qui vé-
| rifient les équations

LV, X1=0 (i=1,2,...,m),

oll X= {x"} est le vecteur inecomnu. Si I’on développe ces équations, et
que l'on y porte les valeurs des composantes du vecteur V:, on obtient
le systéme d’équations suivant

=0 . (#=1,2,...,m).

Mais le déterminant |a,,| étant par hypothése différent de zéro (voir
la fin du n®18), le rang du tableau des coefficients de ce systéme est égal
& m, ef, par suite, il admet n—m solutions linéairement mdépenda.ntes.

20. Forme canonique. Nous allons démontrer un théordme impor-
tant.

TesoREME 3. Toute forme quadratique extérieure de vamg m—2r est
réductible & la forme canvnique

@ £= Z’ (2]

Ce théordme étant évidemment vrai pour r=1, il nous suffit de mon-
trer que, 8'l est admis pour r=s—1, il est aussi vrai pour r=s. Consi-
. . 1
dérons une forme régulidre .Q:— 70 A n=2s variables, et choi-

sissons dans D’espace affine A28 deux vecteurs Vi, V, tels qu’il soit
Q[V1,Vs]=1; cela est évidemment possible d'une infinité de manidres.
Choisissons mamtenant le repére R,  de l’espa,ce affine 4,, de maniére
quon ait: X,=V;, X,=V, (voir n®2). L élément polaxre de 1’élément:

§4 20. Forme canonique. ' 31

plan E,, déterminé par les vecteurs V, et V,, est & 2s—2 dimensions
(Théoréme 2). Les deux éléments plans E, et (E,)* n’ont aucun vecteur
non nul commun. En effet, si ¥ était un vecteur non nul commun & ces (
deux éléments plans, il devrait étre V=ca'V,-+a?V,, et Q[V,,V]=0[V,,V1] g

]

=0; en portant Pexpression de V dans les deux derniéres relations, on
aurait a2Q[V,,V,]=d'Q[V,,V;]=0, d’olt al=0a2=0, contrairement & I’hy-
pothése que le vecteur V est non nul. On en conclnt que 1'élément polaire
(B,)* est déterminé par 2s—2 vecteurs indépendants entre eux ef des
vecteurs V, et V,. On peut done admettre qu’il est déterminé par les
2s—2 vecteurs X, (as£s,2s) du repére R,. Les vecteurs de R, doivent
done vérifier les relations

0Q[X,,X,]=0, Q[ Xy, X, ]1=0 (a8,28).

Si Yon développe ces relations 'et si Pon tient compte de 1'égalité
Q[X,,X,]=1, on trouve les conditions

=1,  Gy=0,  Gu=0 (ass,2).
La forme Q peut donc étre écrite de la maniére
4 1 . .
Q=7 ayy [#0” 1+ (027,

ol les indices p’,s’ parcourent les valeurs 1,2,...,25—2. Le rang de la
forme L o 27,27 1, qui depend de 2s—2 variables, doit &tre égal & 2s—2_

car, a,utrement celui de la forme £ serait, contrairement & l’hypothése :
plus petit que 2s. On peut done choisir les variables o7 (p'=1,2,...,25—2)
de maniére qu’il soit

~a, [o'a” ]—Z[ww“""
en portant, cette expression dans la dernidre formule on obtient
8
0=3[#"+],
§=1
ce qui achéve la démonstration..
Remarque. La formmle canonique d’une forme quadratique ex-

térieure de rang 2r peut aussi s’écrire de la facon suivante:

1
{2) Q= '5131[‘””*1";[] : '(”;}’:172"-'327)7
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ot les coefficients I, sont assujettis aux relations

1 pour A—sx=7
3) La+1=0, I;d:{o goﬁr M“%l¢’r-
Ce mode d’écrive la forme canonique est plus commode dans plusieurs
raisonnements. :

11 résulte du Théoréme 3 que le seul invariant d’une forme quadra-
tigue extérieure est son rang — un nombre naturel pair (invariant arithmé-
tique) — deux formes quadratiques extérieures de méme rang pouvant
atre transformées I'une dans autre par une-substitution linéaire por-
tant sur les variables.

On peut remarquer qu’il existe une analogie entre les formes gquadra-
tiques extérieures et les formes quadratiques ordinaires. Notons, en pre-
mier lieu, que le nombre minimum des variables, par lesquelles on peut
exprimer mne forme quadratique, est, pour les deux classes de formes,
égal au rang du tableau de ses coefficients; de plus, chague forme quadra-
tique, extérieure ou ordinaire, peub atre ramenéde & une forme canonique.
Néanmois, il faut remarquer qwil y a aussi une différence entre les deux
clagse de formes: toutes les formes quadratiques extérieures de méme
rang sont réductibles & une méme forme- canonique, tandis que deux
-formes quadratiques ordinaires 3 un méme nombre minimum de variables

s

ne peuvent &tre, en général, réduits & une méme forme canonique, si ’

Ton reste dans le domaine réel. Ceci résulte du fait qu'une forme quadra-
tique extérieure a tin seul invariant arithmétique, tandis que la forme
ordinaire en a deux d'aprds le théoréme de Sylvester.

21. Puissances d’une forme quadratique extérieure. Supposons
gquune forme quadratique extérieure £ de rang n=2r soit réduite & la
forme canonique (1), et posons IT,=[#'%""] (i=1,2,...,r). Comme on &

, []1=0, [ILIG]1=ULI],
on obtient : ’

r
(@)= 3 (L),
: 3= .
On voit, de méme, que ‘
-
(@)= 3 URILIL],
1,5 ==
et, d'une maniére générale, .
. . .
[]= [H,»llLE....TLS],
. ER A A |
car le produit des mondmes pairs I7; est indépendant de leur ordre. La
derniére formule peut encore &re écrite de la fagon suivante:
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(4) ) [.Qs]zsf. 2 [II,-IILﬂ...ILs],
(1,70, 75)

le symbole(z_ 2 ‘(?ésigna.nt Ja somme étendue & toubes les combinaisons
13,80, 157T8)

s & s des nombres 1,2,...,7.
La formule (4) donne, en particulier,

[ \=r\[II1,...11,], [ ]=0.

Nous pouvons done énoncer le suivant

THFLOR]:]M_E 4. Le rang dune forme quadratique exvtérieure est égal
aw double de Uexposant de la plus grande de ses puissances qui ne s’annulent
pas.

Ce théoréme fournit un ecritére qui permet de recomnaitre le rang
‘d’'une forme quadratique extérieure; ce eritére est pratiquement plus
commode que le critére général qui découle du Théoréme 2 (n°14).

Exempre. Considérons la forme quadratique & quatre variables

Q= [0'3" T+035 [#5°] Ty [ |4 3 [0°0° T4 gy [0°2* ]+ g [0 ] :
On a C
2" 1=2{ Gatgs + 3y +i40s5) [2' P22 ], [P]=0.
On voit done que la forme 2 est de rang quatre , 8i Pexpression ty,q,

@303y, 86 différente de zéro et de rang deux si cette expression
est égale & zéro, les coefficients de la forme n’étant pas tous mnuls.

22. Agrégats de Pfaff. Soit donnée la forme .quadratique extérieure
& n variables et de rang arbitraire i

1 ,
(5) , Q=—a,[rx"]. -
On a ‘
le i v " 23 23
[ < ]= 1_)7!7 am@a”’(’s?; LY [Jﬂlﬁ- s m‘.’J-],

ou

[ ]= !

z;jlf ¥ (o0 * * ooy _y o)

[t 2],

Posons pour simplifier 1’écriture

—

271
olp 1 o109

(6) (017025--r3 Q)= i@

oon—1034]

Slebodzitiski: Formes extérieures. i 3
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Cette expression s’appelle agrégat de Pfaff®) d’ordre 2k de la matrice

syméftrique gauche

‘ | U Mg oo o iy
o s O . Gy .
(7) . H
....... t
|
‘ Gy Gps .. 0 ]

nous dirons -aussi gu'elle est agrégat de Pfaff de la forme 2. Comme le
montre la formule (6), le carré de l'agrégat (o,,0s,...,0s) st égal, au
facteur numérique prés, au déterminant composé des éléments de la ma-
trice (7) qui se trouvent dans les lignes et dans les colonnes aux numéros
0130z -+, 0 (mineur principal d’ordre 2k de la matrice). Bn particulier,
si le nombre des variables est pair: n==2r, le carré de I'agrégat (1,2,...,2r)
d’ordre 2r est égal, au facteur numérique prés, au déterminant de la matrice
(7). L'agrégat de Pfaff est une quantité antisymétrique en tous les indices,
done il s’annule, i deux indiees sont égaux.

Si Pon tient compte de la formule (6), 1a h®2¢ puigsance de la forme
0 gécrit

h! ,
[Qh,]: (‘777,)' (91‘7QZ;"':QEIL)[MQI'”M'-"’EQ% ]7
ou =
(8) [Q"]= 72!( 2 (o0 o) [0, g%,
2123440

Qzp)

le symbole ' désignant la somme étendue » toutes les combinai-
(e102. .. 03)
sons 2% & 2k des éléments de la suite 1,2,..

de rang 2r et le nombre de variables n=

y%. Si l'on suppose la foune 2
97, on aura
[0 =

(015025~ y Qar) [@%% .. w’?ﬂ'].

)

Si Pon fait un ehangement de variables par_ la substitution (1) du n°l,
la forme 2 se transformera en une forme .Q et on aura o

[2"]1=[2]
on
(@1y02500 5 00) [BUE2. 2% 1= (01, 00, ..., 00,) [200%0 . ., 2],
(01,02y---,02) désignant Dagrégat de Pfaff d’ordre or de la forme 0.

D’autre part, on a

FOIFeY 0w l— A—L
[Bze ., 7o ]=4 [tz gfer],

%) E. v. Weber 23], p. 21.

4 22, Agrégats de Pfaff.
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ot A est le déterminant de Ia substitution. En rapprochant les deux
derniéres égalités, on trouve

(91792?"'791r)=~:1(911925""9927‘)'

THEOREME 3. 87 une forme quadratique extéricure est. ¢ n=2r va-
riables, son agrégat de Pfaff dordre n=2r est une densilé n-vectorielle co-
variante de poids +1; nous la désignerons par Pop,...0p-

Application. La théorie des formes quadratiques extérieures per-
met de démontrer, d’une maniére trés simple, quelques propriétés des
matrices quadratiques symétriques gaueches.

On a déja remarqué que les carrés des agrégats de Pfaff d’ordre
2k de la forme Q sont égaux aux mineurs principaux de la matrice (5).
Si la forme Q est de rang 2k, on a, d’aprés le Théordme 4, [Q*]£0 ef
[Q*]=0, d’ol Pon conclut, en tenant compte de la formule (6), que tous
les mineurs principaux d’ordre 242 de la matrice (3) sont nuls.

D’autre part, on sait (n® 14, Remarque) que le rang de la forme Q est
égal & celui de la matrice (5); si done la forme Q est de rang 2%, tous ses
mineurs, d’ordres plus grands que 2h et, en particulier, ceux d’ordres
2h~+-1 et 2k4-2, sont nuls. En comparant ces deux résultats, on obtient
les deux théorémes suivants dus & Frobenius®):

THEOREME 6. 8¢ tous les mineurs principaux d'ordre 2h--2 d'une
mairice symeétrique gawche sont nuls, il en est de méme de tous ses mineurs
d’ordres 2h--1 et 2h4-2.

THEOREME 7. St une matrice syméirique gauche est de rang 2h, Pun
a moins de ses mineurs principaunr @'ordre 2h est différent de zéro.

23. Divisibilité par les formes quadratiques extérieures. Le pro-
bléme de divisibilité d’une forme extérieure par une forme -quadratique
ne présente de simplieité telle que celui de divisibilité par les formes li-
néaires. Nous nous bornerons ici & quelques indications en demontra,nt
d’abord le suivant

TuEOREME 8. 81 le produit dune forme quadratique réguliére Q & n=2r
variables o par une autre forme quadratique exicricure @ & mémes variabh-
les est nul, et st 2r>4, la forme @ est identiquement nulle.

La forme @ étant réguliére, son rang est égal au nombre de variab-
les; on peut done choisir ces variables de manidre qu’il soit (n®20)

2= E IH” [:Z}”.Dv-‘
Posons encore
1
O= 4,100 ];

©) G.Frobéuius [9], p. 242-245.
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on a, par hypothése,

ayl, [vwtes’ =0,
ou (cf. n®10)
[w*z e s’ 1= 0,

o

ce qui entraine les relations
(9) 6oL+, 1 +%;-I;.,¢ —+ az,r[m Fa), L A0, L,=0

qui doivent &tre vérifiées pour toutes les valeurs des indices.
Rappelons que les coefficients I, sont antisymétriques, et déter-
minés par les formules

o 1 pour y—p=r,
#TY 0 pour |y—p|Er
(n° 20); posons dans la relation (9)
w=h, A=i, wp=j, v=r+j’);
on trouve ainsi a;;=0. En posant de méme
w=h, A=r+i, p=j, v=r+j,
on obtient ay,. ;=0 si h7#i; sl h=¢, on déduit, de la rvelation (9),
1égalité
Dpp 0 pd = 0.
Les valeurs des indices h,j pouvant é&tre prises arbitrairement parmi
les nombres 1,2,...,7, on obtient a,,,=0. 8i I'on pose enfin
w=r-h, A=rt+i, u=j, v=r-+4j,
on déduit, de la relation (9), @,,.:= 0. On voit ainsi que tous les coeffi-
cients @, sont nuls, ¢.q.f d.

Remarque. Le raisonnement précédent reste valable, si 1’on peut
choisir pour h, 4, j trois valeurs différentes parmi les nombres 1,2,...,7,
autrement dit, si >>3. Si 2r=4, le théoréme tombe en défaut; dans ce
eas il existe des formes @ non nulles satisfaisant & la relation [Q@]=0.
Si L'on pose par exemple Q=['2"]+[2z'] et &=I[a's’*]—[2%"], on
aura évidemment [Q]=0. ' :

Supposons, par exemple, 2r==6. Dans ce cas, 'équation [RP]=0

équivaut & un systéme de (i) équations lindaires et homogénes par

rapport aux (g) coefficients a,, de la forme @. Comme on a (i): (g),

) Nous convenons ici que les indices lating parcourent les valeurs 1,2,...,r.

§4 23. Divisibilité par les formes quadratiques extérieures. 37

on voit que le nombre des équations du systéme et le nombre des incon-
nues sont ici égaux; il résulte du théoréme démontré que le déterminant
de ce systéme est différent de zéro. Imaginons maintenant une forme
arbitraire ¥ du guatriéme degré & six variables 2*. L’équation )

[0F]=V,

ot @ est une forme inconnue, étant éguivalente au systéme de (2) équa-
tions & (g) inconnues 4, de déterminant différent de zéro, on en con-
clut qu’elle a e solution bien déterminée @. On voit ainsi que toute
forme extérieure du quatriéme degré i six variables est divisible par
une forme quadratique réguliére & mémes variables.

Ces résultats peuvent étre généralisés; on peut démontrer d’une

manidre analogue la proposition suivante:

THEOREME 9. 8¢ le produit d'une forme quadratique réguliére & 2r
variables par wne forme exitérieure @ de degré p et & mémes variables- est
nul, et, si r>=>p-+1, la forme @ est identiquement nulle.

On en conclut que toute forme extérieure de degré p+2 & 2p+2
variables est divisible par une forme quadratique réguliére & mémes
variables, et que le résultat de la division est bien déterminé.

Pour les démonstrations nous renvoyons le lecteur & une Note inté-
ressante. de Th.-H. Lepage®); on y trouvera aussi d’autres théordmes
concernant la divisibilité par une forme quadratique et par ses puissan-
ces.

§ 5. Formes-densités. Formes adjointes

24, Formes-densités. A coté des formes extérieures que nous avons
considérées jusqu’ici, il y & lien de faire intervenir des formes auxquelles
nous donnerons le nom de formes-demsiiés. Une forme-densité de degré
p et de poids r g*éerit
W A==

pl

(r) .
Qg (T2, 7],

n
ou les coefficients a,.,...., sont antisymétriques. Si l'on effectue sur
les variables z” la substitution

@) o =P5ac,
le déterminant A différent de zéro, la forme transformée sera, par dé-
finition,

— 1 o]
) A = e A7 G, [ PYTORET P,

8) Th.-H. Lepage [12], voir aussi G. Papy [15].
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olt Pon doit appliquer au produit entre crochets les régles du produit
extérieur; la relation entre les formes AD et A® gexprime, bien entendu,

par Dégalité A= AD. Daprés cette définibion, les formes-densités de
poids 0 sont identiques avec les formes extéricures considérées aux nu-
méros précédents.

sNous n’utiliserons dans la suite que les densités dont le poids esh
un nombre entier.

En développant le produit indiqué dans la derniére formule, on
obtient

- 19 e
Am= '2'9_‘ oyea...ep [m@lg;ﬂ‘l . "tgp]y

ot Pon a posé
) (r)

0 . AT DEL P p .
Qosoz... 0o =A"PiP, R S PR

[

On voit aingi que les coefficients de la forme (1) se transforment comme
les composantes d’un p-vecteur-densité de poids 7 °).

Nous désignerons les formes-densités par les grandes lettres de 1’al-
phabet grec, atfectées en haut d’indices entre parenthéses indiquant leurs
poids, et, au besoin, d’indices en bas, indiquant leurs degrés. Les formes-
_densités linéaires de poids 7 seront désignées par .

Ties définitions de la somme et du produit des formes-densités sont
les mémes que pour les formes extérieures; néanmoins, il faut remar-

quer que la notion de somme n'a de sens intrinséque, indépendant du

choix des variables, que si tous les termes de la somme sont de méme
degré et de méme poids. Remarquons aussi que le produit des formes-
_densités est une forme dont le poids est égal & la somme des poids de
tous les. faeteurs. L.

T1 est enfin facile de voir que les notions de rang, de valeur d’une
forme extérieure, et toutes les autres notions qui s’y rattachent peuvent
atre étendues anx formes-densités; on peut encore ajouter que les théore-
mes démontrés aux pages précédentes restent valables, avec de conve-
nables changements, i on les applique aux formes-densités. ’

Considérons, par exemple, une forme-densité de poids r et de degré
n; elle peut s’éerire

A =q[ata?.. . a"].

Si lon fait le changement de variables (2), elle devient
A=A~ aPL L . PR [Fn e . B ],
ou

A0 =n! A"aPLP}.. . PHE'E. .. 3]

8) (f. J. A. Schouten and W. v. &. Kulk [20], p. 19.

§3 24, Formes-densités, 39

ressi 1p2 . : . . .
L’e.xplesmon ! P P;... Py étant égale au déterminant 4 (cf. n°2),
la dernidre formule se simplifie, et Pon obtient

AP = A a [T 2T

On peut donc choisir la substibution (2) de maniére qwil soit
A= [FF... 7).
. . (&)
Envisageons maintenant une forme-densité linéaire = a,2%;
. )
supposons, par exemple, a;5=0, et faisons sur les variables o* la sub-
stitution

La forme ¢ deviendra

I
q’;(r)_____A T—];;IAE],
ou, le déterminant A de Ia substitution inverse étant égal & ——%ﬂ-,
kay
1 .
(,o(’):———-(r) -
W @y

' ®
Si Pon détérmine % de mhanidre qu'il soit ¥*'(q,) =1, on aura

P =1

Considérons finalement la forme-densité quadratique de poids »
1 (n
MO =—q,[ra'].
On sait (Théoréme 3 du n®20) qu'il existe un changement de variables

tel que -
10 s
a, [w#r’]= 3 [Fx° T4,

9
= =1

11 en résulte que ce méme changement transforme la forme MO, envi-
sagée comme une forme-densité, en la suivante:

—_— 8
M(")Z A—'TZ‘ [Eiis-ﬁ.] .

i=1
Si I'on y applique une nouvelle transformation

F=ki, FH=zt (1=1,2,...,8),
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le déterminant de celle-ci étant égal & ¥°, on trouve
TEO o 4= S [T,
i=1 .
En donnant & % une valeur convenable, on obtient finalement
— 8 .
MO =4 Y [#FT].
i=1

En résumant nous pouvons énoncer le suivant

\

THHORBME 1. Les formes-densités & n variables, de degré 1, 2 et m,
sont réductibles respectivement aus formes canoniques suivantes:

: 8
at, ey [¢htl],  eld'dt...a"] (e=1).
i=1

Si Uon prend le corps des nombres complexes comme COTPS de base,
on peut ici poser &= +1. :

25. Systémes dualistiques de variables. Aun’ 6, nous avons intro-
duit un systéme de variables ou d’indéterminées »* & l'aide desquelles
nous avons construit les formes extérieures et les formes-densités. Ima-

ginons maintenant, & ¢6té du systdme de. variables &, un gsecond systéme
de n indéterminées que nous désignerons par y,. Avec ces variables, nous
pouvons aussi construire des formes extiérieures que nous écrirons

1
(4) ?7? prive-p [ymy”ﬁ e y“p]’

ot les coefficients b= sont antisymétriques en tous leurs indices. '
Sur la transformation des variables de deux systémes, nous. faisons

la convention suivante: si 'on assujettit les variables a® & la substitu-

tion :

3 o=PF, A=[Pj#0,

et que Pon désigne par ¢ les coefficients de la substitution inverse

z*=Q%’, les variables y, doivent étre transformées simultanément

par les formules

(6) %=, ‘
Cette convention peut aussi s'exprimer: la forme bilinéaire a*y, doit
stre invariante pour les deux tramsformations:
. w’fyx:??u‘
Nous appellerons systémes dualistiques les deux systdmes d’indé-
termindes liés I'un 3 Pautre comme plus haut; nous dirons aussi que

les deux systdmes de formes, contruites respeetivement avec les va-
riables 2* et v,, sont dualistiques:

§5 25, Systémes dualistiques de variables. 41

‘ On voit quil y a analogie entre les systémes de variables dualisti-
ques et les espaces affines dualistiques dont nous avons parlés au n°2,
bien que les variables dont nous nous servons dans la théorie des formes
extérieures ne peuvent &btre interprétées comme les coordomnées d’un
point de ’espace affine. On peut aussi ajouter que si, en calculant les
valeurs des formes en z® (n°11), Pon se sert des vecteurs d’un espace
affine 4,, on doit choisir les vecteurs de I'espace dualistique de 4, pour
calculer les valeurs des formes en .’

En introduisant, dans la formule (4), les variables 7, par la substi-
tution (6), elle devient

R o _
}_,! b91€'-3 l’pv[ya‘ypg . y@p]"

ol 'on 2 posé

Eelez.ng,,zinQfg . ngf» prare o

. Done, si Pon convient de considérer les coefficients d'une forme
extérieure en z° comme composantes des p-vecteurs covariants, on doit
traiter les coefficients d'une forme en y, comme composantes d'un p-vec-
teur contrevariant. B L

Avec les variables y, on peut aussi construire des formes-densités.
Remarquons enfin qu’on peut encore imaginer des formes mixtes don-
nées simultanément avee les indétermindes 2° et 7,. Donnons, comme
exemple, 1a forme

1
ﬁ%&,‘fg (722" ]" YY1,
ot les coefficients sont antisymétriques en les indices de bas et de haut,
et olL le point entre crochets indique la mulfiplication ordinaire.
+1 -1 -

~ 26. Les grandeurs E, €, € et E. Nous rappelons au présent nu-
méro les définitions et les propriétés de quelques grandeurs qui joue-
ront un rdle important dans les recherches qui suivent.

a) Nous désignerons par E, le fenseur mixte p fois covariant et

p fois contrevariant de composantes Ei;ig:::i; antisymétriques en les in-
dices s#,,%,...,%, €6 Ay, As,...,4,. Nous supposons que, par rapport aux
deux repéres conjugués, d'ailleurs quelconques, d’un espace 2ffine 4,
et de son dualistique B,, les composantes Eﬁ;iﬂ; o solent égales &--1(—1)
si les deux permutations x;,#y...,%, €t A;,k,...,4, sont composées
de mémes éléments et sont de méme (de différente) parité. Dans tous
les autres cas, nOUS POSETONS Eﬁ;iﬂg ;;;f,::(). Cey conventions peuvent &tre
exprimées par les égalités

™ Bl ir=pl s ... 8.
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1L est facile de voir que les valeurs des composantes du tenseur E,
restent inaltérées, si Pon introduit dans les espaces affines, qui servent
de base, des nouvelles coordonnées & Taide de la substitution (5). On
aura, en effet

Tidy Aoy eesly Ay IO Gy Op J012q+ - Ep
Bl =QaQls .. QuPLPR . PRE

Alxgu.zp uln'?‘.” D
ou, en ayant égard aux valewrs des composantes F1g g,

Baleo=p!QhQp ... QnPu Py .. Pyl

nlua‘.,np
Mais, comme on & QiP2=4;, cette derniére égalité devient
) Agedy o 1 SUAL S 1,1 '
Bplih=ptopd... 00,

conformément 3 ce que nous avons dit.
‘ -1 11 41

—~1
b) Nous désignerons par @:{@,ﬁlnﬁmm}, @s_—{@‘l"ﬁ""‘"} deux densités
q-vectorielles de poids —1 et -1 respectivement, dont la premiére est
covariante eb la seconde contrevariante; les valeurs numériques des

-1 S | .
composantes de € et de €, par rapport & une paire quelcongue des reperes
conjugués des espaces affines dualistiques, sont définies par les formules

—~1 +1
€y, =1, Gl:n=1,

On peut montrer facilement que les valeurs des composantes restent
les mémes si on agsujebtit les repdres & une substitution linéaire, et

que l'on a :
—1

+1
(G ...en@mﬂmgﬂz ﬂ,!’
{8) +1 L ~1 .
. oD — Hoao s
R Ry L/
¢) Supposons que la métrique d'un espace euclidien soit donnde
par une forme définie positive g.,0°% (cf. n®2). Au moyen du tenseur
symétrique ¢,, on - construit une nouvelle grandeur que nous désignerons
par : :
E:{Eulml...x,.} -

Les composantes de cefite grandeur sont, par hypotheése, antisymétri-
ques et leurs valeurs numériques sont déterminéas par 1égalité

E12A..ﬂ:v/ﬂg"

Ta loi de transformation des composantes, pour la substitution «(5), est
domnée par la formule

9) E’ﬁ“z»--”n: sign 4- PﬁiPﬁ; cee PﬁpEQIQQ-~-Qn .

+1-1
§3 26. Les grandeurs By, €, € ot K. ' 42

On appelle cette grandeur tenseur de Levi-Civita ') qui Pintroduisit le pre-
mier, mais il est plus juste, comme Pont montré Schouten et van Dan-
tzig!), de la distinguer par un.-autre nom; en suivant ces auteurs nous
Iui donnerons le nom de W-n-vectewr covartant.

En montant les indices de bas en haut, on déduit aisément les com-

posantes contrevariantes de H
1

_ D'une manidre générale nous dirons qu'une quantité est un contre-
varignt W-p-vecteur, si ses composantes a*2*s go transforment d’a-
prés les formules .

Em_,_n

T He Py oy %1 o p, 2 010200 i0p o
@ = sign APRPE.. .,Pega 73

une quantité défini par un seul nombre a s'appelle W-scalaire, si elle
se transforme d’apres la loi

%= sign Aa .

Avec les composantes du W-n-vecteur on peut construire les deux
formes i
1 .z L
B [T, B,

pour lesquelles les lois de transformation découlent de la formule (9).
La valeur de la premiére de ces formes pour une suite de n vecteurs
contrevariants [} (i=1,2,...,n) lindairement indépendants ef. issus
d'un méme point, est égale & Iexpression 11 B, a3 ..a™, ou
!y galtal...a; elle représente, comme on sait, le volume du paral-
1élépipeéde construit sur ces vecteurs.

27. Formes adjointes.” Etatt donnée une forme extérieure ou une
forme-densité quelconque, on peut lui associer d’une maniére infrinse-
(ue une autre forme en variables dualistiques (cf. n®25) & laide d'une
des grandeurs considérées dans le numéro précédent; nous lappellerons
forme adjointe b la forme donnée. i

Nous allons envisager dans le présent numéro les divers modes de
définir une forme adjointe.

a) Considérons, par exemple, une forme extérieure de degré p en
variables @

1
D= iy (T2 L]
pl
1) T. Levi-Civita [18], p. 180. ‘

1) J. A. Schouten and D. v. Dantzig [19].


Yakuza


44 CHAPITRE 1. Fondements de la théorie.

En emﬁloyant Ia multiplication contractés, on déduit du p-vecteur co-

+1 .
yaziant (T, | e de la densité n-vectorielle (@) 1o densité (n—p)-
_vectorielle contrevariante de poids --1 et de degré n—p

(+1) 1+1
R Hnp = _'('55%1%3. RRTE exezn-epaglggmgp .
i
Pour abréger adoptons dans la suite la convention suivante: si s, 2%s,...y %

est wne suite d’indices distinots choisis parmi les nombres 1,2,...,%,
nous désignerons AT %y, Hay...,H, UNE suite quelconque d'indices (suite
complémentaire), telle que la suite s, %,... ) M3 Fuy Ay - - - gy 80I6 UME
permutation paire des éléments 1,2,...,0. Avec ces notations, la dernitre:

égalité devient
(+1

T (10) R

Pour g'en convaincre, il suffit de se rappeler la définition de la grandeur
1

¥
{Cupy.n) 66 de fenir comapte de I’hypothése que les coefficients Guu...m
soient antisymétriques.

Ta densité (n—p)-vectoxielle {a*-*-r) permet de former en variables .

dualistiques 1y, une forme-densité de poids 41 et de degré n—p, ad-
jointe & la forme Q. Nous la désignerons par (Q)%; on aura donc

o (+1)

= @ [y YL

w2y (n—p)t . WYy ] .

Si Pon tiént compte de la relation (10), on peut encore écrire
(11) (Q)r= O ey Yo Ya - Yotny 15

(a1geHon )

le symbole 3 désignant la sommation étendue 3 toutes les com-

(10200 p) .

binaisons #—p & n—p des nombres 1,2,...,%. :
D’une maniére générate, on peut, & une forme-densité de poids r et
de degré p, en adjoindre une autre de poids -1 et de degré n—p. Si,
par exemple, ’

1
A= PN [aha® ... g ],
p: ’
on aura
® :
(A9 3 hn g, Wl - Vil
LR

11 est facile de vérifier, & Iaide des formes (7) et (8) du numéro pré-
cédent, que la forme [(A®)?)°, adjointe & la forme (A8, est égale,
au signe prés, & la forme A®

[(A(r))e]e:(_1)p(n~zn)_,1(r).

i

vants:

12
o

27. Formes adjointes. 45

D'une fagon analogue, & une forme-densité de poids r. et de degré
'p,l écrite avec les variables ¥, on peut adjoindre & I’aide du n-veeteur

{€is,...1) une forme-densité de poids r—1 et de degré n—p.

ExEMpLES. 1° Considérons d’abord la forme lindaire o=a,".
Daprés la formule-(10), les coefficients de son adjointe (w)® sont les sui-
(+9)

a zlxg‘:.x,,_l =(l,‘¢;

on aura donec
n

(0")E=Z(—1)i~1“i[i‘/1- w Y1V oo Ynl

i=1

20 Les coefficients de la forme adjointe de

1 i
9=3 a,lr]

sont données par la formule

(+1)

A2 W g — .
a =l .

par suite, on trouve
(‘Q)c= }: az;‘z [y’fly"ﬂ et gf’fu-a]'
(190 4. 2)
Si, en particulier, 2 est réduite & sa forme canonique (n°20)
r

o=31,

i=

,_'

ol IT;={[a'""%], sa forme-adjointe deviendra

) 1 ’
(QF=(—1) ¢ 21[171...171.,111”1...17,].
= - .
39 Considérons maintenant une forme extérieure 2 en les variables
2% de degré m—2; sa forme adjointe (Q)° est une forrhe-densité, en les
variables y,, de poids +1 et du deuxiéme degré. Or, nous avons v, dans

le numéro 24, qu'une telle forme est réductible, par un changement de
variables, & ‘

(@) =e glyia

olt ¥,=[¥,.;] et e=21. Par suite, la forme (£2°F, adjointe de (9Q)%,
8’écrit comme suit (cf. Exemple 2°)

r{—1) r

(@f=e(—1) * N (Ih... s iy .. IT, ]

i=1
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D'autre part, on a vu ci-dessus (p. 44) que la forme (2°° esti égale,

au signe prés, & la forme Q. Nous pouvons donc énoncer le

TEEOREME 2. Une forme extdrieure de degré n—2 est véductible, w

signe prés, & Vewpression

..

i=1

Ty T,]
Hi — [mimr+72] .

4 8i Q est une forme extérieure de degré n

Q=ay, ,[@'a*...4"],

sa forme adjointe est une forme de degré 0, égale au nombre a,
Inversement,
(@Y =ala's®...a"].

b) Admet’oons mamtena.nt que, damns I’espace euclidien X, la métri-
que so0it donnée par une forme définie positive ¢, g

Si I'on se donne la forme extérieurs

KI5

(12) . Q=

1

—ﬁ L [a g, ],

ses coefficients sont, comme on sait, composantes covariantes d’un
p-vecteur. On obtient les composantes contrevariantes du méme p-vec-
teur en montant les indices au moyen du tenseur fondamental {

1
N g
d’aprés la formule m

0189000 Op . oy 01%1 Q0%
Qf1R- B == g1 gRYe2 'ggp"paxlxg...x .

En appliquant la multiplication contractée au W-n- vecteur

B défni
an n°26 et an p-vecteur {ane- "%}, on obtient les quantités

‘ . 1
(13) - Gy iy = — B
: V4

102.-+0
Tt sty 10000y TR

qui, ’aprés la fagon dont elles ont été obtenus, sont les composanies
duan W-(n —p)—vecteurlz) Si on fait sur les variables 2 la substitwtion
¥ =Pzt

de déterminant A différent de zéro, les COINPOSANTES &, . 0 change-
ront d’aprés les formules T

Sl

4
LT SR = "—PQIPQE id

iAl oKyt "n—paewz Sen—pt

%) J. A. Schouten and D. v. Dantzig [19].

1’3:d30111ﬁ6 d'une. forme de degré 0, D=a, est la forme -

icm

4%

§5 27. Formes adjointes. 4

En se reportant & la définition de la grandeur F (n° 26), on recon-
nait facilement que la formule (13) peut é&tre remplacée par P’égalité
plus simple

. .
14) ey .ty )y ™= ¥ f/”‘xl@mxﬂy
Ol #p,%,...,%, est une suite complémentaire, d’aillenrs quelconqgue,
de la suite s,%,...y%—p (v01r P. 44). '

Avec les composantos s, ,, O0 peut former une nouvelle ad-
jointe de la forme 2; en la désignant par Q, on aurals)

s 1 -~ M1 ¥t 1
(15) Q=m“umm”"“p [wha™2, . pe-r],
ou, en faisant usage de la formule (14),
(15) G=1/g 3 avemlgee. ar].
B (w120, . Ky —p)

La loi de transformation de ﬁ, un peu différente de celle de la forme £,

découle immédiatement de la formule (13); nous donnerons a 2 le nom
de W-forme.

Il est évident que la relation entre les formeb 0 et 2 est intrinsque
en ce gens qu’elle est invariante vis-d-vis d'une tlansformamon de va-
riables. :

Exempies. 1° Considérons la forme linéaire w=aa?; les coeffi-
cients de sa forme adjointe ¢, caleulés d’aprés la formule (13), ont la
forme )

=Ex1u

i 3
Gty 20— 2---’%—]90‘ ?

ol a?=g%a,. On aura donc

il .. nQ00
on

— N7 T 3
Ty g1 il n=(—1) Tl pat.

Si Pon vy tient compte de la définition. de la grandeur #, on peub
aussi éerire

. — ) o
TRy / SR N R AR : L)

ou enfin
P A
o 1\ k3
LS R R 1L=(_‘-1-) i y ga :

N

13) P, Bidal et G. de Rham [1]. Dans ce Mémoire 1’(1[1]0111{,(* de 0 est désignée
par le symbole QF.
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On obtient done, d’aprés la formule (15),
o ~]/g2 ”‘lw [t .. &t g ],

20 & 0 est une forme de degré zéro égale aw nombre a, son adjointe
2 est de degré n, et on a
Q=aV glow?.. .d"].

S$i e=1, la valewr de £, pour une suite de veecteurs

(16) Vi Vareors Vi
issug d’un méme point, est le volume du parallélépipede orienté, construit
sur les vecteurs (16). '

8i Q est une forme de degré m, égale & Vexpression a,s (w2, 2",

son adjointe est le W-scalaire égal & a'* /g.

Nous établirons quelques propriétés de 1’ad;|omte d’une forme ex-
‘térieure.

Remarquons en premier lieu que l'adjointe de la somme -,
ot @ et ¥ sont deux formes extérieures de méme degré, est égale & Ta

somme @—}—’J’, o’est une conséquence immédiate de la définition de l'ad-
Jointe. ,

Nous allons maintenant montrer que l’adjomte de la forme 2 est
égale, an signe prés, & Q; plus précisément on peut énoncer le suivant
TEEOREME 3. 87 Q est une forme ewtéricure de degré p, on a

~

Q___'(_l)p(n-za)g‘
En effef, considérons la forme (12) et son adjointe (15). D’aprés

la formule (14) les coefficients de la forme !2 adjointe de .Q sont déter-
minés par les égalités

an) gty =V @

Sil’on choigit les coordonnées dans Pespace H, de manidre que g,,o*!
som migse sous sa forme canonique

) {1 pour =4,
= 0 pour xz£i,

)

on aura g=1 et les composantes contrevariantes du (n—p)-vecteur
{ AR } deviendront. égales & sés composantes covariamtes; par congé-
quent, 1’égalité (17) pourra éire remplacée par la suivante:

(18)

S
».
\..1

'

Mg dp =

S g

icm

et A dtant la W-forme

§5 27, Formes adjointes. 49

D’autrée part pour le méme systeme de coordonnées, la relation (14)
prendra la forme .

(19) Vo ey =( —1)”‘"‘1’)%;.2...%,

car, la suite Zl,/L,, “ 32 21,12, <y Ay €205 une permutation paire des
nombres 1,2,...,n, les indices Aishogeeydnpy iy dey. ey Ay Teprésente-

ront une permutation paire ou impaire selon la parité du nombre p(n—p).
En rapprochant les deux égalités (18) et (19), on trouve

6711;.2...1,., =( Ml)nm’“mﬂle@..zp ,
et, par- suite,
]
Q=(_1)p(ﬂr—p)9;
la relation entre les formes 2 et 2 étant intrinséque, 14 derniére égalité

est vraie dans un systéme quelconque de coordonnées de lespace K.
THEOREME 4. Si & ef ¥ sont deux formes ewtdnem es de degré p

3 G,y [P0 o]

(117.3...1,,)
2 bigig... 2y [ahals. . .afe],

(1112 -Ap)
on o

[@}[/] (— )v(n—zt)CA
C dédsignant le produwit contracté

A1d5.,.4,
D gy a VR
(Aada.. . Ap)

A=y glaae. . .a"].
Bn effet, d’aprés la formule (15'), on a

W)y 3 Wk, 2],

[GUIR

ce qui peut &tre aussi derit

P (1P g 37 gt [ e,

(A12z...4,)
On aura donc.

[@Yf] (—1)Pe—my/g D gy b [ah Poghs P ].

(A4Ag...35);

Slebodzinski: Formes extérieures . ) : 4
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£
Mais 1a SUite Ayy.enyhpydryes s dnp SbaNG pa.u'e d’aprés la définition” d’une
suite complémentaire (p. 44), on a

[w‘l...w‘vm‘l... wnmr]=[ala®. .. 2" ].
La derniére égalité prendra done la forme
‘ (6% )=(~1" Y gOlarat...a");

c'est ce gue nous voulions montrer. :
COROLLAIRE. Le second membre de la dermére e‘gahté dhant mddpen-
dant de Vordre des formes @ et ¥, on en déduit [¢W]~ [‘I’(ﬁ], & autre part,

on o [PP]= (-—1)“"’“"’[(15?’] oar les formes W et @ sont respeotwemam de
degre’s p et n—p. Il en rdsulte Vdgalité

[0F]=(—1" P [5P].

Rema,r qué Pour distinguer les adjointes dune forme extérieure,
+1 =1
formées au moyen des grandeurs €, € et de la gra.ndemr C nous les appel-

lerony respectivement, adjointes-e et adjointes-e.

icm

CHAPITRE II
EQUATIONS EXTERIEURES

28. Définition. Soit 2 une forme extérieure de degré p; en Pannus
lant, on obtient I’équation extérieure

W . e=o,

dont les solutions sonb, par définition, tous les éléments plany E, qui
vérifient 1a condition: si l’on choisit une suite quelconque

(2) Vi, Vageois ¥y

de p vecteurs issus de l'origine des coordommées de ’espace affine A4,,,
et situés dans H,, la valeur de £, pour cette suite, est nulle (of. n®11).
Pour indiquer qu'un élément plan ¥, est solution de 'équation extérienre
0=0, on éerit Q(H,)=0.

La. définition de la solution d’une équation extérieure y’étend d’une
manidre évidente aux systémes d’équations extérieures.’

Si g<<p, les vecteurs de la suite (2) ne sont pas linéairement indé-
pendants, et, par suite, la valeur de £ -est nulle quel que soit I’élément
B,. Dou le

SLHEOREME 1. Tout dlément plan de dimension plus petite que p est
une solution d'une équation exwtérieure de degré p.

Il en résulte que, si ’on cherche les solutions & p dimensions d’un
systéme d’équations extérieures, on peut mnégliger toutes les équations
de celui-ci dont le degré est supérieur & p.

1 résulte aussi immédiaterment de la définition donnde ci-dessus,
que tout élément plan, contenu dans un autre élément vénﬁa,nt Péqua-
tion (1), est aussi solution de celle-ci.

29. Critéres pour les solutions. Nous établirons dans ce numéro
divers critéres qui permetront de reconmaitre, si un élément plan est
solution d'une équation egtérieure, ou d*un sysbdme d’équations exté-
rieures. Lo caractére de ces critdres dépend, bien entendu, du mode au
moyen duquel I’élément plan est détermind.

A. Soit F, une solution de l’équa.mon

1
(3) Q= — Qg [¥X... ¥*]=0,
p' 1%

4%
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