0ZESC CZWARTA

RACHUNEK CALKOWY OPERATOROW

ROZDZIAYL I
Calka funkeji opefatorowej i jej zastosowanie

§ 1. Funkcje operatorowe klﬁsy ()

Pojecie catki w rachunku operatoréw datoby sie nagwygodme]
wprowadzié¢ przez odpowiednie uogélnienie calki Lebesgue’a. Mozna
jednak uniknaé teorii catki Lebesgue’a, ograniczajac sie do pewnej
'spec]a,lne] klasy funkeyj operatorowych.

Whpierw zdefiniujemy pewns klase funkey] f(A,), ktéra ozna-
ezymy przez [K].

0 famkc]l f(2,t) bedziemy méwili, ze Jest klasy [&K] w obszarze

D: aLA<h, 0<t<oo,
jezeli: ‘ .
1. kazdy obszar czefciowy
Dy a<<ALB, 0,

moze byc przeclgty co najwyzej skorczong liczbg prostych réwno-

leglych do osi A i t, zawierajacych nieskoficzenie wiele punktéw"

- niecigglodei funkeji f(4,t);

2. w punktach -cigglodei nalezadcych do obszaru D zachodzi
nieréwnosé
[f(4,0)] < p(4)g(2) .

przy odpomedmo dobranej funkc]l g9 kKlasy & i funkeji ¢(4), ma
jace] w przedziale. a< A< B co najwyzej skonezon@ hczbg punktéw

niecigglofel i takiej, ze catka f |p(2)] @A (rozumla,na w. zwyklym

sensie) ma warto$é skoriczony. - -

icm

‘funkcja nalezy do klasy [K]. o] « L B
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Na przyklad funkeja f(4,%), ktéra jest réwna 1 w tréjkatach
zakreskowanych na rysunku 132, a poza tym jest réwna zern w ca-
lym obszarze D, ma punkty mecmecrlo-
gei wzdiuz obwodéw tré]ka;sow Kazda
z prostych

(L1) A=1Zy, t=t, t=t,

N éz

th——L-

zawiera nieskoriczenie wiele punktow
meemygloécl kazda za§ inna prosta
réwnolegla do osi A lub ¢ zawiera co naj-
wyzej dwa punkty nieciaglosei. Kazda
czedé ograniczona obszaru D jest prze- ‘ Aﬂﬂﬂﬂﬂ
cigta przez gkodczongy liczbe prostych #f--t—
(1.1), zatem wlasnosé 1 jest spehiona.
Ponadto widaé, ze wlasnoé 2 jest
réwniez spelniona. Zatem tozwazana !

Yo

W szezegélnosei kazda funkeja
f(A4,1), ktéra jest ciaglta w obszarze D,
jest funkeja klasy [K]. Réwniez kazda funkeja ksvta,ltu o(4) g(t),
glzie ¢ i g maja wlasnodei 2, jest funkeja klasy [K].

O funkeji operatorowej f(4) b@dzlemy méwili, ze jest funkeja
klagy (K) w przedziale a <A< f, jezeli da sie przedstawié¢ w postaci

(1.2) 1) =a{fi(2,0)}, |
gdzie g jest operatorem, za§ funkeja f,(4, t) jest funkeja klasy [K]

Rys. 1382.

‘w obszarze D.

W szezegélnodei kasda funkcja operatorowa czqgla 7est funkecja
klasy ().

§ 2. Delinicja calki

Przez catke z funkeji (1) klasy (K) w przedziale a<<A<S be-
dziemy rozumieli operator

frva=of fran ai}

przy oznaczeniu (1.2).
Definicje (2.1) przyjmu my réwniez, gdy f<a.

(2.1)
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Kazdg funkeje operatorows klasy (K) mozna przedstawid
w postaci (1.2) na nieskornczenie wiele spowbow Gdy bowiem aeC
ia=0, to mozemy zawsze napisaé

”;”‘{fz (4 t}

14
gdzie fu‘nkejau fzzt)—fa‘(t~r)j1(/1,r) dv jest podobnie jak f(4,1) -
0

4

funkc]& klasy [K . :
Aby deflmeJa catki byta Jednoma,cyn‘m, 1own0$é o

(2.2) wo ! a{fi(2, 1)} = gol ful 4, )}

musi za soba pociggaé TOWNROLE

8
@ f fua 0 azf = gof [ falast) a3},

Jest tak w istocie, gdyz piszac

(2.3)

ay : Oy
=1 o =—>

(2.4) -

gdzie a,, ay i ¢3=0 sa elementami klasy C, mamy wobec (2.2)

(2.5)

¢ -

falt—«rfllrdr—faz ler)dr

w obszaa:ze D. Calkujac (2.5) wzgledem A i przestamagaéc kole]nosé

znakéw calkx, dochodzimy do réwnosei

: 8
fal(t——r) [ffl(a, v)di] dv = faz(t——r) [ [faldy
0 @ T 0 3

) di] dr,

a stad ; E , .
a{  h2,1) dz} —af [ f2(1,§) da}_

1

Po podzieleniu przez ¢ otrzymujemy réwnosé (2.3). ‘
Stwierdziliémy w ten sposéb . jednoznaczno$é defml(}]l ea1k1

iom

s2 . Definicja catki . . . 309

. Jezeli funkeja f(4) jest liezbowa, to powyzsza definicja pokrywa
sng ze zwykly definicjg calki. W 1stocle, mozna wtedy napisaé

A= s{f(D)} i |
' g 8
Ji(l>dx=s{!f(x)dz},

gdzie calka z lewej strony jest rozumiana w sénsie operatorowym,
z prawej zas strony w sensie zwyklym.

§ 3. WlasnoSei calki

Catka z funkeji operatorowej ma podobné wlasnodei jak ZWy-
kia catka.

Wiasnogé I. fm)daz 0.

Istotnie jest
o 1 ar=o{ [0 az} = {0} =0.

-8
Wiasnosé IL. [f(7)dh=— [f

Istotnie jest
' 8 8 d
Jimar=q{ [ianaiy=o{- [fua0az)=
« a g

—d{f hana=— 1 a
: 8

8 9 B
Wiasnosé IIL [f(A)dA= [ f(AdA+ [f(A)dz
4 3 7

Istotnie, jest

ff(xcm q{ffllt)d/ /fl(ltdl-{-fflltdl}

- frna+ frna
« ?
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: g’ 8 ‘
Wiasnods IV. [of(A)di=c f f(A)@A (dla kazdego operatora o).

Istotnie, przedstawiajac f(4) w postaci (1.2) mamy ¢f(1)=
=cq{f,(4,7)} i wobec tego W mysl definicji catki

8 8 [
Jettnar=og{ [ h(%) a=eff(naa

' 8 . 8
Wtiasnoéé V. f[f(l):[:g(}.)]dl =ff(/1)daifg(z)d1
Istotnie, mozemy napisaé

(38.1) f(A)= !11{?‘1(/1,0}; 9(2) =g{g:(2,1)},

gizie zaréwno funkeja fy(4,1) jak i funkeja g,(4,%) sa klasy [K1].
Przyjmujac (2.4) bedziemy mieli

D=2(hA0) i )= (a0},
gdzie {fy(4,t)}=a{fAi(2,0)} i {gz(A;i)}=“z{91(é7t)}- Zatem

) - f(A) L g(4 —"{fa“ ) £ 92(4,8)},
2 stad

g g
Jumgnar=3{ [ 1.0 = aia =

{ff2 1 t)d}.} {fg2 LH)aK = ff(l)dlifg(l)dl

Wtlasnosé VI. Jeseli funkeje operatorowe f(2) 4 g(d) mam po-
chodne ciggle w p'rzedzwle aSAB, to

8
f F(HgHar=1p)g(B)—1la gl — [ 1(2)g'()a

L4
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Istotnie, piszac (3.1), mamy

Jraonai= o
- —saff

g

[f At =) (4, r)dr] d).}

300 -

[ (B,t—) 4a(B, 1) —Fal ety 1—) gty 7)—

—ff —7)- algll r)d)]dz}

= !1142{

0
4

-sad

= (8)9(8)—F(a)g(e) ~ f f(A)g'(R)dn.

Wiasnosé VIL Jeseli o(d) jest funkeja liczhowa, majacq po-
chodna ciggta ¢'(A), a f(}.) dowolnq funkcja operatorowq ciagly, to

28

f floWlg'(Dar= | fA)ar.

(@)

Istotnie, jest

[ g8
[ioleWar=g{ [ hle),dp'(ar}=

®
=q{ [ nnat= [ mar
(@) Pla)

Wiasnodé VIII. Jezeli funkcja operatorowa f(2) jest ciagla, to
Funkeja

A
F() = [ flx) @

ma pochodnag F'(A) = f().
Istotnie,

3 ¢ ‘
7(1) = afg; [ hiot) a4 =alfah} =1
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§ 4. Funkeje operatorowe dwéch zmiennych

Jezeli kazdemu punktowi (4,#) pewnego obszaru jest przypo-
rzadkowany pewien operator, to méwimy, ze w tym obszarze jest
okreglona funkeja operatorowa dwéch zmiennyeh f(4,x). '

‘Funkeja f(4,%) jest ciggla w prostokacie
(£.1) <A< Ay,

jeééli istnieje operator ¢ i funkdja trzech zmiennych f;(4,%,t) (0 war-
todciach liezbowych) ciagla w obszarze

7y K% K%y,

(4.2) B<A<h,  m<x<n,  0<i<o,
taka ze
(4.3) f(4y %) = g{f,(2,%,1)}.

Gdy = ustalimy dowolnie w przedziale w SH %y, to f(4,%)
mozemy traktowaé jako funkcje jednej zmiennej A

9(2)=1(2,=).

Funkeja g(4) jest ciggla w przedziale A,;<<A<<Ay, gdy f(A,«=)
jest ciagla w (4.1).

Podobnie, gdy ustalimy l dowolnie w przedziale 21<2<1
to f(4,%) mozemy uwazad za funkcje jednej zmiennej =

h(%) = (2, %).

Funkeja h(x) jest ciagla w przedziale X SHK Ky, gAYy f(A,%)
jest ciagla w (4.1). -

Definicje cigglosei funkeji operatorowej dwéch zmiennych
mozna rozszerzy¢ na dowolny obszar, méwige, ze jest W nim ciggla,
gdy jest ciagla w kazdym prostokadcm (41) w nim zawarfym.

°
Przez pochodng ezgstkowsy 7 == f(%,%) rozumiemy pochodng
wagledem 4 (f(4,x)) przy dowolnie ustalonym x. Ograniczymy sie

do przypadku, kiedy pochodna ta jest ciagla. Istnieje wéwezas
operator ¢ i funkeja fi(4,%,%) (o. wartodciach lieczbowych), majaca

pochodng ezgstkows (w zwyklym sensie)

aﬂ,f]‘(l y’
ciggly w (4.2) i takg ze

5 9 .

icm
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"Udowodnimy jeszcze nastepujgce whasnosé ecatki:

Wiasnosé IX. Jezeli funkcja operatorowa dwoah zmwnnych
fth, %) fest ciagle w kwadracie

aglgﬁ, e

i ma pochodng czastkowq azf (A4,%) clagla w tym kwadracie, to pray

dowolnie ustalonym A, (a <A<<P) mamy wzdr

: ( f by ) ) = 3, 2) + f a%f(l,x)dw (a< <P
Dowéd. 4

(/flx(lx)—g“ffllxtdx

_g{flllt +fa/lfllx,t)dx} AA)—!—‘/M]‘Mx

Wihagnodé IX mozna uogélnié na- przypadek, kiedy granice
catkowania sg dowolnymi rézniczkowalnymi funkejami liczbowymi.

§ 5. Obcinanie funkeji

Udowodnimy, zé jezeli f(A) przyjmuje wartogci liczbowe w prze-
dziale [4,,4,], to

2 : ' .
] . (f(t) w przedziale 1, <<t<<1, )
i = 0 <A< Ag)-
(5.1) Af e f(2) A { 0 pozs tym praedziatem (0 << iy)

Znaczenie tego wzoru ilustruja Wykresy, przedstawione na ry-
sunkach 133 i134.

A ' f

¥~

o
Py SR
ks

o] . S o0

Rys. 133. Rys. 134.
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Wzér (5.1) pozwala wiece niejako obcinaé funkeje f poza do-
wolnym przedziatem (4, 4,).

Aby wzér ten udowodnié, przyjmujemy najpierw, ze A;=0.
Poniewaz ¢—*=3s{h(4,t)}, gdzie o '

0 dla 0<t<A)
h(l’t)—{l dla 0<<A<t,

wiec
L ) 2 t
[etpayan=s{ [ 13,0121} = s{ [ 19000, ) a2} ={g(2,1)},
[ ] [} : 0

gdzie
fit) -dla 0<<t<4,
‘t =
g(4%) l 0 dla 0<i<i.
- Przypadek 4, >0 sprowadza si¢ do poprzedniego przez rozbicie
catki we wzorze (5.1) na dwie catki

2 A A
[eminar= [ etep(ayar— [ (2 da.
A 0 0
Jezeli funkeja f(t) jest periodyczna o periodzie 24, to mamy wzér

Y
¢ } ofe—“f(l) ai
fo) =

Timewe
Istotnie, catka w liczniku przedstawia funkeje obeigta w punk-
cie =24, a wiee jeden period funkeji; natomiast mianownik po-
woduje powtérzenie tego periodu obok siebie nieskoriczenie wiele
razy w odstepach 24,
Mamy wiec na przykiad

o
[ e~*sin2di

. 0
{sint} = —

" jest zatem

® -
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catkujac dwukrotnie przez czefci, dochodzimy de znanego wzorn
{sin t} = ;4——1}3 (nie jest to oczywiscie najprostszy sposéh wyprowa-

dzenia tego wzoru).
Inng funkeje przedstawia wyrazenie

®
[ e**sinAda
0

{r}=

I—eme

wykres tej funkeji wyobraza sinusoide obeigta w punkecie ==
i powtoérzong nastepnie nieskonczenie wiele razy w odstepach 2.
Wykres taki podali§my na rysunku 96 (str. 144).
Obliczajae catke w liczniku wedlug prawidel catkowania, znaj-
dujemy
ki3
[ e sinadi=
0

14 6™
1452’

1 1fe™ 1
O} =1 T — T a—e™)

LN

zgodnie z wzorem znalezionym w czefei II (str, 144).

Fankeja
Bl2 .
CfeMda
{00y =F—r7

ma warto§é 1 w przedziale 0<i<< ff2 oraz w kazdym przedziale prze-

" gunigtym o npB, to znaczy W przedzialach np<t<(2n+1)B[2

(n=0,1,...). Ale mamy

;1]
1—efsi2
. —As [
ofe ds = — P ,
wiec
1 ——p—Bsl2 _ 1
o0} =Fa—) =sa+erm)’

zgodnie z wzorem z paragrafu 15 ezedei IT (str. 145).
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§ 6. Postaé calkowa pewnego rozwiazania szczegélnegov

réwnania réiniczkowego logarytmicznego
Zalézmy, ze réwnanie operatorowe
(6.1) A+ ..+ gz =0

jest logarytmmz,ne, to znaczy, Ze wszystkle pierwiastki jego réw-
nanis charakterystycznego (w liczbie m) sg logarytmami. Wéwezas
rozwigzanie ogblne ma postac

#(2) = ey (A) + .o + emwm(ﬂ),

.,Cm 52 dowolnymi operatorami, a funkeje (4),...,%m(4)
.,0m W ten sposéb, zeby

gdzie e¢y,..
maja postac Jpeim, Dobierzmy state ¢y,..

(6.2) 2®(0) =0 dla 0<<r<m—2, ™ D(0)=1.

W tym celu rozwigzujemy ukiad réwnanh

+ o+ mBa(0) =0,
L0 om0 =0, - '*

e D (0) + ... + emt2(0)=1.
Wprowadza,ja;c wyznacznik

. m,,,(()j

ml(O‘)
D=1 m 00y ... o2 0)
#™0(0) ... a&(0)

i oznaczajac przez Dy,...,Dn jego minory odpowiadajace elementom
ostatniego wiersza, mozemy napisaé

-Dl . —Dm

Gl_ cany sz_jj—;

T

jak wiadomo z pa,ragrafu 8 czqém III Wyznaczmk D jest zawsze
‘ r67ny od zera.

iom..
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Wobec tego szukane rozwigzanie ma postad

D 501(2) + +Drnfmlz.)
D : ;

- @A) =

latwo zauwazydé, ze licznik jest rozwinieciem wyznacznika

2(0) . @m(0)
Bl = oy f'g,;g)'(o; :
2 () e Tm(d)

~ ktéry powstaje z wyznacznika D przez zastgpienie ostatniego wiersza
przez @4(A), ..., %m(1).

Rozwiagzanie ®(1) mozna wiec zapisaé jako iloraz dwéch wy-
zmacznikéw :

LA =-—E—gt-)—

Weimy teraz pod uwage wyrazenie

A—2) dox,

2
(6.3) ) =[x
0.

gdzie f(x) jest dowolnad funkeja operatorows ciagta. Korzystajac
z whasnodei IX calki, udowodnionej w paragrafie 4, oraz z réw-
nogei (6.2), tatwo wyliczyé, ze

.................

i
o™ (1) = [ J)amD (A—x)dx,
. 0 o .

2
2§ (3) = [ ()2 (A—w)dx+1(2).
Stad ’ _
am @™ (2) + ..+ ag@y()) =
A

= [ 1) om@®™ (h) + .. + Gq(h—r)] o+ O f(A).

0
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Poniewaz funkeja #(A) spemia réwnanie (6.1), wyrazenie w na-
wiagie graniagtym jest rowne identycznie zeru i widaéd, ze wy(1)
jest rozwigzaniem réwnania niejednorodnego

Um®™ 4 ... + o8 = amf(A);

wprowadzajse wyznaezniki D i E(4), rozwiszanie to mozemy za-
pisaé w postaci o

(6.4)

B(i—x%)
D

2
2l®) = [ 1) ==~

Wldzmly wiee, ze w przypa,dku rowmmm logarytmicenego istnieje
zawsze rozwzqzame o ile tylko prawa strona f(A) jest funkojq ciqgle.

Warto zauwazyé, co wynika z wzordw (6.3) i (6.4), ze rozwig-
zalie. y(4) spelmia warunki poczatkowe

£ (0) =0 (»=0,..,m—1).,

§ 7. Zastosowanie do réwnania struny drgajacej
‘W przypadku réwnania
(7.1) ’ w"——azsza;:{)‘
.mmamy rozwigzanie ogélne
' Z() = e e~ ¢, 0%

Wyznacezniki D i E majs wtedy postaé

111 1
D= s as | =298, B(i) = -ols  gats| = ks —g—ais
"Stad znajdujemy od razu funkcje
M g—ads
w(}.) ——— T =Z§Sh a).s,

ktéra spelnis, réwnanie (7.1) i warunki
2(0)=0, 2'(0)=1.
Dla réwnania niejedndrodnego ;

(1.2) " — 2823 = f(2)

icm

- (7.5)
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mamy wiec rozwigzanie szczegdlne
. , L 2
@o(A) == of f(%) sh [a(A—2x)s] dx.
‘Rozwigzanie ogélne réwnania (7.2) mozna napisaé w postaci

: A
(7.3) () =cle—“"’+cze"‘s+% [ 1) sh [a(2—x) s] dx.
[

W paragrafie 25 czedei IT rozwazaliSmy przypadek, gdy‘

f(3) =—a?sp(3)
2(0)=0 i -@(l)=0,

gdzie @(A) jest dowolng ciggly fﬁnkcj& liczbowsg. Dla dostosowania -
we wzorze (7.3) stalych ¢; i ¢; do warunkéw (7.5) musimy rozwigzaé
uklad réwnan

(7.4) (a>0),

¢ +0,=0,

EX
6,648 - 0, g%t — g f @(2) Sh [a(%y—x) 8] dx =0.
0

Po wyliczeniu wartosei ¢, i ¢, i podstawienin ich do (7.3) znajdujemy,
uwzgledniajae réwnodé (7.4),

' a sh als

(7.6) o4 =3 s

f (%) sh [a(2 Bo—n)s]dn—
3 ,
—a [ ¢(%) sh[a(A—x)s]dx.
0 .
Ale i)oprzednio znaleZli§my rozwigzanie tego samego zagadnie-
nia w postaci ) o
t
3o (1+) +o(=2))

gdzie przyjeto —o(—A2) =g@(A)=@(A-24,). Poniewaz znalezione
rozwigzanie jest jedyne, wige musi byé :

w2 o

do réwnofci tej mozna dojé¢ wprost z wzoru (7.6), ale rachunek jest
-do§é zmudny.
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Podamy inne zastosowanie wzoru (7.3).
Rozwigzmy réwnanie czgstkowe

an—e=0 =~ (0<A<y, 0<t<o0)

(7.7)

przy warunkach poczgtkowych

{7.8) 2(4,0)=hold), ) 24 ,0) =hy(2),

{7.9) : 2(0,1) =14{t), 2,(0,1) = vy(2).
'Zavga,dnieniu temu o&powiada, réwnanie operatorowe

{7.10) 2" 8% = —shy(A)—y(4)

z warankami ;

A{7.11) 2(0) = ,, 2'(0) =17,.

Rozwigzanie ogolne ma ksztalt
(T12)  2(A) =cy6— + aphs — f [ho(2¢) + Lhy(2e)Tsh [(A—2)s] ds..
0 .

. Wobec warunkéw (7.11) musi byé

'—8(‘1—!— 8Cy = Vy3 .

1746y =1y,
stad znajdujemy L o
Uy Uy Vo , Yy
0 == — = i Gy == + ==,
Y2 2 2 =3 T

Podstawiajac te wartosei do (7.12), mamy po prostym przeksztal-
.cenin ; ) ‘
z . .
#(2)=4oo—log) e84 4 =G Thg() o+ ()] o+ ey (1),
0 . !
" A Je o

,gdzie

y(2 )——vo—{-lvl fe “[h ]cl:w

3 1

+ (e

Funkeja »(A) b@dzw parametryczﬂa Wtedy i tylko Wtedy, gdy
funkc]a ¥(4) {y t)} bedzie parametryezna i gdy ponadto bedzie

7.13) y(Ah)=0  dla 0<t<A

iom ..

(7.15) D12 — T =0 (0 < A<o0, 0<t<oo) |
" i warunki L ’ ‘ :
z(2,0) —_—:12‘, : ‘m(O";t) = 2,(0,8) = 0.

- (7.16)

oy L g —stp=—

‘ienne. Ma ono postaé

- Wobec tego réwnanie operatorowe ma postaé

Zastosowania do réwnania struny &rgaj@oej
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Ale mamy
- ,
) )+ [h
ot | O B da 0<e<t
0 0 dla 0<A<t

i wobec tego
; t £ :
Y(A,8) = v4(t) - f 4(%) de—ho(t) — f h(r)dr dla 0<i<A.
Poniewaz A zmienia si¢ w przedziale 0 <A< 4y, wiecz Warunku (7.13)
dostajemy .

(T14)  oo(t) + f vy(7) dz = hy(t) + f hW(x)dr  dla 0t<A,.

. Jest to warunek komeczny 1 wystarczajacy, zeby rozwigzanie
(7.12) speliajace réwnodei (7. 11) bylo funkecjs parametryczng,.
Stad wynika, ze dla’ réwnania czgstkowego (7.7) warunki
(7.8) 1 (7.9) nie mogy byé dane zupelie dowolnie, leez muszg spel-
nia¢ zaleznosé (7.14). Wobec tego wystarczy podaé na prayklad
waranki (7.8) i ktérykolwiek z warunkéw (7.9), a drug1 mozna wy-
znaczyé ze zwigzku (7.14).

¥

Przyklad. Znalezé funkeje #(4,t) speliajaca rowname

Ze zwigzku (7.14) wyliczamy latwo
322—24.

—sA2—3424 24,

. Rozwigzania. szezegélnego nie oplaca sie jednak Wyinaezaé
ogolnego wzorn calkowego (7. 6), leple] znalezé rozwigzanie Wlelo»

g(4) = 312424 1A2— 2124+ 208+ 614,

. Btad rozwiazanie ogéle

-/ Rachunck Operatoréw

@(A) = o™ 4 c46%8 + wo(4).
21
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Aby to rozwigzanie bylo funkeja parametryczng, musimy
przyjaé ¢;=0. Staty ¢; wyznaczamy z warunku poczgtkowego #(0)=61

¢, 213+ 614 = 614,
Stad znajdujemy
® - oy =202
Wobec tego jest

(A) = —20Be~4 - 31242 12— 2121+ 203+ 618,

a po uwszglednieniu znaczenia operatora przesuniecia

321 12— AL+ {213
32244 18

dla 0<t<A,

w(“)z{ dla 0<A<L,

~ Jest to jedyna funkcja spelniaj@éa w obszarze 0CA< oo, 0<i<<oo
réwnanie (7.15) a ponadto warunki (7.16).
Uwaga.. Warunek (7.14) wystareza, by rozwigzanie réwnania

operatorowego (7.10) bylo funkeja parametryezna, nie zapewnia -

jednak, ze ta funkcja bedzie rézniczkowalna w zwyklym sensie.
W przypadku rozwigzywania rédwnania czastkowego (7.7) malezy

wiee na konien sprawdzié rézniczkowalnosé znalezionej funkeji. -

O ile jest ona nierdzniczkowalna, to przy danych warunkaeh po-
czatkowych rozwigzanie réwnania czastkowego nie istnieje w ogéle
i zagadnienie moze mieé sens matematyczny tylko wtedy, gdy je
traktujemy z punktu widzenia operatordw.

§ 8. Zastosowanie szeregéw nieskoﬁézonych
i catek oznaczonych

‘Wizbr (6.4) moze byé stosowany tylko wtedy, gdy dane row-
nanie jest logarytmiczne. W innych przypadkach mogg byé nieraz
z powodzeniem stosowane rozwiniecia na szeregi nieskoriczone lub
metoda catek oznaczonych. ‘

Przyklady rozwinigé na szeregi trygonometryczne mieli§my
juz w czedei IT (§§ 40-46). Tu podamy inne przyklady.

Przyklad 1. Rozwiazaé réwnanie

| (8.1)

2+ 2p =0 (—l<i<l, 0<t<oo)
przy warunkach ‘
B2 sk0)=0,  w(A0)=0,  eu(}0)=—.

e
cm::

- Zastosowanie szeregéw nieskoficzonyeh i calek oznaczonych
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Réwnanie operatorowe ma postaé
(8.3) x +s3m——i-
1—4"
Funkes r
unkeja 7— rozwija sie na szereg potegowy
I+ A4 224 ..
Szukajac rozwigzania wielomiennego #,(1) réwnania
a4 3% =27,
znajdujemy :
! g.n n! 3ty gdy » jest
—_— — Zsﬂn—-z s n]z',_ 2
n(2) = nl. (% -")' Foet (1) Z ’ parzyste;
() =
: n! .. a1 n' imtn gdy n jest
—_— — 16 jn—2
n! (u,—/) ARt AL 1'l ’ nieparzyste.

Formalnym rozwigzaniem réwnania (8.3) bedzie wyrazenie

(8.4) () = ao(A)+ay(d) + ... =co+ 0 h ...,
gdzie
- “”“"" o) Ml_ a0
0"_2 et {2( %v(sv+ 7)1 2}'

=0

Jest Wldoezne, ze szeregi wewnatrz klamry { } sa zbieine
jednostajnie w kKazdym przedziale [0,1,]; stad wynika, ze wspélezyn-
niki ¢, maja sens. Mozna udowodnié, Ze szereg ¢,ted-+... jest
zbiezny (operatorowo) dla [A|< 1. Stad wynika, ze przedstawia on
rzeczywiseie (nie tylko formalnie) funkeje operatorows, spelniajaca
réwnanie (8.3). Wobec tego rozwigzanie réwnania czastkowego (8.1)
ma postad '

?; An ot ) t3v+2 P
% anOT —L7 “H_ (6v—§—’)' (—l<a<d).
n= =

Eatwo udowodnié, ze jest to jedyne rozwigzanie réwnania (8.1),
spelniajace warunki (8.2). Wynika to stad, ze réwnanie charaktery-
styczne

u4s8=0

ma pierwiastki —is32 i 4s%2, z ktérych zaden nie jest logarytmem.
‘ 21+
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Uwaga. Statych ¢g,¢q,05... We wzorze (8.4) nie mozna wy-
znaczaé bezposrednio przez podstawienie szeregu o+ c3A+ CA2+-...

do réwnania
w"’+s3w=1—|-}.:[- AL

i przez poréwnanie wspélezynnikéw przy potegach A. Wtedy zna-
leflibyémy co prawda pewien wzér rekurencyjny, ale mielibySmy
trudnofei z wyznaczeniem dwéch poczatkowych wspoétezynnikéw e,
i ¢, ktére nie moga byé ustalone w sposéb dowolny.

Przyklad 2. Rozwigzaé réwnanie
{8.5) Bp+ 2+ =0 (—1<A<00, 0 <i<oo)

przy warunkach poczgtkowych

LR
: {8.6)  ®(4,0)=0, a;t(/l,‘O) =0, 2p(1,0)=0, zs(2,0) =11_:i-7~j Lar
: Réwnanie operatorowe ma postaé
{8.7) o® + 252" |- sty = 2 e,
' . L+4

Prawa strona tegé réwnania da sie "przedsta,wié w postaci
catki : '

o l -
[ e ttDede,
1

Mozemy napisaé od razu rozwigzanie réwnania

o® 4 2620 4 g p'= ¢—UtAe,
jest nim funkeja

e—t+da 1 inage '
wa()‘.) = W = {—_2&-3 e~ (gin at— af cos at)}.

/ ~Ca}kuiaeo te funkeje wzgledem parametru o w granicach. od 1 do 'oo,
-dostaniemy formalne rozwigzanie réwnania (8.5)

e—+de .
O 2(2) = f Gt
E 1 ;

L 14
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a stad

1,1 .
2(4,1) 25/5 e~ e (gin gf— ot cos af) da.
1

Nietrudno jest zauwazyé jednostajng zbiezno$é tej catki i jej
pochodnych wzgledem 4; zatem znalezione wyrazenie nie tylko
formalnie, ale faktycznie spelnia dane réwnanie. Jest to jedyne
rozwigzanie tego réwnania, spelmiajace warunki (8.6), gdyz r6wna-
nie charakterystyczne

‘ ut-+ 2422 gt =0
\
ma plerwiastki (podwéjne) —is, 4s, ktére nie s logarytmami.
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ROZDZIAYE II

Transformacje calkowe

§ 9. Transformacja Laplace’a

W ostatnim - przykladzie poprzedniego paragrafuy mieli§m
do czynienia z catkg niewladciwa (8.8). Nalezy ja rozumieé jako

granice
B8
iy f (A e i
1m — s Al
proe ) (0 48%)°
1 ‘.

Podobnie nalezy rozumieé inne calki niewladciwe. Wezmy
w szezegblnosei calke

0 8
[eref(a) an=1lim [ e (1) an,
[ fro0p

gdzie f jest dowolng funkeja klasy K.
Ale wobec paragrafu 5 mamy

8

[emfaydn= {f

0

() dla 0<t<§,

0 dla f<i<co
i w granicy '

(9.1) [ e pnar={s0).
: 0

- Granica ta oczywiscie zawsze istnieje, jakakolwiek weZmiemy
funkeje f Kasy K.

Pomyslmy sobje na chwilg, ze litera s w catce (9.1) nie jest
operatorem rézniezkowym, lecz zwykla zmienng zespolony. Wtedy
catka ta, o ile pozostanie zbiezna, bedzie przedstawiata funkcje
analityezng zmiennej s. W ten sposéb kazdej funkeji f, dla ktdrej

@
Im §9 Transformacja Laplace’a 327

rozwazana calka Jjest zbiezna, moina przyporzadkowaé pewns
funkeje analityczng :
5(9.2) F(s) = fg-stﬂt) dt.
0
4

Takie przyporzgdkowanie nazywamy transformacjg Laplace’a.

'§ 10. Transformacja Laplace’a jako podstawa rachunku

operatoréw

Zastosujmy transformacje Laplace’a do rozwigzania réwnania
rézniczkowego zwyczajnego

-{10.1) '(1) —a(t) =€t

2 warunkiem poczatkowym @(0)=1.
Mamy oczywiicie réwnogé

=~

(10.2) f e[ v’ (t)—a(t)] di = f o—tset dt;
0

0

Synib'ol s traktujemy tu jako zmienng zespolona.
Calkujac przez czesci, znajdujemy

fe—tsm’(i) df:[e‘-fsm(t)]g"v;—sf e~ (1) dt;
C . 0 .

jezeli zatozymy, ze funkeja a(t) nie warasta zbyt szybko, to bedziemy
mieli [e~#a(t)]y=—2{0)=—1 1 bedzie mozna napisaé :

f () dt =—1+sX(s),
. 0 - ’
gdzie ,
X(,g)—_—fe—“m(t) dt.
0

Biorge pod uwage, Ze

oo

1
I8 ot e ——
6[6 edt—s 1
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mozemy réwnanie (10.2) napisaé w postaci -

1 .
(10.3) SX(S)—X(S) =1+ E:'I

[
Stad z tatwoscig mozemy wyliczyé

Zagadnienie spnoWadza sie teraz do znalezienia funkcji @(z),

ktéra by spelniata réwnanie catkowe

[>e]

S
—i8 —_——
6/6 m(t)dt-—(s INER

Mozna to. zrobié przez zastosowanie tak zwane] tmnsformaay@
odwrotnej
a-Hico

_1.__ ot S
o J( Ty

a—joo

(10.4) w(t) =

gdzie calkowanie odbywa si¢ wzdluz prostej réwnoleglej do osi
urojonej i polozonej od mniej na prawo. Stosujac metode; rezydudéw
. mozna stad Wyhczyc, ze

‘ 2(t)=(1-4-t)et.

Z przykladu tego vﬁda.é, ze abstrahujge od wykonywania sa-

mych transformacyj, rachunek pod wzgledem formalnym przypo-

mina metode rozwigzy wania réwnan rézmczkow*ych, podang w czesei

pierwszej tej ksigzki.

Stosujge transformacje Laplace’a, moina réwniez rozwigzy-
waé réwnania ezgstkowe. Rachunki formalne beda podobne, jak przy
stosowaniu metod, podanych w drugiej i trzeciej czedel tej ksigzki,

z tym ze dochodzi wykonanie transformacji Laplace’a na poczgtku.

rachunkdw oraz wykonanie transformaecji odwrotnej dla znalezie-
nia ostatecznej postaci rozwigzania.

H

Metoda ta lub jej pokrewne sa podaWane w Wlekszoém Wspél—'

czesnych podrecznikéw operat"oréw

g R

¢ i
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: § 11. Poréwnanie metody bezposSredniej i metody
transformacji Laplace’a

Formalne podobienistwo metody transformacji Laplace’a i me-
tody bezposredniej, wylozonej w tej ksigzce, mozna matematycznie
blizej sprecyzowaé przez ustalenie pewnego dzomorfizmu. Nie be-
dziemy tu podawali definicji tego dosé abstrakcyjnego pojecia,
pokazemy tylko na przykladzie, o co chodzi. Otéz po wykonaniu
transformacji Laplace’a na funkeji ¢ znalezliémy funkcje s—~1:i'
Méwimy, ze funkeja _—sil jest transformatq funkeji ef i zapisujemy
to zwykle w postaci '

(1Ll .C{ef}z-;éi.'

Z drugiej strony, w metodzie bezpodredniej mamy wzér

(11.2) o BRGE

' 'We wzorze (11.1) litera s jest zmienng zespolons, a we Wwzo-

rze (11.2) s jest operatorem rézniczkowym. Funkeji analitycznej
> s—l-i z wzoru (11.1) odpowiada operator 's_éi z wzoru (11.2). W ra-
chunkach ’iormalnych ‘symbo'l' —}— tra,ktujemy w-obu przypadkach

L tak samo, bez wzgledu  na to czy ozna.cza, on funkeje analityczng,
ezy operator I na tym, z grubsza méwige, polega izomorfizm, :
Mimo formalnego podobiefistwa metody transformacji Eaplace’a
i metody bezposredniej, metody te nie 53 réwnowazne. Jezeli fun-
keje ¢ po prawej stronie réwnania (10. 1) zastapimy na przyklad
przez funkeje (2t—1)¢" (zob. str. 37), to stosowanie transformacji
La,place’a, stanie si¢ niemozliwe z powodu rozbleznoém catki

=]
e [ etat—1) ¢ d. *
) Metoda ta ogranicza wiec zakres stosowalnodei rachunku operato-
réw do takiej klasy funkeyj, dla ktérych caika

f e f(t) di

0



Yakuza


330 ROZDZIAY II— Transformacje catkowe
-Ale nawet w przypadku, gdy po. prawe] stronie réwnania (10.1)
pozostawimy funkeje ef, metoda transformacji Laplace’a nie daje
pelnego rozwigzania zagadnienia, gdyz w czasie rachunkéw trzeba
zatozyé, ze szukana funkeja nie wzrasta zbyt szybko, czyli dokiad-
niej méwige, jest transformowalna. Wskutek tego nie wiemy, czy
znalezione rozwigzanie jest jedyne.

Podobnie w przypadku réwnan rézniczkowych ezgstkowych
metoda transformaecji Laplace’a nie daje odpowiedzi, czy znale-
zione rozwigzania sa jedyne. :

§ 12, Inne metody pokrewne

Istnieje wiele podrqcznikéw rachunku operatoréw, w ktérych
wyklad jest oparty na transformacji

C(12.1) F(p)=p [ et &,
0

gdzie p jest zmienng zespolong. Rézni sie ona tym od transformacji
Laplace’a (9.2), ze przed calka dochodzi jeszeze czynnik p. Uzycie
litery p w miejsce s nie ma oczywiscie zadnego znaczenia matema-
tyeznego i jest tylko kwestia zwyezaju. Tablice dla transformacji(12.1)
mozna otrzymad z tablie transformacji Laplace a zastepujae litere s
przez p i dopisujge przed kazdym wzorem czynnik p.

W niektérych ksigzkach punktem wyjécia bywa transfor-
macja odwrotna do (12.1) ' ‘

. 1 - a-ioo F( )
e LD .
=g [ TP
a—ico .

catkowanie w tym wzorze nalezy wykonywad wzdtuz prostej réwno-
leglej do osiurojonej, dobranej odpowiednio do kazdej funkeji F(p).

Précz tego istnieja rdézne odmiany tych metod. Na przykiad
niektérzy autorowie wprowadzaja obok zbioru funkeyj zmiennej
rzeezywistej i i zbioru funkeyj analitycznych zmiennej zespolonej p
jeszeze zbidr operatorow, ktéry jest zdefiniowany przez izomorfizm
z rozwazanym zbiorem funkeyj analitycznych. Wszystkich tych
metod nie bedziemy jui omawiali, odsylajac zainteresowanego
. ezytelnika do literatury podanej na koncu ksigzki.

. ,

=

icm

CZESG PIATA

WZORY I TABLICE

I. Funkcje specjalne

1. Funkeja gamma Eulera:

I’(Z) =ftz_16_tdt (ﬂ,>0) (I, §54)
0
T(A+1)=AT(A), Iin)=(n—1)! (B=1,2,..)
1
POTW _ [ota—p—a 020, 4>0)
0
r@=2{c"&=Ve
/
2. Funkecja bledu:
¢
B P (I, § 55)
erft=———fe dr
VT_r‘o-
cerft=1—erft
3. Funkecje Bessela:
4
3 u 3 ) 11, §51
Tl = Y (=1 e W g VO §51)
v=0 =i
Jo(t) =—J1(t)
3 oo oo ﬁ”
. Zﬂv L _ 11
To(iA) = 2 L_—zﬁ" o Jy(iA) =1 2’ P
v=1 : y=0 .
bl An+2v I .
= =W (n=0,1,2,...) (11, §53)
J,(l)_‘%‘\ b 9n et (5 w)l
> Vi (n=0,1,2,...)

Jn(’M) == q','lZ "2",,,{.2’ ”1/!(%-1-1’)!

y=0


Yakuza




