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Stosujac operacje T* (zob. §48) do wzorbw (63.2) i (63. 6),

otrzymujemy wzory ogélniejsze:

1

[s—af+ 77— (213‘)""1

dla n =1,2,... i

ect
={2(n—1)(2/3“)""

dla n=2,3,...

8
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p

T

[Aaa(pe2) -

p

sm Bt — Bp—a(%2) - 12 cos ﬁt]}
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ROZDZIAL I

Réwnania jednorodne

§ 1. Uwagi wstepne

Réwnanie atmny drgajacej, rownanie ciepla i réwnanie tele-
grafistéw sg przykladami réwnan rézniczkowych liniowych o wspol-
czynnikach statych; maja one postad

3" — 252y =0, 2" —asg=0, a'—(Ls+R)(Cs+Gz=0.
Obecnie zajmiemy sie réwnaniami ogélniejszymi
(1.1) Am B+ . - g =f(1);

wespolezynniki  @m,...,ay (Gm==0) moga byé dowolnymi operato-
rami, f(1) dowolng funkejy operatorows ciagla; #=x(1) jest funkejs
operatorows niewiadomg. W szezegblnym przypadku, gdy opera-
tory am,...,a, sa liczbami a f(1) funkeja liczbowsg, réwnanie (1.1)
moze byé traktowane jako zwykle réwnanie rézniczkowe o wspél-
czynnikach stalych; wobec tego teoria, ktéra tu naszkicujemy,
moze byé uwazana za uog6lnienie klasycznej teorii tych ostat-
nich réwnan.

W rozdziale pierwszym omownny réwnania jednorodne, to
zpaczy takie, w ktérych funkeja f(4) ]est tozsamogeiowo réwna
Zeru.
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. § 2. Réwnania charakterystyczne

Majac do rozwigzania réwnanie jednorodne

(2.1) : A 4 ..+ agr=0 (@m == 0),

szukamy n@jpierw rozwigzai w postaci funkeyj wykiadniczych
z=¢M. W tym celu w réwnaniu (2.1) podstawiamy o= ¢

AU 4 . a6 =0;

poniewaz funkcja wykladnicza jest rézna od zera dla kazdego A,
mozemy te réwnosé podzieli¢ przez e**. W ten sposéb dochodzimy
do réwnania

(2.2) O™+ ...+ ay=0,

ktére nazywamy rdwnaniem charakterystycenym rownania rézniczko-
wego (2.1). Wielomian

Plu)=anu™+ ...4ay .

bedziemy nazywali wielomianem charakierystycznym.

Nie kazde réwnanie ksztattu (2.2), gdzie am,...,q, sa dowol-
nymi operatorami, jest rozwiazalne, to znaczy nie zawsze istnieje
operator 4 speliajacy to réwnanie). Rozwazajac réwnania rézni-
czkowe bedziemy stale zakladali, ze ich réwnanie charakterystyczne
ma m pierwiastkoéw, to znaczy tyle, ile wynosi jego stopiend; pier-
wiastki te nie koniecznie muszg by¢ rézne. Scislej méwiae, bedziemy
~stale zakladali, ze wielomian charakterystyczny P(u) rozklada sie
na m czynnikéw liniowych

m
(2.3) P(u) = am [] (u—1w,)
. u=1 _
(rozklad na takie czynniki jest zawsze jednoznaczny).

Zalozenie to jest usprawiedliwione o tyle, ze we wszystkich
zastosowaniach wystepuja wiasnie takie wielomiany, ktéryeh roz-
klad na czynniki daje sie efektywnie wykonaé. Na przyklad w pray-
padku réwnania ciepla 2"—o2sz=0 wielomian charakterystyczny
u?—a?s rozklada sie na czynniki (u-[—aVE) (u—a VE)

1) Przyklad réwnania nierozwiazalnego nie jest latwy i nie zostal dotad
opublikowany.

icm

$3 O funkcjach wykladniczych

b
[
[

§ 3. O tunkecjach wykladniczych

Gdy znamy juz pierwiastki wy,...,w, réwnania eharaktery-
stycznego, nalezy utworzyé funkeje wykladnicze ¢*we, Tu pojawia
sie nowa trudnodé, gdyz funkeje takie nie zawsze istniejg. Moze
si¢g mianowicie zdarzyé przy pewnych operatorach w, ze jedynym
rozwigzaniem réwnania rézniczkowego z'=wz jest funkeja iden-
tycznie réwna zeru; wskutek tego warunek dodatkowy 2(0)=1,
ktéry ma spetiaé kazda funkeja wykladnicza, nie moze bvc spel-
niony.

-Na przykiad nie istnieje funkcja wykladnicza e#* (1 rzeczy-
wiste). Gdyby bowiem istniata, to przy odpowiednio dobranym ope-
ratorze ¢==0 funkeja y(4)=ge** bylaby parametryczna

) ={y(4,1)}

w przedziale 0<CA<{1 i spelmialaby w nim réwnarie y'(1) =isy(A).
Tym samym spelniataby réwnanie y”(1)+ s2y(2) =0, lub co na jedno
wychodzi, funkeja dwéch zmiennych y(4,f) speliataby réwnanie
o pochodnych eczastkowych

(3.4)

yu(lyt) + yﬂ(}‘yt) =0 (0\<\A<1’ 0 <<t <o)

z warunkami poczgtkowymi

(3.5) Y(4,0)=0,  ,(4,0)=0 (0<2<),

Funkeje, spelniajace réwnanie (3.4) nazywaja sie funkcjami
harmonicenymi. Z teorii tych funkeyj wiadomo, ze o ile warunki
(3.5) sa spelmione, to wy(4,t) jest identyeznie réwne zeru. Stad
e = y(2)/q =0 w przedziale [0,1], co jest niemozliwe.

Nie istnieje wige funkecja wykladnicza e#s. Symbol e nie
ma wobec tego zadnego sensu, podobnie jak na przyklad symbol 4.
Nonsensem bytoby méwié, ze funkeja ¢#% jest identyeznie réwna
zeru, gdyz warunek #(0)=1 tkwi w definicji kazdej funkeji wy-
kladmcze]

Z nieistnienia ¢ wynika, Ze nie istnieje tes funkeja 4

1
Gdyby bowiem istniala, to funkeja (i) =% spelnialaby réw-

nanie #'(1)=1s2(4) z warunkiem x(0)

=1, bylaby wiec funkeja wy-
kladnicza e, ' :
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Jezeli istniejaq funkcje wykladnicze e*™ ¢ e*m (4 raeczywiste), to
istnieje réwnies funkcja wykladnicza Pt i jest réwna iloczy-
nowi e*metwn, ,

Istotnie, piszac @(A) = e* ¢, mamy

wl(z) — wleﬂ.w‘_elw, + e‘zwl,-’wgez’”s — (wl + wz)eﬂ.un .gzwz

oraz #(0)=1-1=1, co dowodzi twierdzenia.

Jezeli zstmeye funkcja wykladnicee e*® (A meczywzste ), to pray
kazdym o rzeczywistym funkcja €% jest rowniet wyktadnicza.
Wiynika to od razu z wzoru na rézniczkowanie funkeji zlozonej.
'z obydwu powyziszych twierdzed wynika, ze jedeli istniejq
funkcje wykladnicze e* i ¢A®s, {0 pray wszelkich ay 1 ay r2eczywistych
isinieje réwnied funkejo wykladnicza eXa@itews),

Uwaga. Mosna by podjaé préby takiego uogélnienia pojecia
operatoréw, zeby funkcja wykladnicza ¢ zawsze istniala. Jednakze
wiadnie fakt nieistnienia pewnyech funkeyj wykladniczych przed-
stawia korzysei praktyczne i pozwala na przykiad sklasyfikowad
réwnania czastkowe w taki sposéb, ktéry ulatwia dobdér metod
" ich rozwigzywania.

§ 4. Logarytmy

0pera;tor3; w, dla ktérych istnieje funkeja wykladnicza e*w)
bedziemy nazywali-logarytmami. Na przyklad operatory s i VE 53

logarytmami, operator za$ is nie jest logarytmem. Kazda liczba
zespolona jest logarytmern.

Z twierdzeri podanych w poprzednim pafagraﬁe wynika, ze
jezeli wy i w, sq logarytmami, a; i ay 20 dowolnymi liczbami 72603y~
wistyme, o operator a;w; + ayw, jest réwnies loga,rytmem

Na przykla,d operatory

* i+Vs,  2s—3)s
5% logarytmami.
.. Jezeli w, jest logarytmem, w, za$ nie jest logaryimem, to opera-
tor oW+ ayw, (ay,a,3=0 liczby rzeczywiste) wigdy nie jest logary-
imem. Istotnie, gdyby byl logarytmem, to réwniez operator

oy 1 '
Wy =—==10+ — (o Wy + 0gW,)
ag g

icm
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bylby logarytmem, whrew zalozeniu. Na przyklad operatory

(14 i)s, %-——Vgis, %+[§w
nie 8§ logarytmami,

Z rachunku wykonanego w paragrafie 2 wynika, ze jezeli
pewien pierwiastek w, réwnania charakterystyeznego (2.2) jest
logarytmem, to funkcja Wykla,dmeza ¢*®s spelia réwnanie réz-
niezkowe (2.1).

§ 5. Wielokrotne pierwiastki réwnania
charaktgrystyeznego
Pierwiastek w, réwnania (2.2) nazywamy x-krotnym, jezeli
wielomian P(u) zawiera x czynnikéw postaci #—w,. Na prayklad
operator —s jest pierwiastkiem dwukrotnym réwnania

(5.1) U3+ su?—s?u—s3=0,

poniewaz ud--su?—su®—s®=(u-+s)?(uv—s). Natomiast pierwiastek s
jest jednokrotny, poniewaz czynnik w—s wystepuje tylko raz.

Jegeli operator wy, bedgey logarytmem, jest x-krotnym pierwiast-
kiem réwnania (2.2), to kasda 2z funkeyj

A A
bV R sl

2
(5.2) &,
spelnia rownanie (2.1).

Dowéd. Jezeli @(d)=i"¢""w (o naturalne), to na podstawie
twierdzenia Leibnitza o rézniczkowaniu iloczynu mamy

2P (2 _ Zkv (?) (2°)0 (Fu)e-d

J=0

L oty .
"‘2()(0 ik 2w, r=
k

= W k! 25 k—J
2 (k—3j)! () b

o!
(o—1)!

Rachunek operatoréw : 17

-

gdzie nalezy przyjac =0 i ((;) =0, o ile j>a.
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Wobec tego

Fay 1= 3 i 3 ()

k=0 j=0

m

— Aw N[ C =i N —— Jk-j:
= (i)‘ 2 i

.
a ©

m

= ""’MZ( )A"'j;%‘a = ik fcmj.

j=0

VA a,lgebry wiadomo, ze Jezell wielomian P(w Za,,u" roz-
k=0
tozony na czynnikiliniowe zawiera » jednakowych czynnikéw u—uw

to jego j-ta pochodna (0<j<<x—1)

wy

m

k!
e e g R
A L

k=]

jest réwna zeru dla u=w,. Jezeli wiec Io<x—1, to mamy réw-
nosé

2‘ aze®(2) =0

k=0

W catym rozwazanym przedzialé. Zatem ‘funkcjaj () spelmia réw-
nanie (2.1).

Przyktad. Réwnanie
(5.3) . 'm,;;+smlr_32mz_83$=0 ,

ma réwnanie charakterystyczne (5.1), dla ktérego operator —s
jest pierwiastkiem podwéjnym. Wobee tego kazda z funkeyj
4 i Ae—*s

gpelnia réwnanie (5.3), co latwo mozna sprawdzié przez podsta-
wienie. ‘

icm
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§ 6. Rozwigzanie ogélne

Zgodnie z udowodmonym twierdzeniem dla kazdego pier-
wiastka wu, ktéry jest logarytmem, mozna wypisaé tyle rozwig-
zah (5.2), ile wynosi jego krotnogé. Jezeli wiec réwnanie charakte-
rystyczne (2.2) ma ogélem p pierwiastkéw-logarytméw (liczonych
wedlug krotnodei), to mozemy wypisaé p rozwigzan; oznaczmy
je przez

ml(l),...,x,,(l).
Jezeli ¢y,...,¢p 83 dowolnymi operatorami, to funkeja
(6.1) B(A) = 0,84(A) ...+ ¢pp ()

jest roéwniez rozwigzaniem réwnania (2.1). Wyrazenie (6.1) nazy-
wamy rozwiqzaniem ogdlnym réwnania (2.1); zawiera ono tyle sta-
tych dowolnych, ile wynosi liczba pierwiastkéw-logarytméw réw-
nania charakterystycznego.

Przykltady. 1. Dla réwnania
" sz —s2p' —s3p =10
réwnaniem charakterystycznym jest

u3 -+ su2—s24—83=0,

Ma ono jeden pierwiastek pojedynezy s i jeden podwéjny —s;
o‘bydwa. 83 logarytmami. Rozwigzanie ogélne -zawiera wigc trzy
stale dowolne 1 ma postaé

B(2) = 0,6% + 06— - cgde .
2. Dla réwnania |
af”+sm”+ 822"+ §32 =0
;‘6wnani.ém charakterystycznym jest
U+ su? —{—‘s"‘u +83=0.

Ma ono trzy pierwiastki is, —is, oraz —s, z ktérych tylko os‘ta.tnj
jest logarytmem. Wobec tego rozwigzanie ogoélne zawiera jedng
stala dowolng
o(A) =0~
17*
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3. Dla réwnania
2" -s2=0

mamy réwnanie charakterystyczne
u?4-s2=0.

Zaden z jego pierwiastkéw ¢s, —is nie jest logarytmem. Wskutek
tego rozwigzanie ogdlne sprowadza sig do postael

2(A) =
i nie zalezy od statej.

W zaleznosei od liczby pierwiastkéw- 1ogarytmow bgdzmmy
rozrézniali trzy typy réwnan rézniczkowych:

Roéwnanie rézniczkowe jest

logarytmicene, gly wszystkie pierwiastki réwnania charak-
terystycznego sg logarytmami;

ozyste, gdy zaden z pierwiastkow roéwnania charakterysty-
cznego nie jest logarytmem;

mieszane, gdy pewne pierwiastki réwnania charakterysty-
cznego s3 logarytmami, inne zag nie sg logarytmami,

W przypadku, gdy wsplltezynniki réwnania (2.1) sg liczbami,
mamy do czynienia z klasycznym réwnaniem rézniczkowym o wsp6l-
czynnikach stalych. Jest ono logarytmiczne i dzieki temu rozwig-
zanie ogblne ma zawsze m stalych dowolnych, to znaczy tyle, ile
wynosi rzad réwnania rézniczkowego.

Na ogét jednak, jak widzieliémy z podanych przy]dadow,
liczba statych dowolnych, wystepujacych w rozwigzaniu ogélnym,
moze byé mniejsza od rzedu réwnania.

Bardzo wazne jest twierdzenie, ze kaide roeswigzanie réwna-
nie (2.1), kidre istnieje w pewnym przedzmle (e, ), daje sig zawsze
przez odpowiedni dobdr statych c,,...,cp otrzymad z rorwigeania ogdlnego.

Dowéd tego twierdzenia opiera sie na pewnym twierdzeniu
0 jednoznacznosei, ktére oméwimy w nastepnym paragrafie.

Gwiczenia. Napisaé = rozwigzania. ogélne dla nastepujacych réwnan
réiniczkowych:

() o448’ 448 2’ + 1635 =0;

(B) 2"+8lx=0;

) 2®—stz=0; :

(®) s’ (s2484-1) (2" + ') 82 =0;

(e) B J-stz =0, o

icm
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§ 7. Twierdzenie o jedmoznacznosfei rozwiazan

Twierdzenie. Jeteli dane sq operatory ky,...,kn_q i pewion
punkt iy przedeiatu (a,f), to istnieje co najwyzej jedna funkcja ope-
ratorowa %(1), spelniajaca w (a,f) réwnanie (2.1) i warunki

(7.1) m(lo) = k07 -’”’(}*o) = kl’

Dowéd. Przypudémy, ze 1stmem dwie takie funkecje =,(1)
1 #,(A). Wtedy ich réznica

B(2) = 1, (2) —y(4)

m(m_l)()* ) = Z'm—i

spelnia réwniez réwnanie (2.1) w przedziale (a,f) i warunki
(7.2) o(1y) =

Wystarczy wiee udowodnié, ze kazda funkeja x(A) spelia-
jaca w (a,B) réwnanie (2.1) i warunki (7.2) jest réwna zeru w (a, f).

W przypadku m =0 twierdzenie jest oczywiste; w praypadku
m=1 udowodniliémy je w paragrafie 17, ez. II. Prowadzac dowéd
przez indukeje, zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla réwnad
rzedu 0,1,...,m—1; wykazemy, ze z tego wynika prawdziwodé
twierdzenia dla réwnani rzedu m.

Wprowadzmy funkcje pomocniezgy

(%) =0, alm=D (Jg) =

et

m—1
¥(A) =3 ai[a=D(0)a®(u— 1) +
(7.3) =0 :
‘ + 2O D(2) 2 i ) .ot 5O (D) (u— A

gdzie u jest dowolnie ustalona liczbg taka, ze

(7.4) a<<p—Ag<pB.
Wtedy v
m—1
Y'(A) = a:la® (4)a®(u—i)—a®(2)ae (u— )] =
=0
m—1 m—1
= g(m) /1)2‘ aiw(ﬂ(;a—z)—m(m)(u— 2‘ a @D (4),
i=0 =0

Ale wobee (2.1) mamy

m—1

5wt
=0

2) = — amat™ (2)
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i, zastepujac A przez u—A,

m-—1

2 s (p— ) =— amn a0 (u—1);

=0
zatem

Y'(2) == (2)- 60— 1)+ 2 (1— )ty (1) =0,

Réwnosé ta zachodzi dla tych wartodei 4 z przedziatu (a,p),
przy ktérych p—A2 nalezy réwniez do (a,p), zachodzi wieec w czesei
wspOlnej I przedzialéw («,f) i (u—p, up—a). Stad wynika, ze
funkeja y(2) jest stata w I. Poniewaz punkt A, nalezy do I i po-
niewaz z warunkoéw (7.2) wynika, ze y(3y)=0, wiec musi byé y(1)=0
tozsamoseiowo w I, to znaczy musi byé

-1
15 2 WlE DO (u—2) +amD(2)alH (1 —2) +

=0

+ oo 2O () 2= (y— )] =0,
o ile tylko s speimione nieréwnosei (7.4)

a<lA<p i a<pu—i<<p.

Podstawiajac x=p—1 w (7.5) i wyciagajac przed znak sumy
wyrazy zawierajace pochodng 2(™D(1), otrzymamy '

[@m—1 8D {5} 4 ...+ ag(x) 2= (3) +

7.6 m—1 v
(7.6) +Zai[w(’"“z)(l)m(i“’)(x)+...—§—m(’)(l)m(m‘1)(x)]———0; )

i=0
r6wnosé ta jest spelniona, o ile tylko-

(1.7) <2< f, a<l<f i a<<x—Aiy+ A< B.

Niec_:h i bedzie dowolnym punktem wewnatrz przedziatu (a,8);
udowodnimy, 7e #(A)=0. Rozréznimy w tym celu dwa przypadki:
1. W kazdym otoczeniu punktu Ao istniejg wartodei x, dla
ktorych . ’

‘ Am—1FB D (1) . 4y @(x) == 0.

Sposréd tych wartosci wybieramy taks, zeby |x—2y| bylo mniejsze -
od kazdej z liczb

h—a,  A—a,  f—dy i p—1I
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Wtedy jest
. at|r—2o| <Ao< B—|x—12o|
1
at|—Ao|< A< f—|n—12g|.
~Jezeli A nalezy do przedziatu

(7.8) ' a+[z~lol<}u<ﬂ—}x;—lo], ,

to sa speinione nierdwnosei (7.7). Wobee tego réwnanie (7.6) jest
vspeinione dla wszystkich 1 z przedzialu (7.8); jest to réwnanie

rzedu m—1, gdyz wspolezynnik przy najwyzszej pochodnej a—0(1)
jest rézny od zera. Poniewaz punkt A, nalezy do przedzialu (7.8)
i w punkeie tym sg spelnione réwnosei
(7.9) Bo{Ag) =0, -1} =0,
wiec na podstawie zatozenia indukeyjnego, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla réwnan rzedu <m—1, wynika, ze 2(1)=0 dla kaz-
dego A z przedzialu (7.8). Ale punkt 2 nalezy do tego przedziatu,
mamy wiec w szezegémosei #(i)=0, co cheieli§my udowodnié.

2. Istnieje takie otoczenie punktu iy, ze dla wszystkich » na-
lezacych do tego otoczenia jest

Ot 80D (20) 4 .+ ag2(2) = 0.

Zalézmy na razie, ze co najmniej jeden ze wspolezynnikéw
Gm—1,..., % jost rézny od zera, i oznaczmy przez (ayf,) najwigkszy
przedzial (zawierajyey punkt 1), w ktérym ta réwnosé jest spel-
niona. Wéwezas z réwnosei (7.9) i zalozenia indukeyjnego wynika,
e #(A)=0 w przedziale (g, f,). Jezeli A jest poza przedziatem (o, fy),
t0 mozna ustalié A, z przedszialu (ay,fo) i » poza tym przedziatem,
tak zeby réwno§é (7.6) zachodzila wewnatrz pewnego przedziatu
zawierajacego punkty A i P Poniewaz 2(;)=0, wiec podobnie
jak w przypadku 1 musi byé x(A)=0.

Pozostaje jeszcze uwolnié sie od zalozenia, Ze o najmniej
jeden ze wsp6lezynnikéw ¢m—i,...,0, jest' rézny od zera. Ale gdy
wszystkie sa réwne zeru, to réwnanie (2.1) redukuje si¢ (po podzie-

"leniu przez ) do postaci #@(1)=0. Zatem funkcja #(m9(2) musi

byé stata w (e,f). Poniewaz a1(1)=0, wiec jest wszedzie

=D (7)=0 w (a, ). Stad przez indukcjg jest 2(A)==0 w (a,8). W ten

sposéb dowéd twierdzenia jest zakornczony.
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§ 8. Ré6wnanie logarytmiczne

W przypadku réwnania logarytmicznego wszystkie pierwia-
stki réwnania charakterystycznego sa logarytmami i rozwigzanie
ogbélne zawiera m stalych dowolnych - ‘

#(2) = e121(2) + ... + O Im (A).

Majac dowolnie zadane operatory ky,...,km—1 1 pewien punkt Ao
mozna dobraé state ¢,...,cn W ten sposéb, zeby byly spelione wa-
runki (7.1). Wystarezy w tym celu rozwigzaé wzgledem ClyeeeyCm
uklad réwnan

€% (4g) + ...
e1@1(2g) + ..

+ Cm®m(Ay)
+ Cmtm(Ag)

= k())

= kl,

o 882 = .

Dla rozwigzalnosei tego ukladu potrzeba i wystarcza, zeby
wyznacznik
. Xm{dy)
Y
(8.1) (%0)
™0 (2g) ... 2®9(5,)
byt rézny od zera. Xatwo sprawdzié, ze wyznacznik jest rézny od
zera w przypadku, gdy wszystkie pierwiastki réwnania charaktery-
stycznego sa rézne. Wtedy bowiem jest
p(Ay=ecmy L rp(d) = *m

i wyznacznik (8.1) ma postaé

! e Rl 1 1
wy Aoty . Wiy eHoOm w

= gholwF b wyy | moo,
............. " » . . . . . . - - ,
a1 Zgm, apdt—1 _Aew, ; —
R Vv "‘ wit wn

ostatni wyznaeznik, zwany wyznacenikiem Vandermonde’a, jest jak

wiadomo réiny od zera, o ile tylko wszystkie elementy wy,...,wn
84 rbéine. o

icm
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Gdy nie wszystkie pierwiastki réwnania charakterystycznego
sa rézne, to wiréd funkeyj xy(4),...,2m(1) beda niektére postaci
Jxem?, gdzie x>1. Wtenczas obliczenie wyznacznika (8.1) jest
bardziej skomplikowane, jednak i w tym przypadku wyznacznik
jest zawsze rézny od zeral).

Jezeli teraz @y(2) jest jakakolwiek funkejs spelniajacs w pew-
nym przedziale réwnanie (2.1), to zawsze mozna dobraé wspdl-
czynniki ¢y,...,6m W ten sposéb, zeby dla pewnego punktu 1, prze-
dziatu (a,B) bylo

B(AN=To(Ag), ey O(2g) =28 (Ay).

Ale wtedy na podstawie twierdzenia o jednoznacznosci obie
funkeje @(A) i 24(4) musza byé identyeczne w calym rozwazanym
przedziale. Jezeli wiec réwnanie jest logarytmiezne, to kazde jego
rozwigzanie mozna otrzymaé przez podstawienie w rozwigzanin
ogélnym odpowiednich wartodei na state ¢g,...,Cm.

W celu udowodnienia analogicznego twierdzenia dla réwnan,
ktére nie sa ogarytmiczne, zajmiemy sie najpierw pewnymi wias-
nosciami wyrazel rézniczkowych liniowych.

- § 9. Wyraienia rézniczkowe liniowe

Oznaczmy lewg strone réwnania rézniezkowego (2.1) przez Lx

m
Lﬁv =5 2 a‘um(“);

p=0

(9.1)

symbol Lo bedziemy nazywali wyraseniem rézniczkowym liniowym.
Jezeli w takim wyrazeniu podstawimy za @ pewng funkcje opera-
torowa (A) (majaca m-t3 pochodny ciagly), to La(4) bedzie przed-
stawialo funkcje operatorowsz ciagla.

Jezeli Lao(A)=0 tozsamosciowo w pewnym przedziale, to stad
wynika, ze funkcja ®(1) ma nieskoriczenie wiele pochodnych w tiym
przedziale. Istotnie, mozemy wtedy napisaé

m—1

(m (1) :.—CTI > aua® (A);

m gy

(9.2)

1) Mikusinski [30], [34].
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' poniewaz po prawe]j stronie wystepuja pochodne tylko do fzedu m—1,
wige pochodna ciagla istnieje dla prawej strony i tym samym dla
lewej: :
1 m—1
(1) (1) == (u+1)
oD (2) . ,é; ap ().

{9.3)

Pochodng @™ (2) wystepujaca teraz po prawej stronie wzoru
(9.3) mozna zastapié przez wyrazenie (9.2); w ten sposéb po-
chodna z@t)(1) wyrazi sie przez same pochodne rzedu nizszego
niz m. Wskutek tego #(™+)(2) znowu da sie zrézniczkowaé. Powta-
rzajac te same kroki odpowiednia ilo§é razy, mezemy doj$é do po-
chodnych dowolnie wysokiego rzedu. Fuankecja (A) jest wiec nie-
skonezenie wiele razy rézniczkowalna,.

Jezeli Lo()=0 tozsamodciowo w pewnym przedziale,.to réw-
niez Le®™{1)=0 tozsamodciowo w tym przedziale, jakiekolwiek
weZmiemy % naturalne. Wynika to od razu z oczywistej réwnodei
La®(3)=[La(A)]@. Jezeli wiec #(A) jest rozwiazaniem réwnania
rézniczkowego jednorodnego Lz=0, czyli réwnania

Cm®®™ + ...+ agz =0,

to kazda pochodna o (1) jest réwniez rozwigzaniem tego réwnania.

§ 10. Dzialania na wyrazeniach réiniezkowych liniowych

.Przez sume (L;+ Ly dwéch wyrazen liniowyeh LI;;U i Ly ro-
zumiemy wyrazenie L,z Lyz. Jezeli wiec na przyklad k

Lz = ay2" + a,5'+ ay 1,

(10.1)
Lyt = b, 0"+ by,

to
(Ly+ L) =ay5" + (a, + by) 2"+ (@94 bo)e.
'Prz'ez iloczyn L L,y dwéch wyrazerd liniowyeh rozumiemy
wyrazenie L(L,z). Na przykiad, jezeli przyjmiemy (10.1), to
Ly Lyw = ay( Loy + y(Lp®)’ + ag( Lyt) =

= 6Fz(br";l"“F bo#”) + ay(b@” + bya') + o(by®' + bo®) =
= oy 0™ + (@2do+ a1b)a” + (a1bg+- agby)a’ + agby .

icm

Wielomiany charakterysiyozne

§ 11, Wielomialny charakterystyczne wyrazei
rézniczkowych liniowych
Z kazdym wyrazeniem liniowym (9.1) jest zwigzany wielomian
charakterystyczny
P(u) = > auur.
u=>0
Na przykiad wielomianami charakterystycznymi dla wyrazen (10.1)

S

P(u)=a,u?+au+a, i Polu) =byu-+b,.

Widaé od razu, ze suma
Py() -+ Pylt) = aguP+ (a4 by) u + (ag-+ by)

jest wielomianem charakterystycznym dla sumy (L, -+I1,)z. Podob-
nie iloczyn

Py(u) - Py(w) = ayby 1P+ (a3h o+ a1 by) 424 (@, bg+ o by) u 4o by

jest wielomianem charakterystycznym dla iloczynu L, L,z.

Jest to prawidlo ogélne: Wielomianem charakterystycenym dla
sumy wyrasen résmiczkowyeh liniowych jest suma ich wielomiancw
charakterystycenych. Podobnie, wielomianem charakterystycznym dla
iloczynu wyraden résmicakowych liniowych jest iloczyn ich wielomiandw
charakterystycenych. Prawidlo to pozwala wykonywaé dziatania na
wyrazeniach rézniczkowych liniowych podobnie jak na wielomianach.

7 twierdzenia tego wynika w szezegélnofel, Ze kazde wyraze-
nie liniowe (9.1) daje sie napisaé w postaci

Lr=04ly...Lm2,
gdzie Lyw=a"—wu%, a Wy ‘jest pierwiastkiem réwnania charaktery-
stycznego P{u)=0. :
§ 12. Ré6wnania czyste
Jezeli r6wnanie Lz =0 jest czyste, to kazde z réwnan
Lz=0, .., Lnz=0

ma tylko jedno rozwigzanie, mianowicie identycznie réwne zeru.
Gdy #(2)==0, t0o LnrA)==0. Stad wynika kolejno, ze Lm—1 Lm®(A)=£0,
Lm-sLme1Lm®(3)==0 i wreszcie, ze Ly...Ln®{2)==0. Zatem Lz(1)==0;
zadna funkeja #(4)==0 nie spemia réwnania Lz =0.
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Mamy wiec twierdzenie: ‘
Rownania czyste (jednorodne) majq tylko rozwigzania iden-
tycenie réwne zeru.

§ 13. Réwnania mieszane

Mozemy tatwo teraz udowodnié, ze kazde rozwigzanie réw-
nania mieszanego Le=0 daje sie otrzymaé z rozwigzania ogélnego
przez odpowiedni dobér statych ey,...,c,. Jezeli p jest liczbg pier-
wiastkéw-logarytméw réwnania charakterystycznego, to mozna
przyjaé, ze réwnania

Lz =0, cery Lyx =0

majs rozwigzania niezerowe, réwnania zaé
Lppw=0, .., Lpz=0
ich nie majg. WprowadZmy oznaczenia
. L;oga;-—-'Ll...Lpa:, ch$=Ip+j,..Im:l7.

Wtedy réwnanie
' Loyt =0

jest logarytmiczne i kazde jego rozwiszanie ma postad
(13.1) ey (2) + ..+ iy (A);

znaczenie funkeyj ay(4),...,#,(1) bylo oméwione w paragrafie 6.
Réwnanie zad '

- (13.2) ) TLegtt =0

Jest czyste i ma jedyne rozwiszanie réwne identyeznie zeru.
Réwnanie Lz=0 mozna napisaé w postaci

chllogm =,

Jezeli funkeja 2(1) nie jest ksztattu (13.1), to Lige==0. W.kon-
sekwencji musi by¢ Le, Liog#(A==0 i funkeja #4(1) nie moze speiaé
réwnania Ly=0. Zatem kazde rozwigzanie réwnania Lz=0 ma
postaé (13.1). N

@ .
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§ 14. Dostosowanie rozwigzania do danych warunkéw
poczatkowych, brzegowych i innych

Udowodnilismy, ze dla réwnania rézniczkowego (2.1) dowol-
nego typu kazde rozwigzanie mozna otrzymaé z rozwigzania ogol-
nego przez odpowiednie dobranie statych ¢x. Rozwigzanie ogélne
mozna dostosowywadé do réznyeh warankéw dodatkowych.

Przykiad 1. Nalezy znaleZé funkcje #(4) speliajaca réwnanie

{14.1) o'+ 5o’ —st’ — P =0

oraz warunki
(14£.2) 2(0)=1, 2'(0)=s5—1, «"(0) =82} 2s.

Rozwiazanie ogélne tego réwnania ma, jak widzielifmy w pa-
ragrafie 6, postaé
B(2) =016% (03 +c34) 675,
Stad
2'(2) = 6186 + (—¢y8 + 63— g A8) 6~

2"(A) = 0,526 1 (0482 — 2658 + €5 A5%) 6.
Przyjmujac A=0 i wykorzystujac waranki (14.2), dochodzimy do
réwnosei
S ate=1,
€ 8—Cy8+0g=8—1,

0182482 —2¢58 =252+ 2s.
Stad tatwo wyliczamy

g=1, =0 i g=-—L

Zatem szukane rozwigzanie ma postad

#(2) = et — A8,

Przykitad 2. Naleiy znalezé funkecje (1), spelniajaca réw-
nanie rézniczkowe (14.1) oraz warunki ' :

(14.3) " 2(0) =—=, m’(0)=1+}1—, 2(1) =0.
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W podobny spos6b jak poprzednio warunki te prowadza do
réwnogei

1
(’1+02_'_§:

1
018 —0Cy8 + cs=1+§,

er€® + (0 €3) €72 =0,
Stigd
ey =0,

i szukane rozwigzanie

1

B(h) = (A=1)es.

Przykilad 3. alezy znalezé funkeje x(4) spehna,]adcaé réwna-

nie (14.1) oraz warunki
§(1)=0,  #2)=
Mamy teraz do rozwiazania uklad réwnanh

ey + e, =0,
068+ Cpe% 4 e3¢~ =0,
61628+ Gpe7 2 | 2050728 =1

zna,jdujemy w ten sposob

1 . 1 _ 1
6= (F—e5)2’ 62__(6"——6“’)2’ 03_;3——:5;—__]-_
i ostatecznie
eis—e—s  Je—is
.17(2)—- (esﬁe—s)z 25 _ 1"

Warunki podane w przykladzie pierwszym nazywaja sie wa-
runkami poczathowymi, warunki zad w przykladzie drugim warun-
kami brzegowymsi. Inny typ warunkéw podany jest w przykladzie
trzeeim. We wszystkich tych przykladach znalezione rozwigzanie
jest jedyne, gdyz stale ¢y, ¢y, ¢; 53 okreflone w sposéb jednoznaczny.

Dla jednoznacznego okreflenia rozwigzania potrzeba tylu wa-
runkéw, ile wynosi liczba statych dowolnych w rozwiazaniu ogélnym.
W powyzszych przykladach byly zawsze podane trzy waraoki.

iom -
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Roéwnanie rozwazane w tych przyktadach jest logarytmiczne. W lo-
garytmicznych réwnaniach potrzeba zawsze tylu warunkéw, ile
wynosi rzad réwnania. Jezeli réwnanie nie jest logarytmiezne, to
liczba warnnkéw wyznaczajacych rozwigzanie jest mniejsza od rzedu
réwnania i rowna liczbie pierwiastkéw-logarytméw réwnania cha-
rakterystycznego lub, co na jedno wychodzi, liczbie statych w roz-
wigzaniu ogdlnym.

Przyklad 4. Nalezy znalefé funkeje x(4) spehiajacy réw-
nanie

a' - sx” s 4 s8p =0
i warunek
z(1)=s.

‘Rozwigzanie ogélne zawiera teraz jedns staly dowolng (zob. §6)
#(4) =c6™%;

wyznaczamy ja z tatwodcia przez uwszglednienie zadanego warunku,
ktory prowadzi do rdéwnania

ce— =s.
Stad ¢=s¢e* 1 szukane rozwigzanie
@A) = sell—Hs

Cwiczenia. Rozwiazaé nastepujace réwnania przy za.da.nych warnnkachz

).‘

(o) 2" +4sz” 4822+ 16.9-3:2: 0, 2(0)= 3
B) 2""+8x=0, z(l)=1;
() 2®—stx=0, =(0)=ax(l)=s;

8) sz’’+ (2484 1)(x"+a') +sx =0, 2(0)=1, 2'(0)=1— %, o(~1) =26 —e.

Czy znalezione rozwigzania sg jedyne?

W
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Réwnania niejednorodné

§ 15. Ogélne rozwiazanie réwnania niejednorodnego

Jezeli funkecje x,(1) i #,(A) spelniaja réwnanie niejednorodne

{15.1) Un&® 4 ... oz =f(4),
to ich réznica ®(A)=x4(A)—a4(1) spelnia réwnanie jednorodne
{15.2) A2 ...+ ayr=20.

Gdy wigc znamy choé jedng funkeje ‘zy(1)] spelniajaca réwna-
e (15.1), to wystarczy znalezé rozwiadza.nie ogblne

B(A) =0y 2y(2) + ... F cpap(R)

Téwnania (15.2); wtedy mamy tez od razu rozwigzanie ogélne réw-
nania (15.1) w postaci sumy

{15.3) . Bo(4) + B(A) = o AN+ 0,04(A) + ... + cpp(4).

Kazde rozwigzanie szezegblne réwnania (15.1) mozna otrzymaé
% (15.3) przez odpowiedni dobér statych cy,...,cp.
Na przyklad dla réwnania niejednorodnego

{15.4) 2"+ 5o’ —8297 —sdp=—1

mozemy latwo napisaé rozwiazanie ogélne, korzystajac z rozwigza-
nia podanego w poprzednim paragrafie i z prostej uwagi, ze funkeja

:vo(}.)=g'g spelnia réwnanie (15.4). 'Rozwigzanie ogélne ma wiec

lm §15 Ogélne rozwiszanie réwnania niejednorodnego A 273

w tym przypadku postad

B(A) = S}g -+ e 63 - gy he— % + egets.

Natomiast réwnanie
' +sfr=1

ma jedno jedyne rozwigzanie

gdyz jedyna funkeja spehna]ageag réwnanie ]ednonodne 2"+ =0
jest funkecja identycznie réwna zeru.

Rozwigzanie réwnania niejednorodnego sprowadza sie WIQC '
zawsze do rozwigzania réwnania jednorodnego i do znalezienia choé
jednej funkeji spelniajacej réwnanie me]ednorodne Znalezienie tej
funkeji jest na ogét tradne, a w pewnych przypadkach moze sie zda-
rzyé, ze funkecja taka nie istnieje!). W innych przypadkach gdy
prawa strona réwnania (15.1) jest specjalnej postaci, znalezienie
rozwigzania moze byé tatwe. ’

§ 16. Przypadek, gdy prawa strona jest wielomihnem

Majac réwnanie

-<16.l) : amw(m)—{-....+a0m:b°+...+b;,/l" ) (@g==0)

mozemy zawsze znaleZé rozwigzanie wielomienne

o(A) =cp+.. +Ca A",

Wystarczy podstawié to wyrazenie do (16.1) i nastepnie wy-
203e7%y6 Cy,...,0n Przez porpwhanie wspolezynnikéw przy potegach A.
Znaleziony w ten sposéb wielomian jest jedynym Wlelommnem
spelniajgcym réwnanie (16.1).

Wyznaczmy dla przykladu rozwigzanie wielomienne dla réw-
nania '

(16.2) 2" +stp=sA%+1.

1) Mikusinski [30], str. 23‘3 234.

Rachunek operatoréw 18
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Podstawiajac wyrazenie

B(A) = g + 614 + €3 A2 -3 23
do (16.2), mamy

(28 ¢, +-6¢34) +8%co+ 014+ 012+ 05 23) = 833 -1,

& stad przez poréwnanie wspélezynnikéw

2e, +8%cy =1,
60;+ s%¢; =0,
s2¢, =0,
s2cg=3.

. 7 réwnah tych wyliczamy z latwoSeciy

6 .

0a=—g5 e =0, ¢

I

o | =

zatem szukane rozwigzanie ma postaé

1 61 2
) =5—F+5-

Jest to w ogdle jedyne rozwigzanie riwnania (16.2), gdyz
ogblne rozwigzanie réwnania jednorodnego #'* +s2z=0 redukuje sie
do zera. .

Jezeli w réwnaniu (16.1) jest ay=0, to oznaczajac przez az
ostatni wspélezynnik rézny od zera, bedmemy m1eh roywmzmme
wielomienne postaci

Bo(W)=06A" + ...+ 0a T,

ktérego wspblezynniki wyznaczamy podobnie jak w poprzednin
przypadku. Nie jest to jednak jedyne rozwigzanie wielomienne,
gdyz mozna do niego dodaé¢ albo odjaé dowolny wielomian stopnia
mniejszego od k, otrzymujze w ten spos6b inne rozwigzania wielo-
Inienne.

Gwiczenia. Znalesé rozwiazania wielomienne dla réwnan:-
(2) ¥ 48z =al-+b;

(B) &/ —sx’+s2x = 513;

(y) «® 8%’ =22 11,

e
cm ..

- (17.2)

Przypadek, gdy prawa strona jest funkejs wykiadnicza 27b

§ 17. Przypadek, gdy prawa strona jest funkejg
wykladnicza

Jezeli mamy rdéwnanie

(171) amw(m) "l"‘ .is —l— Ao = 6‘7"‘7,

gdzie w jest operatorem, takim ze amw™--...-}ag=Pw)=0,- to
mozemy od razu podadé jedno z jego rozwigzan. Jest nim faunkej

o) = s,

co latwo sprawdzié przez podstawienie.
Na przyklad dla réwnania

2" sx' + 2% 4 833 = ¢4
rozwigzaniem jest funkeja

et

W) =T e Te

Jezeli P(w)=0, to w jest pierwiastkiem réwnania charaktery-
stycznego; niech g bedzie krotnodeia tego pierwiastka. Wtedy funkeja

g A
e

(17.3) P

®(4) =

| spelia réwnanie (17.1); P9 oznacza q-ta poehodna! wielomianu "P.

Na przyklad dla réwnania

(17.4) 2" A sa” — sty — 8 =4S

wielomian P{w) ma postad
P(u) =u?+ su—s2u—s>.

=01ize —s jest pierwiastkiem
0. Zatem funkeja

Stwierdzamy tatwo, ze P(—s)
dwukrotnym réwnania charakterystycznego P(u)=

}.26_”1’ :

#y(2) = P =s)

18%
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spelnia .réwnanie (17.4); poniéwaz

P (u) =6u-+2s,
P'(—8)=—4s,

wiee mamy ostatecznie
. 2

__ 2
(/1) — e,

Fatwo sprawdzié przez bezpoérednie‘podstawienie, ze funkcja ta

rzeczywidcie jest rozwigzaniem réwnania. :

Dla udowodnienia w ogélnym przypadku, ze funkeja (17.3)
spelnia réwnanie (17.1), zauwazmy, ze w mysl rachunkéw wykona-
nych w paragrafie 5 mamy

Z ap m(k)

zw

P("’(ov)z( > Mzak 7)'

5[4\ 0t
- o 2(’1)”’- FO(w).
j=0 . .

Z zatozenia, ze w ]est pierwiastkiem g¢-krotnym, wynika, jak wia-
domo z algebry, e PV (w)=0 dla j=0,...,q—1. Wskutek tego ostat-
nia suma redukuje sie do jednego tylko mianowicie ostatniego wy-
razu i po uproszezeniu pozostaje po prawej stronie réwnofci @,
A to dowodzi twierdzenia.

Gwiczenia. Podaé rozwiazania szczlagé]ne dla nastepujgcych réwnan:
(o) @ +ow’Fstw=eis; '

B) «”+22 2y =6—2s;

(y) o738’ 2% —e—2s .

§ 18. Przypadek, gdy prawa strona jest iloczyneni
wielomianu i funkeji wykladniczej

Prsza;dek ten obejmuje obYdWa rozwazane poprzednio:
U@ ..+ Qo = (by + .. -+ by ") 6%,

, ‘Mosna udowodnié, ze jezeli w jest pierwiastkmrh ‘q—krotnym
Téwnania cha.ra,kterystycznego, to 1stme]e zawsze rozwigzanie po-
staci

2o(4 )=(coA"+... +f,,,lq+")e'“"._

icm

- (19.1)

gdzie b, 1 b, sa dowolnie danymi operatorami, to wystarczy znalezé

Przypadek, gdy prawa strona jest iloozynem 277

W praktyce stale c,...,cn. Wyzhaczanyy przez poréwnanie.

wspélezynnikéw przy rownyeh potegach A. Na przyklad, ma]egc do
rozwigzania réwnanie

(18.1) @ 4 5o — st — 3w = Jeb,
szukamy rozwigzania postaci
To(A) =(CoA + 0, 22) 3=,
poniewaz n=1 1 g=1 (gdyz s jest pierwiastkiem pojedynczym
réwnania charakterystycznego). Podstawiajac xo(4) do (18.1) mamy
[3cos? - 6eys 4 (€o8® + 60,82 A + ¢, 83 12] %8 -
+ 8[2¢48 + 205 + (6o8% +- 4¢18) A + 0,82 A2] e — )
— 8200 + (Co8 + 2¢1) A + ¢,872] 6% —53(co A + ¢, 4%) €3¢ = ac.
Dzielge te réwnosé przez ¢ i poréwnujge wsp6lezynniki pray
réwnych potegach A, zmajdujemy zwigzki:
4¢y 8% 4-8¢,58 =0,

8 01 82 = 1, .
a stad
1 1

— 0 =—-.
483? 17 gs?

Szukanym rozwiazaniem jest wiec funkeja

Co=—

CGwiczenia. Znalefé po jednym rozwigzaniu szezegélnym dla nastepu-
jacych réwnan:

(2) a®—28x" 5% =22e2s ;
(B) aW—28a" 53y =2—AVr.

§ 19. Przypadek, gdy prawa strona jest kombinacja
liniowa dwdéch Iunkcyj
Gdy rowname jest postacl

amw('") oo F ao% = by f1(A) + by fa( A),

rozwigzanie dwoéch prostszych réwnan

AmE™ 4.+ a2 :fl(l),
A @) ...+ ag=3(4).


Yakuza


278 ROZDZIAYE II — Réwnania niejednorodne
Jezeli mianowicie #,(A) jest rozwigzaniem pierwszego z tych réwnan
3 () rozwigzaniem drugiego, to funkcja

#(2) = by @y (2) +bywa(4)

jest rozwigzaniem réwnania (19.1), co daje si¢ od razu sprawdzié
przez podstawienie.

7 uwagi tej wygodnie jest korzystaé w zastosowaniach. Jezeli

na przyklad dane jest réwnanie
{19.2)
przy czym w, jest pierwiastkiem g;-krotnym, a w, pierwiastkiem
gs-krotnym réwnania charakterystycznego P(u)=0, to funkeja
—_ b

P(ﬂ()(wl)

jest rozwigzaniem réwnania (19.2).

A @™ .., 0o ® =Dbye*: 4 byetwe,

10'1 el-wx + b2 ;t(h 6'7'"/2

50(2.) P('I:) (wz)

CGwiczenia. Znalesé rozwiazania szezegélne dla nastepujacych réwnan:
() o""—sx'4-s*0=s1-4€;

(B) 2"'4fx=¢"5A1e82;

{y) sz”+ (l+s“)w’+s:n=s+e—l—?.

§ 20. Prszadek, gdy prawa strona jest fﬁnkcja,
trygonometryezna

Przypudémy, ze istnieje funkeja wykladnicza ¢#® (1 rzeczy-
wiste). Wtedy istnieje tez funkeja wykladnicza e%» i mozemy
przyjaé definicje

. ghw e~ ebw e—lAw
sinAw = cosiw = —-;———

Majae réwnanie
{20.1) am @™ 4 ... 4 @y = cos lw,
mozemy najpierw szukadé rozwiazan z;(A) i Zy(A) dla réwnan

@™ 4 ... + agp = elw,
@@ .+ agr=e¢Hw,

i nastepnie napisaé rozwiqzam’e réwnania (20.1) w postaci

2(2) = [@4(2) +m(2)].

icm
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Podobnie mozna postapié, gdy po prawej stronie réwnania
zamiast cosAw jest funkeja siniw, lub 'ogélniej funkeja postaci

. A .
by iT ™™ cos Ay + by A% 6™ sin Auw,.

W praktyce nieraz jest wygodniej stosowaé bezposrednio me-
tode wspotezynnikéw nieoznaczonych. Majac na przykiad réwnanie

{20.2) 3"+ 50’ + 8% = 4 cos s,
szukamy rozwigzania postaci

Bo(A) = (61 €4) cos A8+ (¢3 + ¢, A) sin As.
Podstawiajac tq wyrazenie - do (20».2)', mamy po uporzgdkowaniu

(Co8+ 382+ 26,8+ ¢,5%4) cos As +
T+ (—€18% 26,8+ 0,8 —,8%A) sin As= 1 cos As.
Przez porownanie odpowiednich wspétezynnikéw otrzymujemy réw-
nania 4
o8+ 0382 4 2¢,8 =0,

082 =1,
. 68220840, =0,
—e,82=10,
7 ktérych mamy
1 2
=73 ¢y =0, : 03__'§7 Ca="3

L)

32.7

i ostatecznie :
wo(A) =1° cosAs+ (124 —213) sin 2s.

Cwiczenia. ZnaleZé rozwiazania szczegdlne. dla nastepujacych réwnafs
(o) o' 4-8% =22 sin As;

(B) @'+ sx=A2Acosis+ ¢ sinis;

(y) #®W—sdz=142cosis.

§ 21. Dostosowanie rozwiagzania do warunkéw -
dodatkewych

Znajac jedno rozwigzanie szezegbélne rdwnania niejednorod-
nego, mozemy znalezé rozwigzanie ogélne sposobem podanym w pa-
ragrafie 15. Z kolei mozemy dostosowacé state w rozwigzaniu ogdlnym
do dodatkowych warunkéw (poczgtkowych, brzegowych lub innyech).
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Metoda jestj taka sama, jak w przypadku réwnan jednorodnych,

dlatego ograniezymy sie tu do podania tylko jednego przykiadu.
Znajdzmy rozwigzanie réwnania

(21.1) & s’ 52’ — 3 = At
si)elnia.jaee warunki

, 1 . 1 1T,
(21.2) m(O)—_-@, 2'(0)=5, #(2) =15 25"‘.7;;" .

W paragrafie 18 znalezli§my nastepujace rozwiazanie szczegolne
réwnania (21.1)

Poniewaz rozwigzanie ogélne odpowiedniego réwnania jednorod-
nego ma postaé (zob. § 6) :

0,6%+ o6 4 cg A6,
wige mozemy od razu napisaé rozwigzanie ogélne réwnania (21.1)

ﬁ) ets

. 83

2
(1) = ¢ 6% + cp0™%% 4 cghet 4 = (l

Z warunkéw (21.2) dostajemy zwi@zki

1
Gt oe=5s3,
1 1
Cy8—0y8 + €3 — yrchai vt
0, 6% 4 cye™% + 20,68 + %(312 - 21;) €% = %—, 6% 4 §%§ o2,
a stgd ’
1 1
51 5.3 ey =0, 03—153'-

Szukane rozwiazanie ma’ wige posta,é

4 22 .
)¢-+I§za¢.

Jest to jedyne rozwigzanie réwnania (21.1), czynigce zadodé
~ warunkem (21.2).

iom -

‘nia z podanymi warnnkami:

()

®

()

(3)
(©
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Cwiczenia. Znalesé funkeje operatorowe, speliajace ponizsze réwna-

, 8 2 , 3
ml+58w’+632w=§:; 2(0) =3, %(0) =5

o'’ Bsx’ -+ 68%5 = [14 548} (‘2—53+3s“)2.2]e-%, 2(0)=—3%, 2(1)=0;
s’ —""— 263" -+ 280 =35 sin A)/s — 3552 cos 15,

w(—1) = e—Ys—gin Js, w(1)=e¥st gin s ;

2(0) =a(2) =< ;

%(0) =1,
a®+2(1+8%)2" + 5% = sin 4 |2,
a®—2(14 %o’ +4s% =sin )2,

Czy znalezione rozwiazania sy jedynet

x(0) =1,
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Zastosowania do réwnan réiniczkowych
czagstkowych

§ 22. Sprowadzanie réwnaii rézniczkowych czastkowych
do réwnan operatorowych

W czefei drugiej sprowadzaliémy pewne specjalne réwnania
czastkowe (réwnanie struny drgajacej, réwnanie ciepla, réwnanie
telegrafistéw) do réwnani operatorowych. Obecnie przedyskutujemy
te kwestie ogélniej. Ograniczymy sie w dalszym ciggu do réwnai
ezastkowych o wspo6lezynnikach statych, poniewaz do nich najlepiej
daje sie stosowaé rachunek operatoréw. Kazde takie réwnanie
mozemy zapisaé¢ w postaci

m

ZZamm;ﬂt }»t ( t)

pu=0 =0

{22.1)

Stosujac ogblny wzér

{801} = *{a(®)} — a(0) —... —t=2(0)

mamy

{22.2) {mzylv(ﬂ,t)} = s*{&,u(4,1)} t 2'3"’"”—1 v (4,0) (»>1)

* x=0

i réwnanie (22.1) mozemy napisaé w nast@pu]adce.] postaci operato-
TOWe]j

{22.3) ™. 4 ayz =f(1),
gdzie :
Gy = QupS™ ... au (u=0,...,m),
m n el
{22.4) = {‘P(A;t)}‘+ 222 a,ws"""—lw,wt»(%o)'

p=0 v==1 x=0

icm
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oraz

#=u(A) ={s(,1)}.

Porzadkujge wyrazenie (22.4) wedlug poteg s mozemy napisaé

. n—1
(22.8)  f(A)={p(At)}+ "t 2 2' Yy ngn a2 4y 0)-
x=0 #=0 v=0

Do réwnoéei tej mozna dojéé w nastepujacy sposob
Symbol

I

M=

(22.6)

v

||
-

1 x:

I

0ZNACZ su_mowauie po wszystkich parach wskaznikéw g, », ktérym odpoﬁa-
daja punkty, oznaczone kéleczkami

4 2
na rysunku 131. Wprowadzajac no- L /41
we wskazniki «’, +/, takie ze =1/, n—lF——————— - ——— _7,;
y=n—zx'+v’s znieniamy numeracje o ©° e
tiych punktéw i, jak widaé z rysunku, o o o L/
symbol (22.6) musimy zastapi¢ przez °©o °0 0 s
i o 0 o ©. 0 / .
% --}o-—o-—-o_o—o—%—-——————:
ne—1 #'——1 % =000
-1
F=0vi=0 Rys. 131

‘Wobec tego sume potréjna we wzorze (22.4) mozna mnapisaé w postaci
m n—1 *—1 )
DAPID) aﬂ,n—n'+v'8"—”— Ant v, 0),
p==0 x'==0 #'=0

akad juz od razu wynika wzér (22.5).

Przyktady. 1. Znale#é rozwigzanie réwnania rézniczkowego

(22.7) ‘ mu—{—wn:O,
spelniajgce warunki o
(22.8) B(A0)=0%  @(A,0)=¢*.

Réwnanie operatorowe ma w tym przypadku postad
o' 4 5% = s0(1,0) +@(2,0),
czyii po uwzglednieniu warunkéw (22.8)

{22.9) 2" 4820 = sg* 4 62*.
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Dla uproszezenia najlepiej rozlozyé to réwnanie na dwa na-

stepujace

@+ s2m, = ¢* i @5+ 82wy = €%

na podstawie paragrafu 17 rozwigzania tych réwnan maja postaé

. oA .
031(2) =]-.'_'|:§£ 1 ma(}b) = 4_1_ 82. .
Stad mamy rozwigzanie réwnania (22.9)
1
(22.10) w(l):sml( A)Fmy(A) = l+s‘ +m.gu_

Dla znalezienia rozwigzania ogélnego mugimy rozwigzaé réw-

nanie charakterystyczne
u?+- 8% =0;

pierwiastkami tego réwnania sg operatory —is i --is. Ale wiemy,
ze funkeje wyktadnicze e~ i ¢/ nie istnieja. Wobec tego rozwigza-
nie ogélne redukuje sig do funkeji (22.10), ktéra jest jedynym ro-
zwigzaniem réwnania (22.9).

‘W zwyklej, nie operatorowej postaci funkeja ta wyraza sie

wzorem
x(4,t) = e* cost + }6** sin2t.

Jest to jedyne rozwigzanie réwnania (22.7), spelniajace wa-
runki (22.8).
Réwnanie (22.7) na,zywa sie rdwnaniem harmonicznym.

2. Biharmonicznym nazywamy réwnanie
(22.11) Tut- 203004 Xu=0.
Rozwigzmy je przy warunkach

(22.12) @(4,0) =2sinl, @(4,0)=0, aa(40)=0, za(40)=0.
Zgodnie z (22.2) mamy
{xpﬂ At } 8211;”—851‘;,:(). 0) — 22 (2,0), -

‘ {za(4,1)} = st 2 —53(2,0)— s224(4,0) — sz (4, 0) —2 (4, 0).
Wobece tego operatorowa bosbaé réwnania (22.11) jest nastgpujaca:

a® +25%" 4 50 = §%0(4,0) + 522, (4, 0) + s[2za(4, 0)+ (4, 0)]+
+ 2225 (3,0) -+ @n(2, 0)].

icm

(P —1)[(s>—1)(ey+ )
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Uwzgledniajae warunki (22.12) i wynikajace z nich réwnoesci

2(1,0) =200SA—Asind, = a(4,0) =0,

mamy

{22.13) a® + 220" 4 st = 533 5in 1 4 28(2 cos A— Asin ).

*Szukamy rozwigzania postaci
2(A)=(e;+ ¢yA) sind+(eg+ ¢ ) cosd;
po podstawienin tego Wyi'aZenia, do (22.13) i uporzgdkowaniu mamy

—4e ]sin A4 (s2—1)[(s2—1) (-} ¢,h) -+ 4e,] cos A=
=(8%—2s)Asind+4scosi,

a prze'z poréwnanie wspélezynnikéw
(s2—1)%0, =¢%—2s
(s2—1)2¢, =0,
(82—1)[(s2—1) 6 —4e,] =0,

(2—1)[(sB—1) eg+46,] = 4s.
Stad . -
_ 8(s*—2) - 4s

¢y =0, Gy (82_1)2 0y = ——~——(82 —ip

i

e =0,
‘Wobec tego szukane rozwigzanie mafpo's’oa;é

s(8°—2) ,

(82 ) ing 4+ ——— (82 l) CObZ

Poniewa# réwnanie charakterystyczne

m(l)

w+28MuP st =0 ‘ -
ma plermastkl —1is, + is (podwéjne), a funkeje wykladnicze e—#s, et
nje istniejg, wiee znalemone rozwigzanie jest jedyne.
Wobec réwnosei
s(2—2) s 1 . 1
SE—1R2 7 ¢2—1  4(s—1P ' Hs+ 1)

:{Cht'—% Sht},

1. 1
—_— __{pt Zfp—t\
_lcht 4te +4t6, }—-

4 1 1 1 1
E—1P S AT 1P  Le—1¢ T2+ 1P 2(8-——— =

1
G LR SR pua } { ~5 }
_{46 4ef4e —{—4 chi sht

-+
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mozna napisad
. t o\, 1
o (4,1) = Asini cht—;; shi) + cosA(#? cht—¢ sht).

Jest to jedyne rozw'ladvame réwnania, (22.11), spehna]@ce wa~
runki (22.12).

3. Znalezé rozwigzanie réwnania
(22.14) X — 2t + 00 = 6+,
spelniajace warunki
(22.15) (1,0)=0 i 74(4,0) =0.

Poniewaz {¢1} = réwnanie operatorowe ma postaé

&
s+1°

" —sw’+ s = sw(1,0).+ a4(4,0) — J’l(l 0) + —— 8+1’

2 wobec warankéw (22.15) i wynikajacej z nich réwnosei

(22.16) -
jest

x4{2,0) =0

P2
» s4-1"
Poniewaz 1—s+s20, funkeja

2" —sn' - s2p =

ei. ’ 6"

ﬁ, =
AR ~—s+32) RGE

(1+8)(

spelia réwnanie (22.16).
Wobee réwnosei :
gt
2

1

_ 11
Sl

N R I
( 2) *1 (3'“2)*1

1 V3t 1 3y
=1z t—Z e cos o L — ¢ 5in 1!
{ 3 S5 +V§6 sin 3

o
o -t

1
s4+1

=

3
mozemy napisaé

Jv(}., t) == 3]; e* ( —gtl2 GOS V_ + ygeﬂZ V—t)

icm
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Dla udowodnienia, ze jest to jedyne rozwigzanie réwna-
nia (22.14), spemiajgce warunki (22.15), wystarczy zauwazyé, ze
pierwiastki rownania charakterystycznego

ut—su-+s2=0

nie sg logarytmami; istotnie, pierwiastki te maja postaéd

3. s V3.
—}——_'::Ls, ‘ %——V?zs

4. Znalezé funkeje spemiajaca rownanie

ol w»

(22.17) s+ S0 + 3wan 4 2 = 0
i warunki v
(22.18) w(2,0) =23, 2400 =2,  2a(1,0)=1
Poniewaz
{zw} =2",

{w22} = 82" —12:(4,0),
{wﬂ’}-‘: 32m'~swl(l,0)—xh(z,0),
{2p} = 80— s2%(A,0) —stt+(2,0) —n(4,0),
wiec réwnanie operatorowe ma postaé

2" 3sa’ 1 382 4 5% = s%0(A, 0) + s[324(4, 0) + 24(4,0)] +

+ [3a2(4,0) 4 322¢(4,0) + za(4, 0)],

a po uwzglednienin warankéw (22.18)
{22.19) 2" 3sa" + 3sta’ 4 sSw = AP+ 10542 - 254.

Metods wsp6lezynnikéw nieoznaczonych latwo Jest znalezé
dla réwnania (22.19) rozwigzanie wielomienne

Bo(A) =138 1222 + 137 — 1514

Nie jest to jednak jedyne rozwigzahie tego rdéwnania, gdyz

réwnanie - charakterystyczne
k u.3+38u2+332ia+s3=0

ma potréjny pierWiastek —s, ktoéry jest logarytmem. Wobec tego
ogélne rozwigzanie rownania (22.19) ma postaé

2(2) = (Co+ e+ 6y7) = + (),

gdzie ¢;, ¢; 1 ¢ sa dowolnymi operatorami.
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Stad wynika, Ze réwniez rozwigzanie réwnania czastkowego
{22.17) nie jest jednoznacznie okre$lone przez warunki (22.18),
Dla uzyskania jednoznacznodei rozwigzania, konieczne jest wpro-
wadzenie dalszych warunkéw, na przyklad

(22.20) 2(0,t) =12, 2,(0,8) =12, 2,,(0,8) =1.
‘Warunkom t&m odpowiadaja waranki operatorowe
o(0) =61, 2(0)=2B,  a”(0) =1
prowadza one do réwnosei | o -
| 2(0) = 6o — 151 — 614
%'(0) =, — 80, + 13 = 2l?, \
#"(0) = 20,—28¢, 4 s%, + 202 =12,
z ktérych Wylicza,my ,, "
' 0o=211%, 0 =290, g —11I .
Szukanym rozwigzaniem jest wige funkcja . '
B(2) = (211¢ 1- 2208 + 11242) o - 113 + 122 4. BA— 1514,

Uwzgledniajge znaczenie operatora Przesunigeia’ =%, docho-
dzimy do wzoréw - )
B2+ 42A—38  dla 0<t<d,
=3B+ 5242241 dla 0<A<t.
Jest to jedyne rozwigzanie réwna,nia (22.17), czynigce zadodd
warunkom (22.18) i (22.20). )

: w(}“at) —

§ 23. Uwagi o warunkach dodatkowych

Ostatni z podanych przykladéw rézni- sie fym od poprzednich,
ze oprocz warankéw (22.18), okreflajacych zachowanie sie rozwia-
zania na osi ¢, potrzebne jeszeze byly trzy dodatkowe warunki
dla -jednoznacznego ustalenia, rozwigzania. Pochodzi to stad, ze
rozwigzanie ogélne réwnanig, Operatorowego (22.19) zawiera trzy
state dowolne. Liczba uzupetniajacych warunkéw bedzie zawsze
rowna liczbie statyeh dowolnych, wystepujacych w rozwigzaniu
ogélnym. Waranki te mogs byé zadane na jednej lub wigcej pro-
stych réwnolegtych do osi £. Na przyktad w zagadnieniu struny

- Uwagi o warunkach dodatkowych 289

drgajacej 1 przewodnictwa ciepta rozwigzywali§my przypadki, gdy
warunki uzupehiajace byly zadane na dwéch prostych (liczba tych
prostych nie moze oczywideie przekraczaé liezby statych dowolnych
w rozwigzaniu ogélnym). -

Cwiczenie. Rozwiazaé nastepujace réwnania rézniczkowe przy poda-
nych warunkach: . ¢ '

() zaat+zu=0. x(A0)=1 2¢(A,0)=sin 1;

(B) wﬂ.l'{'mﬂ: 1, :L'(Z,O)=0, mf(110)=ﬂge‘3;

() wp—wp=3M% x(4,0)=2 (4 0)=zs(,0)=2a(1,0)=0, (0,t) =4,

2(Lt)=1 (0<<AL], 0<i<oo),

(8) @aa-taae+3map 1+ 32p =122, 2(4,0) =2¢(4,0) = z5{1,0) =0, %(0,t) =0
(0<<A<<oo, 0CE<00).

§ 24. Bledne rozwiazanie

Rozwigzmy réwnanie

(24.1) Bast = Baze + B — Bap— Bp — 2 + 1 =0
z warunkami
(24.2) 2(3,0)=0,  a4(},0)=1—¢4 (0<A<oo),

(243)  2(0,0)=0,  my(0,)=2)ifr,  @w(0,f)=—1 (0<i<oo).
Odpowiednie réwnanie operatorowe ma postaé
88"+ (s+1) 8" — 5%’ —(s2+ 5) 8 =—s[x, (4, 0)+ (4, 0)]+
T+ [@as(4,0) 4 2a2( 4, 0) —22:(2, 0)——5ct(l,0)——w(l,0)]—~§.
Z (24.2) wyliczamy latwo
3(2,0) = Z2(4, 0) = 33 (4,0) =0, B26(2,0) = e~
wobec tego mamy

(24.4) - 3,(2,0) + 1(4,0) =0,

@22(2,0) + w2( 4, 0) — w24( 4, 0) — 42, 0) — (4, 0) = —1
1
(24.5) s’ (s )2 — s’ — (s + s)w:—lmg.

Yatwo znalezé rozwigzanie wielomienne réwnania (24.5); re-
dukuje sie ono do stalej
To(A) = l
0 §2
Rachunek operatoréw 19
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Réwnanie charakterystyczne ma postad
sud+ (s 1)ut—s2u—(s?4-¢)=0,

a jego pierwiastkami sg operatory

. 1
V§7 ‘V; 1 —5; L

8

Wobec tego ogélnym rozwigzaniem réwnania (24.5) jest Wwyrazenie

' —afE41 1
w(2) =064V - cy6=2Vs e ("’ )+§;.
Warunkom (24.3) odpowiadajs warunki operatorowe
x(0) =0, ‘”,(0)28—3/27 9&‘”(0) 2—8—1;

uwzgledniajac je dla Wyznaczeliia, stalych ¢, ¢, i ¢;, otrzymujemy
réwnogei »

2(0) = ¢+ s+ ez + 572 =0,

2'(0) =Vse,—Vsoy— (5714 1) g =522,

@"(0) = sey+ soy+ (571 1)% 0y = — s
stad

gy =0, Cy=—§2 c;=0

L

ECES

(1—e4ks),
Réwnosé te mozemy napisaé jeszcze w postaci

SR L) L e AL L A
() 3(8 3¢ ) s{l Gerfzyi[ s{eerVZ}'

Stad mamy nastepujace ,rozwigzanie” podanego na poezgtku tego
paragrafu zagadnienia

t
‘ A
24.6) x( A1 =ferf——d.
( (4,2) , 2’,;1

Wyraz ,rozwigzanie” zostal ujety w cudzystow, dlatego ze
faktycznie nie mamy tu weale do ezynienia -z rozwigzaniem, gdyz

§ 24 ‘Bledne rozwigzanie . 201

znaleziona funkcji @(A,t) nie spelia zgdanych warunkéw., Istotnie,
jest @y(A,t) ==erf E-V-i 1w granicy, gdy $—0, mamy @4(,0)=1 wbrew
drugiemu z warunkéw (24.2). '

Gdzie tkwi blad? — Odpowieds damy w nastepnym paragrafie.

§ 25. Wyjasnienie pozornej sprzecznosei

Zauwazmy najpierw, ze znaleziona funkeja operatorows, o(d)==
={w(4,1)} spelnia réwnanie operatorowe (24.5). Réwnanie to zostalo
wyprowadzone z réwnania (24.1) przy uwzglednieniu warunkéw
(24.2). Ale warunki te nie zostaly w pemi wykorzystane, gdyz pray
przejéciu do postaci operatorowej jedynie réwnogei (24.4) graly role.

Funkeja #(4,t) spemia, jak mpzna sprawdzié, warunki (24.4),
a nie speinia warunkéw (24.2). Przeprowadzony rachunek wykazuje,
ze funkeja ta jest jedynym rozwigzaniem réwnania (24.1) gpelia~
jacym warunki (24.3) i (24.4).

Mozna zreszta sprawdzié bezposrednio, ze funkeja w{1,f) spelnia réwna-
nie (24.1) oraz warunki (24.3) i (24.4).

Istotnie, wobec
a

' t o 1 2)s
25.1 w(t)= [erfS=dr=Z [dv [ ¢ P do
o e s T
znajdujemy kolejno pochodne wzgledem A:
141 2
224t =—= | ~—=ex (——-—-—)d’z,‘
Akt = = Of Rl
1[4 2 2 r 1
A —a
(25.2)  mpe(l1l) =-—— --—~,exp(~—-—-)dr=-—-— ¢~ % do=—cerf—,
7= = DA o
2

x,q,-(l,t) == y—% exp (—-——%) .

Podobnie z (25.1) znajdujemy pochodne wzgledem ¢:
A
a2
A 2 gt
xt(].,t)=erf——=-——f e do,
(26.3) 2i V=

A A
:z:,a (l, t) = — ﬁ exp ('—'th') .

19%
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7 kolei znajdujemy pochodne mieszane:
PN 2
”At(}"t) == —V.;_Z exp (—-Z-t-) »
1, 2
T lst =TT e | 8XP [ ] >
(b (2 Ve Ta th“) P ( 4=t)
12

A
O (1) = — 5y oxp %)

g0, (Ay T) = — ——1—+ # ex; AN
el AT = AN

Po podstawieniu odpowiednich wartofei do réwnania (24.1) i skre§leniu
jednakowych wyrazéw réznigcych sie znakiem, otrzymamy po lewej stronie

(25.4)

— cerf -—;:——erf A

2l oV

wobec wlasnofei funkeyj cerf i exf wyrazenie to jest réwne zeru. Zatem réWnanie
{24.1) jest spelmione. :
Podstawiajac teraz 1 =0, zmajdujemy z wzoréw (25.1) i (25.2)

+5

t —
1 dr 1

20,0 =0,  m3(0,f)= = —=2l/*, 0,%) = —
e o=t

" gdyi cerf0=1. Widaé wiee, ze warunki (24.3) sa spelnione.
Podobnie, podstawiajac we wzorze (25.1) t=0, mamy

(25.5) @(1,0) =0,
a stad
(25.6) @3(4,0) = 2(2,0) =23(4,0) =0

(te trzy ostatnie réwnofei mozma tez otrzymaé wprost z (25.2) prz i
. t—0).
z wzoréw (25.3) daje przy t—0 '( ) poayd =~ 0). Flerwszy

(25.7) m(1,0) = = [ g0
(2, 0) VE‘[G do=1,

skad

(25.8) 341 0) =0

{te ostatnia réwnoéé moina tei otrzymaé wprost z pierwszego z wzoréw (25.4)

przy i—0). Podstawiajac wartodei (25.5)-(25.8) do réwnosei
> . R ci (24.4),
latwo, ze réwnoci te 83 spehione. ) ! (24 sprawdzamy

o Jezeli jf.;ukaé funkeja spéh}ia warunki (24.2), to musi tez spet-
Tniaé :WE.\AI'U.nkl (24.4).. Stad wynika, Ze rozwigzanie réwnania (24.1)
Spelniajgce warunki (24.2) i (24.3) w ogéle nie istnieje.

H

icm
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Zagadnienie bylo wige w poprzednim paragrafie postawione
blednie: uklad warunkéw (24.2) i (24.3) jest dla danego réwnania
sprzeczny.

Sprzecznoéé ta znika, o ile warunki na osi 4 podamy od razu
w postaci (24.4). Przy tych warunkach oraz przy warunkach (24.3)
dochodzimy W sposéb jednoznaczny do funkeji (24.6), ktéra przy
takich warunkach jest juz faktycznym, a nie blednym rozwigzaniem
zagadnienia. :

Warunki (24.2) i (24.4) nie s3 réwnowazne. Z (24.2) wynikajs
(24.4), ale nie na odwrot.

We wszystkich wezesniejszych przykiadach warunki analo-
giczne do (24.2) i (24.4) byly zawsze rownowazne i dlatego znale-
zione rozwiazania byly poprawne.

§ 26. Warunki Cauchy’ego i kwestia ich réwnowainoSci
z warunkami ogélnymi

Przy przejsciu od ogdélnego réwnania (22.1)

m n
3 3 ap@up () = ¢(41)
=0 »=0

do réwnania operatorowego (22.3)
A 2@ + ... 4 agr = f(4)
wystarczy dla wyznaczenia funkeji f(1) znaé W rozwazanym prze-
dziale a<A<p ksztalt nastepujacych funkeyj: :
m % .
(26.1) > Zi’)a#n_,,+,,mly,v(l,0)=gx(1) (%=0,...,n—1),
u=0 v=

ktére okredlaja zachowanie sie rozwigzania @(1,f) na osi'A.
W pewnych przypadkach, jak w przykiadach z paragrafu 22,

. mozna warunki (26.1) zastapié przez warunki prostsze

(26.2) , 2 p(7,0)=Te(2) (=0, ...,n—1);

warunki typu (26.2) nazywamy warunkami Cauchy’ego.

Ale, jak widzielidmy w paragrafach 24 i 28, warunki Cauchy’ego
(26.2) mozna wprowadzié zamiast warunkéw ogélnych (26.1) tylko
wtedy, gdy sa z nimi réwnowazne. »

Jezeli dla pewnego réwnania czastkowego warunki (26.1)
i (26.2) nie s réwnowazne, to bedziemy mowili, ze dane roéwnanie
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jest resirykiywne. W tym praypadku warunki na osi 4 powinny byé
podane w postaci (26.1). Gdy réwnanie nie jest restryktywne, to

warnnki na osi 4 mogg byé podane w postaci (26.1) lub tez w po-
staci Cauchy’ego (26.2).

Zawsze mozemy zatozyé, ze co najmniej jeden ze wspélczyn-
nik6w oon,...,0me jest rézny od zera. WoOwczas mamy nastepujace
kryterium: '

Réwnanie (22.1) nie jest restryktywne wiedy i ‘tylko wtedy, gdy

(26.3) Q= ..

:amn :07

Tub, co na jedno wychodzi, gdy 2adnae pochodnw crastkowa, Lidrej reqd
wzgledem t jest w danym réwnaniu najwysszy, nie jest pochodng mie-
szang.

Dowdd. Jezeli warunek (26.3) jest spelniony, to oop =0 1 réw-
nofei (26.1) mozna napisaé w postaci
{26.4) aon@(A,0) = go(4),

m %1

aﬁnwp‘(}'yo) +y20 vg‘; a#"*ﬂ“”‘mﬂt"(l;o):gx()‘)

" (26.5) (v=1,.

Funkeja #(4,0) jest okreslona jednoznacznie przez réwnogé

{26.4). Przyjmujac w (26.5) »=1, wyliczymy w sposéb jedroznaczny
Z¢(,0), gdyz pod znakiem podwdjnej sumy stoja wowezas wylgez-
nie funkcje x,4(4,0), ktére juz sa znane, skoro tylko jest znana
funkeja @(4,0). Przyjmujac z kolei =2, mozemy z (26.5) wylicayé
Jjednoznacznie z#(4,0), gdyz pod znakiem sumy beds wystepo-
waly tylko funkeje #(4,0), #:(4,0) i ich pochodne (wzgledem A).
W ten spos6b wyliczymy jednoznaeznie wszystkie funkeje (4,0),
. mf(l,O),...,ml,,_l(Z,O).

Stad wynika, ze jezeli s3 okre§lone wszystkie funkecje g,(4),
to jednoezesnie s3 okreslone wszystkie funkeje he(1). Z drugiej strony
widoczne jest z postaci réwnogei (26.1) i (26.2), ze jezeli sg okres-
lone wszystkie funkeje he(4), to tym samym sg okreslone wszystkie
funkeje g,(1). Zatem warunki (26.1) i (26.2) 83 réwnowazne.

Gdy warunek (26.3) nie jest spelniony, to co najmniej jeden
z8 wSpOlezynnik6w agn, ...,ams jest réiny od zera. Wtedy przy »=0
mozemy z réwnogei (26, 1) wyliczyé x(4,0) przez rozwiazanie réwna-
nis rézniczkowego (zwyczajnego)

2 ey (1,0)=6(2);

,n~1) o

icm
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rozwigzanie to nie jest jednoznaeczne. Ustaliwszy #(3,0), mozemy
kolejno wyliczyé (nie koniecznie w sposéb jednoznaczny) funkeje
2¢(2,0),...,%n-1(3,0). W tym wige przypadku warunki (26.1) i (26.2)

. nie 83 réwnowazne.

Kryterium jest wiec udowodnione.

Latwo sprawdzié, ze we wezystkich przykladach paragrafu 22
warunek . (26.3) byt spelniony. Na przyklad w réwnaniu (22.16)
ostatni wyraz przedstawia pochodng najwyzszego rzedu wzgledem i;
pochodna ta nie jest mieszana. Natomiast w réwnaniu (24.1)
wyrazy Zis i e 83 pochodnymi najwyzszego (drugiego) rzedu wzgle-
dem ¢; jednak pierwszy z nich jest pochodng mieszana, z czego
wynika, ze réwnanie jest restryktywne.

§ 27. Rozwiazywanie réwnan restrjktywnych

Metoda operatoréw pozwala rozwigzywaé zaréwno réwnania
restryktywne jak i nierestryktywne. Przykladem réwnania restryk-
tywnego jest réwnanie (24.1); znalezione w paragrafie 24 rozwigza-
mnie tego réwnania jest poprawne przy warunkach (24.3) 1 (24.4).

Omowimy tu_jeszeze jeden przyktad réwnania restryktywnego,
4, mianowicie

;(27.1) Lasg - Cam + 32 + Tp = AL,

Réwnaniu temu odpowiada réwnanie operatorowe
82’ + &'+ 3x’ + s%w = s2w(4,0) +

27.2 P
B2 L a2,0)+0(4,00] 4 [@1(4,0) + Zae(4, 0)+ (1, 0)] + — =
Poniewaz w réwnaniu (27.1) pochodna najwyzszego rzedu
wzgledem t reprezentuje wyraz s i jest to pochodna mieszana,
wiec réwnanie jest restryktywne. Wobec tego warunki na osi 1 za-
piszemy w postaci
24(2,0) =go(4),
@2¢(2,0)+2(4,0) = g(2),
(A, 0)+ s (2, 0) + 2e(2, 0) = ga(A)-
Dla zbadania, ile warunkéw nalezy jeszcze podad na osi t,

szukamy pierwiastkow réwnania charakterystycznego
»

{27.3)

sud+ u2+ $duts2=0.
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Sa nimi operatory

1 . .
-5 18, —is.|

Poniewaz tylko jeden z nich (pierwszy) jest logarytmem, wiec na.
osi ¢ wystarcza jeden warunek

(27.4) _ ©(0,8)=1n(t).

Wobec (27.3) réwnanie operatorowe (27.2) przyjmuje postaé

y)
(21.5) 5040+ 5%+ %0 = £go(1) F s02(1) + o) + e
warunek (27.4) mozna zapisaé¢ w postaci operatorowej
_ z(0) =0.

Zmajac go(A), g.(A), g5(4) 1 v, mozna rozwigzaé réwnanie (27.1)
1 samg metods, jaka stosowaliSmy w rozwigzywaniu przykiadéw
z paragrafu 22.

Jezeli dla przykiladu przyjmiemy, ze

2a(A0) =164 az(2,0) +(2,0) =1+ L,
2(2,0) 4 225(2,0) + 2(2,0) = A+ $ e, v(t) = e,
to bedziemy mieli ‘

(27.6)

(27.7) s’ -+’ - s8x 4 s2x :%(32—{— 28+ 34 " 41> et s+ A

Rozwigzanie szezegélue tego réwnania znajdziemy tatwo, roz-
bijajaec réwnanie na dwa nastepujace:

s

1 4
saf’ + o + 8021 4 s'ey = 2|62+ 28+ 3+ —3 ) o,
. pv

127

sy’ + o + s3ap - Py =8+ A
Dla pierwszego z ftych réwnahn znajdujemy rozwigzanie
szezegblne (zob. §17): . '
1 4
s 32 2 —
4( T S—¥_3_fh,s*——1)61« et
’ s+1- s34 g2 T 4(s—1)’
dla drugiego zas$ (zob. §16)

#y(A) =

o Lo(A) = .

Im § 27 Rozwiazywanie réwnan restryktywnych 297

Wobec tego mozemy przyjaé funkeje

& A

Bo(A) =@y(A) + 25(2) = i6=D) +a

za rozwigzanie szezegélne réwnania (27.7).

. Poniewaz réwnanie charakterystyczne ma tylko jeden pier-
wiastek bedacy logarytmem, mianowicie —I1/s, wiec rozwigzanie
ogélne réwnania (27.7) ma postaé

() = ce~Hs ¢ + 2
4(s—1) ' ¥
Dostosowujae je do warunku
1
2(0)=v= T6=0)
znajdujemy z latwodcig ¢=0 i
% yl
A = 4(s—1) T

Wobec tego szukanym rozwigzaniem réwnania czastkowego (27.1)

jest funkeja
B(2,8) = ettt

jest to jedyne rozwigzanie tego réwnania, speiiajgce warunki (27.6).

§ 28. Kwestia réwnowaznos$ci réwnania czastkowego
i réwnania operatorowego

Réwnaniu czagstkowemu (27.1) z warunkami (27.3) odpowiada
réwnanie operatorowe (27.5). Zastanowimy sie, czy jest ono catko-
wicie réwnowazne. .

Kaide rozwigzanie rownania czastkowego (27.1), spelmiajace
warunki poczatkowe (27.3), traktowane jako funkeja parametryczna
jest jednoczesnie rozwigzaniem réwnania operatorowego (27.5).
Jezeli do takiego rozwigzania dodamy na przyklad funkcje opera-
torowa se—* , to suma bedzie nadal speimiaé réwnanie operato-
rowe (27.5), poniewaz funkeja s spelnia réwnanie jednorodne

sz’ Lo’ -+ s3' + st =0,

Ale suma ta nie bedzie juz funkeja parametryezng i dlatego nie
moze byé rozwigzaniem réwnania czastkowego.
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Klaga rozwiazan réwnania operatorowego (27.5) jest wiec
szersza od klasy rozwiazald réwnania czastkowego (27.1) z warun-
kami (27.3).

Jezeli jednak ograniczymy -si¢ do klasy funkey] pa.mmetrycz-
nyeh 2(1)=u(4,t), takich Ze pochodne czastkowe

2L, 1), ras( A1), ae(2, 1) i e (A1)

sg ciaggle, to kazde rozwigzanie rdéwnania operatorowego (27.5)
bedzie jednoczesnie rozwigzaniem réwnania czgstkowego (27.1),
spehiajacym warunki (27.3). W obrebie tej klasy jest wiee réwhanie
operatorowe (27.5) réwnowazne réwnaniu czgstkowemu (27.1) z wa-
runkami (27.3).

To samo ma miejsce w przypadku oorohwm

_ W obrebie klasy funkeyj x(A,t), ktoryeh wszystkie pochodne czg-
stkou_)e rup(A 1) wystepujece w‘o“éw'n,aniu (22.1) sq ciagle w pewnym
obszarze
D: a<A<B, 0<t<oo,

réwnanie (22.1) 2z dolqezonymi warunkami pocegtkowymsi (26.1) jest
réwnowasne réwnaniu operatorowema (22.3), rogpatrywanemu w pre-
dziale a<<{A<p.

G. Doetsch ) zwraca uwage na to, Zze w wielu zastosowaniach
fizyki rozpatrywana wyzej klasa rozwiazan jest za waska. Dlatego
celowe jest rozszerzenie rozwazanej klagy na funkeje, ktérych po-
chodne czgstkowe, figurujace w réwnaniu, sg okredlone i ciggle we-
wngirz obszaru D. Funkcje te maja speiniaé réwnanie wewngtrz
obszaru D, ale nie musza spelniaé¢ réwnania na jego brzegu. Wten-
czas warunkina osi A i na osi ¢ nalezy rozumieé jako réwnofci, ktére
dostaje sie w granicy przy zblizaniu do tych osi. [Tak tez nalezy
rozumieé warunki dla réwnania ciepta (w rozdziale 6 czedei IT) oraz
warunki (24.4) dla réwnania (24.1)]. Nie bedziemy tu ogélnie roz-
trzasad kweéstii rownowaznosci réwnania operatorowego i réwnania
czgstkowego przy tego rodzaju warunkach granieznych, zauwaszymy
tylko, ze dzigki ogélnosei pojecia granicy w rachunku operatoréw
mozna bardzo szeroko pojmowaé warunki graniczne w réwnaniach
czastkowych.

1) Doetsch [11].

napisad

v
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§ 29. Dalsze przyklady rozwiazywania réwnan

czastkowych
Przyktad 1. Rozwigzaé réwnanie rézniczkowe
(29.1) - T+ ap =1 4121 (=0, 1>0)
przy warunkach poczatkowych
(29.2) 0(2,0) =we(4,0) = ws(1,0) = 0,
{29.3) : 2(0,%) =0.

Na osi 4 zostaly tu podane warunki Cauchy’ego, poniewaz
zgodnie z kryterium z paragrafu 26 réwnanie nie jest restryktywne.

Réwnanie operatorowe, odpowiadajace réwnaniu (29.1) i wa-
runkom (29.2) ma postad

a4 s =14 2132

metods wspblezynnikéw nieoznaczonych znajdujemy jego rozwigza-

nie wielomienne
o(A) =14+ 2752,

Dla znalezienia rozwigzania ogélnego, szukamy pierwiastkéw
réwnania charakterystyeznego

‘ ud 453 =0;
83 nimi operatory
~ 1, V3 1 )3
— —_")——}—zz:)—s, 5"“%8’

z ktérych tylko pierwszy jest logarytmem. Wobec tego rozwigza-
niem ogélnym bedzie wyrazenie
2(A) = ce—** + 14 4 2181,

‘Wobec (29.3) mamy #(0)=0, czyli ¢+ *=0. Stad ¢=—I* i szukane
TOozZWigzanie
2(A) =—les* 14+ 2054

Uwzgledniajac znaczenie operatora przesuniecia e—*, mozemy

B+ oA dla 0<i<4,

#(4,1) = LPA— 3R+ 3 A3 &15A dla 0<KAE

Jest to jedyne rozwigzanie réwnania (29.1), czynisce zadosé
warankom (29.2) i (29.3).
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Przyklad 2. Rozwigzaé réwnanie

m,@ata—|-4mjs,4—my-—4m,==0 (A=0, t=0)

z warunkami
42(3,0) =0, daegp (2,0) =4,
@a(4,0) + 4@z (2, 0)—4a(4,0) =0,
Lz¢(A,0) -+ 4.:27,1@(/1,0)—4%(2.,0) =0,
(29.4) 2(0,1) =0, 2, (0,1) =0,

Zgodnie z kryterium z paragrafu 26 réwnanie jest tym razem
restryktywne; dlatego warunki na osi A zostaly podane w postaci
ogélnej.

Latwo znajdujemy réwnanie operatorowe

520 4 (452 —1) 2" — 4% = 4¢°
i jego rozwigzanie szczegdlne
Zo=—1.
Roéwnanie charakterystyczne ma postaé
St dstud—uP— 457 =0;
jego pierwiastkami sg operatory -
l, ‘——Z, 2Iis, —218,

z ktéryeh tylko dwa pierwsze sg logarytmami. Wobece tego rozwig-
zaniem ogélnym bedzie wyrazenie

#(A) = e e + e e~ —1.

Wobec (29.4) mamy 2(0)=2'(0)=0, a stad ¢, =c,=3. Zatem

Az 4t
a(2) = chlA—1 =" + -7
i
t)_Z' t3}.4 .
o) =157 Targ T

Jest to jedyne rozwigzanie, czynigce zado§é warunkom zadania.
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Przyklad 3. Rozwigzaé ré6wnanie

$32p—2mzzt~[—mp—w+46"=0 (120, t;O)

7z warunkami
2(2,0) =é*, La6(1;0) —222(2,0) = 4,

{29.5) »(0,t) =14 2t, #2(0,8) =

Podobnie jak w przylkladzie poprzednim réwnanie jest re-
stryktywne i warunki na osi 1 s3 podane w postaci ogélnej.
Mamy teraz réwnanie operatorowe

(s—1)2a" —z=(s—41) ¢+ 2,
i warunki wynikajgce z (29.5)
(29.6) 2(0) =142,  2'(0) =2

Dla znalezienia rozwigzania szezegblnego my(4) rozbijmy réw-
nanie na dwa nastepujace

(s—1)2 i —my = (s—41) € (s—1)2af —a2 =1
dla tych réwnan z latwodeiy znajdujemy rozwiazanie szczegdlne
@y (A) = (14217 é* i By(A) = —

Stad
Dol 1) = @A)+ Ba( ) = (1 2 W)t —2.

W celu znalezienia rozwigzania ogélnego rozwmzmy ‘réwna-
nie charakterystyczne :

822 —2sut 4+ u2—1=0;
jego pierwiastkami sa operatory
1 . , 1

— 1

s—1 s—1’

obydwa 83 1ogérytmami, gdyz §T’i1’= {¢f}, Wobec fego mamy roz-
wigzanie ogélne . »
(A _—olexp( A ) + czexp( —1—1) + (14 21%) e*—A.
7 warunkéw (29.6) znajdujemy

e =3%1l(s—1)3, cy=—3%Us—1)2
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Wobec tego
ol =Us—1) sh L= 4 (1 4 21)d—1 =

[ 4 » |
—I(s—1)2 (1!(3'-—1) + 3= +...)+ (14 2By et — A =
28 s ’
BTs(s—1) T Bla(s—1p T
ot A2a{+1
==l Y Gt T e =

v=1

—(a-v2+ R

o 1120-{-1 1 1 1
£ 212) et —]) — ] -
(1+202) ¢+ 1 _21'(21} 1)!( o I 1)

s s—1
i ostatecznie

P 2‘2’._}_1 y t2l’—-2
Cc(l,t) — (1_]__2.6)62._2_ _Zm(l—ﬁt [1—‘1_' '+' cen + (2’,_2) !]).

v=1

Jest to jedyne rozwigzanie czyniace warunkom zadania,.

§ 80. Ogélne uwagi o rozwigzywaniu réwnari czastkowych
metoda operatoréw

W rozwazanych dotaad przykiadach wystepowaly funkeje wy--

kladnicze nastepujgcych typéw
o

‘ ) 2
— 4 _ Vs -
y € l, P ly;, e Vsl ) e , &1

odpowiadaja one pierwiastkom

(30.1) 1, —s,  —Js, Vst 1, 1, 1
8

réwnania charakterystycznego. Jest oczywiste, ze tylko w specjal-

nych przypadkach pierwiastki réwnania charakterystycznego maj
tak prosts postaé. ystycznego maja

. ?ows?sa,‘je. pytanie, czy réwnanie charakterystyczne ma ‘za,wsze-
I_Jle.srvs.na,s’itkl 1 jakg one majy postaé. Oté6z mozna udowodnié 1), ze
jezeli réwnanie operatorowe

An&™ - ... + a2 = f(1)
1) Mikusifiski [30].
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zostato wyprowadzone z réwnania czastkowego o wspélezynnikach
statych ’

m n

2 2‘ a.“"’mzf‘t"(z)i) = (p(lgt);

#u=0 v=0
to réwnanie charakterystyczne
Amu™ 4 ... Fao=10

ma zawsze m pierwiagtkéw i wszystkie te pierwiastki dadzg sie
przedstawié w postaci zbieznego szeregu nieskoriczonego o wspél-
czynnikach liczbowych .

(30.2) w = Basklt f-...+Pisa+ By + 3 val,
. x=1

gdzie % jest pewng liczba catkowits nieujemng, za$ g liczba natu-
ralna nie wigkszg niz m. Na przykiad

VrFi=—Fa s =—VE[1+ @H— (j?;)m...] -

! <
e P L
Wszyétkie operatory (30.1) moga byé uwazane za szezegilne

przypadki operatora typu (30.2). v
Po znalezieniu wszystkich pierwiastkéw réwnania charaktery-

stycznego nalezy nastepnie rozstrzygnaé, czy znalezione pierwiastki
sa logarytmami. Od tego bowiem zalezy postaé¢ rozwigzania ogdl-
nego i liczba wystepujacych w nim parametréw dowolnych. Ot6z.
mamy nastepujace kryterium?):

Jezeli -Ii>1 i Br=E0 lub jeseli E:l i Pr mie jest rzeceywisie,

to operator w, okreslony réwnoseiq (30.2), nie jest logarytmem. W prze-
clwnym razie w zawsee jest logarytmem.

1y Mikusineki [30].
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Stad wynika na przyklad, ze operatory

PR}

s, $8, 82+ is, s2+ -

nie s3 logarytmamii ze wszystkie operatory (30.1) s3 logarytmami,
Jezeli wszystkie wsp6lezynniki S s réwne zera to operator w

redukuje sie do funkeji klasy &K
oo . bt e
17 A
f= Syl =1 Yra—r=t,
" - P(E)

kt6ra jest ciagha dla t>0. W tym przypadku ¢/ rozwija sie na szereg
potegowy

2
(30.3) A f

o =1+ 37+ 5+

Jezeli k=0, to funkeje ¢** mozna napisaé w postaci

e = b’ . ¢,
Jezelli k=1, to
60 = exp APys19 - o €M ;
jezeli k=2, to
¢*w = exp }“5232/4 -exp Zﬁl‘sll‘l . g . e
i tak dalej.

We wzorach tych ksztalt funkeji ¢ jest dany przez szereg (30.3);
funkecja e jest zwykly funkeja wykladnicza. Pozostale czynniki
54 ksztaltu exp Afns™e.

Mozna udowodnié ogdlnie, ze jezeli 0< a<<1, to przy wszelkim
zespolonym B mamy rozwiniecie

lﬁs“ (ABs%)2

(30.4) o

exp Afs* =1+ ——+ + .3
szereg ten jest zbiezny w sensie operatorowym przy kazdym A rze-
czywistym ).

Jezeli f§ jest rzeczywiste i ujemne, to wygodniejszy jest wzor 2)

+ie0
B o 1 P ]
{30.5) exp Afs ={2n—i-i[° exp (st—e"Ap) dz}

1) Ryll-Nardzewski [44].
%) Mikusinski [30]. ’

icm
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lub réwnowazny mu wzdr

L ‘
-(30.6) exp Aﬂs“:—-{~fexp (—~m—m“).ﬁcos am) - 8in (a “),Bsman)dm}

W szezegblnym przypadku a=} mamy fankecje Wykla;dmeza_,
paraboliczng i wzory daja sug uproseié do postaeci

T
funkeje te oméwilismy szpzegéloWo w czesel IT (§ 29). ‘
Wzory (30.5) i. (30.6) mozna w szezegélnosei stosowaé, gdy

4

a= 7 < 1. Gdy zas ?1?2 =11 f jest rzeczywiste (jezeli B nie jest rzeczy-

‘wiste to funkeja wykladnicza nie istnieje), to funkeja exp Afs Te-
dukuje sie po prostu do funkeji wykfadniczej hiperbolicznej exp ABs,
ktérg omdwiliémy w paragrafach 9 i 10 czgsei IIL.

Z tyeh uwag widaé, ze rachunek operatoréw daje sie zasto-
sowaé do kazdego réwnania czgstkowego o wspélezynnikach statych
i mamy  zawsze " moznosé rozstrzygniecia, ile pierwiastkéw-loga-
rytméw ma odpowiednie réwnanie charakterystyczne, i-znalezienia
wszystkich zwigzanych z nimi funkeyj wykladniczych. W poszcze-
gblnych przypadkach ksztalt pierwiastkéw rdwnania charaktery-
styeznego i odpowiednich funkeyj wykladniczych bywa czesto sto-
sunkowo prosty i wtedy nie musimy si¢ ueiekaé do agélnych wzoréw.

Wazny i interesujacy jest przypadek, kiedy zaden z pierwiast-

k6w rownania charakterystycznego nie jest logarytmem. Wtedy -

réwnanie operatorowe nazywamy ceystym (zob. § 6); mozna tez
nazwaé czystym réwnanie czastkowe jemu odpowiadajace, ale trzeba
pamigtad, ze nazwa ta nie jest symetryczna wzgledem zmiennych 411
Tatwo sprawdzié we wszystkich omawianych poprzednio przy-
padkach, ze réwnania czyste nie byly restryktywie. Mozna, u&owod-
nié twierdzenie ogélne: :
Roéwnanie ceyste nigdy nie jest restrykiywner).
, Drzieki temu  w.przypadku réwnan czystych mozna warunki
na osi A podawaé zawsze W postaci Cauchy’ego.

1) Mikusinski [30]. .,

Rachunek operatoréw 20
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