CZESC DRUGA ‘
RACHUNEK ROZNICZKOWY OPERATOROW

ROZDZIAL 1

Funkecje operatorowe i ich pochodne

§ 1. Funkeje opei'atorowe

Weszmy pod uwage foperator 7 (§ 55). Poniewas za 1 mozna
podstawié dowolng liezbe rzeczywista, mamy tu faktycznie do czy-
nienia z pewng funkcjg, ktéra przyporzadkowuje operatory liczbom -4,
Symbol 7* oznacza wartogé tej funkeji w punkeie A.

Ogélnie bedziemy sie zajmowali funkejami f(4), ktére przy-
porzgdkowujg dowolne operatory liezbom A. Takie funkeje bedziemy
nazywall funkcjami operatorowymi. Sam symbol f(1), nie poprze-
dzony wyrazem funkeja, bedzie oznaczat warto§é rozwazanej funkeji
dla danej liezby 4, czyli operator tej liczbie przyporzadkowany.
Ponadto bedziemy czesto uzywali terminu funkcja operatorowa f(A)
lub krdcej funkeja f(1), nie wprowadzajge dla niej osobnego symbolu.

Jezeli 1 jest ustalone i dodatmie, to operator ¥* jest funkeja
zmiennej ¢ ’

- {;f;} (3> 0).

7

Zauwazmy, ze pod znakiem klamry wystepuja dwie zmienne
4 1 3, kKlamra zaf niejako kasuje zmienng ¢ (i tylko zmienng t), ktéra
nie jest uwidoezniona po lewej stronie wzoru.

Ogélnie, majae funkeje dwéch zmiennych f(4,%), okredlong
dla 120 i dla pewnyeh wartodei 4, bedziemy pisali

(1.1) ) ={f(41)},

zupeinie podobnie jak piszemy a={a(f)}. Wzér (1) okregla funkeje
operatorows szczegblnego rodzaju, mianowicie taks, ktéra przy-
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porzadkowuje rozwazanym wartosciom 1 operatory, bedace funk-
cjami zmiennej . Taka funkeje f(1) nazwiemy funkeja operatorowa
parametryceng. Na przykiad funkeja operatorowa I* jest parame-
tryeczna w przedziale 0 <i<co. Funkeja f(1)={424-2} jest parame-
tryezna dla wszystkich wartodei A.

O funkcjach operatorowych parametrycznych zakladamy raz
na zawsze, ze ich wartosei s funkejami zmiennej ¢, nalezgeymi do
klasy K (str. 99).

Inny szezegélny typ funkeji operatorowych stanowis te fun-
keje, ktérych wartosciami sg operatory liczbowe, czyli po prostu
liczby; bedziemy je nazywali funkcjams liczbowymi. Funkeja f(1)= 12
jest przykladem funkeji liczbowej przy wszelkich wartodciach 2.
Natomiast funkeja i* jest liczbowa tylko w jednym punkeie 1=0,

*poniewaz I°=1. Dla A<0 funkecja I* nie jest ani parametryczna,
ani liczbowa.

Gwiczenie. Udowodnié réwnobei:

(@) {A+}2=12024-281 - 14;

S p) (A2 {A2—12) = I2At— 4l
eaﬂ,
s—p
(8) {eos(A—1)}=

’

(1) {eH¥) =

(sin 1 4 s"cos A).

L+

§ 2. Ciaglo$é funkeji operatorowej

Fxmkcjbg operatorows f(1) bedziemy nazywali ciggle w przedziale
skofiszonym I (otwartym lub zamknietym), jezeli w tym prze-
dziale da sie przedstawié jako iloezyn . ‘

pewnego operatora ¢ i funkeji parame- /

tryeznej f,(3) ={fi(4,1)}, takiej ze funkeja D/

dwéeh zmiennych f,(4,%) jest ciagla (wzwy- / 2
ol N—y—"

klym sensie) w obszarze D(Ael, 0<<t<oo):

1(3) = qf(2). Rys. 71
W ten sposéb dzieki ezynnikowi g
pojecie cigglofei funkeji operatorowej sprowadza sie do pojecia
zwyklej ciaglodci funkeji dwdch zmiennych.
Na przyklad funkeja f(4)={42-} jest ciagla w kazdym skori-
czonym przedziale I, gdyz mozna napisaé

(A =1-{2+1},
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gdzie funkeja 2212 jest ciagla w obszarze D. Tutaj jako czynnik ¢
przyjelismy po prostu liczbe 1. |

Jezeli funkeja dwdch emiennych [(4,t) jest ciagla (w zwyklym
sensie) w obszarze D, to funkcja operatorowa parametrycena

(2.1) f(2)={f(4,)}

jest ciggla w przedziale I. ,
Moze sig zdarzyé, ze pewna funkeja h(4,3) nie jest ciagla
_ w obszarze D, a mimo to funkeja
Funkeja h(4,t) operatorowa (4)={kh(,1)} jest ciagla
w sensie podanej na poezgtku defi-
nicji. Przypudémy na przyklad, ze

0 dla o0<t<1i,-

h(2t) = { 1 dla 0<A<t,

Funkeja h(4,t) jest nieciggta na
Bys. 72. ~ prostej A=t (rysunek 72), a mimo
to funkeja operatorowa h(A)={h(})}
jest ciagla, gdyz mozemy napisaé :

(2.2) h(2) = s{h(1,1)},

gdzie Rhy(4,%) jest funkejg ciagly w zwyklym sensie, okreflong réw-

nofciami

' 0 dla 0<t<i
2.3 ={ St<i,
(23) WAD=\;_1 am o<i<t
Dla sprawdzenia wzoru (2.2) wy- R
stamczy napisa,é . Funkeja hy(A,t)

t

Wi} ={ [h(2,7) dz} = (1,0},

Funkeje operatorows h(4), w po-

- Wyiszy sposob zdefiniowans, be-
dziemy nazywali funkejg Heaviside'a.
Jest ona okreflona dla 130 i ciggla
w kazdym przedziale skoriczonym,
. ]?u:ukcja H (}.)‘ =8-(2) (A>>0) nie jest juz funkejg paramtryczna,
gdyz jej ‘wartosei 83 operatorami, ktére nie redukujg sie do funk-
€y] zmiennej f; na przyklad dla 1=0 mamy H(0)=1. Jest jednak

‘ o
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ona ciagla w kazdym przedziale skonczonym, gdyz mozemy oczy-
wifcie napisaé

(2.4) H(A)=s2{h (A1)}
Dla funkeji H() latwo jest udowodnié przy 4pu>0 wzér
(2.5) H(2) H(p) = H(A+ p).
Istotnie, wzér ten jest réwnowazny wzorowi
B2 B(r) = P+ o) dla 2,40

i w konsekwencji wzorowi

| 4
(2.6) R t—) k) dr=hy(A+ 1) dla 4,p,t3>0.
0

Jezeli 0t <Ay, to prawa strona wzoru (2.6) jest zerem
Ale wtedy tez funkeja podeatkowa jest réwna zeru, gdyz dla 0<z<p
znika czynnik h(u,7), & dla u<r<t znika czynnik h(,1—7). Wobec
tego lewa strona wzoru jest réwna prawej.

Jezeli 0<<A+4pu<t, to prawa strona wzoru (2.6) jest réwna
t—A—u. Ale wtedy czynnik h({u,r) jest réwny zeru w przedziale
0<t<y, a poza nim réwny 1, ezynnik za$ h(,i—z7) jest réwny
zeru przy 0<{t—v<<4, lub ¢o na jedno wychodzi przy t—1i<r,
a poza tym jest réwny 1. Zatem iloczyn h(4,i—z)h(u,7) bedzie
rowny 1 w przedziale u<rt<{{—4, 2 poza nim bedzie réwny zeru.
Stad catka we wzorze (2.6) redukuje sig do postaci

=2 .
[lav=t—i—p.
4

Wzér (2.6) i tym samym wzér (2.5) jest ndowodniony.

Definiéj@ funkeji H(A) rozszerzamy na wartodei ujemne 41,
piszge .

' 1
H(2) =" dla 2<0.

Przy tej definicji widaé, ze wzér (2.5) zachodzi przy wszel-
kich 1 i p rzeczywistych.

Funkeja H(A) przypomina zwykly funkeje wykladnicza e#,
ktora réwniez spelnia réwnanie funkcyjne (2.5), gdyz

, etel = A,
Rachunek operatordw ’ 8
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poza tym jest tez ¢ =1. Obie funkeje H(A) i ¢* I.I&IGZ'& do (?l?szerniej -
szej klasy funkeyj wykladniezych, o ktérych bedziemy méwili §zczegé-
lowo w paragrafie 9. Tuta] zauwazmy jes,_zeze, ze funkecja H(1)
jest ciaglta w kazdym przedziale skohczonym o<A<<A. Istotnie,
Zemy napisaé
TOROIRY B H(})=H(a) - H(Al—a)
i wobec (2.4)
H(2) = H(a)s*-{hy(A—a,1)},

co juz dowodzi cigglodei.

Rozszerzymy teraz ogélng definicje ciaglodei na dowolne
przedzialy nieskoneczone. Funkcje operatorowsg gbedziemy nazywali
ciggla w danym przedziale nieskoficzonym, jezeli jest ciagla w kaz-
dym przedziale skonezonym w nim zawartym. ‘ '

Funkeja H(A) jest ciagla w przedziale (—_—po, +oc0).

Uwaga. Gdyby dla przedziatu nieskoficzonego przyjaé bez-
posrednis definicje ciagtosei funkeji, takg jak podaliSmy dla prze-
dziatn skoriczonego, to funkeja H(A) nie bylaby ciagla w przedziale
(—o0, +0c0), gdyz nie istnieje taki operator ¢, zeby bylo H(1)=
=g{H,(4,t)} i zeby funkeja H,(4,t) byla ciagla dla 0 <é<oo i wszyst-
kich 1 rzeczywistych. W ten sposéb funkeja H(J) bylaby ciagla
w kazdym przedziale skoriczonym a nieciagla w przedziale
(o0, +00), ¢o jest miezgodne z intuicja. Podobna sytuacja za-
chodzilaby dla wielu innych funkeyj. Aby jej uniknaé, zdefinio-
walidmy ciaglo§é funkeji najpierw dla przedzialéw skoniczonych,
a dopiero potem rozszerzyliémy definicje na przedziaty nieskon-
ezone.

W paragrafie 17 bedzie nam przydatne nastepujace proste

twierdzenie:

Jegeli f(2) i g(4) sa funkcjami operatorowyms ci‘qgly@i % Yog-
nymi od zera w pewnym preedziale T , takimi ze .

K2 =g(2)2,

to wiedy f(1)=g() w calym preedeiale I lud (A =—g(2) w calym
preedziale 1.

Jest oczywiste, ze dla kazdego punktu 4 z osobna, jest f(A)==g()
Iub AAy=—g(2). Gdyby dla jakiegoé punktu 7y TOZWAZaNego prze-
dziatu zachodzila pierwsza rownodé, dla innego zad A, druga réwnosé,
%0 z zadozenia, 7e funkeje 84 stale rézne od zerd, wynikatoby, ze mie-

iom
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dzy punktami 4, i 1, ktoéras z funkeyj () lub g(4) bylaby nieciagta.
tatwe do uzupelnienia szczegély tego dowodu pomijamy.

Zauwazmy na koniec, ze jezeli funkcja operatorowa f(4) jest
liczbowa, to podana w tym paragrafie definicja pokrywa sie ze
zwykly definicja ciaglosei. Istotnie, mozemy wéwezas napisaé
f(A)=s{f(A)}. Ze zwyklej ciaglodci f(1) wynika, Ze jest ona réwniez
ciggla jako funkeja dwéeh zmiennych 11 ¢ (stala wzgledem #) i na
odwrét.

§ 3. Pochodna ciagla funkeji operatorowej

Dla zastosowar rachunku operatoréw wystarcza pojecie po-
chodnej ciqglej. Zaczniemy od zdefiniowania takiej wiasnie pochod-
nej, odkladajac definicje cgélniejsza do paragrafu 7. ’

Bedziemy moéwili, ze funkeja operatorowa f(1) jest w prze-
dziale skofczonym I rééniczkowalna w sposdb ciagly, jezeli mozna
napisaé '

(3.1) 2 =gh(2) (g+0),

gdzie ¢ jest operatorem, f,(1) zad funkeja parametryczng {fl'(l,t)},
3 .

majacqg pochodna czastkowsy {ﬁfl(z,t)} ciggly w calym obszarze

Didel, 0<i<o0).

" Bedziemy wéwezas méwili, ze funkeja f(A) ma w przedziale I -

pochodng ciagla:
o
(3.2) =gl

Dla przykladu pokazemy, ze funkeja H(1), zdefiniowana w po-
przednim paragrafie, ma pochodng ciagly w kazdym przedziale
skoriezonym, 0 <<A<C4,. Istotnie, wo-
bec (2.4) mozemy napisaé przy 1>0

Funkcja by(4,t)

(1) = 8 - (4 )} = (e 1),

gdzie funkeja hy(A,f) jest zdefinio-
wana réwnoseiami

ol 0 da 0<i<y,
o "t)*{%(t_z)‘z dla 0<KLA<t Rys. 74.

8%
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, ' ) .
i ma pochodna czgstkows ﬁhz(l,t) ciggly w obszarze D(0 <A<co,
0Lt < o0). Stad

83) - H'(Z)———sf*{a (3, t)} dla 0<a<a,

gdzie 4, jest dowolng liczbg dodatnia.

Jezeli funkcja f(1) jest rdézniczkowalna’ (w sposéb ciagly)
w przedziale I, to pochodng f’(4) mozna przedstawié w postaci (3.2)
na nieskoriczenie wiele sposobdw. Istotnie, niech @ bedzie dowolns
funkejg klasy C rézng od zera; mozemy wtedy napisad

=11,

y X
gdzie funkeja “f2(1)={ fatt—a)1(4,7) dr} jest nadal parametryczna
0

i ma pochodng czastkows ciagla w obszarze D. Wobec tego pochodna
funkeji ;f(}.) mozma tez napisaé¢ w postaci

1) =2{n,0).

Moze si¢ nasunaé watpliwodé, czy definicja pochodnej jest
jednoznaczna. Musimy wiec jeszeze sprawdzié, ze jezeli funkc]a
f(4) da si¢ w przedziale I przedstawié na dwa sposoby

{3.4) =60} i ) =glfa(ht)},

. d
tak ze pochodne czgstkowe 37 (A1) i % 72(%,t) beda ciagle w ob-
szarze D, to zawsze bedziemy mieli

d 2
3.5) wfghid ) = afor ).
Istotnie, mozna dobraé takie funkcje a;, a, i ¢c==0 klasy C, ze

_“1‘ . a.
@) s=% i a=f

Wtedy z réwnodei (3.4) wynika
afi(%, 00} = afy(4,0)},

§3 Pochodna ciagla funkeji operatorowej 117
ezyli -
¢ ¢
[ a(t—) oy 7) Ao = [ ast—7)fo27)dr  w obszarze D.

(] . 0
Stad mamy po zrézniczkowaniu wzgledem 1

b4 t

fa.l lfl (A7) dr = faz(t-z)%fg(z,r) ax

0 0

a Lo it D) = a5 1e, ),

Po podzieleniu przez ¢ dochodzimy do réwnosei (3.5). W ten spo-
56b jednoznacznogé definieji zostata udowodniona.

Zauwazmy jeszcze, ze jezeli funkeja f(1) jest liczbowa, to
powyisza- definicja pokrywa sie ze zwykly definicja pochodne]
cigglej. Istotnie, mozna wtedy napisaé f(1)=s{f(1)}; o ile zwykla

pochod_na. d ;f(}.) jest ciggla, to

czyli

Fy=sf il =s{L ) =1

Stad wynika w szczegélnodci, ze pochodna funkeji liczbowej
jest zawsze funkejq liczbowq.

§ 4. Wlasnos$ci pochodnej ciaglej

Wtasnoéé I. Jezeli funkeja f(1) jest stata w pewnym prze- -
dziale I, to znaczy, jezeli kazdej wartodel 1 z tego przedziatu jest
przyporzgdkowany jeden i ten sam operator ¢, to f(1)=0. Od-
wrotnie, jezeli f(1)=0 w I, to funkeja f(4) jest stala.

Istotnie, kazdy operator ¢ jest postacl 5 gdzie a,b e C, b=0.

Jezeli wiec f(1)=¢, to mozna napisaé
, 142 _ _
() = 5{ﬁa(t)} - Z{O}”O'

" Na odwrét, jezeli (1) =0, to we wzorze (3.2) jest %_ fu(A,8) =0

dla 1 i t nalezgcych do obszaru D, skad wynika, ze fi(4,t) nie za-
lezy od A, czyli ze funkecja przedstawiona wzorem (2.1) jest stata.
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Wtasno$é I, Jezeli funkcje opemtOIOWe f(4) 1 g(A) majg po-
chodne ciagle f'(2) i ¢'(A) w przedziale I, to ich suma i réznica majg
‘réwniez pochodne ciagle w tym przedziale i jest

(AL g(A)] = F(2 :I:g(l)

Istotnie, z zalozenia istnienia pochodnej cigglej mamy
A =ah(d) 1 gd)=
gdzie f,(4) i gy(4) sa funkcjami parametrycznymi o Ppochodnych

Gath(A),

icm

czgstkowyeh wzgledem 1 cigglych w obszarze D. Mozna wowezas

napisaé (3.6) i w konsekweneji

A=<hl i o)==,

gzie fy(2)=a,fy(7) i gy(2) = ay g,(4). Zatem

HA) £9(2) = -1’7’2(“ igz(/1 0},

a stad
1) =000 = 2 ) (2,00 —

=)=

Wiasnosé III. Jezeli funkeje £(2) i g(1) maj i
Ja pochodne ciggle
(A i ¢d(A) w przedziale I, to ick iloczyn ma réwniez pochodiaé
ciggla w tym przédziale i zachodzi wzér

(AN gD =72 g(D)+F(2) g'(3).

Istotnie, mamy

1
LE2 0o} = 2o,

‘.
, 2
[f(A)g(a) =q1q2{a~)~ f f(dt—7)gy(A,7) dt}:

_91‘12 fa}_ hil2,

=q1qg{-37-f1(z,tw} glw+q1q2f1(z){§;gl<z,t>}=f'<z>g(z)+f(z>g'(x)

— g, 1) dr f A=) 2 0,(4) ar) =

. . d
i oznaczajac gﬁfl(;"’t)

§4 Wiasnoéé pochodnej ciaglej 119

Wtiasnodé IV, Jezeli ¢ jest dowolnym operatorem, funkeja zas
operatorowa f(1) ma pochodng eiagly w przedziale I, to iloczyn
¢f(A) ma rowniez pochodng ciggly W tym przedziale i zachodzi wzér

Lef(A)] =¢f ().
Wiasnogé ta wynika od razu z wilasnodei I 1 ITI.
Wtasnodé V. Jezeli funkeje operatorowe g(4) i 1)

maj 0-
gl P

chodne ciaggle w przedziale I, to funkeja f(A) ma réwniez pocho-
dng ciagly w tym przedziale, przy czym zachodzi wzdr

Ef@]’ _ 'R g(d) —1(Ag'(2)

(A) g(Ar

Wlasnoéé ta wynika z wlasnosei ITI, gdyz
1) = [ ]L [f_@_)' 1
ron= 2] = (I8 o + L5 o,

skad przez latwe przeksztalcenie otrzymujemy zgdany wzor.
Wtasnosé VI. Jezeli f(1) ma pochodna ciagly f(1) w prze-
dziale I, p(4) zaé jest funkcja liezbowa o wartosciach nalezgcych
do I, majaca pochodng ciagla w przedziale K, to funkeja ztozona
F(A) =flp(3)] ma pochodny ciagla w K i zachodm wzor

F'(3) =21 ¢'(A).
Istotnie, wobec (3.1) i (3.2) mamy

= g{filp(2),11}

przez fol4,t)

P = ol o), 1} = lile(0), 119/ (0} =a (D), 1} /(2

Cchzenm Obliczyé na dwa spesoby (raz wprost z definicji i dl”\l“‘l raz
na podstawie dowiedzionych w tym paragrafie wlasnofei) pochodne nastepu-
jacyeh funkeyj operatorowych:

(@) fA) = {A2+ 12} = 132+ 2B

(B) J(A) = {3+ 270 ) = Uit 4 2BA - 2405

(1 )= {sin G+ 0} =

= (s sin 4 + cos d);
1

(3) flA)= W T


Yakuza


120 ROZDZIA% I — Funkeje operatordwe i ich pochodne

§ 5. Pochodne ciagle wyiszych rzéddw

Niech f'(4) bedzie pochodns ciagla funkeji operatorowej (3).
Jezeli f'(4) ma pochodny ciagly, to nazywamy ja druga pochodng
ciggle funkeji f(4) i oznaczamy przez f”(1). Podobnie przez trzecig
pochodng eiagly f"’(1) rozumiemy pochodny ciagly drugiej pochod-
nej ciaglej i tak dalej. “

Latwo zauwazyé, ze jezeli funkeja f(A) ma w przedziale I
drugg pochodng ciagta f”(4), to istnieje taki operator g, i funkeja pa-

- 2 .
rametryczna {f,(4,1)} majaca druga pochodng czastkows {%—2 fz(l,t)}

ciggla w obszarze D(1 eI, 0 <t<oo), 76
f(l) = Q2{f2(l:t)}a
” J
1'(0) = au{s 2,1

. Ogoélnie, jezeli funkeja f(1) ma w przedziale n-ta pochodng
ciagly f®(1), to istnieje taki operator g, 1 fnnkeja parametryczna

'

{fn(l,t)} majaca n-ta pochodng czastkowy {_37 T4y t)} ciggla w obsza-
rze D, ze 91 '
(5.1) f(2) = g, {f(4,0)}
i
(5.2) 09(2) -—-q,,{—aif (x,w}.
't

Z drugiej strony, jezeli dla pewnej funkeji f(1) warunek (5.1)
. Lo P R
Jest speiniony i pochodna cza%stkowa, {5}7 Tl t)} jest ciggla w obsza-
Ize 1?, to stad wynika istnienie n-tej pochodnej cigglej j®(4), okres-
Eii] wzorem (5.2). Zatem warunki (5.1) i (5.2) mogg stuzyé dla
Cy] operatorowych za réwnowazng definicie m-te; j
cingler 3 definicje n-tej pochodnej

Gwiczenie. Znalesé drugg i trzeci i .
1ale a pochodng ciggla funkeyi -
rowych, podanych w éwiczeniach z paragrafu poprzedni]:igo:& " operrie

§6 Pochodna ciggla w przedziale nieskoficzonym 121

§ 6. Pochodna ciggla w przedziale nieskorniczonym

Dotychezas zakladalismy, ze przedziat I jest skonezony. Defi-
nicj¢ pochodnej eciggle] rozszerzamy na przedzialy nieskonczone
podobnie jak definicje cigglodei funkeji. Powiemy mianowicie, ze
funkeja operatorowa f(1) ma w przedziale nieskotczonym I po-
chodng ciagla f'(2), jezeli f'(1) jest pochodng ciggla w kazdym prze-
dziale skoiezonym, zawartym w I.

Wtasnogei I-VI z paragrafu 4 przenosza sie od razu na po-
chodne w przedziatach nieskonezonych.

Zupemie tak samo rozszerza sie na przedzialy nieskonezone
definicje pochodnych cigglych dowolnego rzedu.

W paragrafie 3 udowodniliémy, ze funkeja H(A) ma pochodng
ciggly' w kazdym przedziale skoficzonym 0<CA<CA, Ze wzorn (3.3)
wynika ponadto, ze )

(6.1) H'(3) =3{—hy(4,t)} = —sH(2) (02 Ay)-
JeZeli [a,B] jest dowolnie ustalonym przedziatem skoriczonym,
to wobec wzorn (2.5), ktéry jak wykazaliSmy jest prawdziwy dla
wazelkich A i u rzeczywistych, mozemy napisaé
H(A)=H(a)H(A—a)
i na podstawie wiasnosei IV i VI z paragrafu 4
H'(A)=H(a)H'(A—a).
Stad wynika juz istnienie pochodnej ciaglej H'(1) w przedziale
[o,8] Poniewaz przedzial ten moze byé ustalony dowolnie, udo-
wodnili§my, ze funkeja operatorowa H(A) ma pochodng ciagls w prze-

dziale nieskonezonym (— oo, 00).
Wobhec (3.3) mozemy znowu napisaé

H'(A)=H(a) - [— sH(A—a)] =—sH(4);
zatem przy wszelkich rzeczywistych wartogei dla A zachodzi wzér

(6.2) H'(3) =—sH(A).
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§ 7. Ogélna definicja pochodnej |
Rozwazania z tego paragrafu beds miaty bardziej teoretyczny
charakter i ezytelnik, ktéry ma na celu jedynie zastosowania, moze
je zupelie pomingé. :

Widzielismy w paragrafie 3, ze jezeli f(1) jest funkejg opera- '

torowg, liczbowa, ktéra ma pochodng ciagla /(1) w sensie operato-
rowym, to f(4) jest zarazem pochodng w zwyklym znaczenin, oczy-
widcie ciaggly. Pokazemy tu, jak mozna podaé ogélniejsza definicje
pochodnej operatorowej, ktéra w przypadku funkeyj liczbowych
pokrywa si¢ ze zwykly definicja pochodnej, niekoniecznie cigglej.
Méwimy, ze funkecja f(4) jest rdémiczkowalna w punkeie A,
jezeli da sig przedstawié¢ w otoczeniu tego punktu jako iloezyn

) f(l)zqﬁfﬁ(}'}t)}a
gdzie g jest operatorem, a {f(4,f)} funkeja parametryczna, taks
ze iloraz

(7.1) fl(l't)_f'l (/'{0’_?_)

A—lq
zmierza do granicy dla A-—>4, jédnostajnie w kazdym przedziale

skodezonym 0<t<{,. o ‘ .

5 Granica ta jest oczywidcie réwna pochodnej czgstkowej
ﬁfl(lo,t), ktéra jest ciagla wzgledem i. Natomiast z istnienia po-
chodnej czgstkowej, choéby ciaglej wzgledem ¢, nie wynika jeszcze
jednostajne istnienie granicy ilorazu (7.1). Tloczyn q{gx fl(lo;t)}
bedziemy nazywali poshodna funkeji operatorowe; f(3) w punkeie Ay
1 oznaczali symbolem f'(1,).

Pochodna taka jest auogélnieniem pochodnej ecigglej, gdyz
z zalozenia, ze funkeja ﬁfl(l,t) jest ciggla (wzgledem obydwu
aniennyc?l) wynika juz, ze granica ilorazu (7.1) istnieje jednostaj-
nie w kazdvgl przedziale 0 <¢<Ct,. Istotnie, iloraz (7.1) jest rowny
pochodnej [ﬁ f(l,t)L:g, gdzie & jest zawarte miedzy Ay & A Gdy

A—-1;, pochodng ta zmierza do granicy jednostajnie w przedziale
0, '

‘Uog()lniona, W ten spos6b pochodna zachownje wszystkie wias-
noéc} I-VI1. (?»dyby nie zakladaé jednostajnej cigglodei ilorazu,
to nie wszystkie z tych wtasnogei datyby sie¢ udowodnié.

“
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§ 8. Ré6wnanie réiniczkowe x'(4) = wx(4)

TUdowodnimy nastepujace twierdzenie:

Jedeli dane sq operatory w, k oraz liczba rzecaywista g, to isinieje
co. najwyze] jedna fumkcja operatorowa (1), spelniajqca dla wszysi-
Fich A rzeczywistych réwnanie
(0 2'(A) =wz(A) 1)

i warunek
(8.1) (A =k

Dowéd. Przypusdémy, ze istniejs dwie funkeje operatorowe

@,(1) i w,(1), spetiajace réwnanie (I) i warunek (8.1). Wtedy funkeja

@(A) = 2,(2) —5(1) ;
‘spelnia réwniez rownanie (I) i jest
(8.2) 2{Ay)=0.
Wystarczy udowodnié, ze jest m(l):ﬁ dla wszystkich 4 rze-

czywistych.
Wprowadzajac funkcje pomocniczg

y(A) =s(2) 2(2p—1),

+ gdzie u jest dowolnie ustalong liezba rzeczywisty, mamy

R A0 =a'(A)(2u—A)—w(A) 5" (2p—A).
Wobec (I) mamy dalej ,
y'(2) =wz(l) z(2p-— 1) —x(A) wr(2p—A) = 0;

1) Z zalozenia, ze funkcja x(i) ma pochodna, wynika, Ze jest ciagla-
z réwnania (I) wynika dalej, ze pochodna (1) jest ciagla.
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zatem funkcja y(1) jest stata dla wszystkich A rzeczywistych. Ale

wobec (8.2) jest -
Y(Ao) =(Ag) w(2p—2o) =0,

skad wynika, ze y(1) =0 dla wszystkich 4, czyli ze
(1) (2p—2) =0.

Podstawiajac w szezegblnosei 1= u, otrzymujemy stad o(u)2=0

i wreszcie
@(p) =0.

Poniewaz pu bylo ustalone dowolnie, twierdzenie .jest dowie-

dzione.
§ 9. UogdInione funkecje wykladnicze

Jezeli w jest liczbg, to funkeja wykladnicza #(1) = e*® spekia,
réwnanie : :

D #' (A) =wz ()
i warunek
(9.1) ¢ 2(0) =1.

Na podstawie dowiedzionego twierdzenia jest to jedyna funkeja
0 tych wiasnodeiach (co wiadomo zreszta z klasyeznej analizy).
Zatem warunki (I) i (9.1) mogy stuzyé za definicje funkeji wyklad-
nicze;j.

Gdy w nie jest liczbg, lecz dowolnym operatorem, to wa-
runki (T) i (9.1) definiujg uogélnione funkeje wykladnicze, dla kté-
rych konsekwentnie bedziemy uzywali symbolu ¢iw, Innymi stowy,
jezeli przy danym operatorze w funkcja operatorowa (1) spemia
warunki (I) i (9.1), to bedziemy pisali ‘

(1) = ¢,

Wobee twierdzenia z poprzedniego paragrafu wartosci kazdej
funkeji wykladniczej s3 zawsze rézne od zera,

Udowodniliimy w paragrafie 6, ze funkcja operatorowa, zde-
finiowana w paragrafie 2 spelia warunki ’

H'(2)=—sH(3) i H(0)=1;
bedziemy wiec jg odtad stale zapisywali w. postaci wyktadniczej
H(A)=¢ %,

oy
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Wzoér (2.5) przyjmie wéwezas ksztalt
{9.2) 38 | p—#8 — g—(Atu)s,

Funkcje e—* bedziemy nazywali funkejq wykladniceg hiperbo-
liczna, gdyz jak zobaczymy w paragrafie 18 jest ona zwigzana z r6w-
naniem rézniczkowym hiperbolicznym.

Opréez funkeji wykladniczej klasyeznej e* i funkeji wyklad-
niczej hiperbolicznej e—* funkeja stata #(4)=1 moze by¢ réwniez
uwazana za funkcje wykladnieza, gdyz spelnia warunki

F(A)=0-2(3) i «0)=1.

Pézniej (w paragrafach 29, 48, 52 i 54) poznamy wielkgy rézno-
rodnogé uogélnionych funkeyj wykladniczych. Na razie zajmiemy
sie blizej wlasnodciami funkeji hiperbolicznej.

§ 10. Operatory przesuniecia

Zgodnie z definicjg funkeji H(1) podang w paragrafie 2; mamy
dla 1>>0 wzbr
{10.1) : g% =gs{h(1,1)} (A=0),

“ gdzie h(A,t) jest funkeja Heaviside’a, okre§long réwnosciami

_J0 dla 0<t<i,
MAD=\1 a o<ixt.
Korzystajac ze wzoru (10.1) latwo jest udowodnié nastepujace
twierdzenie:
Jeseli {f(t)} jest dowolng funkcja (Klasy XK), to

0 dla 0<t<<d)|
e—‘s{f(t)}={f(t_}.) dla 0<<A<t |

$ L :

ol - ol 1
Rys. 75. Wykres funkeji {f(f)}. Rys. 76. Wykyes funkeji e—2s{f(f)}.

Twierdzenie to ma bardzo prostg interpretacje geomet?yczn@,
jak to widaé z rysunkéw 75 i 76. Pomnozenie danej funkeji {f(f)}
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przez ¢—* powoduje przesuniecie jej wykresu o diugo$é 1 w do-
datnim kierunku osi ¢. Z tego powodu wartesci funkeji wykladni-
czej hiperbolicznej bedziemy nazywali operatorami przesuniecia.

Wypowiedziane twierdzenie mozna udowodnié wprost przez
sprawdzenie. Istotnie, mamy

e {f(8)} = s{I(4,)} {{(1)} = s{F(2,1)},
gdzie .

) -
B3,t) = [ k(3 t—2) {(r) d.
0

Ale widaé, ze
‘ 0 dla” 0t <2,
=2

Fidi= [ i aa o<i<t,
0 . )

a stad
6 dla 0<t<i,

E
5ng’(/?.,t)= {ﬂt__,z) dla 0<2<t.

Poniewaz F(2,0)=0, wiec

)= P} = [P0} = {

0 dla 0<t<z,}
3 :

ft—2) dla” 0<<A<t

Geometryczna interpretacja operatora Przesunigeia dobrze wy-
jasnia znaczenie wzoru (9.2): méwi om, ze jezeli wykres funkeji prze-
sungé najpierw o dugodé 1 a potem o dlugodé u, to wypadnie na
to samo, gdyby go od razu przesunaé o dtugosé A4 pu.

Jezeli funkeja {f(1)} jest réwna zeru w przedziale 0<<i<q,
to wykres jej mozna réwnies przesuwaé w lewo, mnozae te funkeje
Dbrzez operator ¢*, byleby bylo 0<i<a. ‘

Jezeli funkeja {f(£)} jest rézma od zera w poblizu punktu. $=0,
t0 mMnozac ja przez-operator ¢t (A>0), zauwazymy ciekawe zja-
wisko. Przypuéémy na przyklad, ze {f(t)}={t}. Pomnozeniu pPrzez
¢* odpowiada, Przesuniecie wykresu w lewo o dlugodé 4. Lecz wtedy
wykres wysunie sie czedeiowo Poza punkt t=0 na ujemng czesé
osi t. Tymezasem w rachunku operatoréw rozwazamy funkeje tylko
W przedziale 0<Ci<oo, a wiee czedd wykresu odpowiadajaca ujemnym
wartogeiom ¢ traci znaezenie. Gdybysmy te czesé po prostu odrzu-
cili, to pe pomnozenin przez e—4 nie otrzymalibysmy f‘u“nkeji wyi-
dciowej, tylko inng, przedstawiona na, rysunku 77 (y), whrew réwnogci

e~k et} =1 {t) ={1}.
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Zjawisko to wyjasnia sie w ten sposéb, ze fankeja {t}, lub
ogélniej kazda funkeja rézna od zera w poblizu punktu {=0, prze-

_staje by¢ fankeja po pomnozenin przez ¢* (1>0) i staje sie pew-

’ . (8) (y)
A @ L . A

v~

N
A A

0 : 0
Rys.- 77.

nym operatorem. Po pomnozeniu tego operatera przez ¢—* funkcja
wraca niejako z krainy duchéw i przyjmuje znowu swg skromng
postaé zwyklej funkeii. o

Dla eswojenia sie. z wiasnosciami

operatoréw przesuniecia rozpatrzymy jesz-

cze kilka przykiadéw. i
Przyktad 1. Operator 0] 7

2 Rys. 8.
S

przedstawia (przy ustalonym 1) funkecje, wyobrazong na rysunku 78.
Wynika to wprost z wzorn (10.1),

Y~

A8
i} 3 gdyz 1? ={h(A1)}.
¥
;1 Przyktad 2. Operator
0 1 1 »
Rys. 79. S =)

jest réwny funkeji {1—7@(3;15)}, ktéra ma wykres podany na ry-
sunku 79.

Przyklad 3. Operatcr ‘ 1 —
. 1 '

1 (e—e8— e Fs) j ! :
s 0] a B

jest réwny funkeji {h(a,?)—h(8,1)},
ktérej wykres przedstawia rysunek 80.
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Przykiad 4. Operator
1_
e i (A>0)
¢ jest funkeja, ktérej wykres powstaje
ol. 2 - ~

.o 1 -
Rys. 8. z wykresu funkeji g;__{t} Drzez przesu-

nigeie w prawo o diugosé 4 (rysunek 81).
Przez kombinowanie tych funkeyj mozna otrzymad rézne Ia-
mane, na przyklad:

1 | !
& (1—e—s—g—bs | g—(ath)s) '; :‘ .
‘ ol a B atp~
Rys. 82. -
-

i
1 1
?(1 Te—*4 16“"/3—3‘7'/3) : g
: 0 1 4|/3 /3

|
Rys. 88.

Przyklad 5. Znaczenie geometryczme operatora

T (e

znajdziemy, przesuwa,]akc wykres funkcji —— I + —— ={sin¢} o dlugosé =
i dodajgc graficznie przesunigty wykres do nieprzesunietego. Otrzy-

mamy w ten sposéb poléwke ]edne] fali (rysunek 86).

thkcjg {sint} [ Funkcja ¢{sint} Suma tych ﬁudkyf
P ot
Dl £ Ol . 2aN_~
Rys. 84. Rys. 85.

Operatory przesuniecia, 129

Przyktad 6. Wykres dla operatora

1
1482

tatwo otrzymaé z ostatniego wykresu, przesuwajac go raz o 2z,

N

—— (14 ™#) (1 + g~ |- g—4ms)

0l n 25 3n 4 Sn g
Rys. 87.

drugi raz o 47w i nakla,dagayc na siebie wszystkie trzy wykresy (ry-

- sunek 87).

Przyktad 7. Na zakonczenie podajemy jeszcze Jeden opera-
tor, nieco bardziej skomplikowany:

3 3,6
sTe T
(7 16 13\ s s
3(33—{—3‘4‘}-23)0 ( + +ds) '

Czytelnikowi- pozostawiamy sprawdzenie, Ze jest on funkeja
o wykresie przedstawionym na rysunku 88.

WAL/

Rys. 88.

( 8 — 6-—33[2 + gfzs) +

[}

| Aad

Rachunek operatoréw
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Ciagi i szeregi operatoréw

§ 11. Jednostajna zbieino§é

Méwimy, ze cigg funkeyj {fa( t)} ogranlczonych W pewnym
przedziale T jest zbieiny do granicy {f({)} jednostajnic W tym prze-
dziale, jezeli istnieje cigg liczbowy &, zbiezny do zera, taki ze

(11.1) [fa(t)—F()]| < én (n=1,2,...)
dla. wszystkich ¢ nalezacych do przedzialu I.

Na przyklad ciag {%@} jest zbiezny do zera jednostajnie
w kazdym przedziale, gdyz ciag liczbowy - jest zbiezny do zera
i ponadto jest
—0

~ sin nt

1
n n

dla wszystkich ¢ rzeczywistych.
. fnt—sinrf) . .4 v ey s .
Ciag {—-;"-’———} jest zbiezny do funkeji {1} jednostajnie w kaz-
dym przedziale, gdyz

nt—sin nt 1
mosinnt | 1

Jezeli cigg liczb o, jest zbiezny do a, to ciag funkeyj statych
{0} jest zbiezny do {a} jednostajnie w kazdym przedz1ale Istot-
nie, ¢igg en=|o,—a| dazy do zera i moina napisaé

lan—a|<en.

Ciag {e~¥} jest zbieiny do {1} jednostajnie w kazdym prze-
dziale skoriczonym a<(t<(f. Istotnie, w przedma,le tym zachodza
nieréwnosci

et 1ot —1 oon—1;

cm
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jezeli 23 ¢en przjrjmiemy wiekszg z liczb
jomtn—1] i 1],
to w kazdym razie ciag e, belzie zbiezny do zera i bedziemy mieli

le=in —1| < en,

co dowodzi jednostajnej zbieznosci w przedziale a<t< g.

Mozna natomiast ndowodnié, ze w zadnym przedziale nieskon-
czonym ciag {¢—%7} nie jest jednostajnie zbiezny.

Jezeli wszystkie wyrazy ciagu {f»(t)} sa réwne funkeji {f(1)}

A} ={A(1)},

to cigg dazy do funkeji {f(t)} jednostajnie w rozwazanym przedziale,
pomewaz mozemy napisaé

Ifa() — ()| < em,

" gdzie ;=0 dla wszystkich wartosci .

Z analizy wiadomo?l), ze jezeli funkeje {fa(t)} sa ciagle i ciag
ich jest zbiezny jednostajnie w pewnym przedziale I, to granica
{f(t)} jest réwniez funkecja ciagly w I.

 Jeteli funkeje {fa(t)} sa Klasy C, to znaczy sq okreslone i ciagle
w preedziale 0<Kt<oo, © jeseli ciag {fn(t)} jest zbieiny jedmostajnie
w kasdym przedziale skoticzonym 0 <t < ty, to granica {f(t)} jest takée
Funkejq klasy C.

Istotnie, funkecja {f(?)} jest ciagla w kazdym przedziale 0<CI<Cty,
a wige tym samym w przedziale nieskonezonym 0<t<<oo.

Jeseli ciag funkeyj ciaglych {f.(t)} jest ebiedny do funkcji
{f(t)} jednostajnie w pewnym przedziale a<t<<p, to isinieje taka

liczba M, Ze

ERIAUVIES S U
w tym przedziale. :

Istotnie, funkeja {f(#)} ]a.ko ciggla jest 0gran1czona W prze-
dziale a <<t <B:

(11.2) 0] <X.

1) Zob. np. Kuratowski [22], str. 88, Iub Leja [23], str. 179.
g%
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7 nieréwnosei (11.1) wynika, ze
[fn(t) ] <N+ £=M;

gdzie & jest najwieksza z liczb en. Wobec (11.2) jest tez |f(t)| <M.

Jezeli ciagi funkeyj ciagtych {fa(t)} 1 {g,(t)} daza do {f(t)} ¢ {g (t)}
jednosta.yme w p?ZEd iale 0 <1<ty 10 ciag

t :
{ [ falt—1) ga(=) 41}
dazy do '

{[#t—) g(z) e}
0

jednostajnie w tym przedziale.
Dowéd. Z zalozenia mamy
[Falt)—f0)[<en 1 lga(0)

gdzie g,—0 i n,—0. Wobec tego

—g(t)l*‘g Yn (O<t<to),

t t -
| [ Falt—7)ga(m) dx — [ fit—7)g(x) dr | <
0 0 N
, ; .;
< f |fa(t—7) gal(m) —f(t—7) g() | dv =

—f [fn(t—7) gal®)—F(1—7) ga(0)] + [f(t—7) gl 1) —f(t—7) g(D)]] dr <

4
< f 10a(2) |- falt—7) —f(1—2) | dz + f lf(t—2)]-|ga(7)
. 0
. |

1
<[ Mendv+ [ Npnide = Mty e+ Moy,
0

—g(7)|dv <

0

gdzie M i N spelmagq nierdwnosei |g,(0)| <M i |f(t)|<N.

Poniewasz ciag liczb Mityent+ Mtgn, dazy do zera, twierdzenie
jest udowodnione.

Wazne dla nas beds nastepujace sze
twierdzenia: epuja zezegblne przypadki tego

14

AR

cm
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Jezeli - ciag funkeyj ciggtych {g,(1)} daty do {g(t)} jednostajnie
w przedeiale 0 <t <ty © 7ezelz {1(1)} jest funkejq ciagta w tym preedziale,
to ciag

! f f(t—7) ga(v) d1}
dasy do !
| o
{[1t—) g az)
0

jednostajnie w przedeziale 0 <t <ty.

Jeseli cigg funkeyj ciaglych {ga(t)
w preedziale 0 <E<Cty, 0 clgg

} dasy do {g(t)} jednostajnie

dazy do

)ednosmyme w tym pwedzwle

cosnt

Cwiczenia. 1. Udowodmé Ze clag l } jest zbiezny do zera jedno-

stajnie w kazdym przedziale.

2. Udowodnié, ze ciag {h(n,!)} (gdzie h oznacza funkecje Heaviside'a,
zdefiniowana w paragrafie 2) jest zbiezny do zera jednostajnie w kazdym prze-
dzialeé skonezonym 0<Ci<i,. b

§ 12. Granica ciagu operatoréw

Cigg operatoréw a, nazywamy zbiegnym do operatora. a, je-
zeli istnieje operator ¢ i ciag funkeyj f» klasy C o nasgtepujacych
wlasnogeiach:

(I) Ciag f. dazy do pewnej granicy f jednostajnie w kaz-
dym przedziale skonczonym 0<t<ty;

(II) an=qfr (n=1,2,...);

(11I) a=qf. '

Na przyklad ciag a,={cos nt} jest zbiezny do zera, gdyz mozna.

napisaé
in m}
n ?

{cos nt}= s{
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. sin
a cigg {
dziale 0<Ct<t,.

Juz z tego prostego przykiadu Wldaé ze pojecie zbieznodci,
ktére przyjmujemy w rachunku operatoréw, jest bardzo -ogélne,
cigg bowiem {cosni} nie jest zbiezny w zadnym sensie klasycznej
analizy. i

Jeszcze ciekawszy jest ciag a,={nsinnt}; w kazdym punk-
cie #, ktéry nie jest krotnofeia liczby w, wartosei jego oscyluja po-
miedzy —oo @ oco. Mimo o jest on zbiezny w sensie operatoro-
wym i jego granica jest réwna liezbie 1. Istotnie, latwo sprawdzié, ze

sin nt} .
n !

{n sin nt} =s? {t——

ciag {t—— sn;m} jest zbiesny do {t} jednostajnie w kazdym prze-
drale 0 <t <t
a=8{i}=sP=1.

Mozna tez latwo podaé ciag funkeyj a,={an(f)} zbieiny do
operatora rézniczkowego s. Przyjmijmy an,={n?cos nt}. Wtedy
mozna napisaé ‘ '

Wobec tego granics ciagu a, jest operator

ay= 83{t—— sin nt}’

n
skad, jak przed chwily, znajdujemy granice a=s3{t}=s2=s.
Elementami wszystkich podanych wyzej ciagéw sa funkeje
Klagy C. Mozna oczywifcie rozwazaé tez ciggi, ktérych elementami
nie g funkeje; takim jest na przyklad ciag a,= % Jest on zbiezny
do zera, co wynika z przedstawienia go w postaci a,= s {}—}
n

Podobnie cigg operatoréw przesuniecia Q=€ jest zbieiny
do zera, bo mozna go napisaé w postaci §2-12e—#2, gdzie 12e—™ jest
funkeja klasy € réwng zeru w przedziale 0<{i<n. ‘

Jezeli a, jest ciggiem operatoréw liczbowych, to podana na
poczgtku paragrafu definicja zbieznodei: pokrywa si¢ ze zwykls
definicjg zbieznodei clqgu liezbowego. Istotnie, mozna wtenczas
napisaé

an=s{ax} 1 a=s{a},
gdzie cigg funkeyj statych {a.} jest zbiezny jednostajnie do {a}

wtedy 1 tylko wtedy, gdy ciag liczbowy a, jest zbiezny w zwykkym
sensie do a.

m} jest zbiezny do zera jednostajnie w kazdym .prze-

1

cm
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§12 Granica ciagu operatoréw
Wynika stad w szezegdlnodel, ze granicq ciggu (zbieinego)
operatoréw liczbowych jest zawsze operator liczbowy ceyli liczba.
Jezeli a, sa funkcjami klasy &, to ze zbieznogel jednostajnej
ciggu a, w kazdym przedziale skofezonym 0 <{i<Cf, wynika zbiez-
nosé tego ciggu w sensie operatorowym. Jest to oczywiste, jezeli
funkeje a, sa klasy C, bo mozemy wtedy przyjaé g=1. Jezeli
funkcje o sg klasy &K, to mozna napisaé an=S5-la,, gdzie

lan= { f n(T) dr} iest juz ciggiem funkeyj klasy C, zbieznym je-

dnostagme w kazdym przedziale skoczonym 0<t<t,.

Dla sprawdzenia poprawnofci definicji zbieznoci operatoréw. nalezy udo-
wodnié, 3o dla kasdego ciggu operatoréw mose istnieé co najwyiej jedna granica.
Przypusémy, Ze o i b sa granicami ciagu an. Wtedy istnieja takie operatory g ir
oraz ciagi funkeyj f, 1 g, klasy C, zbieine do fig w kazdym przedziale 0<i<(t,, 7o

0= qf =T ps a=qf, b=rg.
Niech ¢y, 7 i ¢4 0 beda funkcjami klasy C takimi ze =73 By =l
Wtedy
.; 94/n="19n
czyli , .
f gy(t—)folr) b = f r(—7)g,7) & - (0<t<oo);

poniewaz ciagi f, i gn g3, zbiezne jednostajnie w kaidym przedziale, mamy stad
dla 5 —co

f g, (t—=)f(z) dr = f rt—1)g(x) dv (0<t<co),
0 0

ozyli
Qf =119
Po podzieleniu tej réwnoiei przez ¢, mamy gf =rg, czyli a=>, co dowodzi, ze
granica moze byé tylko jedna.
Gwiczenia. 1. Udowodnié¢, ze kazdy z nastepujacych ciagéw jest zbie-
zny do liczby I:

{fne—nl}, {n?te—nt}, {n—mn? + [n—mn2t]}, {711’- itin '1} .

2. Udowodnié, ze ciag
{n? sin nt -+ n* cos ni}
jest zbiezny do granicy 2s. ‘

3. Udowodnié, ze jezeli a i b sa dowolnymi operatorami, to ciag a4 be
jest zbiezny do granicy a. ‘

~ng
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§ 18. Fizyezne interpretacje operatora przesunig¢cia

Geometryczng interpretacje operatora e—* oméwilidémy w pa-
ragrafie 10; tutaj oméwimy jeszcze pewne interpretacje fizyczne.
Zbadajmy przy dowolnie ustalonym 1>0 granice ciggu funkeyj

0 dla 0<t<A—r i dla At <t

{falt)} = )
' dla ,’.——1—<t<1.+l
2 n €n

=~

gdzie u jest pewng liezbg dodatnig.

Gdy n jest dofé duze, to wykres funkeji {fa(¢)} ma ksztalt
podany na rysunku 89; pole zakreskowanego prostokata P wynosi u.
Rysunek 90 przedstawia wykres funkeji I{fn(t)}, rysunek zag 91

vy

=
P
|
2l
>~
>~
+
o
(=]
~
|
L2
>~
»~

Rys. 89. Rys. 90. Rys. 91.

wykres funkeji I%{f,(f)}. Z rysunku 91 widaé, ze réznica miedzy
funkejy 3{f4(f)} a funkecja 126—%, ktérej odpowiada tamana lgczaca

punkty oznaczone malymi kéleczkami, jest mniejsza od /—7: Wy-

nik?, stad, ze ciag funkeyj I3{f(1)} dazy do gramicy I%—* jedno-
stajnie w kazdym przedziale skoriczonym 0<t<t,. W konsekwencji
{la@}=s*-{fa(t)}

ma granice §2-[26—3 = g—4s,
Pole P mozemy sobie interpretowad jako mase u rozlozong

. B . 1 1
rownomiernie na odeinku (Z—E, H_'r_z)‘ W granicy masa ta skupia

§13 " Fizyczne interpretacje operatora przesunigeia 137

gie W punkeie A Mozemy wiec przyjad, ze operator ue~* oznacza
mase p W punkecie 1.

Podobnie liczbe u mozna interpretowaé Jako mase 4 skupiong,
w punkcie .

. Do innej interpretacji fizycznej operatora ue—* dochodzimy,
traktujéée funkeje {f.(t)} jako krétkotrwale sily elektromotoryczne,
czyli jako impulsy napiecia. Jezeli zatozymy, ze czas trwania
impulsu jest bardzo krotki, to mozemy, 1dea]1zujaae waranki,
przyjaé w granicy, ze

B = pe2s,

W szezegblnosei, gdy A=0, to E=pu i mamy do czynienia
z impulsem napiecia w chwili =0 (zob. § 40 czesei I).

Przykiad. Znalezé prad w obwodzie elektrycznym o impe-
dancji Z i pradzie. zwarcia 0, o ile wlaczymy do niego sile elektro-
motoryezng F, zlozong z dwéch impulséw o wartosei B, dziataja-
cych w odstepie czasu T.

Przyjmujac, ze pierwszy impuls dziata w chwili =0, mozemy
napisaé

E=E 1+ ™).

Z réwnania pradu ZI =FE znajdujemy

I= —Z— (146,
Przypudémy w szezegélnofei, ze Z=Ls+ R. Wtedy

v

I ,szitﬁ( +£—“)—{—1—g—exp (—li)}(l‘ e'““?

~Majac na unwadze geometryczne znaczenie operatom przesuniecia,
" otrzymujemy stad

%’exp(—%) dla 0<<i<T,
I(t) =
B, RT Ri
2014 — —_ = Ja T<t<oco.
|z (L exp L)exp( L) dla <‘ oo
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Funkeje f, mozemy tez traktowaé fizyeznie jako zwykly sile,
Wtedy granice ue—* nalezy uwazaé za uderzenie dzialajgce w chwili
t=1. Jest to trzecia interpretacja fizyczna operatora przesuniecia,

Operator ue—* moina otrzymaé jako granice ogélniejszych
ciggbw funkeyjnych. Przypusémy mianowicie, ze funkeja {fy(t)}
(n=1,2,...) Klagy &K jest nieujemna w przedziale A—e,<t<l-g,
i'réwna zeru poza tym przedziatem. Jezeli

) Ate,
lim f fa(v) @t = p,

n->co 1—-:—:,,

to ciag {fa(t)} dazy w sensie operatorowym do granicy ue—*s, Do-
wb6d pomijamy.

§ 14. WlasnoSei granicy ciagu operatoréw

Granica ciggu operatoréw ma podobne wiésnoéci jak zwykla

_granica ciggu Liezbowego. Jezeli a,=a, gdzie a jest dowolnie usta-
lonym operatorem, to lim a,=a. Jezeli ciag a, jest zbieiny do
pewnej granicy, to kazdy ciag wybrany z niego jest zbiezny do tej
samej granicy. Wazne sg réwniez twierdzenia o dodawaniu, odej-
mowanin i mnozeniu . ciagéw. Jezeli mianowicie istniejg granice
limgpy=a i limb,="5, to ciagi On+Ony @n—bn i anb, majg réw-
niez granice i zachodzg réwnogei

Lm (an+bn) =a-+b, Lm(ap—bp)=6—b i lim apb,=ab.

Istotnie, z zalozenia o zbieznofci ciagéw a, i b, wynika
istnienie takich operatoréw ¢ i r, ze zachodzg réwnosei

=g}, a=glf)},
=riga),  b=rig),
gdzie {f»(t)} i {ga(t)} 53 cizgami funkeyj klasy € zbieznymi do

(14.1)
(14.2)

icm

{f(0)} 1 {g(t)} jednostajnie w kazdym przedziale skoriezonym 0<t<ty.

Mozemy napisaé q\:—-% i rzg%l,' gdzie ¢, 7, i ¢==0 sa fenk-

cjami klasy C. Mamy réwnodci

O+ bn= %{of @u(t—)fa(z) dr + f r(t—1)gn(z) dr)

§14 Wiasnofei graniey ciagu operatoréw 139

i wobec zalozenia o jedﬁostajnej zhieznodei ciagéw {fa(t)} i {ga(t)}

f t t
tim (gt b) = <{ [ =D e+ [ rylt—) (o) i) =
0 0
= L1+ 2w} =a+b.

Zupelnie podobnie dowodzi sie twierdzenia o rdzmicy ciggéw.
Aby udowodnié twierdzenie o iloczynie ciagéw, piszemy

. Qpbp = qr{jfn(t—f)gn(f) d"}:
: 0

skad znowu na podstawie zatozenia o jednostajnej zbieznosei ciggéw -
{fx(1)} 1 {gn(t)} Wynika, Ze.

lim apb, = qr{ff(t—r)g(r) dt} = gr{f(t)}{g(t)} = ab.
0 .

Szezegélny przypadek mnozenia ciaggéw mamy Wéwezas,‘ gd‘y i
jéden z ciggéw jest staly, na przykiad e,=a. Wtedy z zalozenia
lim b,=b wynika, ze

lim ab,=ab.

7 twierdzenia o innoZeniu ciggéw wynika, ze jezeli lim ap=a
ca On
ilimb,=b (001 by,+0 dla n=1,2,...) 1]ez911 cigg ilorazowy T

ma granice, to

luna'

. Gn G
bn b

- - a : 2 ] £ z - PN ae
ZaloZenia zbiesnodci ciagu b—: nie mozna tu pominaé (w przeciwienstwi
do Klasycznej teorii ciagéw), jak to pokazuje nastepujacy przyklad?l):

Niech

——

1) Podany przez C. Ryll-Nardzewskiego.
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wtedy lima,=1 i lim b, =—1. Natomiast ciag

nie jest zbieiny.
Istotnie, gdyby byl zbieiny, to istnialaby taka funkeja
(14.3)

feC (f£0),

Ze clag
t
;i’ f= {n f T f(1—1) ah}

n 0

bylby jednostajnie zbieiny w kazdym przedziale 0<t<t,, co latwo wynika z de-
finicji zbieznofei. Wéwezas ciag

1,
f [ (ly—7) dx
0

bylby ograniczony. Stad na podsta\;vie twierdzenia o momentach (zob. czeéé I, § 11)
wynikaloby, Ze f(t,—7) =0 dla 0<<r<Ciy, ozyli f(f) =0 dla 0<<I<Cty. Poniewas
t; moze byé ustalone dowolnie, wiec f(f) =0 dla wazystkich >0, co jest sprze-

czne z (14.3). .

Udowodnimy jeszcze twierdzenie, ze jeieli f(1) jest funkeiq
operatorowa, ciagla w pewnym przedziale I, i Ay nalesy do I , to dla
kazdego ciagu liczbowego 7, ktérego elementy - nalezq do I, ghieinego
do grawnicy 2y, mamy

i £( ) = (ko).

) Istotnie, z zatozenia ciaglodei wynika istnienie operatora ¢
1 funkeji parametrycznej f,(4), ciaglej w obszarze D(Ael, 0<<i<oo)
.1 takiej ze

A =qfy().

Gdy.z,,—ﬂsm to ecigg {fl(f,,,t)—fl(l,,,t)} dazy do zera jedno-
stajnie w kazdym przedziale skofczonym 01ty Stad wynika,
ze ciag f(An) =gqfy(1.) dazy. (w sensie operatorowym) do granicy

f1(%o) =7(2).

cm
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§15

§ 15. Szeregi operatoréw
Piszemy

D =ty +a+...=4,
—0

jezeli ciag sum czgstkowyeh
Ap=ay+...+an

jest zbiezny do A. Méwimy wowezas, Ze rozwazany szereg ma
sume A. :

Na przykiad L

R

poniewaz ciag sum czgstkowych

{n—1

jest zbiezny. do opéra,tom majacego postad

; 8 1
8{6}_8—1 1=
Oiekawa klase szeregbw stanowiy szeregi operatoréw praesu-
nigcia. Mianowicie szereg

ageft Laefe 4.,

‘

{15.1)
gdzie wspblosynmiki ag,ay,... sa zupelnie dowolnymi liczbami zespo-
lonymi, a wyktadniki Po,Py,... Uczbami r2eczywistymi - FToSRACYM

do oo, jest zawsze zbieiny. o . .
Dla udowodnienia tego rozpatrzmy najpierw clag funkcey]

{fa(t)}, zdefiniowanych réwnosciami

{fo't)} = lag,

{fi(t)} = [l{ay + alg’—(ﬁx-—ms)’

{fa(®)} = Uao + ale—(ﬁ‘_p"). + ay e Ehs),

{fs 1)} = Uag + ayeCtIs - gy CrPie 4 age—E ),

* w. e ® s ¢« @& 8 o

...................
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O ile aj,a,,... sa dodatnie, funkejom tym odpowiadaja naste-
pujace wykresy:

A
{f;(t)} . G
) X
0
A
Ay Q= T
10} iy E— |
| ki
0 ,‘9-'" no
A
A+ Gy e — _————
Aty - — === = - !_—"""';
{1} 0y ety N
! I
| L o
0 B8, BB,
A
L O S
|
{f;(t)} Qtad-Qyl — r____._.j
agha, - ———— — :
@ ] ! I
]
I i : P

0 BB BB . B—8,

Rys. 92.

Latwo zauwazy¢, ze dla dalszych funkeyj

RUCIARIATI

wykres w przedziale 0<Ct< f3—p, pozostanie juz taki sam, jak dla
fankeji {fy()}. Ogélnie biorge, w kazdym z géry danym przedziale
fskoﬁezonym 01ty funkeje {fa(2)} beda, poczawszy od pewnego n,
identyczne. Bedzie tak niezaleznie od tego, czy wspdlezynniki
01,3y ... 83 TZeCZyWiste czy zespolone, choé w ostatnim przypadku

icm

§15 Szeregi operatoréw 143

wykres na plaszezyZnie nie da sie wykonad. Wynika stad, ze ciag
funkeyj {fa(f)} jest zbiezny jednostajnie w kazdym przedziale skon-
czonym 0 <1<ty

Stad dalej wynika, Ze ciag sum czastkowych

age Pt .t ap 6 S =568 . (ay | ... + e~ CrnEpe)

jest zbiezny i tym samym, ze szereg (15.1) jest zbiezny.

Sume tego szeregu mozemy sobie interpretowaé jako masy
g, 0y,... (dodatnie, ujemne lub nawet zespolone) rozlozone w punk-
tach By, By, ... albo tez impulsy lub uderzenia o wartosciach ag, ay,...
pojawiajace sie w chwilach t=f,f,...

Szezegdlnie wazne sg szeregi
1464

gdzie f jest dowolnie ustalong liczbg dodatnig. Mnozge taki szereg
przez'l—e—fs mamy .

(1—eF8)(1fefof-e s )=
=(1+ePFefeg sl J—(ePftfestf . )=1

Wynika stad, ze

) | e
I:Fﬁ; :1"}—5_?8”'[’—6_—2‘38-]— - [ S, ;_;
2F-= - r'—:

Yatwo zauwazyé, zZe operator

e ———

~

} 1
s 1—e P

jest funkecjg, przedstawiajacs linie
schodkows (rysunek 93). ,
Wazng role w zastosowaniach gra operator

152 g=t >0,

gdzie f={f(t)} jest dowolng funkeja, ktéra poza przedzialem 0<i<p
jest identyecznie réwna zera. Operator taki jest funkejs, ktorej wy-
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kres znajdziemy, powtarzajac nieskoliczenie wiele razy fragment

wykresu funkeji {f(f)}, odpowiadajacy przedziatowl 0<t<B (ry-

sunki 94 i 95).
ft)

g(t)
I—\\/VW;
[ 8 28 3

/ 3
ol ] -0
Rys. 94. Rys. 95.

Operator (15.2) przedstawia wiec funkcje periodyezng (o ile
tylko funkeja f jest réwna zeru poza przedziatem (0<t<{f). 7 dru-
giej strony, jezeli mamy dang funkeje periodyczng g i period jej
wynosi f, to wyrazenie

‘ f=(1—ePe)g

przedstawia funkeje réwng zeru dla ¢>p. Mamy wiec twierdzenie:

Funkcja g={g(t)} (1>20) jest periodyczna wiedy i tylko wiedy,
 gdy daje sig przedstawié w postact

__f
g_l_g_.ggﬂ

gazie 8 jest liczbg dodamiq, a f={f(1)} jest funkcja.réwng zeru dla
t>p. Liczba § jest periodem funkeji g.
Przyjmujge w szezegélnodei f=2= i {f(t)}=l—_Tl_—:9§(l+ ad)

(zob. przyktad 5 z § 10), mamy (po uproszeczeniu) operator

1

bedacy funkeja o wykresie przedstawionym na rysunku 96.

I/\/\/\ St
of  x 2

f24 3n 47 5% 6n

Rys. 96.

Operator ten moze mieé zastosowania w.elektrotechnice, przed-
stawia bowiem wyprostowans fale poléwkowa.

5§15 _ Szeregi operatoréw 145
. 1
Jezeli zas {f(t)}=—8~(1—e—f’-'/2), to mamy operator (15.2)
1
§(L+4e—fai2)?
ktory odpowiada tak zwanej fali prostokainej; wykres jego jest
przedstawiony na rysunku 97. .
A
1 Po—

| i |
|
1 L 4 L

0 3B B 3B 28
' Rys. 97.

Wykres ten mozna tes znalezé bezposrednio przez rozwiniecie
W Szereg
1
- = — P8I —B5 __ o~ 382
ST ) WL—e P52 L ¢ e +...)
i zastosowanie ogélnej interpretacji szeregéw postaci (15.1).

Cwiczenie. Podaé wykresy, odpowiadajace nastepujacym operatorom:

e—8s F s§—1

T T R =)

Rachtinal nreratarso . 10
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ROZDZIAL IV
Réwnanie réiniezkowe x”(2)=wx(4)
§ 16. Twierdzenie o jednoznacznoéci

Udowodnimy twierdzenie nastgpujace: ;
Jezeli dane sq operatory w, ko, ky oraz liczba rzeczywista Ay T

istnieje co najwysej jedna funkcja operatorowa @(1), spetniajaca dla

wszystkich 1 rzeczywistych réwnanie

{16.1)
oraz warunki

" (W)=ws(l) ’

(2g) =y, 2'(A) = Fy.

Dowéd. Praypudémy, ze istnieja dwie takie funkeje @A)
1 5(2). Wtedy réznica ‘
8(2) = 4(2) —@y(2)
spelnia réwnanie (16.1) i warunki
(16.2).

BA) =0,  &'(j)=0.

Wystarczy udowodnié, ze jest a(1)=0 dla wszystkich A rze-
czywistyeh. , .
Wprowadzajac funkeje pomocniczg
YD) =a"()a(2p—2)+ a(3) o' (2u—2),
gdzie u jest dowolna liczbg rzeczywisty, mamy
Y (A =2"(Do(2u—2)—x()) 2" (2u—A).
Wobee (16.1) mamy dalej

Y'(4) =wa(2) 2(2p— ) — (1) - WH(2pu—3) =0;

cm

4§16
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Twierdzenie o jednoznacznoéei

zatem funkeja y(4) jest stata dla wszystkich A rzeczywistych. Ale
wobec (16.2) jest '

Y(ho) ="(Ao) ®(2p— o) +2(Ag) ' (2u—24y) =0,
skad wynika, ze y(4) =0 dla wszystkich 1, czyli ze
' (A)@(2u—2) +2(l)x’ (2u—2) =0.

Poniewaz p bylo ustalone dowolnie, réwnosé ta musi zacho-
dzié¢ dla wszystkich A i p rzeczywistych.
Podstawiajac w szezegblnofei A=y, mamy

2z(A)w’'(4) =0,
ezyli
[%(4)*]"=0.

Zatem funkeja @(A)? jest stala. Poniewasz zas fv(lo)zzo, wiee @(A¥=0

dla wszystkich A i w konsekwencji #(1)=0 dla wszystkich A.
Twierdzenie jest udowodnione.

§ 17. Przedluianie rozwigzan

Udowodnimy teraz twierdzenie nastepujace: '
Jegeli funkejo operatorowa (1) jest okreflona w przedziale
a<ALP © spelnia w tym preedziale réwnanie

(17.1) o/(2) =wa(4),

gdzie w jest operatorem, to daje si¢ ona preedbusyé poza preedzial
aKAKP tak, e bedzie spetniata to samo réwnanie dla wszystkich A
raeczywistych.

Dowéd. Jezeli funkeja () jest tozsamosdciowo rdwna zeru
dla a<<A<B, to twierdzenie jest oczywiste, gdyz mozna ja wtedy
tak przedtuzyé, zeby poza tym przedziatem byla takze réwna zeru.
Jezeli nie jest tozsamosciowo réwna zeru, to wobec cigglosei x(A)
istnieje wewngtrz przedzialu a<<A<<f punkt y, w ktérym a(y)==0.

Wprowadzajae funkcje pomoeniczg

YA =po(A—Bf+y) dla F<A<A=7-+2(8—7),

mozemy latwo sprawdzié, ze y(1) spelia w przedziale f<<i<<p,
réwnanie (17.1), jakkolwiek ustalimy operator p. Dobierzmy p tak,
10%
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)
%eby bylo y(8) =x(p); przyjmijmy wiec fp—% Wtedy na pod-

stawie réwnania (17.1) mamy

o(8) , . w(B)
2" "= o)

B

Poniewaz wartodei funkeyj #(4) i y(A) oraz wartosei ich po-
chodnych zgadzaja sie¢ w punkcie 8, mozemy te funkcje polgezyé
w jedng funkeje, okreslona w calym przedziale a <<A<{p; 1 spetnia-
jacg w nim réwnanie (17.1).

Funkeje te mozemy przedtuzyé w ten sam sposéb na przedziat
a<A< Py, glzie fy=y-+2(B—y)=y+4(B—y) i tak dalej az do
nieskoriczonofei. ; ‘ '

W podobny sposéb mozna ja tez przedtuzyé na lewo az do —oo.

Dow6d jest wiee zakoiiczony.

Z twierdzenia tego oraz z twierdzenia udowodnionego w para-
grafie 8 (str. 123) wynika, ze jeieli.o pewnej fumkeji x(2) wiemy,
%¢ spelnia réwnanie (17.1) w pewnym przedziale skoticzonym o <A<B,
to jest w nim jednoznacenie okreslona przez swojq warto$é w dowolme
ustalonym punkcie tego przedziatu.

y'(B)= wa(y) = wa(f) =2'(f). .

Réwniez dla réwnania drugiego rzedu zachodzi twierdzenie
0 przedluzaniu rozwigzani: .

Jezeli funkeja operatorowa wm(3) jest okreflona w preedeiale
aKAKB @ spelnia w nim réwnanie

(17.2) @ (3) = wa(d),

to daje sig tak preedbusyé poza preedzial a <A< B, #e bedzie spetniala
o samo réwnanie dla wszystkich 2 reeceywistych.

Dowéd. Jezeli funkeja x(1) jest tozsamoéelowo réwna zeru
dla a<<A<p, to twierdzenie jest oczywiste. Przypuiémy wiee, ze
2(y)==0 dla pewnego punktu ¥, 0 ktérym wobec cigglosei funkeji
mozemy zalozyé, ze lezy wewnatrz przedziatu o< 1<ﬂ
Wprowadzajae funke]g pomocnicza

A(2) =wla(AP—[z" (A
mamy
A'(2) =2wa(2) o' (A) —2&'(A) &' (2)=0,

§17 Przedlﬁianie rozwiszah 149
skad w szczegllnodei wynika, ze
wa(A)P—['(AP=c dla «<<I<LB,

gdzie ¢ jest statym operatorem.
Rozréznimy dwa przypadki:
(A)r e=0. Wtedy jest .

o' (A)P=w[z(A
i w szezegblnosei

[’ () P=w[z(y)]*
Piszac dla krétkosei

(1.3 u=2

mamy u?=w i

[&"(0) = [uw(2) .

Niech (ay,B;) bedzie najwigkszym przedziatem otwartym, le-
zgeym w [ag, f1] 1 zawierajacym punkt y, takim ze #(2)=4=0 w (0, f1).
Poniewaz funkcja @(1) jest ciagla, wiec musi byé stale (zob. §2)

z'(A)=wus(1) lub m(l)——uw().). Wobec (17.3) mozliwa jest tylko
réwnosé ,
(17.4) ' @’ (A) =ux() (a<<A<<By).

Ale z cigglodei #(1) i #'(1) wynika, ze réwnanie (17.4) bedzie
spelmione réwniez na koncach przedziali, a wige w calym prze-
dziale zamknietym fay,f;]. Gdyby bylo @(a)=0 lub x(8) =0, to
mieliby$my x(1)=0 w catym przedziale [a;,f8;], co jest nieprawda.
Jest wiee @(ay)=3=0 i #(p;) %0, skad wynika, ze gy=a i p;=45.

Poniewaz «(1) spelnia réwnanie (17.4) w ecalym przedziale
[a,8], wiec daje si¢ tak przediuzyé, zeby réwnanie bylo spelmione
dla wszystkich A rzeczywistych. Ale wéwezas #(A) bedzie tez spel-
niaé dla wszystkich A rzeczywistych réwnanie (17.2), gdyz

a""(A)=uz'(A)=u- ua:().) =wWH(A).
(B): ¢==0. Latwo sprawdzamy, ze funkcja

Y(A)=po(2—p+y)+gz'(A—p+y) (B<A<Pi=v+2(—7))
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spelia w [$,f;] réwnanie (17.2), jakkolwiek dobierzemy opera-
tory p i g. Operatory te mozna tak dobraé, zeby bylo y(f)=uw(B)

i y'(B)=2'(f), czyli zeby

pa(y) + qx'(y) =(B),

pa'(y)+ qiva(y) =w"(f),
gdyz wyznacznik

#(y) @'(y) lzc
12'(y) wa(y)

jest rézny od zera. Wtedy mamy

¥ (B)=p -waly) + q-ws'(y) =wz(f) = z"(B).

Poniewaz wartosei funkeyj »(4) i y(A) oraz wartosei ich po-
chodnyeh pierwszego i drugiego rzedu zgadzaja sie w punkeie B,
mozemy te funkeje polgezyé w jedna funkeje, okreslong w calym
przedziale [a,f,] i spelniajaca w nim réwnanie (17.2).

Funkeje te mozemy przediuzyé dalej w ten sam sposéb na
przedzial [a,f,], gdzie fy=y+4(f—y), i tak dalej az do nieskon-
czonofcl. Podobnie mozna jg przedtuzyé na lewo az do —oo.

UdowodniliSmy wiee, ze przedluzenie jest wykonalne w kaz-
dym przypadku.

Z ostatniego twierdzenia wynika, Ze twierdzenie o jedno-
znacznosei, udowodnione w poprzednim paragrafie dla przedzialu
nieskonczonego, jest réwniez wazne dla przedziatn skorniczonego.

ROZDZIAL V

Drgania struny

§ 18. Réwnanie operatorowe struny drgajacej

Przypudémy, ze struna o dlugosei 4, jest rozpieta wazdhiz osi 4
od punktu 0 do A, Funkcja x(4,f) oznaczajaca wychylenie punktu
struny o odcietej 4 w chwili ¢ speinia réwnanie rézniczkowe czgstkowe

{18.1) ra2{A,t) = a®ru(2,1)
gdzie a=|/—%; P jest napréieniem struny, x zas masg przypada-

jaca na jednostke dtugodei. Przy wyprowadzaniu tego réwnania
zaklada sie, ze struna jest doskonale gietka i ze wahania jej sa na
tyle male, ze nie zmieniajs naprezenia P, ktére przyjmujemy za
state.

Zatézmy, 7e w chwili {=0 struna pokrywa sie z osia 41 ze
czastki jej nie majs zadnej predkosci; odpowiada to zatozemiu

(18.2) 2(2,0)=0 i m(2,0)=0 (0<A<KAy).

Przypusémy dalej, ze poczatek struny porusza sie w kierunku
prostopadlym do osi 4 i rach jego jest okreSlony przez funkeje o(t);
przypudémy ponadto, ze koniec struny jest umocowany nieruchomo.
QOdpowiada to zalozeniom .

(18.3) 2(0,8) =v(t) i @(Aeyt)=0 (0<t<oo),

Wyznaezymy ruch pozostalych czastek struny i pokazemy, ze
ruch ten jest okre§lony jednoznacznie przez podane warunki. Mé-
wige jezykiem matematycznym, rozwigiemy réwnanie czgstkowe
{18.1) przy zadanych warunkach (18.2) i (18.3) i pokazemy, ze zna-
lezione rozwigzanie jest jedyne.

Wobec zalozenia (18.2) operatorows postacia réwnania (18.1)
jest : ‘

(18.19) ‘ %' (1) = a2s2(4) (a>0),


Yakuza


152 ROZDZIAY V — Drgania struny

gdzie 2(A)={x(4,1)}; warunki (18.2) sa juz zawarte W réwna-
nin (18.1°). Natomiast warunki (18.3) majg teraz postad
(18.3") 2(0)=v i o(A)=0,

gdzie v={v(})}.
' Znajdzmy najpierw funkecje wykladnicze ¢, spelniajgce
réwnanie (18.1'), to znaczy takie, ze '

(elw)” = a2s2¢iw,

Z
Po wykonaniu rézniczkowania
(1) ] mamy
{ w2etw — 242 pAw
o] PR

ipopodzieleniu przez e (funkeja wy-

Rys. 98. . . s
struny w ohwili ¢, kladnicza jest wszedzie rézma od Zera;)

w? = a2,

Stad w=-—as lub w=as. Istnieja wiec dwie (i tylko dwie) funkeje

wykladnicze
6—4!18 i € als

spelniajgce réwnanie (18.1'). :

Latwo sprawdzié, ze kazda funkeja operatorowa ksztattu
(18.4) B(1) = 6,648 - g, guis
speh'u‘a, réwnanie (18.1'), jakkolwiek ustalimy operatory e¢; i c,.
Doblfarzmy te operatory w ten sposéb, zeby byly spelnione wa-
runki (18.3’)2 to znaczy zeby .

‘(18.5) #(0) =¢;+¢y =,
#(g) = 0,678 - gyeates ),
Rozwiazujac ten uklad réwnan, znajdujemy

=" : e~ 2ehs
AT 1 es—i—

Stad mamy szukane rozwigzanie

18.6 = (T et A,
(18.6) a(y = (0 <A<y,

5§18 Réwnanie operatorowe struny drgajacej 153

Znajac wilasnosei operatora przesunigeia, mozna by to roz-
wigzanie napisaé, uzywajac symboléw klasycznej analizy; jednakze
uzyskane tg droga wzory sg dos¢ skomplikowane, tak ze w dyskusji
najlepiej postugiwaé si¢ bezposrednio rozwiazaniem operatorowym,
ktére jest bardziej przejrzyste.

Przedyskutujmy dla przykiadu rozwigzanie (18.6) przy za-
lozeniu, ze

a=1, Ay =10,
e dla 0<i<4
”_{4 dla 4<t<oo}‘

Podstawiajac za 4 rézne wartodei, mozemy tatwo zanalizowaé
ruch poszezegblnych czastek struny. Na przyklad dla 1=2 mamy

(18.8) @(2) = _________(e‘::e_‘::) °.

(18.7)

Dla operatora (¢—s—e—9%)v» mamy wykres nastepujacy

Rys. 99.

a 8tgd przez nalozenie fal przesunietych o 10, 20, 30,... jednostek
znajdujemy wykres dla @(2):
=2

4 _—'~

o] 5 10 15 .20
Rys. 100.

Wykres ten przedstawia ruch czgstki struny o wspélrzednej 2
Na rysunkach 101 i 102 podajemy jeszeze wykresy dla punk-
t6w A=5 i 1=8, ktére mozna znalezé w podobny sposéb.

/| S
t/\/\/_; 2Tj\ I\ 4

o] 5 10 15 20 o] 5 10 15 20

&

Rys. 101. Rys. 102.
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Ciekawy jest fakt, ze w oméwionym przykiadzie struna poru-
sza sie w taki sposéb, ze funkeja x(2,t) weale nie spelnia réwna-
nia czgstkowego (18.1). Nie spelnia go z tej prostej Przyczyny,
ze ruch czastek struny okreslony jest liniami tamanymi, wskutek
czego funkcja z(4,t) nie wszedzie ma pochodne (nawet pierwszego
rzedu).

Mozna by powiedzieé, ze w rzeczywistosel struna nigdy ostro
sig nie zatamuje i zawsze mozna traktowaé z(4,) jako funkeje z dru-
gimi pochodnymi cigglymi, a rysunki 98-101 s3 tylko przyblize-
niem i pewnym uproszezeniem.

Jednak tego rodzaju zatamania w praktyce czesto leza w gra-
nicach bledu pomiaru; wskutek tego nie oplaca sie braé zbyt da-
leko idacych szezegdléw, zwlaszeza ze wprowadzenie ich do rachunku
ogromnie skomplikowaloby jego wykonanie oraz ostateczny wynik,
ktéry przy tym weale nie bylby dokladniejszy. W takich warunkach
zalezy nawet na tym, zeby w rachunku pomingé drobne zaburzenia,
ktére nie s istotne dla scharakteryzowania calofei zjawiska.

Nasz rachunek byl wiadnie w ten sposéb przeprowadzony i jest
matematyeznie zupeie poprawny, o ile réwnanie operatorowe (18.1"
traktujemy jako podstawowe réwnanie struny drgajacej.

Rozwigzania tego réwnania sa jednoczednie rozwigzaniami
réwnania czastkowego (18.1), ale tylko woéwezas, gdy majg drugie
pochodne czastkowe eciaglte. Réwnania czastkowego mnie mozemy
wige uwazaé za ogblne réwnanie struny drgajacej, chyba ze nie
bedziemy weale troszezyé sig o poprawnodé przeprowadzonych ra-
chunkéw lub ograniczymy sig do klasy funkeyj, majacych drugie
pochodne czastkowe ciagle, co znowu jest niewystarczajace w za-
stosowaniach. Poprawno$é rachunku w zakresie operatoréw po-
chodzi stad, ze wszystkie rozwazane funkeje s rézniczkowalne
W sensie operatorowym (nawet dowolng liczbe razy).

Wedlug klasyfikacji przyjetej w teorii réwnan czastkowych
réwnanie (18.1) nalezy do typu hiperbolicznego. Z tego tez powodu
funkeje operatorows ¢, bedaca w feistym zwigzku 7z tym réwna-
niem, nazwali$my funkeje wykladniczq hiperboliczng (zob. § 9).

§ 19. Ksztalt struny drgajacej

Rysunki 97-101 nie przedstawiaja ksztattu struny, lecz wy-
kres ruchu poszezegélnych jej czastek. Interesujace jest réwniez
zhadanie ksztaltu samej struny w dowolnie ustalonej chwili 178

§19 Ksztalt struny drgajacej 156

Rozwiimy w tym celu rozwigzanie (18.6) (przy zalozeniu (18.7))
na szereg hieskonczony :

- =2°°, (3—-(10;;-{-%;.)5:_“e—(10n+10—%;1.):) .
T

Przypusémy, ze chcemy zbadaé ksztalt struny w pewnej chwili

$,<10. Wtedy te wyrazy szeregu, w ktérych Wspélczynm'l.: pr’zy ]

jest wiekszy od 10, nie grajg roli, gdyz przedstawiajg funkeje roéwne

zeru w przedziale 0 <1< 10. Mozemy wiec zamiast #(4) badaé funkeje

.(e_ 3 zs_e—(1o-%z)s) ..

Zbadajmy osobno funkeje

- 1 s . —(10—1 /‘L)s
(2 ={m(A)}=¢ T v 1 @) ={m(Li)}=c¢ (o= v;
wobec réwnosei (18.7) i wlasnodei operatora przesunigcia jest

0 dla 0<<t<},
ry(A,t)=1t—%4 dla Ii<i<<}i44,
4 dla LAH4H ‘
0 dla 0<t<<10—}4,
o Myt) =3t—10+ %2 dla 10—§A<<i<1li—44,
4 dla 14—4A<t.

Ustalajac dowolnie £ =1, znajdujemy stad v’vfyk:resy dla funkeyj
2y(A, 1) 1 @44, 14); wykres funkeji o, przedstawiony Jeff;t na rysunku 103
przez linie ciagla, a wykres funkeji #, przez linig kreskowang.

A

=712

—

: : : %
0 - 2t,-8 20-2t, 10; 0 2.8 ;’0—-2& 10

Rys. 103. Rys. 104.

Odejmujac graficznie linig kreskowana od ciaglej znajdujemy
ksztalt struny w chwili £y (rysunek 104). -
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Mozna podaé czysto gr:al.ficzny spos6b znalezienia ksztaltu
struny w chwili £, gdy dany jest wykres funkeji v. Dla wyprowadze-
nia tego sposobu napiszmy rozwigzanie ogélne (18.6) w postact
szeregu nieskonczonego
#(A) = 5 (e'(“%+“)‘ — e”[z("+1)%—“]8) v.

: =0

(19.1)

Gdy 0<t<al,, to wystarczy wziaé pod uwage tylko jeden
wyraz Szeregu, mianowicie

(19.2) e““’v::{' 0 dla O<t<al};
o(t—ad) dla aA<E
odpowiada jemu powierzchnia przedstawiona na rysunku 105.
’ Powstaje ona przez wodze-
nie prostej réwnolegiej do OP
wzdluz krzywej OBA, przedsta-
wiajacej wykres funkeji s=uv(t).
Cheae mieé ksztalt struny
w chwili %y, wystarczy przecigé
powierzchnie plaszezyzng pro-
stopadla do osi ¢ i przechodzges.
przez punkt fy; ksztalt struny
przedstawiony jest przez krzy-
wg przeciecia BCD. ‘
Wynika stgd prosta kon-
strukcja plaska, ktérg ilustrujg
rysunki 106a i 106b. Gruba
linia na rysunku 106 a wyo-
braza ruch poczgtkowego punktu struny, gruba zaé linia na Yy~
sunku 106 b wyobraza ksztalt struny w chwili to. Konstrukeja nie
wymaga wyjasnien,

Rys. 105.

1
!
I
i
]

i
]
|
1
il
6 7t

Rys. 106 a.

cm

§19 Ksztalt struny drgajacej 157

7 powyzszej konstrakeji widaé, ze z biegiem czasu ¢ krzywa
0A’ przesuwa sie jak fala w prawo z predkoscig 1/a. W chwili t=al,
czolo fali dochodzi do kodea struny A=4,, gdzie nastepuje odbicie
fali. Przy konstrukeji odbicie wymaga uwzglednienia drugiego wy-
razu szeregu (19.1) ’

QAR
Operatorowi
0 dla 0<t<a(2i,—4)
(19 3) e-—a(uo-l)s D=
’ (t—20dg +ad) dla  a(2%4,— ) <0

odpowiada powierzchnia przedstawiona na rysunku 107.

-

o~ L
1, [ “/2al,
b e
a
7

I
i
Rys. 107.

Cheae mieé ksztalt strany w ehwili #; znajdujemy najpierw
w poprzednio podany sposéb ksztalt krzywej, odpowiadajacej ope-

B C
A ¥
E: 33 D 1
; >
ol 22,- 2 P &
Rys. 108.

ratorowi (19.2). Jest to wiec krzywa 4’0 z rysunku 106 przesunieta

fo ktéry przy obeenym zatozeniu lezy na

w prawo az do punktu 2!


Yakuza


' 158 ROZDZIAY, V — Drgania struny

prawo od punktu o5 po przesunieciu jej bedziemy mieli krzywsg
ABCD podang na rysunku 108 (do wykreslenia jej musimy oczy-
widcie znaé przebieg funkeji v dla wartosel ¢ wigkszych od ady).
04 jej czedei ABC odpowiadajace] przedziatowi 0 <A<, musimy
odjaé jeszeze ik oznaczony literami t,BC na rysunku 107. fuk ten
przeniesiony na rysunek 108 jeést oznaczony literami OEC; jest on
odbiciem symetrycznym tuku CD wzgle-
dem prostej CF.

Definitywny ksztatt struny jest przed-
stawiony na rysunku 108 przez gruba li-
ni¢ ABF. .

Zalamanie tej linii w punkcie B po-
chodzi od odbicia sie fali i przesuwa sig

.1 -
w lewo z predkoseia =3 w chwili 2al,

zalamanie osiaga punkt poczatkowy struny
i wtedy nastepuje ponowne odbicie sie
fali. Do glosu dochodzi woéwezas trzeci
z kolei wyraz szeregu (19.1), a ksztalt
struny w péZniejszej chwili mozna zna-
lezé przez odpowiednia kombinacjg trzech
lnkéw.

Stosujae graficzng metode badania,
mozna latwo przestudiowaé sposéb od-
bijania sie fali przy zadanym z°géry jej
profilu. Na podanyech obok rysunkach
przedstawione jest sposobem kinemato-
graficznym odbicie sie prostej fali syme-
trycznej i asymetryczne].

Gwiczenie. [Przestudiowaé metoda grafi-
czng odbicie sie fali w przypadku a =1, gdy wy-
kres funkeji v ma ksztalt podany na rysunku 111.

v(t)T
2N

<LIIIIILELLLENS

Rys. 109 Rys. 110

Odbicie sie ~ Odbicie sig of, 1 2
fali syme-  fali agyme- ' ;
trycznei. tryeznej. . - 7 B.ys. 111.

§ 20 Ogdlniejsze warunki brzegowe 159

§ 20. Ogdélniejsze warunki brzegowe

Zbadajmy jeszeze ruch struny w przypadku, gdy na obydwu
koneach nadajemy jej dowolny ruch, okreflony funkejami v,={v,()}
i 9,={v,(8)}. Jezeli dtugodé struny jest 4,, odpowiada to zalozeniu

(20.1) (0)=1vy,  @{Ay) =0.

Zakladamy ponadto, ze w chwili £=0 struna jest rozciggnieta
w spoczynku wzdtanz osi A, Mamy wéwezas do rozwigzania to samo
yéwna,nie co poprzednio

(20.2) 2"'(4) = a?s?z(A),

jedynie warunki brzegowe (20.1) sg ogélniejsze.

Biatwo dobraé stalte ¢; i ¢, we wzorze (18.4) tak, zeby warunki
(20.1) byly spelmione. Wystarczy w tym celu rozwigzaé uklad réwnan
o1+ co =1y,

20.3 1 2 1y
(20.3) 06— %t L 0,078 = p,;

znajdujemy w ten sposéb

e e
. . - f e 3 i =
i stad
(20.5) B(A) = (e—ohs — QD)) p, | (g—olh—Rs _ g—UstDs)p,

o

_1_6—2a2,,s

W szezegbluym przypadku, gdy v,=0, wzdr ten upraszcza
sie do postaci (18.6).

Abstrahujge od sensu fizyeznego, funkeja (20.5) jest zawsze
rozwigzaniem réwnania (20.2), bez wzgledu na to jakie operatory
przyjmiemy za vy i v,.

Jezeli vy 1 vy 8G funkejami klasy K, to wspdlczynniki ¢, © ¢y, okres-
lone wzorami (20.4), sq réwnies funkcjami klasy K.

Istotnie, funkcja klasy &K pomnozona przez operator przesu-
niecia pozostaje nadal funkeja klasy &K. Poniewaz suma i réznica
funkeyj klasy &K jest znowu funkeja Klasy &K, wiee liczniki wyrazen
(20.4) sg funkcjami klasy K- przy kazdym ustalonym Z,>0. Licz-
niki te sg. dzielone przez mianownik 1—e—2%%* lub, co na jedno
wychodzi, mnozone przez szereg

1+ g2kt | g—dats o
w wynikn daje to znowu funkeje klasy K.
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W zupelie podobny sposéb mozna udowodnié twierdzenie:

Jezeli v, © v, sq funkcjomi klasy C, rownymi zerw w punkeie
t=0, to wspdlezynniki (20.4) sq rdwnies funkcjaomi klasy C réwnymi
zeru w punkeie 1=0. » ‘

Funkeje (1) speliajaca réwnanie (20.2) 1 warunki (20.1)
mozna zawsze przedstawié jako sume

#(A) = w4 (2) +5,(2),
gdzie @,(2) 1 w,(4) speiniaja to samo réwnanie (20.2) i warunki
#1(0) =0y, #3(4y) =0,
35(0) =0, Ty Ag) =105.

Funkeja (1) przedstawia ruch struny, gdy jej koniec jest
nieruchomy, funkecja za§ z,(1) przedstawia ruch struny, ktérej po-
ezatek jest nieruchomy. Ksztalt struny w obydwu przypadkach
mozna znalezé przy pomocy konstrukeji, podanej w poprzednim
paragrafie (oczywidcie z odpowiednig orientacja rysunkéw). Przez
proste zlozenie wykreséw mozna znaleZé ksztalt struny, gdy obydwa

korice s3 ruchome,

Cwiczenie. Znalefémetoda graficang ksztalt
struny w chwili t= %, przyjmujac, Ze w ohwili

4
0} %~ t=0 struna spoczywa nierhchomo na osi A, kofie
com jej za$ nadajemy jednoczeénie ten sam ruch,
Rys. 112. _ ktérego wykres podany jest na rysunku 112.)

§ 21. Jednoznacznosé rozwigzania

Udowodnimy, ze kazda funkeja operatorowa y(4), speliajaca
réwnanie (18.1), jest postaci (18.4). Istotnie, funkeja ta spelnia
w punkecie 1=10 jakie§ warunki poczatkowe

¥(0)=ky 1 y'(0)=k;.

Ale we wzorze (18.4) mozna zawsze tak dobraé wsp6tezynniki
¢ 1 ¢y, zeby bylo
20)=¢;+c,=k,,
2'(0) =—cya8 4 cyas =y,
gdyz wyznacznik

= 2as8

11
—as as
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jest rézny od zera. Przy tak dobranych wartosciach ¢, i ¢, jest na
podstawie uwagi koricowej z paragrafu 17 y()=x(1) dla wszyst-
kich A z rozwazanego przedzialu.

Wyrazenie (18.4) bedziemy nazywali rozwigeaniem ogolnym
rownania (18.1'); wystepuja w nim dwie stale dowolne 6 1 ¢,

Latwo teraz udowodnié, ze warunki (18.3") lub ogdiniej warunki
(20.1) okreslaje rorwigzanie réwnania (18.1') w sposéb jednoznaceny.
Istotnie, rozwigzanie musi mieé postaé (18.4); z drugiej strony
wobee warunkéw (20.1) mussg byé -spetnione réwnosei (20.3), ktére
okreslaja state ¢; i ¢, jednoznacznie, gdyz

1 1
s

= ¢#hes — g—aks 2 ),

W ten sposob jednognaczno$é rozwigzan jest udowodniona.

W szezegblnodei wynika stad réwniez, ze o ile istnieje funkeja
spelniajgca réwnanie czastkowe (18.1) i warunki (18.2) i (18.3),
lub ogdlniej warunki (18.2) i

2(0,)) =01(t) 1 2(dg,8) =1y(t) (0 <t<o0),
to jest ona jedyna. ’

§ 22. Nieskoriczenie dluga struna

Struna taka nie istnieje w rzecaywistosci, jest to tylko pewien
sposdb wyrazania sig. Chodzi o rzecz nastepujzea.

Przypudémy, ze w warunkach oméwionych w § 18 obserwujemy
strone w czasie 0 <i<al, Piszac rozwigzanie (18.6) w postaci
(22.1) B(2) = v +b(2),
gdzie ‘

(o-t+-A)s g“‘_"(‘-a—l)s) D]

s (O
b(2) = ¢—oke 1 g2k ’

widzimy, ze funkeja b(A)={b(A,1)} réwna si¢ zern dla 0<<A<A,
1 0<<t<<aly. Wskutek tego wyraz b(1) we wzorze (22.1) mozna po-
mingé, ograniczajae sie do badania funkeji ‘ ’

(22.2) 2(A) = g8y,
Jest wtedy
-0 dla 0<t<al
#(A,1) = A TsEsak
v(t—ad) dla 0<al<l.

Rachunek operaioréw 11
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Widaé, ze czolo fali posuwajacej sie od poezatkowego punktu
struny, w chwili # znajduje si¢ w punkeie 1=tfa; fala posuwa sie
7z predkoseig 1fa = VPI/,L Predkosé fali jest proporcjonalna do dru-

giego pierwiastka z naprezenia struny i odwrotnie proporcjonalna,

do drugiego pierwiastka z liniowej gestosei struny.
Gdy struna jest bardzo dluga, to rozwigzanie (21.2) przyjmu-

jemy jako réwnanie jej ruchu i méwimy, co nie jest catkiem po-

prawne, ze struna jest nieskonczenie diuga.
ZnajdZmy teraz rozwiazanie #(A) réwnania

#"'(2) = a’sx( 1),

ktére by w przedziale nieskoriczonym 0<A<oo bylo funkejg para-
metryezng, zadajac ponadto, zeby :

(22.3) 2(0) =g¢.
Ogdlne rozwigzanie tego réwnania ma postaé
B(A) = ¢y | g,g%%s,

Jezeli #(%) ma byé funkeja parametryczna, to jej wartodé w punk-

cie 0 i w dowolnie ustalonym punkcie 4, musi byé funkeja klasy K;
wobec tego wspolezynniki ¢; i ¢, musza byé réwniez funkejami -

Klasy &K (zob. § 20). Stad wynika, ze ¢,=0, W przeciwnym bowiem
razie przy duzveh wartosciach A skladnik e,e%s Pprzestawalby byé
funkejg klasy K i (1) nie bylaby funkejg parametryczng.

Stad wynika, Ze nagze rozwigzanie redukuje si¢ do postaci (22.2);
pomewaz z warunku (22.3) wynika, ze c;="7, wiec szukanym roz~
wigzaniem jest funkqa (22.2). :

Dla strany meskonezone; mozng’ wiec rozwigzywaé réwnanie

|m|

od razu w przedziale nieskoriczonym; rachunki 83 w ten sposob :

krotaze, a wynik otrzymujemy ten sam.
Interpretujgc to z _punktu Wldzema réwnani rozmcakowyeh
czgstkowych, widzimy, ze- jedyna funkcm spelniajgeq rowname

LA, t)= aamﬂ(l t)
W obszarze 0<<A<oo, 0<i<oo z warunkami -

(0 <i<o0),

(22.4) a(3,0)=a1(1,0)=0
. - 2(0,7) =v(t) (0 <t <oo),
Jjest funkeja » .
a;(z t)_[ 0 da 0<t<al,
lv(t—ad) dla 0<ai<i.
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W niektérych podreeznikach rachunku operatoréw oprécz

- warunkéw (22.4) podawany jest jeszeze Warunek

lim #(4,t) =

22.
( 5) - A0

Jak z powyzszej dyskusji widaé, warunek ten jest zupelnie zby-
teczny ). Jest to intuicyjnie zrozumiate, gdyz predkosé fali jest
skonczona, zadne wiec zaburzenie w nieskonficzonogei nie moze do
nas doj$é po skonczonym czasie.

§ 23. Struna w polu grawitacyjnym

Dotychezas zajmowali§my sie ruchem struny przy zalozeniu,
7¢ nie dziata na nia zadna sila zewnetrzna. Przypudémy teraz, ze
struna jest rozciagnieta w polu grawitacyjnym dzialajacym prosto-
padle do niej. Wtedy réwnanie rézniczkowe czgstkowe bedzie mialo

postad
: 222(41) = a*[2a(4,%) +4],

gdzie g oznacza,' przyspieszenie gré.wité.cyj’ne. Przyjmujae, ze
w chwili {=0 struna lezy nieruchomo na osi 1, mozemy napisaé

(0 <<A<y).

(23.1) - (4, 0) =¢(3,0) =0

Zal6zmy jeszcze, ze kofice struny sa unieruchomione, to znaczy, ze

{23.2) 2(0,3) =m(4,2) = (0<t<<o0).
gdzie 1, jest dlugodeia struny.

Wobee warunkéw (23.1) réwnanie opera,torowe bgdzm mialo
postad

(23.3) 2"(2) = a2s22(2) + a2gl;

warankom za$ (23.2) odpowiadaja warunki

(23.4) #(0) = z(Ag) =0.

1) Podreczniki te stosuja metode transformacii Laplace’a; warto za.uwaiyé:
Ze przy tej metodzie nawet wprowadzenie warunku (22.5) nie daje moZnofci
udowodnienia, Ze otrzymane rozwigzanie jest jedyme.
) 11*
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Eatwo zauwazyé, ze réwnanie (23.3) jest speinione przez
funkcje operatorows staly

ool 1) =—a* g1

funkeja ta nie spemia jednak Warunkow (23.4). Przypuiémy, ze
igtnieje funkc]a »(4) spehna,]adca réwnanie (23.3) i Warunk1 (23.4).
Wtedy roznics

Y(4) =2(4)—wo(4)

spelmia réwnanie jednorodne
y"'(3) =o*sy(A).
- Stad wynika, e y(2) jest postaci
Y(A) = ey oy,
ezyli ze . :
B(A)= ¢, €~ 4 0048 — a2 gl3;
operatory ¢ i ¢, wyznaczamy tak, zeby warunki (23.4) byly spel-
nione i ' ‘
e+ ep—a?glP =0,
. Cp 6% gy 0%h8 — 2 gl =0,
Stgd mamy

(1= g—al-ot) agls . (€8 — g—2thos Ja2glt
6= e L 6= i

i ostatecznie

— 14 e—2es + =0t g—elieti)s | (—a(iri)s _ g—allh—A)s)]3

(
(1) =a?g e

Latwo sprawdzié, ze wyrazenie w liczniku przedstawia funkeje
parametryczng, ktéra jest réwna zern dla 0 <<A<Chy i 2a4y<<t. Stad

wniosek (zob. §15), ze funkeja ®(4,t) jest periodyczna wagledem ¢

przy kazdym ustalonym 0<< A< 4, Strana drga, wracajac do swego
polozenia w odstepach czasu: 2ai,.

Zbadajmy ksztalt struny w ustalonej ehwili ¢ alg.-
W tym celu wyrazenie na @(1) rozwijamy w szereg, zastepu-

jac w nim'ezymljk ks DTz X e nedw | wykonujae mnoze-
—¢€ =0
nie. Z szeregu tego wystarczy wzialé tylko te wyrazy, w ktorych

Struna w polu grawitacyjnym 165

wykladniku wspblezynniki przy s sa bezwzglednie mniejsze od alg.
Ograniczamy sie wieec do badania wyrazenia

{y(l,t)} = ‘ —1 -+ a8 -+ e"“(lu—l)s) azgl3.

Dla 0 <t < $ald, mamy

2 * B . t
Ia—ﬂ[—t%(t—al)%ol dla 0<2A<—,

2 ! " ;

y(A,0) = “_;(_t2+0+0) , dla = <A<h—7,

— P40+ (t—aky+ad)?] dla Ap—— LA A,

a dla $al,<t<ad,

. “‘ ¢
%ﬁ[—tz+(t—a1)2'+0] Ua 0<A<I—=,
2 4 t
(At = 9‘2—9[ B (—ad)? + (t—alg+ alP] dla B—g <A<,
4
%Qg—t + (t—ad)?] S dla Z<i<h

W szezegdlnodel jest

—gfg;{(lo“'Ql) dla 0<A<$4,
at
(4, faky) =y — 3510 dla A, <A<$h,

_T(Zo“l)(-?l—lo) dla $2,<A< 405

”

y(z,,}azo)_.—-—z(ao—x) dla 0<a<10,

—%51(3/10——21) dla 0<i<} o,
Y, 1ade) =1 [—Fok + (A—}hlaly dla 12,<A<hho,
— B2l dla <A<

y(A, alg)=—argi(i,—24)  dla . 0<A<2,
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Korzystajac z tych wzoréw tatwo juz narysowaé ksstalt struny
w chwilach t=}aly, $aly, $aly 1 aly (rysunek 113). Interesujace jest,

A Ao

¥

\ 22

Rys. 113.

ze w chwilach t=4%ald, i t=al, struna uklada sie wzdtuz luku pa-
raboli. Natomiast w chwili ¢=4ad, czesé §rodkowa struny jest
zupeinie prosta, w.chwili za t=%al, silniej uwypuklona ku dolowi.

§ 24. Drgania struny przy‘ pewnych szczegélnyéh
V poloieniach poczatkewych

Przypﬁé»émy, Ze struna jest umocowana niernchomo w punk-
tach A==0i A=2, i ze ksztalt jej w chwili =0 dany jest przez funkeje

(24.1) C 8(A,0)=p sm—kf—o’l (0 <A< A),

gdzie u jest liczbg dodatnia, % zaé liczba naturalng (rysunek 114).

. 3 Rys.ll4. Ksztalt struny w chwili 1=0 (k=5).

Zakladamy, ze ezastki strany nie majg W chwili t=0 zadnej
predkosdci, to znaczy, ze ' ‘
(24.2) e my(2,0)=0 - o (0A )

iom

§24 Szczegblne polozenia poczatkowe 167

Zatozeniu, ze konce struny sg umocowane nieruchomo, odpowia-
daja warunki :

(24.3) 2(0,8)=0 i  @(lyt)=0 (0<t<o0).
Zakladamy wreszcie, ze na strune nie dziala sila grawitacji ani
zadna inna sita zewnetrzna. Réwnanie rézniczkowe czastkowe struny
ma wiec postad

- mu(l,t)'—*azﬂfﬁ(ﬂ,t).w 7

Wobee (24.1) i (24.2) mamy
kmi

{ze(2,8)} =s*{@ (4, t)} —susin —=,
4o

‘zatem réwnanie operatorowe ma ksztalt

(24.4) (N —etsa(1) = —atussin T (0<igg),
0

warunki za§ (24.3) zapisujemy w postaci

(24.5) 2(0)=0 i m(i)=0.

Zbadamy, czy operator ¢ da sie wyznaczyé w taki 8posoéb, zeby
funkeja :
kel

(24.6) (1) = ¢ sin ——

?
4o

majaca ksztatt podobny jak prawa strona réwnania (24.4), byla
rozwigzaniem tego réwnania. Podstawiajac (24.6) do (24.4) znajdu-

. . T .7}
Jemy poO uproszczeniu przez —sm—l——
0
2 2
c k ;r: + ca®s? =a?us,
.
skad
. o ‘uﬂg; ] 2{/4003 k?ﬁt}' )
s ki » a/Lo. .
a®ls

Przy tak wyznaczonym wspétezynniku ¢ funkeja (24.6) spel-
mia réwnanie (24.4); ale widad, ze spelnia ona réwniez warunki(24.5).
Zatem ruch struny okreflony jest wzorem

m(l,’t)-ﬁycds]i—%'sinlc—"% (0<KA<< Ay, 0<E<<oo).
0 0 ’
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Widaé stad, ze struna ma stale kszbalt sinusoidy, zmienia,
o 14+ 2n)al
si¢ natomiast amplituda. W chwili t=,(—+T?a—° (n=0,1,...)

amplituda jest réwna zeru i strung rozprostowuje sie zupehie,
Czestosé drgania wynosi

n = i
- 2(12.0.
Dla A=Zl‘c‘~’,...,(—k—i’1—° jest stale #(4,t)=0; w punktach tych,

k
zwanyeh wezlami, struna jest stale nieruchoma. Liczba weztéw
wynosi k—1; im jest wieksza, tym wyzsza jest czestodé drgania.

Warunki naszego zadania mogy byé w przyblizeniu zrealizo-
wane w instrumentach muzycznych, posiadajacych struny. Napreze-
nie stran jest tam na tyle wysokie, ze sita ciezkosei nie gra przy
nim wigkszej roli. Przez~ praytrzymywanie struny palcem w od-
powiednim miejseu mozna wywolad powstanie wezléw, przez co
strana wydaje ton znacznie wyzszy niz normalnie, Sg to tak zwane
tony flazoleiowe. W rzeczywistodel nigdy nie uda si¢ uzyskaé zu-
pelnego unieruchomienia struny w weztach, przez co powstaja
dodatkowe nizsze tony harmoniczne, nadajace flazoletom odecient
bardzo miekki i mily dla ucha. '

Rozwiazmy jeszeze to samo zagadnienie struny, zmieniajae

waranek {24.1) na nastepujacy
I//\ (24.7)  2(3,0) = pA(A—2).
0| PN . Zakladamy wige, ze w chwili t=0
Rys. 115. Ksstalt struny ~ Struna ma ksztalt toku” paraboli (rysu-
w chwili ¢=0. nek 115). Pozostale warunki (24.2) 1 (24.3)

pozostawiamy bez zmiany.
Teraz réwnanie operatorowe ma postaé

Y~

(24.8) © 2"(2)—a?s?x(A) =—0a’usi(ly—12).
- Szukamy najpierw ‘roz‘wiqzan‘ia wielomiennego
Zo(2) =@y +a, A+ a2,
Podstawiajge to wyrazenie do réWna_lﬁa (24.8) i ‘\pkoréwnujqc wsp6t-

czynniki przy réwnych potegach 2, znajdujemy

S 2 A 1
' m,,(l):y(—- W%&——fl—;ﬁ).

- iom

§24 Szezegélne polozenia poczgtkowe 169

Fuankeja x4(A) spelmia co prawda rdéwnanie (24.8), lecz nie
spelnia warankéw (24.3). Ale kazda funkeja postaci
B(A) = 0,678 - 0,64 - 14( 1)
jest rowniez rozwigzaniem roéwnania (2478); dobieramy operatory
¢, i ¢, W ten sposob, zeby .

2u
““ 0

- == ?
a?gs

- ‘ 2u
B{dg) = oy 6% | cze“‘»“——azSB =0.
Mamy wtedy

_ 2p(l—e)

_ Qs — g—2aks)
R

T TS (e

tad .
3 5% o2u (—1+ G20k | e—aks _ g—o(dy+A)s + e—%A—A)8 __ g— “(22‘"—2)")13
BA)=—3+—— 1— ¢ 2aks

[24

+ uMAg— W)L -

Rozwiazanie to jest podobne do znalezionego w paragrafie 23
dla struny w. polu grawitacyjnym. Tam jednakze stlfuna drgala
miedzy osig 4 a parabolg 2= —a%gA(i,—21), W obecnym zas przypadku
drga miedzy parabolami s= ui(1,—21) i mswul(lﬂ—fl).

§ 25. ngania struny przy dowolnie zadanym pploien‘iu
poczatkowym

Niech ¢(4) bedzie dowcﬂnad funkejg liczbows ciagly dla wszyst-
kich 4 rzeczywistych, taka ze

(25.1) —p(— ) =0(2) = p(A+24);
@(4) jest wiec funkeja niepa,rzyst@ i periodyczng o periodzie 24,.

/\\_/lav\;~ 91./\21\_4
_1. 2 3

_Rys. 116.

Z whasnogei tych wynika, ze p(kiy)=0 dla kazdego k calkowitego.

-
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Fatwo sprawdzié, ze funkcja operatorowa (4) ={¢(z+i)}
(a==0) ma pochodng ciggly x1(4) i ze
21(4) = asey (1) —ap();
istotnie, mozna napisaé

win=i{ f oo+ e ] o))

al
skad
adHt

m,u) {: - f q(—;-:-) d'c} - a&{(p(l +£)—'—<p’(z)} — a5y () —agp(A).

Podobnie funke]a operatorowa @,(1)= { (A——)} (a=£=0) ma
pochodny ciagly

73(4) = —asmy(A) + ap(4).
Stad wynika, ze funkecja
0(2) =§[2y(2) +x(2)]
ma pochodny ciggly
- @A) =}as[e,(A)—2y(4)]
1 ponadte jeszeze drugg po’éhodﬁa ’ci‘aeglay
#"'(2) = pa?s%[2y(2) +2y(2)]—a2sp(4).

Udowodnili§my tym samym, ze funkeja

25.2) o) = (ol0}= 3 {o(1 +:5) + o (1~ 1)} -
spelnia réwnanie réimiczkowe operatorowe

(25.3) () =asPa(h)—atsg(3);

jest to réwnanie struny przy warunkach poczatkowych

i

5(1,0)=p(), @(2,0)=0 0<A<h).

§25 Dowolne polozenia poczatkowe 171

Y

Wobec (25.1) widaé, ze
san=3ffdro(-4] o %
saar=3fpor ) ]2 o2 o

czyli w postaci operatorowej

{2b.4) 2(0)=0 1 a(i)=

Zatem funkcja (25.2) przedstawia ruch struny o koneach nierucho-
mych i dowolnie .zadanym polozeniu poczatkowym; przy tym
czastki struny nie maja w chwili {=0 zadnej predkosei.

Rozwigzanie (25.2) znat juz d’Alembert. Korzy$é z ujecia
operatorowego polega na tym, ze w réwnaniu (25.3) mozemy za ¢(4)
przy]aé dowolng funkeje ciggla (spelniajaca warunek (25.1)), a- wiee
niekoniecznie rézniczkowalna. Natomiast o ile wychodzimy z réw-
nania ezaestkowego :

' (A t) = a2z (4, 1),
to funkeje (25 2) mozna uwazaé za rozwigzanie tylko ‘wtedy, gdy
funkeja ¢(4) jest dwa razy rézniczkowalna, co nie wystarcza w za-
stosowaniach (zob. §18). ,

Ponadto rachunek operatoréw zapewnia jednoznacznosé roz-
wiazania. Istotnie, gdyby opréez x(4) istnialo jeszcze drugie roz-
wigzanie x,(4) réwnania (25.3), spelmiajace warunek (25.4), to 162~
nica 4(A) =x(A)—y(4) spelnialaby réwnanie jednorodne

y"'(1) = a?s%y(4)
i w konsekwencji mielibysmy
: y(A) =e 6~ + cse"‘"‘."
Ale ’ ; '
01+02="J(O) =m(0) ——.’1:‘1(0) =0—0=0,
oy gy 670 = (1) = (o) — () = 0—0=0;

stad ¢, =¢,=0 i w konsekwencji y(4) =0, czyli #(4)—a,(1)=0. Roz-
wigzanie (25.2) jest wiec jedyne.

Wizér (25.2) nadaje sie §wietnie do graficznego badania ruchu
struny. Przypufémy na przyklad, ze w chwili )
t=0 struna zostaje szarpnieta w jednej czwar- e
tej swej diugosei. Polozeniu poczatkowemu od-- 0 1,
powiada wtedy wykres podany na rysunku 117.  Rys. 117.
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Wykres przedstawia funkeje p(A) w przedziale 0 <A< A,
Funkcje te przediuzamy do —oco i do oo zgodnie.z wzorami
(25.1) (rysunek 118).

/\ :
_NO 1N_/2 IR

\ Y

L4

Rys. 118.

Aby teraz znalezé ksztalt struny w chwili ¢, wystarczy wy-
. 4
kres funkeji przedtuzonej przesungé o dlugosé v lewo oraz o te

samg dilugodé w i}rawo i graficznie znaleié drednig arytmetyeczng

Rys. 119.

dla obu przesunigtych wykreséw (rysunek 119).
Metoda ta jest ogélna. : L
Na rysunku 120 podajemy ksztalt strany,

~~ ——___ znaleziony tym sposobem, w przeciagu polowy
okresu drgania. :

Cwiczenia. 1. Stosujac wzér (25.2) znalesé
rozwiszanie w przypadku '

N a0 = uAl—A)
—~—— i po:éwnaé jo

z rozwigzaniem znalezionym w paragra-

) fie 24. : )
v’A 2. Stosujac metode graficzna, przestudiowaé ruch
. 4 struny , v L
— (&) przy polozeniu poczatkowym podanym na ry-
: sunku 115; . . :
—_— (B) przy polozeniu poczajukowjm podanym na ry- '
: ; sunku“ 121. :
S e . o] i
" Rys. 120. ; " Rys. 121

§ 26 . Drgania przy zadanej predkofei poczatkowe] 173

§ 26. Drgania struny przy zadanej predkoSci poczatkowe]

Wyznaczymy teraz ruch struny, gdy zadane 55 waranki

©(2,0)=0, @(4,0)=yp(d)  (0<A<A),
#(0,8) =0,  a(A,t)=0 (0 <<t <o0)

przy zalozeniu, ze nie dzialaja na nig zadne sity Zewn(gtrzhe.
Wtedy réwnanie operatorowe ma postaé

(26.1) . 2''(2) = a?s2x(1)—adyp(A),
a warunki - .
(26.2) 2(0)=0,  a{iy)=0.

Zauwazmy, ze jezeli #(1) spelnia réwnanie (26.1) z warunkami
(26.2), to funkecja
, y(2) =sa(d)
gpelnia réwnanie .
y"'(A) = a?s?y(A)—a’sy(4)

z tymi samymi warunkami (26.2). Jest wiee

a stad

§ 27. Inne interpretacje
Réwnanie czgstkowe ‘
(27.1) 222(A,t) = a2y (A,1)

wystepuje nie tylko w teorii struny drgajacej, ale takze w wielu
innyeh zagadnieniach fizycanych. Przypu$émy na przyklad, ze
wzdtuz osi A umieszezony jest pret o wspélezynniku skrecalnofei B
i masie 8 przypadajacej na jednostke dlugosei. Jezeli przez x(4,1)
oznaczymy kat skrecenia preta o wspétrzednej A w chwili ¢, to

dojdziemy znowu do réwnania (27.1), gdzie a2=-5. Réwnanie

moina tes uwazaé za réwnanie drgan podiuznych preta sprezy-
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stego. Zauwazmy wreszcie, ze roéwnanie (27.1) jest przypadkiem
szezegblnym réwnania telegrafistow :

#"'(A)=(Ls+R) (Cs+ &) 2(2),

ktére oméwimy obszerniej w rozdziale 8. -

W. poprzedniej dyskusji ograniczyliSmy si¢ do jednej tylko
interpretacji fizycznej, mianowicie do przypadku struny drga-
jacej. Zakres zastosowan jest oczywifcie- szerszy, gdyz rachunki
zawsze beds takie same, niezaleznie od fizycznej ich interpretacii.

§ 28. Ogﬁlne uwagi o zagadnieniu brzegowym

Zagadnieniem ogélniejszym od omawianych poprzednio jest
nastepujace: . .

Dla danego réwnania czastkowego
(28.1) ' Baa(2 1) = a2zu(A, 1)
nalezy znalezé rozwiazanie w(4,t), ktére by spemialo warunki

(28.2)
(28.3)

B(40) =g(2),  z(2,0) =p(A)
#(0,8) =vy(t),  3(Ay,t) =1y(2)

(0<<A<<Ay),
(0. <t << o0).

Warunki (28.2) bywaja nazywane warunkami Cauchy’ego, a
(28.3) warunkams brzegowyms. Warunki (28.2) i (28.3) razem wziete
nazywajg sie warunkami mieszamymi, a cale zagadnienie, polega-
jace na znalezieniu rozwigzania #(4,1) réwnania (28.1) przy warun-
kach (28.2) i (28.3), zagadnieniem mieszanym.

Odpowiednikiem operatorowym jest réwnanie

(28.4) &(2) = a?s2an( ) —Psg(1)— ap(d)
z warunkami L .
(28.5) 2(0)=v;, @(iy)=w,.

Warunki Cauchy’ego weszly tu juz do samego réwnania; po-
zostaly tylko warunki brzegowe (28.5). Omawianemu zagadnieniu
mieszanemu dla réwnania czgstkowego (28.1) odpowiada zagadnie-
nie brzegowe dla réwnania operatorowego (28.4). To ostatnie za-
gadnienie j:es}_;_ jednak ogélniejsze,  dopuszeza bowiem rozwigzania,
zitéll)'e ?ie ;na,jag sensu w odniesieniu do réwnania czastkowego (28.1)
zob. § 18).

icm

§28 Ogélne uwagi o zagadnienin brzegowym 175
Mozna wyréznié cztery przypadki szezegdlne:
I 9=0, =0 1 v;=0;
II. ¢=0, =0 1 v,=0;
IIT.. =0, 5,=0 i 2,=0;
IV. =0, 9,=0 1 0,=0.
Oznaczmy odpowiednio przez - ;
(28.6) wy(A), @A), wa(d) 1 my(4)

rozwigzania réwnania (28.4) z ‘warunkami odpowiadajaeymi tym
szezegblnym przypadkom; bedzie wiee

@y (A) = o2s?my(2),  #,(0)=0,  @y(A) =y;
zy(A) = a?s?@y(2),  B(0) =0y, - #1(%) =0;
2§(1) = astmy( A — (D), 5(0) =aa(Ag) =0;
7 (3) = a2s2wy(A) —aPsp(d),  24(0) =4(4)=0.

Dodajac do siebie wszystkie cztery réwnosei rézniczkowe i ozna-

czajac

B(A) = (A) + B5(4) 1+ @5(2) + 24(4) 4
otrzymamy réwnofé’ (28.4). Funkeja @() bedzie ponadto spemniaé
warunki (28.5). , ' o )

" Funkeje (27.6) mozna nazwaé ro2wigeamamsi podsfawowymv,
danego zagadnienia brzegowego.-'W paragrafach 18, 25 i 26 zna}x.:
lezlismy rozwigzania podstawowe @5(4), ma_(i..) i m4(l)6 Funkeje 2y(4)
mozna otrzymaé z wzoru (20.5), podstawiajac vy=0. )

Kazde rozwigzanie zagadnienia brzegowego (28.4.) i (28.5) jest
sumg rozwigzan podstawowych. o e
Gdy @(4) i v(4) sa funkcjami ciaglymi, a 01 10 ﬁfnkc‘]aml
klasy XK,-to wszystkie podstawowe rozwigzania sg funkejami pa-

rametrycznymi. Stad wynika, ze woéwezas @(1) jest réwniez funkeja
arametryezng. o )
P Rozbicie zagadnienia brzegowego 1 cztery przypadki

szezeg6lne moze przedstawiaé pewne korzysei ra.qhupkowe, -gdyi,a
pozwala stosowaé metody indywidualne do znalezienia rozwigzan
podstawowych. ' L

Droga ta oczywiScie nadaje sig ro‘mzlez !
nego zagadnienia mieszanego dla. réwnania czastkowego

do rozwigzania ogol-
(28.1).
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: Réwnanie ciepla

§ 29. Funkcja wykladnicza paraboliczna

Funkcja wykladnicza parabolicena e ¥s bedzie grata podobny
role w réwnaniu ciepla, ktérym zajmiemy sie w tym rozdziale, jaks
funkeja wykladnicza hiperboliczna gra w teorii réwnania struny
drgajace].

Dla wprowadzenia jej bierzemy najpierw funkeje parametryczng

" ) 12
F(A)={F A _A
==z em(—g)  (©0<icen)
Mamy réwnosé
IS
_J4 —1/2 -3 22
llsz(l)-—— {2—0‘/‘@——1) ‘21: /2exp(_:£;) d‘[}
2
i po podstawieniu - _—_E_{_gz
5 2 2 ~ 1 2\
201) RP(l)= {_ ( ).f——v’d e ( )
iot\Twm) T W T E

Mamy dalej

t -
(29.2) zsnF(z)={ of V_lnf eXp(—i—i) dr}.

Poniewaz pochodna czaestkowa

i o B

fzvm—se p( l)d

§29 Punkeja wykladnicza paraboliczna 177

jest ciggla dla 0 <A< o0, 0 <t<oo, mozemy napisad PRF(1)=—I1F(1)
i w konsekwengcji
(29.3) F()=—sF(1)

Fankecja operatorowa F(A) daje sie przedluzyé na wszystkie
warbodei rzeczywiste 2, tak zeby réwnanie (29.3) bylo nadal spel-
nione (zob. § 17). Wtedy bedzie wobec wzoru (29.2)

t .
F(0) =33/2{fy_f‘l:1._) = 2112 =1.

T

Stgd wynika, Ze przedluzona, funkeja F(A) jest funkeja wy-
kladniczg

B =
Dla dodatnich wartodei 4 fuhkcja ta redukuje si¢ do funkeji para-
metryczne] .
2\ -
20 4 -—zl" = —_——
(29.4) Vi e p( 4t)}

Funkeje % bedziemy nazywali funkcja wyktadnicze para-
boliceng ze wzgledu na jej zwigzek z réwnaniem' ciepla, ktore we-
dtug ogélnej klasyfikacji réwnan czastkowych zalicza si¢ do typu
parabolicznego.

Warto tez zanotowaé wzdr

jo =l o ()

ktéry wynika od razu z (29.1).
Funkeja wykladnicza paraboliczna jest §cidle zwigzana z funkejq
bledu (str. 106). Istotnie przy A>0 jest

_e—zr {j9y_exp( )d}

A
podstawiajac w ostatme] calce 0—5—, znajdujemy
T

(29.5) -

(29.6) | 1 —‘rm{cerf——}
' 12
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gdzie

L]

cerft~~—fe—°‘ do=1—erft.

Ve

Funkeja cerf jest ciggla i maleje w przedziale 0<{t<<co od
1 do O (zoh. § 54, czesé I).

Wobec. cerf0=1 widad,
cerftA ) ‘ ze wzlr .(29.6) jest prawdziwy
1 ) .nie tylko dla 1>0, ale takze

» dla A=0 (w przeciwieristwie do
wzoru (29.5), ktéry przy A=0

daje z lewej strony %, Z pra-

wej za§ 0),

Symbol cerf ma oznaczaé
uzupelnienie - (‘complementum,)
do funkeji erf (podobnie ]ak
na przykiad ctg oznacza, uzupelienie do funkeji tg).

¥

0 1
Rys. 122.

o

§ 30. Niektére analityczne wlasnos'(‘:ib funkeji
wykladniczej parabolicznej

Przy kazdym ustalonym 1>0 operator e—ly_ przedstawia
pewng funkeje zmlenne_] i, okreglong wzorem

A ox (__ A\
sfme T i)
Zbadamy przebieg tej funkeji.

. Jest to w kazdym razie funkeja dodatnia dla 0< t<oo. Widaé
ez, Ze -

(30.1)

P4, 1) =

Jim F(/l,t) =0 i limF(4=

{>o0

stad wynika, ze ma,ksmum F(2,%) jest osiagniete Wewﬁatrz prze-

dziatu 0<#<oo. Aby to mak.sumum znalezé, przyré j
wnujemy po-
chodng wzgledem ¢ ' B P

(30.2) Lt) =(12—6t) ——=.¢ 2
52 t) (A 6t) VTV xp( 4t)
]

DS

icm
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2
do zera. Stad widad, ze maksimum jest osiggnigte w punkeie t=%

i nosi
vy A

3|/

(30.3)
Ze wzoru (30.2) widadé tez, Ze

lim aali’(l t)=0;
>0+

oznacza to, ze styezna do krzywej
staje sie pozioma, gdy punkt i
zbliza sig do zera.
Na rysunku 123 podajemy wykres funkeji (30.1) przy i=1.
Uwaga. Jezeli przyjmiemy F(4,0)=0, to F bedzie funkcja
klasy C (przy kazdym ustalonym A>0). Funkeja ta ma pochodng
réwng zeru w punkeie t=0. Mozna udowodnié, ze wszystkie jej

Rys. 123.

‘pochodne s réwne zeru w punkeie i=0.

§ 31. Temperatura preta przewodzacego cieplo

Wyobrazmy sobie, ze przez pret diugosei 1, przechodzi of
zmiennej A, tak ze poez@tek preta ma wspéhrzedns A==0, koniec zag
A=A, Przypuiémy, ze K oznacza prze- -
wodnictwo ciepla, ¢ cieplo whdciwe, & zad
gestodé preta. Przypusémy dalej, ze éciana
o\ : —4 boczna “preta jest doskonale izolowana,

Rys. 124. tak ze cieplo moze dopltywaé i odplywaé

_jedynie koncami preta. Jezeli przez @(4,1)

oznaczymy temperaturg warstwy preta o WSI)Oh’ZQdIlG] A w chwili ¢,
to bedzie spelione réwnanie czastkowe -

(31.1) 224 (4, 1) = aPwe(4,1), 4
gdzie a=J/c3[K.

Przypudémy, ze W chw111 1=0 tempera.tura w calym precie
wynosi 0 .
(31.2)
i ze znamy przebieg temperatury na obyd.wu koncach preta, miano-

wicie
(31.3)

LA

A £

#(2,0)=0 (0<2A< 4g)

(0 << o0).
“12%

.’IJ(O,t) =’l)(t), w(lmt) =0
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_ Zadanie polega na wyznaczeniu rozkiadu temperatury w do-
wolnej chwili #>0. Matématycznie chodzi wige o rozwigzanie réw-
nania réiniczkowego (31.1) przy zadanych warunkach (31.2) i (31.3).

Wobec zalozenia (31.2) réwnanie (31.1) mozna zapisaé w sym-
bolice operatorowej w nastepujacy sposob:

(31.4) 2'"(A) = a?sx(A);
warankom za§ (31.3) odpowiadaja warunki
(31.5) 2(0)=v,  #(Ag)=0.

Szukamy najpierw fankeyj wykladniczych e*®, spelniajacych
réwnanie (31.4), to znaczy takich, ze

(#®)" = aqPse?m,
Po wykonaniu rézniczkowania mamy

' WA = g?5 €%,
skad
w? = a?s
i w=—als lub %=als. Istniejs wiec dwie (i tylko dwie) funkeje
wykladnicze
P CHENS Y O
spelniajace rownanie (31.4).

Kazda funkeja operatorowa ksztattu
(31.6) o #(A) = ¢ e—4V3 -, e22ls .

spelnia réwniez réwnanie (31.4), jakkolwiek ustalimy operatory e, i ¢,.
Dobierzemy te operatory w ten sposéb, zeby
(L.7) o(0) =0, ¢, =0,

B(Ag) = e, 6~ls {0, eehals = 0,
Rozwigzujae uklad réwnan, znajdujemy

o » i . _—-6;2“"";”0),
_ 11— g2adfs 21— grehls
Stad szukane rozwigzanie réwnania (31.4)

. (e—92Fs — g—ai2 —l.)}’.') P
o 1—¢—204fs

(31.8) " (2)

@ .
lm § 3 ‘ Temperatura preta przewodzacego cieplo 181

fatwo udowodnié, ze kazda funkecja operatorowa y(A) spel-
niajgea réwnanie (31.4) jest ksztattu (31.6). Istotnie, funkecja ta
spelnia w punkecie A=0 jakie§ warunki
yO) =k 1 Y (0)=k,
Ale we wzorze (31.6) mozna zawsze tak dobraé wspotezynniki ¢ i ¢,,
zeby ’
#(0) =cy+ =k, " ’
2'(0) =—cyals + cyals =1,
gdyz wyznacznik. . .
1 1 l
= 2af's
s
jest rézny od zera. Przy tak dobranych wartosciach ¢ i ¢, mamy
y(Iy=2(1) dla wszystkich 1 (zob. §16 i 17).
Skoro kazde rozwigzanie réwnania (31.4) jest ksztattu (31.6),

' to jedynym rozwiazaniem, spelniajacym warunki (31.5) jest funkeja

(31.8) gdyz wspélezynniki ¢ i ¢, zostaty wyznaczone jednoznacznie
z réwnan (31.7). i _

Rozwigzanie (31.8) mozna latwo przystosowaé do rachunkéw
liczbowych przez rozwinigcie go w szereg nieskoriezony. Aby to
poprawnie przeprowadzié, przypomnimy najpierw pewne wiado-
mosei z klasycznej teorii szereg6w.

§ 32. O zbieZnoSci szeregéw liczbowych
7 analizy wiadomo, ze kasdy ciag liczbowy nie malejacy
Ay, Ay, ..,
ktdrego wszystkie wyrazy sq wspdlmfe 0graniczone
A, <M (n=1,2,...),
jest zbiednyt). ’
Stad wynika, ze szereg liczbowy
oy +as+...

o wyrazach mleu;iemhyeh jest zbiezmy, skoro tylko jego sumy crqstkowe

sq wspdlnie ograniczone
ayF oo <M.

1) Kuratowski [22], str. 29, twierdzenie 3; Leja [23], str. 22, 1°
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Korzystajac z ostatniego - twierdzenia, udowodnimy, Ze szereg

(32.1) + 5+ .

jest zbiezny.
Istotnie, z rysunku 125 widaé, ze pole zakreskowane lezy

pod krzywy 'y———?ﬂ;, skad wynika, Ze

8
. [ Az
y FrE<)w
1—=-= V=g - JEn L
: e Ogoélnié mamy
i n
Vel ! 1 1 do 1
Ygk-—=-- z —+---+'—r<f—=1——-
0} : /:;‘// I IA 22 k _%A 1_ 22 n
Rys. 125. i wobec tego

1
& L 2 5 <2—-<2.

Zatem sumy czastkowe szeregu (32.1) sg Wspélm'e ograniczone przez
liczbe M=2. Poniewaz wyrazy tego szeregu sa dodatnie, wiec szereg
jest zbiezmy.

Rozumowanie to nie daje jednak dokladnej wartodci sumy

szeregu; w paragrafie 40 ndowodnimy, Ze guma ta wynosi %2
Natomiast. szereg harmoniczny

TH5+.

nie jest zbiezny i wobec tego nie przedstama zadnej liezby (skon-
czonej).

Istotnie, z rysunku 126 widaé, ze pole za,kreskowane jest
wigksze od pola zawartego le-

Y
dzy krzyws y=5 aosig @, t0  1if-——
ZNACZY 76 - Yobe - ——

/m
2 .

Rys. 126.

Y8 g

icm
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Ogélnie mamy
i nHl

-—l— = >f——-=ln(*n+1),

to znaczy, ze sumy czgstkowe rozwazanego szeregu s3 wieksze od
In(n+1). Poniewaz In(n+1) dazy do nieskoticzonosci przy n—»co,
wige sumy czastkowe tym bardziej daza do nieskoniczonosei i szereg
jest zbiezny.

- Cwiczenia. 1. Udowodnié, Ze szereg o + + jest zbieiny.
2. Udowodnié ogélniej, ze jezeli p>1, to szereg 7 +’21—,,+.;. jest zbiesny.

3. Udowodni6, % jeseli p<L, to szereg -5 -+ o5 +... jest Tozbieiny.

§ 83. Kryterium majoranty

Udowodnimy nastgpujgce twierdzenie:

Niech
(33.1) aytas+...
%
(33.2) Yo+ Yot
pgdq szeregami liczbowymi o wyrazach rzeczywistych. Jedeli
(33.3) la| <y, (r=1,2,...; B>0)

4 jeseli swereg (33.2) jest #biedny, to szereg (33.1) jest rownies zbieiny.
‘Szereg (33.2) speliajacy nieréwnosei (33.3) nazywamy majo-

rantq szeregu (33.1). Twierdzenie powyzsze mozna wypowiedzied

stowami: Jeseli pewien szereg ma majorante zbiedng, to sam jest zbieény.
Dowéd. Niech

(83.4) af+ o+ ...

bedzie szeregiem, ktéry powstaje z szeregu (33.1) przez zastgpienie
liczba 0 wszystkich wyrazéw ujemnych; podobnie, niech
(33.58) of +az+ ..

bedzie szeregiem, ktoéry powsta,je z szeregu (33.1) przez zastapienie
liczbg 0 wszystkich wyrazéw dodatmch i zmiane znaku w wyra,-
zach. pozostatych.
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Wtedy jest
(33.6) (a1 +... +an)—(of + ... o) =y + ... F g,

(33.7) (ai+ ...+ an)+(af +...+ o) =[]+ o | ta] Syr 4o+ y, < W,
gdzie M=p(y,+ys+...). Z (83.7) wynika, ze
’ a e Fon <M i o +ata<M;
poniewaz wyrazy szeregow (33.4) i (33.5) 3 nieujemne, wigc szeregi
te 8§ zbiezne.
Wobec (33.6) wynika dalej, ze ciag sum czastkowych ay+-...+ ay

jest zbieiny, czyli, ze szereg (33.1) jest zbiezny.
Udowodnione twierdzenie ma liczne zastosowa,ma, Wymka,

z niego na przyklad, ze szeregi

n_1.1 1,1
Z( = E T

2 1 4 4 4
> 2 + Yy _JL yory +...

—_l1)2 2 2 2

o (’n -5-) 1 3 5}

-83 zbiezne; jest to oczymste dla pierwszego szeregu, dla drugiego
za§ wynika ze wzoréw

o

1 1 - 1 1 .( '

n=

Cwiczenie. Udowodni¢ zbieznodé szeregéw

1 1 1
@ F—gtg— (®) %+ +3 e

t
§ 34. O jednostajnej zbieZnoSci szeregéw funkeyjnych

Niech fy,fs,... beda funkejami ograniczonymi w pewnym prze-
dziale I. Méwimy, ze szereg funkeyjny :

(34.1) 8+ falt) +

jest w przedzlale I jednostajnie . obzezny do f(t), jezeli w tym prze-
dziale eweg sum ezgstkowych

: fa(t)= fy(t) +...+fa(t)
]est ]ednostajme zbiezny do f(t)

icm
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Jednostajna zbieznodé ciggu s,(t) do f(f) oznacza istnienis
ciggu liczbowego &,e,,... zbieznego do zera, takiego ze

sa(t)— f(1)] <en (n=1,2,..)
dla wszystkich ¢ z przedzialu 1.
Wobec tego mamy dla #>>2 nier6wnosé
Un(t)[: n (1) —Sn—l |—“:3n(t)_ )] [$a—a (B)—F(1)]| <<
Klen(8)—F(t) | 4182t (1) —F()| < n+ 1 =7,.

Stad wynika twierdzenie:
Jezeli Szereg (34.1) jest jednostajnie sbieiny w przedziale I, to
itsnieje ciqg licebowy y, #bieiny do zera, taki Ze

(34-2) Ifn(t)|\<\7' (n=“1,2,.,.)

dla wszystkich t 2 przedziatu I.
Z nieréwnosei (34.2) nie mozna ]edna,k wnosié o -zbieznogei

szeregu (34.1). Istotnle gdy na przyklad ]est fa(t) =% W prze-

dziale I, to warunek (34.2) jest spelmony, a szereg +-+3+... jest
rozblezny ,
Prawdziwe jest natomiast nastepujace tmerdzeme
Jeseli w preedziale I jest spetniony warunek (34.2) i jezeli szereq

liczbowy
Y1t Yetee

- jest zbiesny, to szereg fumkeyjng J (84.1) jest w preedziale I jednostajnic

zbiesny. »

Mniej dokiadnie mozna powiedzieé: Jeseli szereg funkeyjny
ma majorante liczbowa 2biesna, to jest jednostajnic 2bieény.

Dowéd. Jezeli ¢ ustalimy dowolnie w przedziale I, to sze-
reg (34.1) mozemy traktowaé jako liczbowy. Jest on zbiezny na
podstawie twierdzenia "z poprzedniego paragrafu. Poniewaz ¢ mo-
zemy ustalié dowolnie, sszereg (34.1) jest’ zbiezny w calym prze-
dziale do pewnej funkeji f(2). Zbieznoéé jednostajna wynika z nie-
réwnosel

[7(8) —Fn(8) | =Fat1(8) + Fuba () oo | < fapr ()] +fate ()] 4. <

LVnrt+ Ynt2 + .-

=E€n,
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gdyz ciag liczbowy &, jest zbiezny do zera. (Zbiezno$é ciggu &, do
zera wynika z réwnosei eg=I'—1I7y, gdzie I" jest sumg, I, za§ sumg
czastkows szeregu py -+ v+ ...) ‘

Przyklad. Jezeli
0 dla £=0,
fo(t) =1 21 p2 A2
—expl——] dla 0<i<oo
Vrss ( ) , o

t
to szereg fi(f) +fy(t)+... jest jednostajnie zbiezny w przedziale

0<i<oo, glyz ma W tym przedziale zbieing majorante liczbows -

Y1+ Yet-.., gdzie (zob. §30)

1. 316
Yo =5 T wi) we

Cwiczenie. Udowodnié, ze szeregi

o oo o
in nf nf —
@ ZTE 0 JBE, o) 3 g el
n=1 n=1 ne=1 0 .

88 jednosﬁa,jnie zhieine w kaidym przedziale.

(%> 0),

§ 35. Rozwiniecie rozwiagzania w szereg nieskonrezon

Mozemy napisaé -
1 - ‘ > j) 2,252
—_— 1 6—2»%[’521_}_{ vady (_via o)}_
P 27l
szereg jest zbieiny, gdyz ze wzoru (30.3) Inamy

. yal 202 ) 1 3 6
0<—2¢ (— N<—. =/ 2
'/‘n:ta P t Z)< vz_ 4a"'2§l’ me3?

€0 dowodzi jednostajnej zbieznogei szeregu w klamrze { }1).
Wobec tego rozwigzanie (31.8) mozna przedstawié w postaei

o(l)=v ( D eistals _ S‘ e—@vie—2) !’2)
=0 o pie=]

*) Zbieinoéé rozwazanego szeregu wynika tez ;
: 7 ogblnego twierdzeni .
zegach potegowych, kidro podamy w paragrafio 50, o o © 828

icm
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lub

o t o
(4, t)=2f.v(t—z)2%%s—pexp(_a_2@”i_o:‘ﬂz)dt_

-} 3 . . X
S T

v=10 2 '/1‘:——“7‘“5 47

=00

Oznaczmy w szczegblnosei przez @(A). rozwigzanie rdéwnania

w przypadku, gdy ’U-—'——%. Mozna wtedy napisaé

G(2)

I
o]

(3 eoeinfi— 3 gueonk)

=0 ) p=1

lub .

(381)  @at= 3 cert DA 50y 2@rA 1)
v={

QVt- v=1 2VZ ’ B}

- Funkeja G(A,f) przedstawia rozklad temperatury w  precie,
ktéry w chwili poczatkowe] miat temperature 0 i ktérego poczatek
A=0 utrzymujemy stale w temperaturze 1, koniec za§ 1=24, w tem-

~peraturze 0. ;

Przy pomocy funkeji ¢ mozemy tez zapisaé rozwigzanie w przy-
padku ogélnym, gdy temperatura preta jest okreflona przez wa-
runki (31.3). Istotnie, wobec wzoru (31.8) mozemy napisaé

' t
w(l,t)=% [ v(t—7)6(3,7) dx.
0

§ 36. NieréwnoSei i modul

Na ogét nie da sig powiedzieé o dwoch operatorach, ktéry

z nich jest wiekszy a ktéry mniejszy, podobnie jak nie da sig to

zawsze powiedzieé o liczbach zespolonych. W szezegblnym przy-

padku, gdy aib sa funkejami klasy &K o wartosciach rzeczywistych,
to przez symbol

a<<b
bedziemy rozumieli, ze
[a(t) < b(?)

dla wszystkich wartodei $>>0, w ktérych obie funkecje sa ciagle.
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Jest wiec na przyklad

l/6 1
<3 me® As

co wynika z rachunku przeprowadzonego w paragrafie 30.
Podobnie mamy

(36.1) (A>0),

) 1
$£+1 IS ry
gdys cost<1; natomiast miedzy s/(s*41).a 1/2s nie da si¢ usta-
lié 7aden znak nieréwnosei, gdyz w pewnych punktach sin ¢ jest
wiekszy, & W innyeh mniejszy od 4.

Przez modul [a] funkeji a klasy K bedziemy royumleh po

prostu
lal=1{a(t)}|={!a(t)l};

modut |a]| jest wiee znowu funkejg klasy K. Jezeli aib sa funkejami
klasy &, to
< [“l : !bly

la(®)] + 8],

la—+b] Ia,--bl

la(t) +b(t)| <
N ; t -
lfa.(t——r)b('r) &t < [la(t—7)| - o(z)] dr.

Uwaga. Réwnodé |a-b]=|a|-|b| na ogél nie jest prawdziwa.
Gdyby bowiem tak bylo, to dla a=I mieliby$my

t
| [bz) dt] :f[b(r)[dr,
0 0

c¢o weale nie musi zachodzié.
Przypuéémy, ie a, (n=1,2,...) i a s3 funkejami klasy C.
Jeseli istnieje funkeja geC i ciag licebowy e, 2biesny do zera, takie ze
(38.2) ’ |an—a|< eng

<la|+ 0],
gdyz

(n=1,2,..),

o ciag an jest zbiesny do a jednostajnie w kasdym przedziale skoticzonym 01y,
& wies jest lakse 2biesny w sensie operatorowym.
Istotnie, z ciaglofei g wynika, ze dla kazdego przedzialu skofczonego
0K, istnieje liczha M, spelniajaca nieréwnosé
g <M dla 0<CI<CYy;

[Ba(t)—a(t) [< &M dla 0ty

stad

€0 0znacza jednosta,jna zhiezno§é w przedziale 0<Ct<{t,.

icm
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Mozna udowodmc takze. twierdzenie odwrotne, ze jeseli mqg ax funkceyj
Klasy C jest zbiesmy do a jednostajnie w kasdym preedziale 0<I<t,, to istnieje

taka funkeja g e C i ciag liccbowy ey #bieiny do zera, ze zachodeg nierdwnoées (33.2).
W ten sposéb definicja jednostajnej zbieznoei w kazdym przedziale skoficzonym
daje sie zastapié przez réwnowaszna definicje, w kt6rej nie ma juz mowy o zad-
nych przedziatach.

Cwiczenie. Udowodni¢ nieréwnosei
1 _ >
L ﬂV§<_1_.V—: (> 0).

1 1
(o) Ta < pry

(a>0); - (B)

§ 37. Nieskoriczenie dlugi pret

Wzoér (31.8) mozna napisaé w postaci

(37.1) 2(2) =ve—ils 1 p(2),
gdzie
“ob(A) =w (200' et AVs Z‘ 3—a(zuxu—;.)y§)_

v=1 p=1

Ale wobec (36.1) jest
6 1w/ 1 1
A <
[B(A) | < v] - 3|/ e g ((2y10+z)2+(2v10—1>2)
|/6 2 1 E v
<[,Ul,3 .._5._.2 . 2=—2-.l__.l,

m® s &S (=17 A s
5 ¢_ 1
gdZIGAK_—GI'E'ZI @r—1p

Stad widaé, ze gdy Ay—-oo, to b(1) maleje do zera.
Przyjmujae, ze pret jest bardzo diugi, mozemy we wzorze (37.1)
pomingé wyraz b(A) i napisaé rozwigzanie w postaci

(37.2) #(1) =ve—ls (420)

lub T _
a2 1< A< 00

(36.3) (A, 1) = t—m—m exp(——-—;r—) dr (0<t<oo)-

0
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Funkeja ta przedstawia rozklad ciepta w precie nieskoﬁczqnym
przy zalozeniu, 7e w chwili =0 pret miat temperature 0 i ze tem-
peratura w punkecie A=0 dana jest przez funkcje v. Pret nieskod-
czony jest oczywidcie idealizacja, podobnie jak nieskosiczona struna
(zob: §22). |

Jezeli temperatura w poczatkowym punkeie preta jest stala

w:ﬂ, to rozwigzanie (37.2) mozna napisaé¢ w postaci
8

m(l):fg—e—“‘ﬁ (0<A<oo)
lub
(37.4) #(At)=o eerf:;—% (0<A< oo, 0<t<oo).

Uwaga. Punkeja (37.4) jest nieokreSlona na prostej t=0; jezeli jednal
przyjmiemy o |
%(2,0) = lim 2(4,t) = 0, N
>0

to wezynimy ja ciagla w calej éwiartce plaszezyzny
0<i<oo, 0<Lt<oo

z wyjatkiem jedynego punktu 1=1=0 (gdy w=0). Wskutek tego nie istnieja
w tym punkeie pochodne czastkowe i réwnanie (31.1) nie moze w nim byé spet-
nione. Klopot ten odpada, gdy za podstawowe réwnanie ciepla przyjmiemy réw-

nanie operatorowe (31.4), gdyz przy wszelkich # rzeczywistych kazde jego roz-

 wigzanie ma pochodne, nawet dowolnie wysokiego rzedu.

Przy wyprowadzaniu wzora (37.3) istotng role gral drugi
z warankéw (31.3) to jest warunek. ‘

(37.5) @(Rgyt) =0 (0<t<oo);

dopiero po uwzglednieniu tego warunku przebhodzi]iémy do gra-

nicy przy A,—>oo.

Do tego samego wzoru (37.3) mozna dojsé, rozwigzujac réw-
_ nanie (31.1) od razu dla calej éwiartki 0<A<oo, 0<SE<oo'i zaste-
pujac warunek (37.5) przez warunek analogiczny

(37.6) ’ Lma(n=0 (0 <t<oo).

przy zaEIOZ%niu, Ze granica istnieje ‘jednostajnie.” Warunek (37.6)
nxozna Jeszeze ostabié, zakladajac tylko, ze'funkeja (2,t) jest w pe-
wien’ spos6b ograniczona.- e

@
cm .-
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- Scifle méwige, bedzie chodzito o znalezienie rozwigzania #(4,f)
réwnania (31.1) A ‘
Zaz(4,1) = axs(4,1),

ktére by spelniato warunki

(37.7) 2(1,0)=0 (0K A< 00),
x(0,1) =(t) (0<t<co),
(37.8) |w(4,8)| <m(2) (0<<A<oo, 0KE<00),

gdzie v i m sg danymi funkejami klagy C. Fankeja m nie bedzie
figurowala w samym rozwigzaniu, gdyZz znaczenie warunku (37.8)
polega tylko na pewnym ograniczenin funkeji #(4;t), ktére zapewnia
jednoznaczno$é rozwigzania. ’ . ‘
‘W ujecin operatorowym obecne zagadnienie polega na zna-
lezieniu funkeji parametrycznej (1), speiniajgcej réwnanie (31.4)

#""(2) = a2sm(A)

i waranki
(37.9) ‘ 2(0) =0,
(37.10) s <m . (0L A<o0).

Ogblne rozwigganie rozwazanego réwnania ma ksztalt
#(3) = 6,675 g e-2l5,

Udowodnimy, ze przy zalozeniu, ze ®(A) jest funkejs parame-
tryczng spehiajacy warunek (37.10), musi byé ¢,=0.
Istotnie, mozemy napisad :

(37.11) _ ey =x(2) —oils _ele—mzy;;

ale wobec '
' 6 1 |
o<t <3/

lim 6—a4/% =lim ¢~24Fs = 0,
A=>oo A-»o0

jest

‘skad przy zatozeniu (37.10) wynika, ze prawa strona wzort (37.11)
dazy do zera przy A—>oo. Musi wige byé ¢;=0. -
W ten sposéb rozwigzanie redukuje sie do postaci

() =clc-—“"r‘.
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7 warunku (37.9) wynika dalej, ze ¢, =7; skad mamy szukane
rozwigzanie ’
w(2) =ve—2ls,

czyli w zwyklej, nie operatorowej postaci rozwigzanie (37.3).

Znalezione rozwigzanie jest jedyne. .

Moina pokazaé, ze jezeli pominie sie zalozenie (87.8) wzglednie (37.10),
to istnieja jeszcze inne rozwiazania. Jest tu wiee inna sytuacja niz w przypadku
struny nieskoficzonej, gdzie warunek ograniczonoei rozwiszania mnie odgrywat
zadnej roli. W obecnym przypadku warunku ograniczono$ci nie mozna pomingé.

Mozna natomiast zastapié go przez nastepujacy slabszy warunek: dla
kazdej liczby #,> 0 istnieje taka liczba §,, ze

lim [¢ %% max |2(,1)|] = 0.
A-poo 0l

Wiedy utrzymuje sie jeszoze twierdzenie o jednoznacznosci. Dowdd znajdzie
czytelnik w pracy Tychonowa o réwnaniu ciepla ). ’

Dla bardzie] konkretnego zilustrowania. sposobu rozchodze-
nia si¢ ciepla wyobrazmy sobie dlugi pret ze srebra o temperatu-
rze poczagtkowej 0°C; pret ten ogrzewany jest stale z jednego
konea do temperatury 100° C.

Potrzebne nam sg nastepujace state fizyczne dla srebra:

cieplo wladciwe e¢= 0,055;
przewodnictwo K= 1,01;
gestosd 0=10,5.

_ , /0,055 - 10,5
o= L01 & 0,76.

Zmiany temperatury sa wie
okreslone wzorem '

Stad mamy

#(4,t) =100 cerf (0,38%) .

-+ Po uplywie jednej sekundy tem-
peratura  w odlegloei 10 em od
poczatku preta podniesie sie (teore-
tycznie) zaledwie o 0,00001° C, co oczywiscie nie da si¢ stwierdzié

0] 123456780910

Rys. 127. Rozchodzenie sig ciepla
W precie ze srebra

Y Tychonoff [47].

I

§ 87 Nieskofozenie dtugi pret - 193

"dodwiadczalnie. Dyspomijadc termometrem, ktéry reaguje na wa-

hania 0,1° C, mozemy po jednej sekundzie stwierdzié podwyzszenie
sig cieptoty najwyzszej w odleglosci 4,8 cm. Majae za termometr
czulszy, ktéry wykazuje zmiany 0,001° C, stwierdzimy podwyzszenie
temperatury .w odlegtodei 8,2 em. _

Na rysunku 126 podaliSmy w postaci wykresu rozklad tempe-
ratury w precie po uplywie jednej, pieciu i‘trzydsiestu sekund.

§ 38. Pret bez odplywu ciepla
Rozwigzemy teraz réwnanie -

@aa( A1) = oty 1,1) (0<AL Ay, 0<t<o0)

przy zatozeniach

2(2,0)=0 (0<A<Ag)y
2(0,8) = v(%) (0 <t <oo)
Ay 1) =0 St<eol

W interpretacji fizycznej pierwsza pochodna -z4(4y,t) oznacza
ilosé ciepta przeplywajaca przez punkt 3, Zalozenie, ze ta pochodna
jest réwna zeru, oznacza, ze koniec preta jest (podobnie jak jego
cala boezna $ciana) doskonale izolowany od otoczenia. Zalozenie
to wprowadzilisSmy w miejsce zalozenia z paragrafu 31, ze koniec
preta A=4, jest stale utrzymywa,ny w temperaturze 0.

Roéwnanie operatorowe ma w dalszym ciggu ksztatt

a''(A) = a?sm(A),
lecz warunki na kotncach preta sg okrelone przez réwnosei
2(0) =, '(A)=0.
Og(’)inym rozwiadzamem réwnania jest funkeja
(4) =cle—“’-y; + e eerbs;
stale ¢; i ¢, wyznaczamy z warunkéw
4;(0)=cl+02='u,
#'(Ag) = —cyaffs e=2%¥5 1 ¢, als entals = 0;

znajdujemy w ten sposéb

)] ' ’U@"za;"’y;
= L S A

Rachunek operatoréw 13
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i ostatecznie )
(6=e2¥s | g—ei—n)l3)y

O

2(4) =

Rozwigzanie to tylko tym rézni si¢ od (31.8), Ze teraz w licz-
niku i mianowniku wystepuja sumy zamiast réznic. W tym przy-
padku mozna stogsowaé réwniez rozwinigeia na szeregi, wychodzae
Z Wzorn '

1 < svael:
—_— =1 Y (— 1)kl
1+ g2l vg T

Dowdd zbieznosei jest taki sam ja,k' poprzednio. Wzory zna-
lezione tg droga beds sie réznily od poprzednich tylko znakami
i szezegblowo ich wypisywaé nie bedziemy.

§ 39. Szeregi trygonometryczne

Szeregiem trygonometryocznym nazjwa,my szereg

oo

f(@) =22+ 3 (anCos nw + basin na),

n==1

3]

gdzie an i b, sy liczbami rzeczywistymi lub zespolonymi, # zag

zmienng, o ktérej bedziemy zakladali,
rzeczy wiste. . -

Istniejg ogélne warunki pozwalajace stwierdzié w wielu prIy-
padkach, czy dana funkeja f(x) daje sie przedstawié w postaci szeregu
trygonometryeznego. Znane tez sy od dawna Wzory na wspotezyn-
niki tego szeregu. :

Tutaj nie bedziemy korzystali z ogélnej teorii, natomiast
- ograniczymy sie do rozpatrzenia kilku prostych przypadkéw, ktoére
beds nam potrzebne w dalszym ciagu 1). ;

zZe przyjmuje wartodci

1) Nie mozemy zreszta powolaé sie na polskie podreczniki analizy, gdy%
nie ma w nich twierdzefi o jednostajnej zbieinodei szeregéw trygonometrycz-
nych (w ezeeiowych przedzialach). Twierdzenia zad takie 83 potrzebne przy sto-
sowaniu szeregéw trygonometrycznych do rozwiazywania réwnad réznicsko-
wych (klasycznych i operatorowych).

iom

§39 Szeregi trygonometryczne 195

Udowodnimy najpierw, ze

(39.1) dla —mw<z<m

_ qn—18innz @
Z =1) no 2.
n=1 .
i ze zbieznofé tego szeregu jest jednostajna w kazdym przedziale
zamknietym [—u,,2,] zawartym w (—=n,x).

Na podstawie tozsamosei

: » 1 ' 1
2 coskx eos;z = 0§ (k—g)m+ eos(k-}-;j)m

mamy |
2[cos & —c08 22 ...+ (—1)*1cos kx] cosg _
z 3z 3z 5o .
= [GOSE + GOS?] — [eos—__}l—._;. cos_z"] ot
1
(1t [cos (5—2)e -+ cos(s +§)”] _
1 .
= cosf—j + (—1)*1cos (k +§> 2,
- a stad
k
cos (k+ 3=
2 (—“1)11—1 CO8 NT == %; 4 (—l)k-l-"z"i—%%%‘ '

n=1

Catkujge ostatnig réwnodé w gra,nica,_ch od 0 do z, mamy

k .
St R 2 (1) ),

n=1 . -

(39.2)

gdzie

" cos (k + 3¢
o) = [ T
0

Wykonujae catkowanie przez czesci, znajdujemy

inkLde 1 [snésink+pé ]
In(z) = 1 [Sm( +‘1‘)1!'__§f at
0

b
2k-+1 cos e cos? ;&
13+
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gtad mamy dla |2| <<

1 1 1
;I"(w)l\Zk—l—l[eoswwo fcoszvkﬁ] &70-{—1(860 5 187 )

'Nieréwnoéé ta dowodzi, ze ciag Ix(#) dazy przy k—oo do zera
jednostajnie w przedziale [—u,,,]. Stad wynika twierdzenie.

'Dla z=+= szereg (39.1) jest, jak od razu widaé, réwniez
zbiezny, ale juz nie do #/2 lecz do zera. Ponadto, z periodycznogei
sinne widaé, ze szereg (39.1) ]est zbiezny do funkcp periodycznej,
przedstawionej na rysunku 128.

Z szeregn (39.1) mozna wyprowadzié wiele innych szeregéw
* trygonometrycznych. Na przyklad szereg

24, o (=1 . wma
- 2—'—% bmj;.—

n=1

(39.3) o=

mozna otrzymad z szeregu (39.1), podstawiajac $=§%' ”
0

Szereg (39.3) jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale
zamknigtym, nie za,mera,]aecym punktow (‘>k—-1),10 (k caltkowite).
Mamy oczywidcie , ‘

p(A)=24 dla —A<i<i,

. n

lxul . . . ol
. . =

Rys. 129,
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Zastepujac w szeregu (39.3) 1 przez A,—1, dostajemy nows
funkeje .

‘) o0 -
n=2 Jlw2,
0

n=1

(39:4) Pa(A) = @y(Ag—
taks ze

PN =2—2 dla 0</1<220

Szereg (38.4) jest ]ednosta,]me zblezny w kazdym przedziale
zamknietym, nie zawierajgeym punktéw 214, (k catkowite).
Dodajae do siebie szeregi (39.3) i (39.4), mamy '

44 1 (2n—1)md
(39.5) @3(A) =g1(A) +po(4) = w2 T —3® P
jest teraz : V
—ly dla —2,<A<0,
6 A=
(39.6) #a(4) { Zo da . 0<A<dy

Szereg (39.5) ]est jednostajnie zb1ezny w kazdym przedziale
zamknigtym, nie zawierajjcym punktéw ki, (k calkowite), gdyz
w takich przedziatach ka,zdy z szeregéw (39.4) i (39.5) jest jedno-
stajnie zbiezny.

[ 2]
2, e I e §
RN
—.l 1u 210 31' ‘“-u Sll
b—l o }

(24;-—-—1)7:1

Rys. 130. goa 22”__1
§ 40. Calkowanie i rétﬂicikowanie siei-egdw funkeyjnyeh

Udowodnimy nastepu]qee tmerdzeme
Jeseli ciag funkeyj ciagtyeh ga(4) (o wartosciach liczbowych}
jest zbiesmy do g(A) jednostajnie w przedzmle skorczonym [Ag,4q], 10

f g(t) at = im. f gn(t) at

dla o ¢ A nalezqcych ‘do przedzwtu [Ay; Aol


Yakuza


198 ROZDZIAYL VI — Réwnanie ciepla

Istotnie, istnieje ciag liczbowy &n, zbiezny do zera i taki, ze

[9a(2) —9(A)[<n;
‘wobec tego :

i i Ca . i '

N fawa— o] <| [to.0—90) at| <| [enat\=

a @ a @
= g |A—a| < en(Ag—Ay). ’

Poniewaz ciag liczbowy ex(Ad,—4,) jest zbiezny do zera, tWieidzenie

Jjest udowodnione. . :
. Udowodnili§my nawet wigcej, mianowicie, ze przy ustalonym ¢

-cigg funkeyj

A .
Ga(2) = [ g,(0)

jest zbiezny jednostajnie w przedziale [4;,4,].
Poniewaz jednostajna zbieznosé ciagu sum czgstkowych ozna-
«¢za jednostajng zbieznodé szeregu, mamy stad od razu twierdzenie:

Niech .

{40.1) - f() = 3 fald)
n=1

bedzte szeregiem funkeyj ciaglych (o wartodciach licebowych ) zbiesnym
Jednostajnie w preedziale [Ag, ;). Wowceas '

A o A
[iwa=3 [tanat

=1 a

- {40.2)

dla a i 4 naleacych do praedziatu [Ay,A,].
Réwnogé (40.2) moina tez zapisaé w postaci

. 4 oo o 2
[ nwat=3 [fata. -

@ n=1 n=1g¢

140.3)
h Mozemy wiec powiedzied, ze jeseli oatkowany szereq jest jedmo-

stajnie zbieiny, to wnak calki wolno preestawiad ze enakiem sumy.
Przyktad.

7 ﬁe-osnt' S A g
SO8M by CO8 ni v §in nl
J 2GR u=3 [ ta 3 i,

a=1 0 Rt

icm
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Napiszmy teraz

A
(40.4) Fa(2) = [ falt) dt 4+,
gdzie - - |
(40.5) D Va=r.

n=1

Wtedy jest %F,.(t)= fa(t) 1 wobec (40.3)

. 4. oo . )
fzad—tﬁ’,.(t)dt=217’u(l)'—y.

a n=1

Sted mamy po zrézniczkowaniu

Zmzﬂn(m = ﬁZF,,(A).
. n=1 . n=1
Réwnosé ta wyraza, ze znak rézniczkowania wolno przesta-
wiaé ze znakiem sumy; muszg jednak by¢ speinione zalozenia, ze
szereg (40.1) czyli szereg
d
2 7"

n={
jést jednostajnie zbiezny w rozwazanym przedziaie ize szereg (40.5)
czyli szereg :

ZFH(Q)

n=1

jest zbieszny. Mamy wiec nastepujace twierdzenie o rézniczkowaniu

szeregow: 4

Jeseli szereq f@mkcy}ny
SF),
n=1 .

Ktdrego wyrazy sq funkejomi o pochodnych ciaglych w przed‘ziale'
[y, 25), jest zbietny choé w jednym punkeie o tego preedziolsu 1 jedeli

szereg pochodnych '
d -
zl‘ﬂr..w ~
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jest jednostajnie zbiedny w [Ay, 5], o zachodzi wedr

& i d g
(40.6) . ZI'VEZFH(Z)——(TZ.—AZI Fn(2).
n==. n=
Przykilad. ‘
d w1l amh o d (1l mmil)  m ol oam
(40.7) EZZFGOSTO —2 d}.(n“cosTd )_ 2021'” sin ==
n=1 n= n=

Szereg rézniczkowany jest tu zbiezny jednostajnie w dowol-
nym przedziale, lecz rachunek jest wazny dla kazdego przedziatu
[41, ;] zamknigtego, nie zawierajacego punktéw 2k3, (k catkowite),
gdyz w takich przedzialach szereg pochodnych jest jednostajnie
zbiezny. Stad wynika, ze r6wnos$é zachodzi dla wszystkich A== 2k4,.

W praktyce przydatne jeszcze jest twierdzenie o catkowania
szeregbw w nastepujgcej postaci:

Niech

(40.8) PYAN)
. n=1 )

bedzie szeregiem fumkcyj, ktore sq ogramiceone w przedeiale [Ay,A]
i ciggle z wyjatkiem co najwysej skoviczone] licsby punktdw Biyeee s Brs
Wowcezas wzdr : ‘

A oo oo 4
(40.9) [ Stwa=3 [ fahydt  (a i 2 naleza do [4y,4])
e n=1 =1 a ’
jest pmwdzigby, 0 ile sq spelnione nastgpujace warunki: '

(I) dany szereg (40.8) jest zbieiny jednostajnie w kazdym prze-
dziale zamkniglym zawartym w [A;2,] © nie zawierajacym punktow
BryeeesBas o :

‘ (IT) szereg scatkowany (po prowej stromie wzoru (40.9)) jest
zhiezny jednostajnie w przedziale [A,,A,]. ' o -
' Déwdd. Z zalozenia o funkéjaeh_ fa(4) wynika, ze dla A, <A< A,
igtniejg calki S ‘

A
Fu(d) = [ falt) at;

@
lm § 40 Calkowanie i réiniczkowanie szeregéw funkeyjnych 201

calki te sg funkejami ciagtymi w przedziale [, 4] Przy zatozeniach (I)
i (II) zachodzi wzér (40.6) w kazdym przedziale zamknigtym, za-
wartym w [4;,4,] i nie zawierajacym punktéw Bi,...,f. W kon-
sekwencji wzoér (40.6) zachodzi dla wszystkich A z przedziatu [Ay,4,]
z wyjatkiem punktéw fy,...,fx. Wzér ten mozna tez napisaé

. w postaci
oo oo A
(“010) Shin=m 3 [fa (1 o).
. n==1 n=1 ¢

7 zalozenia (II) wynika, ze szereg po prawej stronie wzorw
jest funkeja ciagly dla wszystkich A z przedziatu [4,4;; Do scalko-
waniu tego wzoru otrzymujemy wige réwnosé (40.9)%) i dowdd
jest zakonezony. o

Przyklad. Jezeli funkcja ¢ jest okreslona wzorem (3975),
to mamy :

o 2 2 oo
42, g1 . @n—lm .
foa-tef 3ot menrty
0 ’ 0 n=1 . )
oo A
44y 1 (en—L)mt o,
o) ~th 3 [
n=1 0
-] oo
B 1 4k SR ¢ V1.7
| =?2 (2n—1p =2 21' (Zn—1® o
N n=1 n=

Réwnosé ta zachodzi przy wszelkich A rzeczywistych, gflyz
szereg catkowany jest jednostajnie zbieiny w ka,zdym. przedmalg
zamknigtym, nie zawierajacym punktéw k}? (k ca]]‘zoylte), szereg
za§ otrzymany po scatkowaniu jest zbiezny. jednostajnie W ka?dym
przedziale. - . : -

1) Wyﬁka to z ﬁ;ivierdzenia ogélnego; -ze jezeli @(4) jest funkeja ciagta

w praedziale [4,4,] z wyjatkiem co najwyzej punktéw ﬁti <osBrs & p(4), f“#kcl‘%
ciagly w calym praedziale [,4) to z réwnokei g(4)= Zzv(d) (dla A%y Pr)
) ' : :

wynike, 70 [p(t)@i=p(d) (h<a<h). Twierdsenie to byloby falszywe, gdyby

[ . ;
nie zalozyé ciaglokci w(i) W ca&ym‘lprzedma.le [A1s Aed-
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Przyklad ten wykorzystamy jeszcze do wyprowadzenia pew-

" nych zwigzkéw, ktére beds nam potrzebne w dalszym ciggu. Mia-
nowicie mamy wobec wzoru (39.6)

' g
Df XOLESS

W rownoécl (40.11) bedziemy wiec vmieli

>.

pd
2

[=-]
d 4y 1
PR 2 (2n—1)’
n=1

Podstawiajac A=

2 stgd

Il

|,

Podstawiajae (40.12) do wzorn (40.11), otrzymujemy

R Al e 1 (2n—1)mh .-
of_%(t) (ltﬂg—*”;‘z(zn__l)zcos T y

ne=]

a wobec (39.6)

" o 1 (Gn—Umi  w[. 24
{40.13) 2(2” TS ='§(1_T0) (0 <A< Ay).

n—1

Ze wzoru tego skorzystamy w paragrafie 45.
Wizér (40 12) zna.la.zl Euler. Warto jeszcze zauwazyé ze,

Tttt (12+32+ +.. )%(-2—2+Z§+%+...)=

, o ”—'+ (1z+32+3z+ )
skad wynika

»

R

"‘j...::--jﬁ—.

]

1
+§—+

- Wzér ten réwniez podat Euler. . -

Zmiany temperatury w precie ‘ 203

- § 41. Zmiany temperatury w pr¢eie przy danej
temperaturze poczatkowej

Przypudémy, ze rozklad temperatury w pr@cle o dtugosei Ay
dany jest w chwili ¢=0 przez funkcje
a(,0) = sin 274 (0 <A< ),
0
gdzie n jest liczba naturalng, i ze obydwa korice preta utrzymu]emy
stale w temperaturze 0

2(0,8) =0, m(,t)=0 : (0 <t<oo).
Poniewaz teraz :

{@(2,1)} = s{m(4,1)} — sm%—}i
0

wige odpowiadajace temu pizypadkowi réwnanie operatorowe bedzie
niejednorodne
nwl

(41.1) L&"(A)— a%sz(A) —-——azsm =
' 0

7

réwnanie to nalleZy rozwi@zaé przy warunkach brzegowych

(41.2) B(0)=0,  @(A)=0. .

Zagadnienie jest formalnie podobne do tego, ktére rozwigza-
liSmy w paragrafie 24 dla struny drgajacej. Rozwigzemy je W po-
dobny sposéb, szukajae funkeji posta,ci

nmld
{41.3) w(z)—csmT,
. 0

ktora spelniataby réwnanie (41.1). .
Podstawiajac (41.3) do (41 1) znajdujemy po uproszezeniu

‘ nwi
przez — sin—
o

‘7':2 2

c—5 + cazs =a?,

By
a stad

| o=t T = (e (=gl

gdzie f=—
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Przy tak dobranym wspétesynniku ¢ funkeja (41:3) ‘spetnia
réwnanie (41.1); jednoczednie spelnia warunki (41.2). Zatem roz-
klad temperatury w precie okreflony jest wzorem

x(A,1) = exp (—n?p21) sin %ﬂ .
- .

Widaé stad, ze w kazdej chwili ¢ krzywa rozkladu tempera-
tury jest sinusoidg; amplituda tej sinusoidy dazy bardzo szybko
do zera.

Jezeli poczatkowy rozklad temperatury dany jest przez na-
stepujacy funkcje:

Zﬂnsm - (0<AA),

n=1
to réwnanie operatorowe bedzie miato postaé

''(A)— a?sw(A) =—a? ynsmn—“&.

n=1
-

Pozostawiajae warunki (41.2) bez zmiany, bedziemy mieli
rozwigzanie w postaci sumy

k

_ H . mmA
m(l)—zmmn T
n=1

) P_rzypuéémy wreszcie, " ze - poezatkowy rozkiad temperatury
dany jest przez funkcje

©(2,0) =p(4),
ktéra jest ciggla w przedziale zamknigtym i daje si¢ 'wewnatrz tego

przedzialu rozwingé w szereg 'trygonometrycz_ny

C ol
Zp,.sm—— (0< A< Ag).

- Bzereg ten jest zbiezny jednostaj |
jnie w kazdym pr edzial A
zawartym w (0,4,). T prsERt Um .
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Réwnanie operatorowe ma postad

wa 0 wh—dn(=—del). -

Jezeli warunki (41.2) pozostawimy bez zinia;ny, to formalne
rozwigzanie bedzie miato réwniez postaé szeregu nieskoniczonego

- A
(41.5) w(d) = 2 -{ftn2ﬁ2 gin 274 %vc

n=1

Piszac to rozwiszanie w.zwyklej, nie operatorowej postaci,
mamy : :

zn‘ n mv}t
Z,u,, exp|— 10 .

‘Widaé stad W szczegdlnogci, ze przy t—oco temperatura preta
wyréwnuje si¢ wazedzie bardzo szybko do zera.

§ 42. Sprawcizenie poprawnoSei rozwigzania

Batwo udowodnié, ze ciag un jest zbiezny do zera. Istotnie,

wobec jednostajnej . zbieznofei szeregu 2 sinﬁ;—l- istnieje taki
: 0

=1

ciag yi,7s-.- zbieiny do zera, Ze

: -
(42.1) ; ‘ i S0 —-—";‘ (n=1,2,...)
0

e
% %n

dla ﬁvszystkich 4 z przedzialu (4, 2,). Dla kazdego n dogé duzego
R L. A
mosna znalesé taks warto§é A z przedziatu (4y,24,), ze smz%— =1;

dla .tej warbogci A nieréwno$é (42.1) sprowadza sie 4o |pa|<¥n)

skad wynika, ze ciag un jest zbiezny do zera.
Szereg (41.5) mozna przeksztateié do nastepujacej postaci:

nwi

@(A) = 542 Hn (nsf __1_ o . -|-%nzf)") j_n-_— =

= 2s2{P(A,1)},
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gdzie
2t s Un . NTA aly - Hn gy i A
(422) (D(A.,t) =-1—c2~ ;;é_ s T"‘ pors ','F(l—@ ) smT,
i n=1 ° n=1 o

Poniewaz ciag un jest zbiezny do zera, obydwa szeregi wyste-
pujace we wzorze (42.2) 83 jednostajnie zbiezne w calym obszarze

D0 g, 0 <1< 00)

i funkeja (42.2) jest w tym obszarze ciagla. Stad wynika, ze szereg
(41.5) jest operatorowo zbieiny w przedziale 0 <A< Ay i przedstawia
w tym przedziale funkeje operatorows ciggla.

Przez formalne dwukrotne zrézniczkowanie szeregu (42.2)
wzgledem 2 znajdujemy

% Un 2 . mmld
e e—nipt :
T (1 ) sin T

o o ) 'mrz s
(42.3) Z50(4Y)=— tzl' nsin =7 +21'

Pierwszy z szeregbw w (42.3) jest z zaloienia zbiezny do ¢(2) jedno-
stajnie w kazdym przedziale [A,74,] zawartym w (0,4,), drugi zag
szereg jest jednostajnie zbiezny w obszarze D do pewnej funkeji
v(41), ciaglej w tym obszarze. Mamy wiec na podstawie twierdze-
nia o rézniczkowaniu szeregéw funkeyjnych .

(82.4) S5 Pt =—tg(1) + (A1)

w obszarze :
D'(0< A<y, 0Kt < 00).

Poniewaz prawa strona wzoru (42-.4) przedstawia funkeje ciggly
w calym obszarze D, przeto wzér (42.4) zachodzi w calym tym
obszarze.

Wynika to z dwukrotnego zastosowania, nastepujacego prostego lematu:

Jmh pochodna f(2) funkeji f() (Viczbowej), ciaglej w przedeiale 0<<A<Chy,
isinieje w preedeiale 0<A<ly 1 jest w mim réuwna pewnej funkeji g(1), ciagle
w preedziale 0<CA<hy, o pochodna F'() istnieje réwnies w preedziale 0<<A< A,
t jest w nim réwna g(i). . ’

‘Lemat ten wynika od razu z twierdzenia Rolle’a, gdyz

f(B)—1(0)

==& (0<£<h),

gkad 7(0)= g(0). Zupehﬁe podobnie znajdujemy f'(1,) = g(4,).

icm.
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Mozna napigaé

@12 ~o un (1 1\ wmi
k=5 21 ﬁ(rm e
n=

1~ . mmA 1
B R .. S— — =2
32’1 s—}—n“ﬁ""sm A 8 (2,
N n=.

EY

skad
(1) = o327 01, ) = R tg(1) + 9l 0} = — (i) + asald).

W ten sposéb sprawdziliSmy, ze szereg (41.5) jest fakﬁycznym
rozwiazaniem réwnania (41.4), speliajacym warunki (41.2).

§ 43. Pewne przypadki szczegélne

Dla 0< A< i, mamy
2, w1 nA
ﬂ.o——l=—1?g ;;sm T’
n=1

stad wynika na podstawie paragrafu 41, ze -TozWigzaniem o (AY
réwnania operatorowego

(43.1) 2'"(A)—a?sw(A) = —a}(A,—A)
spelniajacym warunki
(43.2) " 2,(0)=0, m1(29)=0
jest funkeja -
27y L™ -,
(43.3) W= 2arem ™t P

batwo zauwazyé, ze funkeja

1
(43.4) 2(3) = (hg—2)
réwniez spelnia réwnanie (43.1), lecz w miejsce (43.2) spelnia wa-
runki

a( Ag) = 0.

z0)="2 i
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Stad wynika, ze funkcja (1) =%[m2(2);m1(l)] spelnia réw-

nanie jednorodne: , .
z''(A)—a?sp(A) =0

z waruonkami -

2{0) == i @(Ag) = 0.

Ale to ostatnie zagadnienie rozwigzali§my juz w paragrafie 35
i wykazalidmy, ze znalezione tam rozwigzanie G(3) jest jedyne.
Stad wynika, ze G(A)=w(1). Wobec wzoréw (43.3) i (43.4) znajdu-
jemy dla G{4) inne niz w paragrafie 35 rozwiniecie :

_If, 1\ 25 1 am
G(l)—s(l 10) ngn(8+n2ﬂ2) ﬁl]l"‘/,lo—.

W Eonsekwencji mamy tez

A2 1 n2ny nmwi
{43.5) Gl =1—— —— —axp|— sin ——;
, 10 ‘En——-l " Xp az}{(z, ’ l0 ’
_ wz6r ten nadaje sie do rachunkéw praktycznych szczegélnie wtedy,
gdy ¢ jest duze; wtenezas bowiem szereg jest bardzo szybko zbiezny.
Gdy za$ ¢ jest bliskie zera, to wygodniejszy jest wzér (35.1).

- § 44. Pret jednostronnie izolowany

Jezeli poczatkowy rozklad temperatury w precie dany jest
przez funkeje ‘ '

#(,0) =sin L’%&M

5 (0 <A< 2y, n catkowite),

to réwnanie operatorowe ma postaé

(441) 2"l —adsp(d) =— a2 Sm_(”_jf)“l
Szukajac rozvﬁsézania, ksztaltu
w(ﬂ,) =e¢sin M

’
0

o
lm § 44 Pret jednostronnie izolowany .. . 209

podstawiamy to wyrazenie do (44.1) i upraszczamy otrzymang

réwno$é przez ;sin@;“—l—ﬂf—&, Znajdujemy w ten sposdb
PRI R 0., . . .
‘ e 1322
0@-’-——%)—-1}— +ca¥s=a?, -
Ao )
1 L T . . .
- gkad e= m, gdzie ,9—(1—1;. Szukane rozmm@e ma wiee
postaé - ‘ '
‘ o 1 (=3l
B(A) = —- 3in 5
DTt 4
“spelnia ono warunki brzegowe
(#t2) 2(0)=0 i  a'(A)=0.

Rozwigzmy teraz to samo zagadnienie, zakladajac, ze poczat-
kowy rozklad temperatury w precie jest dowolny

#(4,0) = (1) . (0<<A< )5

o funkeji @(4) zaléziny jedynie, ze jest ciagla W przedziale [0,4,]
i ze daje sie wewnatrz tego przedziatu rozwingé w szereg

(-]

 (—)ma
(1) = Zﬂnsm——ﬁ—m (0<A<Ay),
n=1 .

ktéry jest zbiezny do @(A) jednostajnie w kazdym przedziale zam-
knietym [4y,1,], zawartym w (0, 4).
Réwnanie operatorowe ma postaé
#""(A) —a?sp(1)=—a?p(4).

Jezeli warunki brzegowe pozostawimy bez zmiany, to roz-
wigzanie bedzie mialo postaé szeregu nieskoniezonego

> uw . ('n——-:}-)ﬂl
D=2 T A

Rachunek operatoréw td
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a w zwyklej symbolice

& | n—32nt )\ . (n—d =i
x(4,1) =21‘ Hin ©Xp (——( aiﬁ t) sin }:}0 H

zbadanie zbieznofci tego szeregu i jego pochodnych mozna prze-
prowadzié tak samo jak w paragrafie 43.
Wobece wzoréw (39.5) i (39.6) mamy

1 (1 2~ 1 . (n—pmi

(0<A<<24y);

szereg ten jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale zamknie-*

tym, zawartym w (0,24,).

. . ’ " L]
Zatem rozwigzanie réwnania

a

(44.3) & () —atsa()=—= —a,

spelniajace warunki (4‘4:.2), ma w przedziale 0<<A<{4, postaé

o0

1 1 m_lm
ah = 2 PR WP z: ’

Z drugiej strony funkeja

- spelnia. réwniez réwnanie rézniczkowe (44. 3) lecz z 1nnym1 warun-
kami brzegowymi, a mianowicie
*’”2(0) == i w3(A) =0,

Stad wynika, ze funkeja o(1)=w,(1)—,(2), to jest funkeja

‘ 1 2 a1 1 _
(444) - pl)==—Z= (% +)mA
8 ng —,} 8+ (n T)aﬂa ),‘0
spelnia réwnanie jednorodne

(44.5) 2" () —a%m(d) =0.

L

icm..
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z warunkami

. (D(O) =— 1

Piszac (44 4) w zwyklej, nie operatorowej postaci, mamy

(4 t)—-l———Z

funkeja ta przedstawia zmiany temperatury w preeie, ktéry w chwili
t=0 mial wszedzie temperature 0 i ktéi‘ego poczgtek =0 nagrze-
wamy stale do temperatury 1, izolujge jedmoczesnie koniec A=A4,.
Widaé, ze po uplywie dluzszego czasu temperatura calego preta
bardzo niewiele rézni sie od 1.

exp( a’lzj 2t) (n—)mi,

Cwiczenia. 1. Pokazaé, Zze funkcja
(44.6) X(2) = svm(2),
gdzie x(2) jest okreflone wzorem (44.4), spehna. réwnanie (44 5} z wamunkam:
brzegowymi | . .
X(0)=v,  X'(k)= 0.

Podadé mterpretaejg flzyczmaé
-2, Napisaé funkcje (44.6) w zwyklej, nie operatorowej postaci.

- § 45. Jednostronnie regulowany-doplyw ciepla

Przypuéémy teraz, ze poczatkowy rozklad bemperatury W pre-
c1e dany jest przez funkecje

(0< A< 4y, n calkowite);

wtedy mamy réwnanie operatorowe

2'(2)—a?sa(l) PO o 'L
: e
Podobnie jak poprzednio widzimy, ze funkeja
= 1 (n—3mi
B(A) = T cos e

jest rozwigzaniem tego réwnania, takim ze

2(0)=0 i  w(A)=0.
- 14*

(45.1)
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Przy tych samych warunkach brzegowych (45.1) rozwiazemy
teraz réwnanie

(45.2) &"(3)— a2sm(A) = —a2(Ag— 1),

' Zastepujac we wzorze: (40.13) i przez % mamy

1w 1 (%——%)wl__w_"‘( ;i)
4%’(%‘—1})3093 PR 1 Al

& stgd

wobec tego szukane rozwigzanie mozna napisaé¢ w postaci szerégu V

niegkoniczonego

N (Ut Y

910 1
Z(n —§? S+(n—- nE Ay

(0<AA).
Z drugiej strony funkcja

Ao—A
To(A) = Ls-—
spelnia réwnanie réiniczkowe (45.2) =z warunkami
, 1 . :
SO =—F i ay(l)=0.

Stad wynika, ze funkcja w(}:j% m;,_(l);wl(z) czyli funkecja

: A }. 23 1 . w;—-}—)ﬂ:ﬂ
(45.3)  w(d) =20 0 !
. ( . 2(”_7)4 s+ (n—-g)2ﬁ2 o
spelnia réwnanie jednorodne
(45.4) ' ‘ m"(z)—azsw(z)
z warunkam brzegowyml
' 1
0)=—=,  2(l)=0 ‘

e
cm..
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Piszge funkeje (45.3) w zwyklej, nie operatorowej postaci,

mamy

(—n %)%2 )cos(n

a2’ /o

—P=i

0

o Shywr 1

#(A,1) -_10—1—?2 e (
=1

Funke]a ta przedstawia zmiany teraperatury w_precie, w kt6-

rym doplyw elepla, przez punkt A=0 jest stale tak regulowany,

ze wynosi 1:
d
- [‘a—}: ?li(}*zt)]k:oz 1,

koniet za§ A=A4, jest stale utrzymywany w temperaturze 0; w chwili
t=0 caly pret ma temperature 0.

Gwiczenia.( 1. Pokazaé, ze funkeja

(45.5) X (1) = — sva(d),

gdzie x(1) jest okreslone wzorem (45.3), spelmia réwnanie (45.4) z waru.uka.ml

brzegowymi

X'(0) =, X(3) =0.

Podaé interpretacje fizyczng.
2. Napisaé funkeje (45.5) w zwyklej, nie operatorowej postaci.

§ 46. Ogélniejsze zagadnienia brzegowe
Przypudémy, ze dla rozwigzal réwnania czastkowego

L= o> (a>0)

zadany jest warunek ]
(46.1) (A A< Ay).

Jezeli réwnanie rozwazamy w -obszarze okreSlonym przez
nieréwnosei ;<A< 0<<i<oo, to ogllne warunki brzegowe mozna
podaé w jednej z 4 postaei

©(2,0)=0

(I a(yt) =ot),  o(let) =0t);

(II) X2 (Zlyt)ﬂlul(t)y m()ﬁyt) =1y t)§ ‘

D sl =n),  saeh—u(d; )
(IV)  @aldgt)=uy(t),  Zallah) =0y(t).

Mozna by rozwazaé warunki jeszeze ogdlniejsze, ale ich oma-
wiaé tu nie bedziemy.
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Jezeli wykonamy podstawienie
i

s Al e n L
to Bgdziemy mieli '
L 1
Ty = (;‘2_1,1) £2) t a?(Ay—4y )% t:

Widaé, ze funkeja m(l,t) spelniaé bedzie réwnanie

=%
i warunek _ v
%(2,0)=0 (0<21K1).

- Ziagadnienie uprodcitlo sie w ten sposéb, gdyz w réwnaniu
odpadl czynnik of, przedsziat za§ [A,4,] zostal zastapiony przez
[0,1]. Jezeli dalej przyjmiemy oznaczenia vy (¢)=o;(f) i v,(t)="70,(),
to warunek (I) przyjmie postaé

70,5 =v,(8), &F1L,H =5, (0<E<oo);
analogicznie mojna wypisaé warunki pozostate.
Ueciazliwe dopisywanie kresek nad literami pommlemy w dal—

szym ciagu.
Bedziemy wiec po prostu méwié o rozwigzaniach réwnania

(46.2) ’ ‘ Baa =1y (0<A<K1, 0<t<oo),
spetniajacyeh warunek
(46.3) 2(1,0)=0 (0<<A<)

i jeden z czterech warunkéw

@ O =vt),  a(L)=vy00);
(ID)  @(0,8) =vy(2), 2(1;1) = y(t);
(IID)  2(0,8) =w0y(t),  @a(l,8) =oy(0);
IV)  @m(0,0) =wy(t),  @a(1,2) =ny(3).
Ziagadnienie bez parametréw a, A, i A, jest tylko pozornie mnief

ogélne; mozna od niego zawsze wrécié do zagadnienia z parametrami
przez odpowiednis zmiane zmiennych.

Réwnanie (46.2) przy warunku (46.3) przechodzi w réwnanie
operatorowe

{46.4) 2 =5 (0<<ALL);.

§ 46 Og6lniejsze ragadnienia brzegowe 215

warunki (I)—(IV) mozna wtedy napisaé w postaci

(1) x(0) =y (1) = g3
(I o(0)=v;, (1) =0y
(46.5) (IID)  @(0)=0,,  @'(1)=0y;
(IV) z’(0)=v x'(1) =vs.

Wprowadzajac funkeje hiperboliczne

shafs =4 —e=) i chalfs=4(AF+e)

i oznaczenia

Y PN -
G1(1)=‘ hV_’ Gz()')"‘schyg)
Rh}V— _ Gh}‘V;

Gs(}v V—— hy—- 4( )“‘ rs-;shy;?

mozna latwo sprawdzié, ze funkeje

#,(2) =y 8G4(1—2) +”2'3G1()*);4
B(A) = —0y -8 Gy(1—12) +0;-5G5(4),
Bg(A) =0y - Gp(1—2) 40,8 Gy(2),
#y(2) =—0y - Gy(1—4) +05-5G4(2)

speliaja réwnanie (46.4) i odpowiednio warunki (46.5).

Ostatecznie wiec wszystkie omawiane w tym paragrafie za-
gadnienia mozna sprowadzié do funkeyj G4, Gy, Gs 1 G¢
Funkeje G, Gz, G5 1 G4 spelniaja réwnanie

i warunki

G,(0)=0, Gy (1)= % ;
G3(0)=0,  Gy(1) =%
Gy(0)=0,  Gs(1) =%
G0)=0, GL=7
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Przy 1>0 mamy rozv;inigcia

G (1) = % > jonti=als _ ~erti+als)
n=0

1% entnfi | — -
92{2)252(_1},,(6 enti—hlfz | - (2ﬂ+1+1)ys))

n=0

1< _enti-nfi_ —
G3(7~)=ﬁ2(—1)"(e @n+1 ‘Z)y;—e (2"+1+4)V;)’

& n=b . .

Ve

G, (1) = 2‘(6—(2n+1—z)lf3 4 genti+ale)
“ S

n=

czyli
_ - 2n+1—2 4144
Gy(2) = { (eerf et 2L
1 g h i ’
e ST
(46.6) =y 2yt

4t — 4t

11 - (2n +1—2)2 B "
Gl === : (2n+1+4
(2) P {V_ﬁ 2/ (eXP - texp o )}

Sgeregi te s3 bardzo dobrze zbiezne dla malych wartodei &.
Natomiast dla duzych wartodei ¢ wygodniej jest uzywadé szeregéw

2w, .l
G2y = {A + = Z (—1) > &xD (—nPn%) -sin fnn:l},

=1
6.7) @ 2§ gL |
we.n) Gun={i+2 Yy L 7051 [—(n—4Pm0] - cos (4w,
. n=l . '
o 2N o 1 X
62 =1+ ) e (4] sin (n— s
n=1 o ‘

rozwinigeia te mozna otrzymaé ze wzoréw (43.5), (44.4) i (45.3)
podstawiajge a=1, 4,=1 i zastepujac A przez 1—4A.

‘@ |
cm,.

'1 1 5 n 2n++1—12 y Lge
G3(1)=§{—Vn=t‘§(—‘l) (exp( n_’; Z —exp (2n+142 )}’

>

Ogélpiejsze zagadnienia brzegowe . 217
7 rozwinieé (46.7) widaé, ze

natomiast z osbtatniego z wzordw (4'6.6) widad, ze
(46.8) lim Gy(4,t)=o0.
1> o0
7 (46.8) wynika, ze funkeji G4 nie da si¢ przedstawié w po-

staci analogicznej do wzoréw (46.7).
Znaczenie wzoru (46.8) ma prosty interpretacje fizyczng.

iJeZeli mianowicie przez jeden koniec preta bedzie doplywad stale

ta sama ilo§é ciepta, drugi zad koniec bedzie izolowany tak, ze cieplo
nie bedzie moglo odptywadé, to temperatura catego preta musi wzra-
staé do nieskoriczonosei. .

Uwaga. W przypadku, gdy warunek (46.1) jest zastgpiony

przez ogdlniejszy
#(2,0)=o(2) (A <A<Ay)

mozna by przéproWadzié podobng dyskusje do pedanej W tym para-
grafie. Przypadku tego omawiaé nie bedziemy.

§ 47. Pierscieri przewodzacy cieplo

Zbadamy teraz, jak zmienia sie temperatura w pierfcieniu
przewodzaécym cieplto, gdy dany jest rozklad temperatury w chwili °
t=0. Zatozymy przy tym, Ze z zewnatrz nie ma zadnego doptywu
ani odptywu ciepla. : :

Jezeli dlugodé pierscienia wynosi 4,, to rachunkowo mozemy
traktowaé go jako pret o dlugogei A, i rozwazaé rownanie

C(47.1) &' (3)—a?s@(})=—a’p(2),

gdzie funkeja @(4), okredlona w przedziale [0,4,], przedstawia po-

czatkowy rozklad temperatury. '
Zatézmy, ze funkecja ¢(4) rozwija si¢ W Sszereg trygonome-

tryezny

g o: . ‘2?’”!1/1 . 277‘7':/‘0)
w(z)—7+2(ancos T + fnsin 7

n=1

zbiezny jednostajnie w - przedziale [0,24,].
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Szukajac rozwigzania réwniez w postaci szeregu trygonome-
Irycznego

Gy | o 2nmi . onmA
w(l):%”——{—Z(ancos I';: + b, sin 7;: ),
=1 ‘

znajdujemy taks sama metoda jak w paragrafach 41 i 44

A= In
" s L antp??

— ﬁn =
e (=)

Wobec tego szukane rozwigzanie ma postaé

e, w1 onmA | . . 2nma
$(l)-28+.21v s+4n2‘52(”"c°s 7, T Pasin zo)
=

Iub w zwyklej symbolice

% .  4n?n? 2nmwl . 2nm)
;c(z,t)—z-{—éexp( ey t)-(a,,cos » ~+ Brsin 7 )

Udowodnimy, ze jest to jedyne rozwigzanie.

Istotnie, dla kazdego rozwigzania muszg zachodzié warunki
zgodnosei

20)=a(do), F(0)=a'(Ry) 1 @"(0)=0"(,);

wobee tego kazde rozwigzanie mozna przedtuzyé periodycznie poza
przedzial [0,4y]. Ograniczymy sie wiec do omawiania periodycz-
nych rozwigzan réwnania (47.1), zakladajge, ze funkeja @(A) jest
periodyezna o periodzie i,.

Przypudémy, ze réwnanie (47.1) ma dwa rozwigzania perio-
dyczne y(4) i @,(1). Wtedy réznica

Bo(4) = 24(2) —wy(2)
spelnia réwnanie jednorodne

2" () —asp(A) =0
i wgbec tego musi byé péstaci

Bo(A) =y eV 1 g, gatls

icm
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Ale rdésnica ta rdwniez jest funkcjad-periodyczhag i w szczegdlnosoei
musi byé

2o(0) =@o(4y) = @,(24,)
ezyli

(47.2) o+ 0= 06kl g, atls = o g—2anVs | g, rot¥e

. Rézvviazujade ten ukiad réwnan znajdujemy

01=02=0-

Rozwigzanie uktadu (47.2) mozna przeprowadzié wygodnie
Pprzy pomocy wyznacznikéw, wprowadzajac pomocnicza niewia-
domg ¢, i piszac )
o101 4¢3 =0,
Gy + er6=7hs | gy ekl — 0,
0o+ 0,625 1 g g2enls — ¢,

Poniewaz wyznacznik

1 1 1
1 e—ahls  atls | — (gﬂloy; —-g"“‘-ny;) (5%";—-1) (g—'ﬂ"oy;.—-]_)
l e—z%w gzaz'ny;

jest roézny od zera, wiec musi byé g =y =0c,=0. o
Stad wynika, ze jest tozsamosciowo wx4(4)=0, co mieliSmy
udowodnié,

§ 48. Operacja T* i je] zastosowanie
W pewnych przypadkach mozna ulatwié rachunki przez wpro-

wadzenie operacji 7%, ktéra definiujemy réwnodcia
- Tea=Te{a(t)} ={e"a(t)},

gdzie a moze byé dowolng liczbg zespolonad,:w za$ dowolna funkeja

klasy K. . .
Tatwo zauwazyé, ze operacja T® ma nastepujace wlasnodei:

(48.1) TaT8q = Teteq, Te(q -+ b) = T*a+T°b.

Ostatnia ré6wno$é wyraza rozdzielno$é operacji 7' Wzglgd-em
dodawania. Fatwo udowodnié, ze ma ona réwniez wiasnosé rozdziel-
nofei wzgledem mnozenia

(48.2) T%(q-b) = T%a - T*b.
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Istotnie . -
| 4

4
Ta(a-b) = {e“‘ of a(t—1)b(7) (_Z'v:} ={ 0f e“(“')af(t—.r) -6 b(7) _dt}=T“a, -Tap,

Operacje Ta uogdélniamy na dowolne operatory azg (p,q4¢C),
piszge
_I%p
T%aq = Tag "

Latwo sprawdzié, ze wiasnofei (48.1) i (48.2) zachowujg sie

przy dowolnych operatorach a i b.
W szezegblnodei mamy dla operatora liczbowego y

Tﬁy:‘y: B
poy— pal2h {7} _pfe)

{1y = {7 =y =7
ponadto jest wobec (48.2)
T%(ya) = yT*a,
11
T = Tea

Dla operatora rézniczkowego s mamy wzér

gdyz

Tog=5—aq,
gdyz
1 1
. [+ S ® . —— =
T‘ s=T Iy —{—eat} =8

Wobec wzoru (48.2) jest Tes?= (T%s)2=(s—a)* 1 ogdlniej
To*sn=(s—a)". Jezeli R(s) jest dowolnym wyrazeniem wymiernym
operatora s

Ris) — qmsm—l—. Fa,
) = e F o B
to
{48.3) ' ) I*R(s) = R(s—a).

W szezegélnodei mamy na przyklad

af ™ o« §—a . .
{etcos fi} =T2{cos pt} =T 544‘52 =

wzér ten wyprowadzili§émy inng droga na stronie 30.

§ 48 : Operacja T* i jej zastosowanie 221

Zauwazmy tez, ze wobec Wzoru

1 At .
- ={e""-————} (1>0)
(s—aj* I'(%) -
(zob. str. 105) mamy tez o "
1 L1
i T

iw szczegélnoéci
(484) - Ts=)s—a.

Na podstawie wzoréw (48.2) i (48.4%—555313 na przyklad

T —p = TVs—p - Vs +p =Vs—a)—5 -Vs—a)F5 =
—V\S-—CL ]3 .
Udowodnimy jeszeze, ze jezeli funkeja f(4) ma pochodng ope-

Tatorows, ciggly w pewnym przedziale, to funkecja T*f(1) ma réw-
niez pochodng operatorows cigela w tym przedziale 1 jest

(18.5). BRI A )]—“T"‘f(

Istotnie, ]ezeh F(A)=qfy(4), gdme Fu(A)= {fl(kt} jest funkem
parametryczng o ciaglej pochodnej eczgstkowej wzgledem 4, to

: )
[T /(1)) = [Tog- {oot- (A0} = Tog- {o 5 A} =
= rog- 1o 0} = 7ol Aol = er
Z (48.5) i z definicji fankoeji wykladniczej wynika wzbr

(48.6) Toetn =",

\1Vﬁ
ae [T#e*®] = To(we*®) = T=w- Tegw,

o w—Tol =1. )
‘Wzory (48.3) i (48.4) latwo mozna zapamietad, zauwaiywszy,

7e wykonanie operacji T® powoduje zastgpienie Qpera.tora 8 przez
s—a.
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_ I.I?rzysbajadg z wyprowadzonych wzordéw, tatwo tez przeksztatcad
bardziej skomplikowane wyrazenia, na przykiad
e—ails __ g—aez, ‘45 Vs p—aa V;:F; — —2@i—) Vaty ’

T =
1_gtanls R

Przy pomocy operacji T¢ udowodnimy j i ¢
: y Jjeszcze kilka wzord

z ktérych péiniej skorzystamy. e
Wezmy najpierw wzory

e o) Y

e A'a——u — L <
{2 Vi3 oxp (at 4t)} ’

1

i I ( _ﬁ).
s—ae : {V;teXp at 4]’

wynikaja qne z ‘na,st@pujaecego pfostego rachunku:

(48.7)

e—Vata = g—21%s — Tag—ils
)
1 1

AVs—a AT%Ys 1 —_
Vima® IuVEFTr_T“(V‘;”V;)-

Udowodnimy teraz, ze
. przy dowolnym a zespolonym i f rze-
czywi stym dodatnim zachodza wzory P ymi f§ rze

s (s ) =5 —1) re 1
p.S‘ a? s’

. ,
(48.9) lerf (aVE w%)} =3 e2ap (Vsj— - - 1) e—28Vatat _ 1 X
a J - s

Istotnie, piszge

« t+-—p-

| Ve
#() = erf (a H-V‘i) =% f e,

mamy

§ 48 . Operacja T*® i jej zastosowanie : 223

{f/(1)} = e~ T (ﬁ ~uls _e—am) -

= 2 1)l
l’s—}« o
Stad wynika wzoér (47.8), poniewaz f(0-+)=1.
Podobnie, piszac

) th-% .

g(t) = ext (th—%)ﬁ,z—; [ e
~ mamy ‘ .
{g@®)}= eﬁ“ﬂ(y-_—s: - + 1) e—#fere

i stad wzér (47.9), poniewaz g(0-+)=—1.
Z (47.8) i (47.9) dostajemy z latwoscia wzory
\

48.10 ¢ = | A
( ) slr__—s—l—uzr {26 erf(aVi W)+

—I—%ez“ﬁerf afi +£) _sn2agl,
B )~
(48.11) le—ﬂﬂl‘ﬂ—_ Y Ly aVi—ﬁ — |
8 2 W
-—.lez"‘“erf aW—]—-ﬁ— —ch 2ap!.
2 Vi
- Gwiczenie. Udowodnié wzory 4
@ T Va—3s+2=Ve—s; ® TVats+i=i—st1;
: 3 3
S (v T*Ve—1=fE—ap—-1.

(Wskazéwka. Rozlozyé wielomiany pod znakiem pierwiastka na czynniki
liniowe,) - k

§ 49. Nieizolowany przewodnik ciepla

* W paragrafach 31-47 zajmowaliémy sie przewodnictwem
cieplta w precie lub pierseieniu przy zalozeniu, ze przewodnik jest
doskonale izolowany od otoczenia. Obecnie przyjmiemy, ze pret
nie jest izolowany i ze strata ciepta w kazdym jego punkcie jest


Yakuza


224 ROZDZIAL VI — Drgania struny

proporcjonalna do rdéznicy temperatury miedzy pretem a otocge-
niem. Zalozymy ponadto, Ze femperatura otoczenia jest réwna 0,
Wowezas mamy réwnanie

B (A1) — a2l A, 1) — Bp{ 4, 1) =

gdzie /3’ ]est odpowiednio dobranym wspéiezynmklem Zalbzmy
Jeszcze, ze w chwili =0 temperatura preta jest ré6wna 0. Wtedy
réwnanie operatorowe ma postaé

(49.1) @"(2) —(a?s+ B)o(d) =

Zatézmy wreszcie, ze i)oczagtek preta A=0 jest utrzymywany
w-temperaturze v={v({)}, a jego koniec w temperaturze 0; od-
powiadaja temu warunki brzegowe

(49.2) 2(0)=v i a'o('a,,) =0.

W eelu rozwigzania zagadnienia, szukamy najpierw funkdyj
wykladniczych ¢*®, spelniajaeych réwnanie (49.1). Podstawiajac
¢*® do réwnania (49.1), znag:lu]emy po podz1eleniu przéz ¢Aw

wﬂ‘—-(azs—}—ﬂ) =0,

a stgd
: p - w=—alsty  lub =aVs+y,
gdzie 'y—— & '
Istniejs wiec dwie funkcje wykladnicze
g““"m : i . gdﬂ-l'?—_-l—y

]
spehiajace réwnanie (49:1). Stad wynika, ze wyrazenie

Tw(d)=¢, e—“‘V‘TY + ¢, c0t¥oFy

jest ogélnym rozwigzaniem Téwnania (49.1). Dostosowujge je do
warunkéw (48.2), zna;du;emy podobnie jak w paragrafle 31

(1) = (G—MVB-H' 3-0(21.,-4)"8—Hl) v
1— g2t sty

Uzywajac o_zna,czex’l z paragrafu 48, mozna napisaé

pragpy = (T e dK) g,
1—e¢ 20k g ’

icm
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gdazie

vo=T"v.

Widaé, ze funkeja operatorowa y(1)=T"x(1) ma te sams po-
ataé co funkeja (31.8) na stronicy 180. Mozna to bylo zreszts prze-
widzied, zwazywszy, ze
‘ y"(2)=a’sy(4)
ize

Y(0) =2y,  Y(4)=0.

Gdy pret ]est bardzo diugi, to mozna przyjaé, jak w para-

gratie 37, ze

y(2) =voe—te
i wobec tego, Ze )
(49.3)

W zwyczajnej postaci mamy stad wzor

#(A) =p ¢ty

t

@A, 1) =

2 2
t-r) 732 exp (——ﬁ—— agi )dt.

L
W szezegdlnogei, gdy funkeja o jest stala

P=—

8 3
to rozwigzanie (49.3) mozna napisaé w postaci

=£D_ e"a"'y‘Ty

() ==

lub wobec wzora (48.11)
— e ert (@4— “’1‘) 2eh21|’_]
’ a

(2, t)*j[*‘ﬁerf(m —(f—}'y_—- J

Ta postaé rozwigzania jest wygodna ze wzgledu na mozliwosé
uzycia tablic funkeji erf.

Rachunek operatoréw 15
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ROZDZIAYL VII

Funkcje Bessela

§ 50. Szeregi potegowe operatoréw

W paragrafach 15 i 35 mieliémy juz do ezynienia z pewnymi
_szeregami potegowymi operatoréw, e~ i =V, Wazne w zastoso-
waniach sg szeregi potegowe postaci

{50.1) D(Iw) = oy Jaw + ay 2w+ ...,
gdzie a,a,,... 88 wspdlezynnikaimi liczbowymi (rzeczywistymi lub
zespolonymi), w ustalonym operatorem, i za$ zmienng liczbowsg
(rzeczywista lub zespolong).

Jezeli w szezegélnosei w=1, to szereg (50.1) redukuje sie
do zwyklego szeregu potegowego

(50.2) D(A) = ayh+ ag A2+ ...

‘Przez Qromiexi zhieznogei szeregu (50.2) rozumiemy liczbe ¢
o tej wlasnofci, ze szereg jest zbiezny przy |A|<pe a rozbieiny
przy |i]>o. - - ‘

\U.df)v.vodrfimy, 76 jeseli prpm?:en sbiegnosci szeregu (50.2) jest
doda?m i 7eze-lz w={w(t)} jest funkcjq klasy C, to szereg (50.1) preed-
sm't_oﬂzfz funkcje parametryoeng P(Iw)={D(A,t)} i jest zbiesny jedno-
stajnie w kasdym obszarze okreslomym wierdwnosciamsi

{50.3) Ay 0SEH,.
Dowéd. Oznaczmy przez' M maksimum bezwizglednej warto-

gei #(t) w dowolnie ustalonym przedziale 0<t<{t,, Wprowadzmy
qunadto nastepujace oznaczenie :

wh={w"(t)} (ﬁ =1,2,..).

icm

§ 50 Szeregi potegowe operatoréw . 22T

Wtedy jest dla 0<<i<t,
|0'(t)| <M,
BN '] . ¢ - z
204) | — 11— —
o) | l(_’['w(t r)wl(r)drlg!M-Mdr—Mz—l—!,
t t
. ___ T 2
=] [ [ e,

i ogbinie

." in——l ' tn—-—l
n n n 0 .
: | <M <My (vl
R 0.7 N I o '
Poniewaz cigg o ) M n—1)1 dazy do zera, wiec jest ogra-

niezony pewng liczbg K. Wobee tego
22 \R t""l n| »
(53 e e | < men

ay Aw(t) 4 ap 2wR(E) +- ...

ma W obszarze (50.3) majorante liczbowa '

!
(n—1)!

|an AP0 (2) | <

an A" M

. ‘Zatem szereg

(50.4)

majoranta ta jest zbiezna, gdyz szereg (50.2) ma promien zbiez-
nofei o. To zas pociaga za s0ba jednostajng zbieznofé szeregu (50.4)
w. obszarze (50.3).

Zbiesnodé jednostajna w obszarze (50.3) jest oczywifcie T0-
sumiana w sensie klasycznej analizy. Z udowodnionégo twierdze-
nia wynika, ze szereg (50.1) jest operatorowo zbiezny dla kazdego A
zespolonego. Stad wynika dalej, ze Jeseli promien zbiednodei szerequ
liczbowego :
(50.5)

jest dodatni, to szereg

() = ag+ a3 W + 6 2P

w(A) = ag+ oA+ a2+

gdzie w:{w(t).} e C, jest operatorowo zbiedny dla kazdego 2 zespolonego.
Dodanie bowiem jednego wyrazii oo nie wplywa na zbieznoéé lub

rozbiezno$é szeregu.

‘ : _ ‘ » 15%
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228  ROZDZIAL VII — Funkoje Bessels

Przyklady. 1. Szereg
A =14 A+ 224 |
1—i ) " ‘

" ma promief zbieznosei réwny 1. Szereg

1t a2 { i
=T =M AR ) = g +.
jest zhiezny dla wszystkich A. Wynika tez stad wzlr

1

;—: ={e4),
wyprowadzony innym sposobem na stronie 30.
2. Szereg v :
’ 2oon
€08 A=1— + T

ma promieni zbieznofei 4 oo, St@d’ﬂ na przyklad wynika, Ze szereg

i T
oS =17grw T
jest zbiezny dla wazystkich 1. ’

Twierdzenie, ktére udowodniliémy, daje si¢ uogélnié na funkeje
klasy K, a nawet na obszerniejsze klasy operatoréw. Tutaj poka-
zZemy jeszeze, Ze jezeli szereg (50.5) ma dodatm promiens zbiesnodel o,
to przy dowolnym §>0 szereg

‘ 2
{50.6) | ag+- 01;3' +a28"§ ...
jest 2bieiny dla wseystkich A.

Dowé6d. Mamy rdwnosel
;l., + A 22 ‘ 1 1 1
ot o o+ =g g o +

i ;_H?ﬂ

{50.7) -

icm
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Ale dla kazdej liczby y=0 jest

I+np) = f 18—t > f 178 g~ it > f N T I P
. 0. »
' (n=0,1,2 12 ).
Jezeh wezmiemy dowolnie ustalons liczbe A i dowolnie usta.lony
#
przedziat 0<Li<Ey, to przy yf'=-2—-é—— bedziemy mieli
n ' ‘AR b
___;i-p——- <61+7 _Q. .
T(1+np) 2

Stad wynika, ze szereg (50.7) ma w przedziale 0<{t<t, majorante
liczbowsa zbiezna, czyli ze jest jednostajnie zbiezny.

Zatem szereg (50.6) jest operatorowo zb1ezny przy kaszdym A,
gdyz A, bylo ustalone dowolme

Cwiczenie. Udowodnié wzory:
{}. B B }

A
« sin = =\Tv 3131 T4l

® 1n(1~—1e—2V‘)=—{r—i§(1exp_1—_-’t+a-exp—_2:’;+v S+

§ 51. Funkeje Bessela J,(t) 1 J5(9)

Wzér‘Newtona dla dwumianu daje rozwinigcie

e 2(‘“ ()= 3 <.

=0

(51.1)

Zatem szereg

1 — l 2‘ ( 1)” (2) 27120 2 12'
Ve+2 Vit (,u)2 2™ (w)2 92' ()2
jest zbiezny dla wszystkich 4 zespolonych. Whprowadzajac oznaczenie

27 v

(51.2) A= 2‘( 22,( F o0

v=0
mozemy napisad

(51.3) 1

— (o0}

=
+
=
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230 - ROZDZIAL VII — Funkeje Bessela
Funkcje J, nazywamy funkcjq Bessela rzedu 0. Wartogei jej

mozna obliczaé wygodnie z rozwiniecia (51.2). W szczegblnosei

widaé, ze Jo(0)=1. ; A ‘ o
Na podstawie wzoru (51.1) moina tez napisaé

'

(=]

FL R —s 1  (— 1) (24 29)! a0
=1-— ES] AT A S 2420 2420
ygz + }.2 1 + ()»l«)z. 2 , 22+2¢(1+ r") !2 }b l ==

v=0
22+2vt1+20

=” Y e e ———r .
:%( ) M (14 w)!

‘Wprowadzajac oznaczenie

(5L4) =3 Uit

) = W
(4 é( ) o1 (14 )1

mamy ; ~

(5L5) VR —s_ 7 .

Zauwazmy, ze wobec Jy(0)=1 jest

Tt = s J. ()} —1 = = s _ -_—___._.._____._Isz'i']"—“g_. 1.

{ 0( )} 3{ 0( )} 82—}-—1 1 Vm _{“'Jl(t)}h
mamy wiec zwigzek
: J(Il(t) = 1(7:)7

ktory moZna. ‘tez sprawdzié przez réiniczkowanie szeregu (51.2).
Zastepujac we wzorach (51.2), (51.3), (51.4) i (51.5) A przez i
mamy . ,

[e )

L 2.2”
Jo(id) = 2'2’27("'—21
=0 ‘V.) ’

T . hnd Fiaad .
(1d) =1 2 BT (1- —1—-_——»)! ’ ‘ :

»=0

I, .
Ty = {J(311)},

ey
-—Vﬁf = {aAd (i},

icm
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§ 52. Pochodne szeregéw potegowych
Udowodnimy téraz, ze iez’éii szereg potegowy liczbowy
w(d) =0y + oA+ o4
-ma dodatni promien zbieénodei, to pochodna funkeji

(52.1) () = o+ g M + g 202 - ..,

gdzie w={w(t)} e C, rozwija si¢ w szereg polegowy
[p(4w)] =1ayw + 205dw* + ...,

Ktdry jest ebiesny pray wszelkich zespolonych A.

Dowéd. Poniewaz pochodna stalej a, jest réwna zeru, wiec
pominiecie jej nie zmienia ogélnosei twierdzenia. Dlatego w do-
wodzie mozna zalozyé, e ap=0.

Wtedy szereg potegowy

p(A) = ay Aw + ap A2t ...

przedstawia funkejg¢ parametryezng p(hw) ={p(4,t)} 1 jest jedno-
stajnie zbiezny (w zwyklym sensie) w kazdym obszarze

(52.2) A <hoy  OELy.

Podobnie szereg (52.1) przedstawia funkeje parametryczng
i jest jednostajnie zbiezny W kazdym obszarze (52.2). Wprowa-

dzajac oznaczenia

‘ we = {w"(t)} (n=1,2,...),

mozna napisaé
ay M+ ayA20? 4 ... = {og Jwl(l) 4 ay A2w3(E) + ..},
g+ 2ap Aw? ... = {awH(t) + 20, M0X(t) + ...} =
(3
= (g Los (0 + astiot) + "}
skad wynika .
[agdw + o, 22?41 = oW+ 2ay e+

A to dowodzi juz twierdzenia. Caly sens dowodu polegat na wyko-
rzystaniu twierdzenia o rézniczkowaniu wyraz po Wyra,ziefzwyklych
szeregéw potegowych zmiennej 4, PIzy czym zmiemna i wystepo-
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232 ROZDZIAL VII — Funkeje Bessela

wata jako parametr. Dzigki jednostajnej zbieznosei rozwazanych
szeregbw w obszarze (52.2) twierdzenie to przenosi si¢ na szeregi
operatorowe.

Jezeli w szezegdlnosei

Aw o A2w?
p(Aw) =l+-1—! —{-—5_,— +.
to
A2qp3

(o)) =0 + 22 4 2

+ ... = wy(iw).

Poniewaz p(0)=1, wiec na podstawie definicji funkeji wyktadniczej
mamy

(52.3) 8‘1’”“"‘1-{— + +...-

0 ile wiee w e C, to funkeja wykladnicza e rozwija sie na
szereg potegowy podobmie jak zwykla funkeja wykladnicza. Warto
zauwazyé, ze W tym przypadku funkeja wykladnicza ma postaé

e =1+(2),
gdzie f(1) = {f(4,%) } jest funkejg parametryczng.

Uwaga. Réwniez funkeja e —¥e i wiele innych daje sie roz-

wingé na szereg potegowy, lecz wykazanie zbieznosei tych szere-

gow jest o wiele trudniejszel). Za pomoca szeregéw potegowych
nie mozna jednak podaé ogéluej definicji funkep Wykladmcze],
gdyz na przyklad szereg dl& funkeji e—"’ jest zbiezny 2),

1
Dla w=—= rozwiniecie (1 3)jestw mocy, gdyz —} = {— 1}eC.

Jest wiec przy ).>0

hine ‘ nn oo nnt
8'_;].22(—1)"1—%%‘-232( nll —
e 1y A
_3{2 (— W—I—S{J‘,@V‘)}

- L) RyllfNardzews‘ki [44].
*) Mikusifiski i Ryll-Nardzewski [38].

icm

- Stgd mamy wWzOr

§ 62 Pochodne szeregéw potegowych 233

S =7V}

Cwiczenie. Udowodnié, ze przy 4>>0 mamy wzory

(a) _1- —Als = {—— CO8 2}”}
Vs

®) -ﬁe”’={y—§ch2m};

) _;_li e~Als = {V§J1(2 Vﬁ) }

§ 58. Funkecje Bessela J,.(t) przy dowolnym n nataralnyms
Dla kazdego n naturalnego mamy rozwinigcie

pn 2= |
(53.1) (V1+z ) ~n2 2—,,’_’;%'—(”;&—;”—)‘1"** (4] <1

Wzér ten mozna udowodnié w nast@pujqcy sposob. Piszae

(53.2) : g =01F7-1) (n=1,2,...),
latwo wyliezyé, ze :
' R (V1+ —1)"
Pupr (1) =5 Vitzi ' e
g ’"’A—nlz—l (V]:_ 1) .
g, (M] = Vm
Stad L _
S B® =”;L A, (]
i .
(53.3) q:,,+1u) g, (] @4
poniewaz z (53.2) widaé, ze q:n(0)=0.
Ale z wzorua Newtona mamy
21’) Z:l—-v_

oy (N =VTF4 —1—2( W

stofujac wiee wzér rekurencyjny (53.3)
indukeje rozwinigcie (53. 1).

znajdujemy latwo priez
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234 ROZDZIAL VII — Funkcja Bessela

7 wzoru (53.1) wynika, ze

FT7 o) = (TF FE—1)' =

2‘” _yplnt 2v—1)! z(m)5n+zv
=" 2"+2"v' {(n+»)!
czyli

e 12 () 251:—!-211—1

(53.4) (lsa—{—}?—s) ==n§(~—1) W} (%21,2,...).

Jezeli we wzorze (52.4) zastapimy n przez = -+ 1, nastgpnie
g0 zrésmiczkujemy i podzielimy przez (m -+ 1), to otrzymamy

2(nts) -t 2w
(53.5) (Psgfi—}ﬁ——s) { A i I . 5 )

Vot 2 2(*1) m“i (n=0,1,2,...).

Wprowadzajac funkeje Bessela reedu n

hed ln—i—zd

(53.6) Tl = 2 N g

(n=0,1,2,...),

[

mozemy WzoTry (53.4) i (53.5) zapisaé W postaci
V=+ 2 —s) —!——— ,,(lt} (n=1,2,...),

V2 R—s) —s) n .
= { AT (A =0,1,2,...);
m J, (:)} (n==0,1,2,...)

wzory te s3 wazne przy wszelkich zespolonych A.

§ 54. Funkeja exp i(s—)s*F o?) i jej pokrewne

Fuankeja Wykladmeza exp l(s—y 2 1 o?) daje sie rozwmaéé na
szereg pot@crowy

GL1) exp i—fFT A =1+ @-—J—rl-m(—z)"+’(Vsz T —s),
< _

@
cm..

Funkeja exp A(s—}s*+ o) i jej pokrewne 235

gdyz operator

. s— 82+ o = ___2 (___1)7 (%‘) dleV_l
N v
=1

jest elementem klasy C.

‘Zastepujadc we wzorze (b3.4) A przez a, m przez n+1, a »
przez v—mn, mamy :

(-5

1 - 17 oy tzv-—u
Ve —so) = —1)* 'n,-|-1)2'2!+2(v_u) a }

(r—mn)! v+ 1)1

y=n

podstawiajac to wyrazenie do (54.1) i zmieniajac kolejiméé SUMOWa-
nia, ofrzymujemy ‘

exp As—Vs?+o?) =

o z+2vtv v W
=1— Z —y __1 & a Ve h -
- (54.2) { é =1 21 (v + 1)1 g 27 (v—x) zm}
oo . 2;|-29 v
=1—!1 S (1 — (54227}
. l v_%o ( ) 21+2vv!(v+1)!( + ) }

‘Wobec definicji (51.4) mozna wreszcie napisaé

(54.3) = exp 2(“9‘_’32 +a?) =1 —“{W aJl(ahz + 2% )]

W ten sposdb rozwazana funkcje wykladnicza sprowadzili§my
do funkeji Bessela J;. Wyprowadzimy jeszeze prosty jej zwiazek
z funkejg J,. Roézniczkujae mianowicie réwnosé (54.3) wzgledem o
i dzielagc nastepnie wynik przez -—al znajdujemy

exn }.(Z;—+&:2+ aa {2‘( u a t—(t'{"“)l)}

LI
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i wobec (53.6)

(54.4) EXP A’Sz;' ‘ff @) _ {7,(aVF T 2m)).

Wzory (54.3) i (54.4) 83 wazne przy 1>0 i wszelkim « zespo-
lonym. W szezegélnodci, zastepujac w tych wzorach a przez 'ia mamy

oxp As—JF—) = "‘V”- zaJl(zaym)}

(54.5)
exp Z’S:;—_’:;—‘ <) = {Jo(imi‘t2 T 2)}).
Poniewaz

—Vs=aFFF =a+t 1(s— Vs P),
wiec na podstiwie wzoréw (54.3) i (54.4) mamy
exp (s — VT —aF 77) — ot — —t;ﬁ—%ﬁeﬁwﬂﬂa(ﬂﬁm ),

exp Ms—ls—aP5) 4, 5
W {e + Jo(ﬂm)}

Zastepujge we wzorach (54.6) a przez —a oraz B przez ia, mamy

(54.6)

exp A(s— s+ 2as) = e—o4— ly&ﬁi‘zﬂ 050, N () 2At)},
exp l(s——- psz + 2as) {eﬂ(HI)Jo(ia Vtz'_i_A 2}“}_

Vst 2as

(34.7)

Mnozge wyrazenia (54.3)-(54.7) przez ¢, latwo znajdu-
jemy zwigzki dla funkeyj wykladniezych ' '

exp («AV&L—@?),
exp (—J.Vm.

exp (— )& T o),

exp (—AVs—ap + p | i

iom..

Funkoja exp A(s—Fe® a¥) i jej pokrewne 237
Mamy wiee na przyklad

exp (—1VG—aP T ) =

0 dla 0<t< ]
=e““6_‘1"— ?

Vtai_ﬁeutﬁJl(ﬂ'/tz__;_z) da 0<A<if

exp(;ll'(s—a)2+ﬂzb 0 dla 0<t<ll
“Vo—art P _{e“‘Jo(ﬁVifr‘) dla 0<<A<t

exp (—AVs? + 208) =

0 Cdla 0<t<A
=—e—48 V__A—-.Eﬂ"“t‘ian.(iavtz—Ag) dla 0<a<t|’
R—2 , Co
exp (—21Vs® 1 2as) 0 dla 0\<‘t<2}.
Ve +2as e/ (iafB—7) dla 0<i<t
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ROZDZIAL VIII
Réwnanie telegrafistéw
§ 55. Ogélna postaé¢ ré6wnania telegrafistéw

Teoria obwodéw elektryeznych, ktérs oméwilismy w roz-
dziale V czedci I, odnosi sie do tak zwanych linit krétkich. W przy-
padkach linii dtugich (na przyklad telegraficznych) musi sie uwzgled-
nié skoriezong szybkosé przenoszenia si¢ pradu, co w konsekwencji
prowadzi do. réwnan rézniczkowych ezastkowych, a w u]eem ope-
ratorowym do réwnad rézniczkowych operatorowych.

Wyobrazmy sobie, ze kabel elektryczny, zlozony z dwoéch.
réwnoleglych przewoddw,. jest rozciggniety wzdluz osi A. Oznaczmy
przez U(A,t) i I(A,?) napiecie i natezenie pradu przypadajace
w chwili ¢ na punkt kabla o wspdtrzednej 4. Mi@dzy funkejami Ui T
zachodzg nastepujace zwiazki:

Ui=—LI;—RI,

I,=—0U;—GT,

gdzie B oznacza opor, G uplywnoéc L samoindukeje i € pojemnogés
wielkoei te s3 mierzone na jednostce dtugodei kabla.

Zalozmy jeszeze, ze w chwili t=0 przez kabel nie przepitywa.
zaden prad i ze napiecie jest wszedzie réwne zeru:

(55.1)

icm

U().,O)z‘(), I(3,0)=0.

Wtedy réwnania (55.1) majg nastepujaca postad operatorowa:
(55.2) U'(3) =—(Is +R)I(4),
{55.3) I'(A) =—(Cs -+ &) U(A).

Rézniezkujac (55.2) wzgledem 2, mamy
U"(2)=—(Ls +R)I'(})

§ 55 Ogélua postaé réwnania telegrafistéw

239

i wobec (55.3)

U"(A)=(Ls+R)(Cs + @) U(4);

1

‘jest to réwnanic telegrafisiéw w postaci operatorowej.,Wykonujae

mnozenie i przenoszae wszystkie wyrazy na lews strone, mo-
zemy jeszcze napisaé ‘
[ﬁ032+

U"(A)— (RO+ LG)s +RGIU(A) =

Eliminujac U(4) z réwnan (55.2) i (55.3),

sprawdzamy latwo, ze
funkeja I(2) spelnia to samo réwnanie . :

I"()—[LOs*+ (RO + L&)s + REII(A) =

Przedyskutujemy to rowname najpierw w pewnych przypad-
kach szezeg6lnych.

§ 56. Przewodilictwo bez strat

Przewodzenie pradu nigdy nie odbywa sie bez strat. Sa one
spowodowane oporem R i uptywnodcia pradu @. Jezeli jednak wiel-
kodei B i @ §3 male, a samoindukeja ¢ i pojemnodé O sa duze, to
w przyblizeniu mozemy przyjaé -

Wtedy réownanie telegrafistéw redukuje sie do postaci
U"(A)—LCs*U(2) =0 (L>0, 6>0).

Jezeli przyjmiemy, ze kabel jest bardzo diugi i ze w ]ego
punkeie poczatkowym wiaczamy sile elektromotoryezng B= {E(t W}

U(0) =

to matematyczne zagadnienie przedstawia sie tak samo jak w przy-
padku struny drgajgcej nieskonczenie diugiej. Wobee tego mozemy
na podstawie paragrafu 22 napisaé od razu rozm@zame, przyjmujac
a2=LC,

U(3)=¢#ICE,
czyli ]
0 dla 0<t<A LC,

U(ht) =

E(t——AVLG’} dla 0<IVTO<.
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W rozwazanym przypadku fala napigcia posuwa ’SiQ z pred-

: 1
kofcig =—=.

* ¥zo |

Fatwo tez jest wyznaczyé natezenie pradu, gdyz wobec (55.2)
mamy

I =—5T ()= V%E exp (—JTT 1s),

ezyli
0 dla 0<t<AVIC,

%E(t—zVLo) dla 0<AVI0 <.

I(At) =

§ 57. Przewodnictwo bez znieksztalcenia

Heaviside  pierwszy zwrécit uwage na to, ze w przypadku
ogblniejszym
R @G ; g
napiecia i natezenia pradu przenoszy sie tak samo jak w przy-
padku przewodnictwa bez strat, z ta jedyng réznica, ze amplituda
fali jest wykladniczo tlumiona w miare posuwania sie naprzéd.
Istotnie, r6wnanie telegrafistéw ma w tym przypadku postadé

U"(A)—(as+ 2UA) =0 (a=VIC, p=}EG).
Szukajac funkeyj Wykladmczych e‘"’ spelma]@cych to réw-
Tnanie dochodznny do réwnosei

—(as+ )=

skad .
w=—as8—f lub - w=as+;3.-

Istniejg wigc dwie takie funkcje
e et
stad mamy ogélne rozwigzanie
U(2) = ¢yo—(@etPi | o plastP)t,

Jezeli zalozymy, ze U(A) jest funkcjs parametryczna dla
wazystkich 1>0 i ze

U(0)=F,

!

@
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to podobnie jak w paragrafie 22 dochodzimy do wzoru
U(3) = Be—esthi,

Rozwigzanie to mozna tez znaleZé, zwazywszy, Ze funkeja

V() =T U(A) ' (,, =§)
spelnia Téwnanie
V" (3)—a2s2V(A) =0
i warunek

V(0) =

-W ten sposéb zapanie sprowadza sie do rozwigzanego w po-
przednim paragrafie i mamy

V() =T"Be™*,
a stad .
U =T ?V(3) =ET 7% = B P,

Piszac rozwigzania w zwyklej, nie operatorowej postaci, mamy

dla 0<t</l’

o = {exp(ﬂzm) (- VD) dna 0</1V_—<t

a wobec (55.2)

/ s+8 [

I(A) = —T: —}—RU(M gs-{_ﬂe(aﬂﬁ)f‘cE l/fe-{ﬂ-mzlg’
dla 0 <t<2aVILC,

T = VeXp(—lr) B(t—2JT0) dla 0<iVTO<t.

§ 58. Kabel Thomsona
Przy dtugich liniach telegraficznych i nigkiej frekweneji pradu
zmniejsza si¢ rola indukeyjnofel L i uplywnodei ¢ i mozna z pew-
nym przyblizeniem przyjac ;
L=0 i G=0 (BR>0, C>0).

.Przy tych za,lozema,ch William Thomson (zwany pézniej
Lordem Xelvinem) obliczyl z wystarczajaca praktycznie do-
kladnogeis rozchodzenie sie pradu w kablu zamorskim.

Rachonek operatoréw. - 16
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Rownanie telegrafistéw redukuje sie w tym przypadku do

postaci
U”( y =RCsU(A),

jest wiec formalme identyezne z réwnaniem ciepla; poniewas przyj-
mujemy, ze linia jest diuga, skorzystaé mozemy z rozwigzania po-
_ danego w paragrafie 37. Zakladajae, ze

U(0) =,
bedziemy wiee mieli i
U(4) = Be—*VRCls,

‘ gizie E={E()} jest sily elektromotoryczng na poezgtku kabla.

Jezeli w szezegélnosei sila elektromotoryczna jest stala

B= {EO}J
to rozwigzanie ma postaé

U(%) =%96—1VR“0V§,

ezyli
O
t-

Y
Eﬂl/}%, Vlge—zl/ml’;’
o RCH
1&0 =1, Vm exp (— “‘zf) r'

§ 59. Kabel bez samoindukeji

U(4,1) = B, cext 5
Wobee (55.2) jest

1.,
I(%) =—3 U'(3) =
czyli

Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy
L=0 (B>0, 0>0, @>0).
Wtedy réwnanie telegrafistéw ma postaé

U"(1) =(RCs+ RG) U(A);

@
cm ..

zakladajac, ze kabel jest bardzo dlugi i ze sila elektromotoryezna
na jego poczatku jest stata E={H}, bedziemy mieli rozwiazanie
analogiczne do podanego w paragrafie 49

E
U(d)=="exp (—AVRCs + RG),

e f5-45)-
c

= ﬂ_____.__. Wexl) (—-}»VRGS TRG)=

Kabel bez samoindukeji 243

Wobec (55.2) jest

I(%) =-—% U'(A)

C el
=R 2 -
O(VRGS + RG + sVRCs + Ra) exp (—i1JRCs - RBG);

stad na podstawie wzordéw (48.7) i (48.10)
Gt RCH?
(30— Vrr ( g s )

& E, Gt i) /RC
+ §°7 r‘merf(l/—g-~—§|/-t—-)+
+&merf(|/%+%l/%g)—28hlm]-

§ 60. Kabel bez ﬁplywnoéci
Rozpatrzymy z kolei przypadek, gdy
Gd=0 (L>0, (>0, E>0).

Przypadek ten jest czesto stosowany w praktyce, gdyz w wielu
obliczeniach uplyw pragdu ]est tak matly, e mozna go nie uwzgled-
niad.

Teraz réwnanie operatorowe telegrafistéw ma postaé

(60.1) U"(2) = (L0s*+ RCs).U(%),

16*
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oczywiscie przy zalozeniach, ze w chwili {=0 nie ma w linii 7ad-
nego napiecia ani natezenia.
Ogélnym rozwigzaniem tego réwnania jest wyrazenie

U( ) = 0,6~ WECTFETs |, AVICFFRCs

- Jezeli rozwigzanie ma byc" funkeja parametryczna w prze-
dziale 0<<A<oo, to musi byé ¢, =0. Istotnie, mamy

"LGsz—}—RCs =s)IC +a,

gdzie a——Z( )( )l" jest elementem klasy C; wobec tego mo-

Zna napmaé .
e U(A)—e e~ Vi€ p—2ia czem"‘ . .
Jezeli U(2) jest funkejg parametryczng w przedziale 0 <i<oo,
to wyrazenie po lewej stronie rdwnofei jest rowniez funkeja pa-
rametryczng w tym przedziale. A stad juz wynika, ze ¢,==0 (zob. § 22).
Zakladajac wiee, Ze linia telegraficzna jest  dluga, bedziemy
mieli rozwigzanie ksztattu

U(i)=E-exp (——J.I/L(}sz +RB Gs)

gdzie E={BE({)} ]e.at napigciem W poczgtkowym punkeie A=0
rozwazanej linii.,
Przedyskutujemy jeszcze przypadek gdy sila elekfromoto-
ryczna jest stala
B (B =1,

Wtedy rozwiazanie ma posta(’:'

7(3) = 2o oxp (— AV T0w T O9).

‘Wobee (55.2) mozemy tez latwo znalezé natezenie pradu

U'(A
(&) _ B0 exp (—AVIC2 T+ ECs).

I(3) =— =
@ Ls+E JILOs+ RCs

iom -

Kabel bez uplywnofei - _ 245

Stad, zaklada.] 8¢, Ze a= 1 l/ T i korzysta,]aoz WzOTOW z paragrafu 54,
mamy dlak0<t<VLO’A ‘

UAt) = (—uzv—c 1 f V?____e—“"iJl(iam d-r),

2— LOA?

I(4,1) = B, V%efﬂJo Go)F=T07).

Dla 0<é<JLC obie funkeje U(A,) i I(4,?) majs wartosé 0.

. Widaé¢ stad, ze w obecnym przypadku fala pradu posuwa
1 . .

i dkofcia :=—=. Gdy czolo fali dochodzi do punktn o wspdt-
gie z Pre 3 |'_~L 5 y P 8p

rzednej A, napiecie i natezenie maja odpowiednie wartodei
1 l /R ¢ 1
Eoexp (-—E ._Ll)’ EOV—;—(}XTP (——g'RCl).

§ 61. Przypadek, gdy wszystkie cztery parametry
przewodnictwa sg dodatnie
Wprowa,dzajadc oznaczenia

559 1159

mozna réwnanie telegrafistéw napisaé w postaci
U"(2)—LC0[(s + a)*—p*]U(2)=0.
Stad rozwiazanie
U(2) = oyexp (— VIO Vs + aP—F) + eexp (AVIT Vs + F—F).-

Gdy linia jest bardzo diuga, to rozumujac podobnie jak w po-

przednim przypadku, mozna przyjac, ze t,=01 o, =F (sila elekt;o-
motoryezna na poezatku kabla). W szezeg6lnosei, gdy E={E,} = =

to mamy

0(1) = Zeexp (— 2V TC NG+ P —P)-
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Wobec (55.2) jest

1) =—p or—'”“’z ﬁzeXP( zmws—m)=‘

L3+R s(Ls —{-R

Stad dla 0<t<VLGl odezytujemy -

U(At) = Eo(e—azl’t_c f m e—ifd, (ip)F~LOR) dr),'

I(At) = B, l/% (e"“fJo(iﬂ VE=L02)+ % f e J o (iB)EF—LC7) dr) .
~ . Vica , |

Dla 0<t<JLC obie funkeje U(4 )i I(4,t) maja wartosé 0.
Widaé, ze w miare wzrostu A napiecie i natezenie pragdu ma-
© leja tym predzej, im wieksza jest liczba o} dlatego nazywamy a
wspdlezynnikiem tlumiensa. Liczbe zad f nazywamy wspdlezynni-
kiem zwiecksztalcenia; widzieliémy w paragrafie 57, ze gdy f=0,
to fala w ogdle nie jest znieksztalcona, jest tylko ttumiona.

icm

ROZDZIAL IX
Pochodna algebraiezna

" § 62. Definicja i wlasnoSci

W paragrafie 48 zdefiniowaliSmy opei*a,cjg T= (zalezng od
parametru a), ktéra zastosowana do funkeyj klasy K powoduje
pomnozenie ich wartoseci przez e®. Wprowadzimy teraz operacje .D
(niezalezng od parametru), ktéra zastosowana do funkeyj klasy K
powoduje pomnozenie ich wartosei przez —t. Jezeli wiee a={a(t)}e K

to
) Da=D{a(t)} = { —ta(t)}.
Jezeli @ i b nalezg do klasy K, to
D(a-+b)=Da-+Db
(62:1) (a+5) ’

D(ab) =Da-b+a-Db.
Istotnie, ;

D(a + b) = {—t[a(t) + b(t)]} = {—ta(t)} + {—b(t)} = Da + Db,
" D(ab) ={-'t [ att—op(x) dz} =
0

£ £ . .
={ [ (—t+)att—a)b(x dv + [ a(t—7)- (= )b(r) de} =
0 o
= Da-b -+ a-Db,

7 wzoréw (62.1) widaé, ze operacja D ma charakterjrstyczne
wlasnogei pochodnej. Bedziemy ja nazywali pochodng algebraiczng.
Rozszerzymy teraz definicje pochodnej algebraicznej na do-

wolne operatory a:lq) (p,q € C, ¢=£0), przyjmujac, ze

Dp-g—p-Dgq

. ) . R /] p-qg—
. D= =
‘ (q) ¢
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Batwo sprawdzié, ze tak uogdélniona operacja ma w dalszym
ciggu wlasnosei (62.1), gdzie a i b moga byé juz dowolnymi opera-
torami.

Dla kazdego operatora liczbowego a mamy wzor

Do =0.
Istotnie, mozna napisaé

_{a}.
Q== {_l—} H
wobee tego
at? at?
Y et s .
{1 {1y -
Ze wzgledu na drugi ze wzoréw (62.1) mamy dotad
(62.2) D(ab) =a-Db

dla kazdego operatora liczbowego a i dowolnego operatora b.
Stad wynika dalej, ze dla dowolnych operatoréw ¢ i b mamy
D(a—b) =Da—Db,
gdyz '
D(a—b) =D[a+(—1)b] =Da~+(—1)Db=Da—Db.

Udowodnimy jeszeze, ze dla dowolnych operatoréw a i b (b= O)
mamy wzor

(62.3) p(%) - LDa-b—a Db
o] b2 "

. . .o m .. p
Piszac mianowicie a=— 1 b_§ (m, n, p, g eC; n, p, ¢£0),
mamy ‘

‘ 1){(9) = p(ﬁﬂ) - D(mg) np—mg D(np) =

b np nzpz
(Dm q+m - Dg)np— nig(Dn - jp—l—n Dp)
Ll nzfpz
: Dm-n—m-Dn p m Dp-q—p-D
Da‘b‘——a‘_Db ——————__nz ..q. _.;b_ o — qqu q
bt =7 72 =
-q—z t

* _ (Dm-n—m-Dn)pg—mn(Dp-q—p - Dg)
, nip*

@
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Stad juz latwo otrzymuje sie wzér (62.3).
w szczegélnoéei mamy

Ds=D({l) D1-{1}— 1-D{1} _0-{1}—1-{~1} {§ .

1} I

O {17 &

Zatem pochodna algebraiczna z operatora rézniezkowego jest réwna
liczbie 1:

(62.4) ' Ds=1.

Wobec drugiego z wzoréw (62.1) mamy

Ds2=Ds-s+s8-Ds '=1"s—l-s-1;_-—2s,
1).<;""=D(8-s2)=Ds-sz—}—s~Dsﬁ=1-s‘—{—.~z-2.<>‘==.’3s2
i ogblnie . : )
Dsn = nst
dla kazdej hciby naturalnej n. .
Jezeli
W=aps®+...+ 2,8+ a,,

to wobec wzordw (62.2) i (62.4) mamy
DW=noxs™ 1+ ...+ a;.

Widaé wiee, ze pochodna algebraiczng z wielomianu opera-
tora rézniczkowego s oblicza si¢ przez formalne zrézniczkowanie
tego wielomianu wzgledem s.

Podobnie pochodna algebraiczng z dowolnego wyrazema wy-
rmernego operatora §

xS+ ...+ aq
Bms™+ ...+ Bo

mozna wyliczyé przez formalne zréZniczkowa,nie wigledem opera-
tora- 8.
Pochodng algebraiczng mozna tez na.zwaé pochodng wzgledem

a
operatora 8 i zamiast symbolu D uzywaé symbolu e Na przykiad:

1 1

s+ 4 (84 42"

§ie
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. 1
§ 63. Potegi operatora Py

Za pomocy pochodnej algebraicznej mozna latwo wypro-

_wadzié wzory na potegi operatora o j_ 7 Mamy mianowicie

a s o 1
ds 2+ B2 (242 s B

a stad

1 _ 1 1 + a4 s
. (82-{—,32)2_2,52 32_{_/32 d882+/32 ’
czyli .
) _ 1
(63.1) T {2 7 ( 7 sin fi— cos ﬂt)}.

Napiszmy ogdlnie dla n =1,2,.

1 l
(63.2) T ={(2 ,32)11—1[ (ﬁztz) 3 sin Bt — Ba(f%?) -t CC_)S ﬂt]},

gdzie An(2) 1 Ba(2) sg funkejami, ktére nalezy wyznaczyé. Poniewaz

wiec ,
(63.3) Aye)=1, . Byz)=0;
wobee (63.1) mamy

{63.4) Ay(@m) =1,  Byz)=1.

Z dtugiej strony mamy

a2 1 2("'n 1)(n—1) 4pn(n—1)
d,82 (82 + p*z)n—l (82 pr:a)n (82‘ + ﬂz)n-{q ’

a stgd ,
1 m—1 1 1 @ 1
(24 g 28 (2L 4fin(n—1) ds? (2 + pR)n L

1 na podstawie wzoru (63.2)

1 m—1 1 |
(s + pntl ={ :.33'"' T [An(ﬁztz) %Ssin pt— Ba(22) -t cos ﬂt]}___
| s 1 [, 1
{_ 4Fn(n—1) (257 [4wa) 78I fi— Bas(8%7) - co8 i),

&
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czyli
1 1 [{2n—1 X pe 1.
(ssz?”)f*“'{(zﬁz)n[( w AnlP) = gy At ﬁ“’ﬁ)ﬂs“,‘ﬁ ~

— (2”;1 Ba(f0) 7(;;‘-“% wa(f0)) ¢ cos pe]).

‘Wobec wzoru (63.2) musi wiec byé

on—1
1 Arpale) =7 (@) = Awsla),
{63.5) ) (n=2,3,...).

Bn+1(-’i7) = 1 By (2) — Bpy(2),

2z
n(n—1)

Na podstawie wzoréw (63.3), (63.4) i (63.5) mozna kolejno
Wyhezyé funkeje Ay Ay, ... 1 Bg,B,,... Widaé, ze wszystkie sg wielo-
mianami. Wielomiany te az do n=10 wlacznie zestawione sy W za-
Iaczonej na koneu ksigzki tabelce.

Postugujac sie ta tabelks i wzorem (63.2) mozemy na przyktad
.od razu napisaé

CER {(azlfﬂa[("ﬁm)ﬁsm pr— (5= reos ).

Obliczajac pochodna algebraiczng z wzoru (63.2), znajdujemy
dla n=1,2,...

2ns —t .
Tt g = {(2[)’2)"‘1 [An(ﬁztz) B sin pt— Bg(f%#%)-t cos ﬁt]},
a stad dla n=2,3,...
&
(8%+p62)"

{63.6) t '
[ Ans(poet)- 5 sin s — Bacs () - 08 o]}

S
2(n—1) (287

Mamy wiec na przykiad
s _ L [s_pp t— 3¢2 cos fi
e e R

»
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Stosujac operacje T* (zob. §48) do wzorbw (63.2) i (63. 6),

otrzymujemy wzory ogélniejsze:

1

[s—af+ 77— (213‘)""1

dla n =1,2,... i

ect
={2(n—1)(2/3“)""

dla n=2,3,...

8

An(BH?) - 25in f1— Ba(F42) -t cos ﬂt]}

p

T

[Aaa(pe2) -

p

sm Bt — Bp—a(%2) - 12 cos ﬁt]}

T

CZESC TRZECIA

B

SZKIC OGOLNEJ TEORII
ROWNAN ROZNICZKOWYCH LINIOWYCH
O WSPOLCZYNNIKACHESTALYCH

ROZDZIAL I

Réwnania jednorodne

§ 1. Uwagi wstepne

Réwnanie atmny drgajacej, rownanie ciepla i réwnanie tele-
grafistéw sg przykladami réwnan rézniczkowych liniowych o wspol-
czynnikach statych; maja one postad

3" — 252y =0, 2" —asg=0, a'—(Ls+R)(Cs+Gz=0.
Obecnie zajmiemy sie réwnaniami ogélniejszymi
(1.1) Am B+ . - g =f(1);

wespolezynniki  @m,...,ay (Gm==0) moga byé dowolnymi operato-
rami, f(1) dowolng funkejy operatorows ciagla; #=x(1) jest funkejs
operatorows niewiadomg. W szezegblnym przypadku, gdy opera-
tory am,...,a, sa liczbami a f(1) funkeja liczbowsg, réwnanie (1.1)
moze byé traktowane jako zwykle réwnanie rézniczkowe o wspél-
czynnikach stalych; wobec tego teoria, ktéra tu naszkicujemy,
moze byé uwazana za uog6lnienie klasycznej teorii tych ostat-
nich réwnan.

W rozdziale pierwszym omownny réwnania jednorodne, to
zpaczy takie, w ktérych funkeja f(4) ]est tozsamogeiowo réwna
Zeru.
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