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Im CZESC PIERWSZA

ALGEBRA OPERATOROW

ROZDZIAL I
Pojecie 1 Wlasnoscl splotu funkeyj ciaglych

§ 1. Definicja splotu

Wyjsciowym punktem dla teorii przedstawionej w tej ksiazce
jest pojecie splotwl). Splotem funkeyj a(f) i b(¢) nazywamy funk-
cje o(t) okre§lona przez calke :

=fa(t——t)b(1:)d1:.
~ Przyktady. °
1. (t)—t2 b(t)=¢t;

f(t—r)%’dr—f (B—2tr+ ) etdr=

=t f e dr—21 f Tefdr - f 2efdr=
~t2(ef—1) ~—‘)t(teff ef—}- 1)+ (12! —2tet |- 2¢t—2) =
=26 —2—21—2.

2. a(t)=">b(t)y=sin t;

i
o(t)y= f sin ({—v) sintdr =
0
=f[sint cos t—eostsint]sinrdr =

=gin tfeos,r sint dr—cos tfmn?rdr——-
‘ —-smt sm‘t—wcost(lt—ysmtcobt (bmt—t cost).

1) W jezykach obcych splot nosi nazwy cegpmxa (po rosyjsku), produil
de composition (po francusku), Faliung (po niemiecku) i convolution lub resuliamt
(po angielsku).

Rachunek operatoréw 1
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2 ROZDZIAE: I — Pojecie 1 whasnodei splotu

Gwiczenia. Obliesyé sploty nastepujacyeh par funkeyj:

1 a{)=1—al,  b()=ea%

2. alf)=ect, b(t)=1—at;
3. afl)=1, b(t)=y1+t;
& a)=f1T7, biH=1;

5. alf)=shil), bif)=sint;
6. a(f)=sint,

b(t)=sh 1.

§ 2. Klasa C

Funkeje, ktére sg okreslone i ciagle w przedziale 0<<t<oo
beda graly szezegélnie wazng role w rachunku operatoréw; klase
tych funkeyj oznaczymy litera C. Funkeje klasy C .mogg mieé
wartodei rzeczywiste lub zespolone.

Funkeje rozwazane w poprzednim paragrafie naleza wszystkie
do klasy ; maja one wartodci rzeczywiste. Przykladem funkeji
klasy € o wartodciach zespolonych -(nie rzeezywistych) jest funk-
cja ¢t Fankcja 1/t nie nalezy do klasy C, poniewaz jest nieciagla
w punkcie i=0. e

icm

Jezeli aft) i b(t) sa funkejami klasy C, to splot ich réwnies

nalezy do klasy C, poniewaz jest funkejg okresingy i ciagla w prze-
dziale 0<{i<oo. :

W rozdziale 1 bedziemy rozwazaé jedynie funkcje Klasy C;
zalozenia tego nie bedziemy za kazdym razem powtarzaé.

Gwiczenie Wakazaé, ktore z podanych funkeyj naleza, a ktére nie
nalezs do klasy C:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

§ 3. Przemiennos$é splotu

Porbéwnanie wynikéw éwiczen z paragrafu 1 wskazuje, ze war-
toéé splotu nie zaledy od kolejnodci wystepujacych w nim funkeyj.

Jest to twierdzenie prawdziwe dla zupeinie dowolnych par funkeyj

a(t) 1 b(t). Aby je udowodnié ogélnie, nalezy wykazaé prawdziwosé
. WZOrl ,

t . &
(3.1) [att—0)b(x)de = Jot—r)a(z)dz.
: (1] . [1]

et — g—t

. ) shi= 3

(funkcja- sinus hiperbolicus).

§3 . Przemienno&é splotn 3

Wykonujge w pierwszej z calek podstawienie t—r= o0, otrzy-
mujemy
0

i
— [ a(0) b(t—0)do= [b(t—0)a(o) ds,

t 0
a stad juz wynika réwnosé (3.1).

Udowodniona wlasnosé nosi nazwe preemiennoéei splotu. Jest:
ona analogiczna do przemiennosei mnozenia liczb w arytmetyce,
gdzie zachodzi zawsze ré6wnos$é ab=ba dla dowolnych par liczb a i b.

§ 4. Lacznosé splotu

Splot ma réwniez wiasnosé analogiczng do laeznodei mnozenia
liczb: . .
(ab) o= a(be).

Wiasnodé te mozna dla liczb wyrazié zdaniem:

Jezeli ab=g i bc="h, to ge=ah.

W podobnej tez formie najwygodniej jest wypowiedzied twier-
dzenie o tgeznoéei splotu:

t k4
Jezeli [a(t—7)b(z)dr=g(t) i [b(t—v)e(r)dr=h(z), to zamwsze
0 0

t t
jest [g(t—7)e(z)dr= [ a(t—7)h(7)dz.
J Jetemones
Dowo6d. Napiszmy
1 t
[at—r)e(x)dr= /| [a(t—z—a)b(a)aa]c(r) dr.
0 ]
Podstawiajae o= w—7, mamy
z tf
f g(t—7)e(t) dv= f U a{i— ) b(o—7)de |o(z) dr=
0 [
=ffa(t-—w)b(w—1:) o(r)dodr, .
A ,
gdzie catka podwéjna jest rozciggnieta na obszar tréjkatny T, okre-
g§lony nieréwnodciami 0<t< w<t Zamieniajac catke podwéjna-

z powrotem na iterowansa, lecz ze zmieniong kolejnoscig catkowania,.
- 1s
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4 ROZDZIAL I — Pojecie i wlasnodei splotu

otrzymujemy

4

fg' —1)e(r)d

0

dr do=

f t—w)[fb (0—1)
f h(w) do.

0

Bacznodé splotu jest wiee udowodniona. '

§ 5. Dodawanie i splot jako podstawowe dzialania
w rachunku operatoréw

W arytmetyce, dzieki lacznodei mnozenia, iloczyn trzech liczb
a, b i ¢ mozemy zapisywaé w postaci abe; jest bowiem obojetne, czy
kto§ obliczy ten iloezyn wedlug schematu (ab)e, czy tez a(be). Po-
dobnie przy obliczaniu splotu trzech funkeyj a(t), b(t } i e(t) obojetne
jest, w jaki §poséb je polaczymy. Widaé jednak, ze zapisanie splotu

trzech funkeyj w sposéb analogiczny do iloczynu abe, to znaczy
nie uwzgledniajacy kolejnodci ich taczenia, jest przy uzyciu symboli
rachunku catkowego niewygodne.

Daleko idace uproszezenie zyskamy, umawiajac sie, Ze splot
dwoéeh funkeyj a(f) i b(t) bedziemy po prostu oznaczaé: bak, jak ilo-
czyn dwoeh liczb, to znaczy symbolem ab lub a-b. Przy tej umowie
splot trzech funkeyj a(f), b(t) i e(?) konsekwentnie zaplsywac be-
dziemy w postaci abe. Podobnie mozna zapisywaé splot w1e,ce] niz
trzech funkey;j.

Poniewaz splot ma takie same wlasnosei (lgeznodé i prze-
mienno$é) jak iloczyn w arytmetyce, formalne rachunki bedg réw-
niez takie same. Fakt ten bedzie grat podstawowa role w rachunku
operatoréw. Jak w arytmetyce zasadniczymi dziataniami sg do-
dawanie i mnozenie, tak w rachunku operatoréw sg nimi dodawanie
i splot.

Elementami, na ktérych wykonujemy dziatania w arytmetyce,
sgliczby, natomiast w rachunku operatoréw sgnimifunkejeklasy C 1).

Przy zapisywaniu splotu jak zwyklego iloczynu narazamy sie
oczywiscie na pewng dwuznacznodé. Na przyklad réwnosei

ab=ba i (ab)e=a(be)

1) Pésmiej wprowadzimy do rachunku réwniez funkeje nieciagle (§51)

oraz elementy, zwane operaforami (§ 15).

icm

§5 ~ Dodawanie i .splot 5

beds miaty inne znaczenie w klasycznej algebrze, a inne w rachunku
operatoréw. Dwuznaczno$é ta bedzie jednak zupelnie nieszkodliwa,
znaczenie bowiem powyzszych réwnosci zalezne bedzie od tego,
co podstawiamy za litery e, b i ¢. Podstawiajac liczby, bedziemy
mieli do czynienia ze zwyktym iloezynem, podstawiajae zas funkeje,
bedziemy mieli do czynienia ze splotem.

Opréez przemiennosei i lyeznodei splot ma jeszeze trzeciy pod-
stawowg wlasnodé iloczynu, mianowicie rozdzielnoéé wegledem doda-
wanias

a(b--c)=ab- ac.
Istotnie, mamy

4 i i

f a(t—1)[b(z) +e(z)]dv= f a(t— 1) b(z)dr + f a(t—1)e(z) dv.
0 . 0 0

Tak samo mozna udowodnié prawo rozdzielnosei splotu wzgle-
dem odejmowania: a(b—e)=ab—ac.

Uzywanie w rachunku operatorowym znakowania takiego jak
w zwyklej algebrze jest ogromnym ulatwieniem, pozwala bowiem
wykorzystaé nabyte przyzwyczajenia i skomplikowane nieraz prze-
ksztatcenia calek zastapié przez mechaniezne niemal rachunki.

§ 6. Funkcja a wartosé funkeji

Pewne niebezpieczenstwo nieporozumienia zjawia si¢ wowezas,
gdy cheemy skréconym sposobem zapisaé splot dwéch funkch
statych, z ktérych pierwsza ma na przykiad wartosé 2, druga zas 3.
Wtenczas symbol 2-3 oznaczatby w arytmetyce liczbe 6, a w Ta-

t
chunku operatoréw funkcje f 2.3dr=61%. Trudnosé wynika stad,
0

%e ma og6él nie odréznia si¢ wyraznie pojecia funkcji stalej od po-
jecia liezby, uzywajae dla obydwu tych samych symboli. Nie be-

 dziemy tutaj wechodzié w precyzyjne definicje logiczne, natomiast

zilusttujemy réznice geometrycznie. Jak wiadomo, do geometrycz-
nego przedstawiania liczb rzeczywistych uzywa sie tak zwanej 0si
liczbowej. Kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada pewien punkt na
osi i odwrotnie: kazdemu punktowi na osi odpowiada pewna ]iezba
rzeczywista.

O ile do przedstawienia liczb wystarcza jedna prosta, to do
przedstawiania funkeyj (o wartodciach rzeczywistych) potrzebna
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jest plaszczyzna. Rysunek 1 wyobraza wykres funkeji F4% Funkq:a
jest przedstawiona nie przez jeden punkt, lecz przez nieskox'lcz‘eme
wiele punktéw, ktére tworza parabole. Majac dany na osi @ jakis

strukeji podanej na rysunku pewien punkt y,
lezgey na osi y. Liczbe odpowiadajgca punk-
towi y, nazywamy wartoscig funkeji W punk-
cie t. o

Widaé z tego przykiadu, ze co innego
znaczy funkcja f(t), co innego zad wartosé fun-
keji w punkeie t. Jezeli funkeja przyjmuje wartofei zespolone, to
dla geometryeznego jej przedstawienia nie wystarcza juz plaszezyzna.
Jest jednak jasne, ze i w tym przypadku pojecia funkeji i wartodei

Rys. 1.

funkeji sg rézne. W matematyce Kklasyecznej nie bylo potrzeby wpro-

wadzania dla tych pojeé réznych oznaczen. Natomiast w niektérych
nowoczesnych dzialach matematyki, na przykiad w analizie funk-
cyjnej i w szezegélnodei w rachunku operator6w rozréinienie to
staje sie konieczne. ‘ ;
Umawiamy si¢ odtad, ze symbol f(t), nie PoPrIedrony wyrazem

funkcja, bedzie zawsze oznaczal warto§é funkeji w punkeie ¢; sama.
za$ funkeje bedziemy dla odréznienia oznaczaé symbolem {en.. -

TUmowe te mozemy schematyeznie zapisaé w postaci réwnosei:

funkeja f(t) = {f(#)},
wartodé funkeji f(t) w punkeie 7 = f(?).

W szezegénodei wige symbol {2} bedzie oznaczal funkeje stalg, kto-
Tej wartosé wynosi 2 w kazdym punkeie t. Sama za$ dwéjka: 2 bedzie
¥A oznaczala liczbe. Geometrycznie funkeja {2}
przedstawia linig prosts réwnolegly do osif, pod-
, ezas gdy liczba 2 jest przedstawiona przez je-
den punkt na ustalonej osiliczbowej. Zanwazmy
0 jeszeze, ze wartos§é funkeji {2} wynosi 2 dla kaz-
Rys. 2. dego punktu ¢ i jest przedstawiona na rysun-

ku 2 przez punkt oznaczony cyfra 2 na osiy.

Wobec przyjetej umowy znaczenie symbolu 2-3 nie jest juz
dwuznaczne; jest to zwykly iloezyn liezb 2 i 3, ktéry jest réwny

A e

1) Dla odréznienia funkeji od jej wartofei nieltérzy autorowie uiywaja

dla funkeji symbolu f(), inni j(:) lub f(-). Znakowania te nie dadza sie jednak -

wszedzie przeprowadzié konsekwentnie, trudno na przyklad byloby w ten spo-
86b odréznié funkeje majacs wezedzie wartosé 1953 od samej liczby 1953.

punkt i, mozemy znalezé za pomocy kon-

11 §

§6 Funkeja a wartosé funkeji 7

liczbie 6. Natomiast symbol {2}{3} oznacza splot funkeji 2 z funk-
¢jg 3, to znaczy funkeje 6. Mamy wiec réwnodel
' 2-3=6 i {2}{3}={61}.
CGwiczenie. Usywajac symboliki wprowadzone] w tym paragrafie,
sprawdzié wzory:
(@ {{eh=t'—1)
() {1}{cost)={sint};
) A{={
(3)  {PHP={F")-

§ 7. Symbolika
Mamy ogélne wzory

{a(t)}+{b(2)}={a(t)+-b(2)},
{d(t)}~{b(t)}={ [at—2)b(z) dr}.

0
Pierwszy z nich oznacza, ze dodawanie funkcyj jest po prostu
dodawaniem ich wartodei; drugi jest konsekwencjs umowy przy-
jete] w poprzednim paragrafie.
Stale zapisywanie funkeyj w postaci {f({)} moze byé czasem
ucigzliwe. Jezeli jaka§ funkcja wystepuje w rachunku kilka razy,
to najwygodniej oznaczyé ja jedna litera, na przyklad:

1
a={ef'cost}, b ={t3—— l-H} itp.

" Jezeli funkeja nie jest dana konkretnie, lecz zapisana symbolem

ogélnym {f(#)}, to w §krécie najlepiej uzywaé tej samej litery
f={/"}

Wygodnie jest réwniez wprowadzié znakowéme:

P=0-a,
a*=a-a-a,

*F=0-0-G-0 itd.
Jezeli m i n sg liezbami naturalnymi, to mamy ogélne wzory
a? o — am-*ﬂl’

anhr— (ab)a, (am)uz__ a“"“;

wzoréw tych dowodzi si¢ jak w zwyklej algebrze.
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Gwiczenia. 1. Sprawdzié réwnofei:

(@) =43 @) {tr={ht) (1) {hr={te}
®) {hE=ped, () {2P={#} () {2¥={44.

2. Korzystajac z praw przemiennogei, laeznosei i rozdzielnosei, uproeid
wyra.zema. »

(a)  {eos2i} {i}+{i} {sin®},
(@) 41— Vi tsin )+ {1+ V3 {eos 1)+ {1— P2} {eos +{1+ V3 {sin 8.

§ 8. Operator catkowy
Zgodnie z definicja splotu jest

—{ [

{13{7)}

funkeja {1} wyréznia sie tym, ze utworzenie jej splotu z dowolng

funkeja {f(¢)} powoduje scalkowanie tej ostatniej w granicach od
0 do t. Z tego powodu funkecje {1} 'b@dmemy nazywacé operatorem
catkowym; dla skrécenia bedziemy ja oznaczad litery I:

1={1}. '
Tatwo obliczyé kolejne potegi operatora calkowego:
t 2 1® .
TR e B e A

Uzywajac oznaczenia

nl=1.2....-n
%

mozna napisaé¢ Wzér ogdlny

n {n—1
P=—t.
{('n——l) !}

Wzér ten jest prawdziwy dla kazdej naturalnej liczby n>>2.
Jezell przyjmiemy, ze 0!=1, to prawdziwosé wzoru zachowuje sie
réwniez dla n=1. . ;

Wyrazenie I"{f(t)} mozna na podstawie tacznosei splotu inter-
pretowaé na dwa sposoby: 1° jako funkecje powstala przez n-krotne
scatkowanie funkeji {f(#)} w granicach od 0 do ¢ lub 2° jako splot

icm

§8 Operator calkowy

funkeyj {(———1_)7} 1 {f(t)}. Stad wzér

fdt ff(t)dt— f )1), ()i,

znany pod nazwg weorw Cauchy’ego.

Gwiczenia. 1. Obliczyé wyrazenia:

() P{nsinni}, (B) . Bfnemy,

_ (v) B{n2e™m}.
2. Udowodnié¢ wzdr

B {n®cos nt}=1*— {;@ sin nt}.
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Twierdzenie Titchmarsha

§9. SformuloWanie twierdzenia i ogélne uwagi

W paragrafach 3, 415 udowodnili§my przemiennosé, tacznosé
i rozdzielno$é splotu wzgledem dodawania. Zmacznie glebszg wias-
noéé splotu wyraza nastepujace twierdzenie: .

Jezeli funkeje f & g klasy C (zob. § 2, str. 2) nie sq tozsamodeiowo
réwne zerw, to ich splot réwniez nie jest tozsamosciowo réwny. 2eru.

Twierdzenie to zostalo wypowiedziane i udowodnione przez
E. Titechmarshal) w roku 1924. Dowé6d polegat na badaniu roz-
mieszezenia zer pewnych funkeyj analitycznych. Prostsze dowody,
polegajgce na badaniu szybkosei wzrostu funkey] analitycznych
Iub harmonicznych podali M. Crum?) w roku 1941 i J. Dufres-
noy?) w latach 1947 i 1948. Dowdd oparty wylgeznie na metodach
funkeyj zmiemnej rzeczywistej podat C. Ryll-Nardz ewski?)
w roku 1952. Ten ostatni dow6d podamy w tym rozdziale. Przed-

tem udowodnimy kilka twierdzen przygotowaweczych. Twierdze-

nia te wypowiemy dla funkeyj cigglych ®).

Kogo interesuja tylko zastosowania rachunku opera‘toréw,‘

moze zupelie bez szkody dla zrozumienia dalszego wykladu po-
mingé czytanie tego rozdziatn i kontynuowaé lekture od rozdziatu 3.

1) Titchmarsh [45] i [46].

2} Crum [6].

3) Dufresnoy [13] i [14].

4) Dow6d Nardzewskiego nie byl jeszeze nigdzie opublikowany.

%) Twierdzenia te, jak réwniez twierdzenie Titchmarsha, latwo jest uogél-
ni¢ na dowolne funkecje calkowalne w sensie Lebesgue’a. Uogélnienia te nie sa
potrzebne dla rachunku operatoréw. : . . ‘

cm

§10 Twierdzenie Phragména 11

§ 10. Twierdzenie Phragména
W roku 1904 E. Phragmén!) udowodnit nastepujace twier-
dzenie:
Jegeli g jest funkejq ciggla w przedziale [0,T], o

L] T t
. 1)kt
(10.1) xl})% SL——k%—fek"‘t"‘)g(t) dr—_—.fg(r)dr
: r=1 b h

dla »ka,z‘dego t, spetniajacego nierdwnodei 0<t< T.
O ile zalozymy, ze znaki
o T
(10.2) o im ¥ i f

X—»00 k=1 . o

mozna z sobg przestawiad, to dowdd-mozna przeprowadzié bardzo
latwo, piszae lewa stronme wzoru (10.1) w postaci

T 00
— 1)1
' [y tim S peenar
x—>00 .
0 k=1

czyli
T
(10.3) fg(v:) lim(1 —exp[ — ex—]) dx.
0 X+
Widadé, ze
0 dla <t
Iim — g9 ?
x-)ooexp( ¢ ) {1 dla t<rT.

Wobec tego funkeja pod catks (10.3) jest réwna g(-;:) w przedziale
0<7<t, réwna za§ 0 w przedziale i<z<T. Zatem calka (10.3) re-
p ‘

duku‘e sig po prostu do catki f g(7)dr, co nalezato udowodnié.

o
Przestawialnodé znakéw (10.2) mozina uzasadnié¢ dla lewej

strony wzoru (10.1), opierajae si¢ na pewnych twierdzeniach o cal-
kowaniu ciagéw funkeyjnyech.

Chege mieé dowdd zupehie elementarny, a jednoczeénie fcisty, moina
go przeprowadzié w nastepujacy rachunkowy sposéb.

TUstalmy dowolnie ¢ w przedziale 0 <i< T. Wowezas dla kazdego natural-
nego # i dodatniego & moznsa napisaé .

A Ve
(104) S [ @ d=1 @)+ E ),
.0 *

k=1

1) Phragmén [39]:
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gdzie )
—1) (—11 Tkx(t—-—r)
(10.5) I (x)= 2‘ ) f”"""’g( ddr i K (o)= Z—M—fe g(z)dz.
=1 F=1 ¥

Przestawiajac w pierwszym z wzoréw (10.5) kolejnosé sumowania i cat-
kowania (co w przypadku sumy skofiezonej jest zawsze dozwolone), fatwo do-
chodzimy do réwnosci

I (£)~fg(v)dv —fg(rZ( k} D Jpe

L] k=0
sy S D e
=fy(z)dt~fg(t)(exp{*ﬁ 1= 2 I )
0 0 k=n+t R
ezyli
; .
(10.6) 1,()= [g()de-+J(m) + L),
0
gdzie

£ t L \E i
Jia) =— f o) exp [— ¥ EDdr i Ly(@)= f 9 > (—-k‘l—)e’"‘“*')dt.
o : 0 cke=nt1

Jezeli M oznacza maksimum bezwzglgdnej wa.rtqéci g wprzedziale [0,T], to

n
i ds= M1 2 L BT (exp (T)— 3 (6%,
' k“n—l—l . k=0 )

1 -3}
i< fa 3

A i ,
stad widaé, e lim I, (x)=0, gdyi ostatnia suma dazy w granicy do exp (¢*7).
Wobec W:O—;:(].O.G) mamy dalej |
(10.7) nli’ngof (x)= fg(t Yez+J ().
Z drugiej strony jest

ety M

B

T
lfekx(t"’)g (z)dz
¥

7
< Mfekx(i—")dz=;—3§(l
/ ,

#

. . 1 ¥
poniewaZ szereg A — jest zbiezny, wiec istnieje granica
k=1

{10.8) th (x)—z

k=1

f ’”‘(H)g (2)ds =EK(z)

cm
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i zachodzi dla niej nieréwnoéé
oo

. 1M _eM
| E(=)] < < lc—_?g—x—'
Z nieréwnosci tej wynika, Ze
(10.9) lim K(z)=0. '
. x50

7 (10.7) i (10.8) widaé, se gdy n dazy do nieskoficzonodei, to wzér (10.4)
przechodzi w granicy we wzdr

2(—

Azeby stad otrzymaé wzér (10.1), wystarczy -wobec (10.9) wykazaé, Ze
{10.10) Lim J(z)=0.

. X=pTO
Istotnie, mamy

f U0 () Gy f )i o) K ().

t i
J(@)|<M f exp[— N M f e exp[— ) dr,
h !

gdy% dopisany w ostatniej calee czynnik & jest w przedziale calkowania
wiekszy od 1. Ostatnia calke moina latwo efektywnie wyliczyé, wprowadzajac
nows zmienng u==¢*®%; w ten sposéb mmajdujemy dla catki warto§é

1
- (% — exp(— e_”)).

Jest ona mniejsza od 1fex. Wobeo tego mamy |J(z)] < Mlew, skad wy-
nika (10.10). Twierdzenie Phragména jest wiec udowodnione.

§11. Twierdzenia o momentach
Korzystajae z twierdzenia Phragména, udowodnimy teraz
twierdzenie nastepujgce:
1. Jezeli | jest funkeja ciagta w przedziale [0,T] i istnieje taka
liczba N, ze

. T
(11.1) ]fentf(t)dtlgzv dla n=1,2,...,
. 0 .
to f()==0 w calym przedziale [0,T].

Dowéd. Wzér Phragména (10.1) mozna napisa¢ w postaci

lim 2 (—l)

!-)ao

. |
(11.2) e ) f (BT g (7) dir = a[ 9(z)dx
0

dla kazdego t, spelmiajacego nieréwnosei 0<<i<T.
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Gdy % i o sa liczbami naturalnymi i
(11.3) g()=HT—1),

to na podstawie zalozenia (11.1) jest
] J{z*x(""f)g(»r) dz\=l ofT T f(t~r)df‘=l ofT ekxtf(t)dt|<N,

gdyz wowezas iloczyn kz jest réwniez liczba naturalna. Wobec tego
wyrazenie pod znakiem lim we wzorze (11.2) jest niewigksze od

ol
NZ 71 e"”‘(T“f):N[l——eXp(e‘kx(""?)]
k=1
i tym samym dazy do zera, gdy @ dazy do nieskofezonosci przez
wartosci naturalne 1). Wobec tego prawa strona wzoru (11.2) musi
byé zerem -

[gx)dz=0 (0<i<T).
] .

Przez zrézniczkowanie tej réwnofci mamy. g(ty==0 dla 0<t<T .

i wobee (11.3) réwniez f(i)=0 dla 0<t<T. Poniewaz funkeja f
jest ciagla, wiec musi byé f(1)=0 w catym przedziale [0,7], co mie-
lidmy udowodnié.

7Z udowodnionego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek:

II. Jezeli funkcja g jest ciagla w przedziale [1,X] i isinieje taka
liczba N, 2e : : '

(11.4) [ fxw"g(:v)dwk<l\7, fla n=1,2,..,
J _

 to g(#)=0 w catym preedziale [1,X].

Istotnie, przez podstawienie z=¢!, X=cT i

xg(@) ={(t)

nierdwnodei (11.4) przechodzg w (11.1). Stad wynika, ze f(t)=0 .

w [0,T], czyli ze 2g(#)=0 w [1,X], co dowodzi twierdzenia.
Z twierdzenia IT mozna latwo wyprowadzié klasyeczne twierdze-
nte Lercha ?):

1) Istnienie granicy tego wyraZenia przy = -> co jest zapewnione przes
twierdzenie Phragména dla = przebiegajacego dowolne wartosei dodatnie; gra-
nica ta musi byé zawsze zerem, skoro jest zerem, gdy x przebiega wartofei na-
turalne.

%) Lerch [24], Mikusifiski [29].

cm

§11 Twierdzenia o momentach 15
III. Jezeli funkcja f jest ciggla w przedziale [0,11 ¢

T
(11.5) [tfwa=0 dla n=1,2,...,
(1]

to f(t)=0 w calym przedziale [0,T].

Dow6d. Niech © bedzie dowolnie ustalong liezby z przedziatu
(0,T). Przez podstawienie

t=03, T=0X 1 fi)=g(x)

z réwnosei (11.5) otrzymujemy

x
@"+‘fm"g(w)dm=0 dla n=1,2,...,
# 0

a stad

| 1 ﬁsng(m)dw\=] jm"g(m)dml< fl lg(z)ldz=N dla n=1,2,...
1 .0 . (1]

Na podstawie twierdzenia II mamy wige g(z)=10 w przedziale
[1,X], czyli f(1)=0 w przedziale [6,T]. Stad wynika, ze f({)=0
dla wszystkich £ z przedziatu (0,T1], bo © moze byé ustalone dowol-
nie mate. Poniewaz funkcja f jest ciagla, wiec musi byé réwna zeru
takze dla t=0 i dow6d jest zakohczony.

b
Uwaga. Calka f anf(x)do nazywa sie n-tym momentem funkeji
a

f(#) w przedziale [a,b]. Z tego powodu twierdzenia powyzsze nazy-

wamy_ fwierdzeniami o momentach.

§12. Dowéd twierdzenia Titchmarsha w przypadku =g

Przypusémy, ze f jest funkeja ciagly w przedziale [0,2T7] ize

3
(12.1) [fe—of(mdr=0 dla 0<I<2T.
3 ‘

Udowodnimy, ze wtedy f(1)=0 dla 0<<i<<T.
7 réwnosei (12.1) wynika, ze

b 8 1
(12.2) Ip= f eneT-0dt [ f(t—)f(z) dr="0.
0 1]
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Calke iterowang (12.2) mozna przedstawié jako catke podwéjng

Inszgn(ﬂ—i)f(t——r)f(r)d;ﬁldr, ’
A

gdzie obszar calkowania A jest tréjkatem, okredlonym przez nie-
réwnosel :

o< T 2T.
Po podstawieniu
:;ik_ ____________ . ; t=92T—u—v, t=T—0,
/ caltka ta przyjmuje postaé
A .
/

Ip=[ [ensto) f(T — u)f(T —v) du dv,
[
gdzie obszar catkowania B jest tréj- -
# katem okreslonym przez nieréwnosci
il ‘ o<uty, uLT, o<T.
oT Mozna napisaé

-1

gdzie obszar calkowania (' jest tréjkatem okre§lonym przez nie-
rownodel ’

|
Y-

Rys. 3.

—Tr<u, —TI<v, wtogl,

"2 obszar B-C jest kwadratem, okres-
lonym przez nierdwnosei

—TP<LuT, —TI<o<T.

A

N
N\
N

Poniewaz f f =TI,=0, wiec '
B

\ A

f f emf(T—u)-ewf(T—v)dudv=
ey )

= f f en G0 (T —u) f( T—v)du do.
a4

._T '
Rys. 4.

w catce po prawej stronie jest mniej-

szy od 1. Jezeli wigc M oznacza maksimum bezwzglednej wartosei f,

Gdy »>0, to czynnik er@+o

§12 Dowdd twierdzenia Titchmarsha w przypadku j=g iv

to ‘mamy stgd

T T
| [emi(T—w)au- [emf(T—v)ar|< [ [Irduae=27T=0r

—T

i w konsexwenejl

| fenuf(l’—u)dulgl/émf.

—T
Wobee tego

[ fI;""f(T~—u)dul==i ﬁ"“f(T—-u)du— [0 ennf( T—u)du| <
0 i g -T

0
<V§TM+] f emzj(T—-u)du].
i
Ale w ostatniej calce ezynnik e™ jest mniejszy od 1, wige
T 0
] |/ enuf(T—u)dzc|<V§TM+ [Mau=(2+1)T L.
0 -7

Poniewaz ta nier6wnosé jest prawdziwa dla kazdego n>0,
wiec na podstawie pierwszego twierdzenia o momentach musi by¢é
HT—u)=0 dla 0<u<<T, czyli f(t)=0 dla 0<i<T, co mieliémy
udowodnié.

Jezeli teraz f jest funkeja ciagla w przedziale nieskoriczonym
0<t< oo i w tym przedziale zachodzi stale réwnosé

[
[Ht—v)fz)az=0,
0

to tym samym réwno$é ta zachodzi w kazdym przedziale [0,2T].
Musi wiee byé f(t)=0 w kazdym przedziale [0, 7] i w konsekwencji
w calym przedziale nieskoriczonym 0<i<oco. W symbolice operato-
rowej mozna to wypowiedzie¢ w postaci twierdzenia:

Jezeli feC i =0, to f=0.

Twierdzenie to mozna jeszcze wyrazié inaczej:

Jeseli funkeja f klasy C nie jest tozsamosciowo réwna zeru, to
jej splot z samg, soba 72 réwniez nie jest totsamodciowo réwny zeri.

Jest to wiee szezegdlny przypadek twierdzenia Titchmarsha,

wypowiedzianego na poczat o rozdziatu.
Rachunek operatordw 2
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§ 13. Dowéd ogélny

0. Ryll-Nardzewski pokazal, ze powyzszy przypadek
szezegélny daje sig Yatwo uogélnié na zupeinie dowolne funkeje f
i g Klasy C.

Przypusémy, ze splot funkeyj /i g (klasy C) jest tozsamogeiowo

“réwny zeru

fg=0.
Znaczy to, ze
-
(13.1) [Ht—ngmdr=0 dla 0<i<oo.
o

Wobee tego w przedziale 0<{i<oo jest tez

4 i t
(13.2) [(—o)ft—)g(v)dr+ f Ht—7)-tg(z)dr=t1 f f(t—7)g(r)dr=0.
0 0 , 0 .

Wprowadzajac oznaczenia
ht)=tf(t) i g,(8)=1g(t) (0<t<o0),
mozna réwnoéé (13.2) zapisa¢ w symbolice operatorowej

f9+71e=0.

Stad mamy fg,(f,g-+fg,)=0 i, korzystajac z praw Ilacznodci,
przemiennogei i rozdzielnodei splotu,

1910+ (f9:)*=0.

) ]E:oniewa.z z zatozenia jest fg=0, wiec ostatnia réwnoéé redu-
kuje sig do réwnofci (fg,)*=0. Stad na podstawie twierdzenia udo-
wodnionego w poprzednim paragrafie mamy

] fglz 0,
ezyl
t
(13.3) - [ft—1)-zg(z)dz=0 (0<t<o0).
(1]

Poniewaz réwnosé (13.3) wynika z réwnofei (13.1), wiec tak
samo z réwnosci (13.3) wynika dalej, ze '

4 .
[tt—)-22g(r)dr=0 (0<t<oo)
o

§13 Dowéd ogélny 19
i ogdlnie
. 1
[Ht—7)-wg(x)dr=0 (0<t<o0)
0

dla kazdego n naturalnego.
Stad mamy na podstawie twierdzenia Lercha (zob. §11)

fit—r)g(r)=0 dla 0<i<<i<oo.

Jezeli dla pewnego 7,0 jest g(zo)3=0, to z réwnosei
flt—7,)g(7,)=0 odezytujemy, ze f=0 w calym przedziale nieskon-
czonym 0<t<oco. Jezeli zad takie 7, nie istnieje, to g=0 w catym
tym przedziale.

TUdowodnili{my w ten spos6b twierdzenie, ze jezeli splot fg jest
tozsamoseiowo réwny zeru,to co najmniei jedna z funkeyj f lub g jest
tozsamo$eiowo rownG zery.

Mozna tez inaczej powiedzieé: Jegeli funkeje f 1 g nie sq toz-

" samodeiowo réwne zeru, to splot fg réwniez nie jest tossamosciowo

réwny zeru.
A tak wiaénie na poczatku tego rozdzialu sformulowalismy
twierdzenie Titchmarsha. ‘

2#
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Operatory

§14. Dzialanié odwrotne do splotu

Podobnie jak w algebrze tak i w rachunku operatoréw mozna

wprowadzié nlamki
a

b ?
dla wygody symbol ten bedziemy nieraz zapisywaé w postaci a/b.
Zauwazmy od razu, ze jezeli @ i b sg funkejami i przez ab rozu-
miemy ich splot, to przez afb nie nalezy rozumieé zwyklego . dzie-
lenia, lecz dziatanie odwrotne do splotu. Symbol a/b (gdzie b nie
jest tozsamogeiowo zerem) bedzie wowezas oznaczal takg funkeje ¢, ze

(14.1) - a=bhe.
Jezeli na przyklad a={13} i b={t}, to

= {—it?z{&}:

SR

gdyz
{t} {68} = {f t—7)brdc}={1*}.

Aby definicja symbolu /b byla jednoznaczna, potrzeba, zeby
przy zadanych @ i b (b nie réwne tozsamodciowo zeru) istniala co
najwyzej jedna funkeja ¢, speliajaca réwnogé (14.1). Jednoznacz-
nos$é te zapewnia udowodnione w rozdziale 2 twierdzenie Titch-
marsha: .

Jezeli funkeje f 4 g klasy C (zob. § 2, str. 2) nie sq todsamoseiowo
réwne zeru, to ich splot fg réwnies nie jest tossamosciowo réwny zerw.

§14 Dzialanie odwrotne do. splotu 21

) Gdyby réwnosié (14.1) byta spelniona przez dwie rézne funkcje

6 i 6y, to znaczy lgdyby byle a=be, i a=bec,, to mielibysmy
ble;— ;) =0

1 splot dwéch funkeyj b i (¢;—¢,), nie réwnych tozsamogdciowo zeru,
bylby réwny zeru, wbrew twierdzeniu Titchmarsha. Zatem row-
nogé (14.1) moze byé spelniona co najwyzej przez jedns funkcje ¢,
co dowodzi jednoznacznodci symbolu afb. '

Gwiczenia. Sprawdzié réwnofei:

t! —Bf . - _—
() {{g}t 2 ® {i__f}i}—_-{aws}, y dmsint—costy o n

{sin }

§ 15. Operatory

Moze sie zdarzyé, ze dla danych funkeyj @ i b3={0} klasy C
nie istnieje funkcja ¢, ktéra by spelniata réwnanie a=bc. Wezmy
na przyklad a=>b={1}; wéwczas réwnosé¢ {1}={1}c nie moze za-
chodzié dla zadnej funkeji e={c(t)}, oznaczaloby to bowiem, ze

t
1= f o(z)dv
0

dla kazdego t>=0. A to jest nieprawdg juz dla ¢=0. Podobnych
przykladéw mozna by podaé bardzo duzo.

Ze zjawiskiem niewykonalnosei dzialania odwrotnego spoty-
kamy sie juz na elementarnym szezeblu matematyki. Mianowicie
w arytmetyce liczb calkowitych nie zawsze dzielenie jest wykonalne.
Na przyktad liczba 2 nie dzieli sie przez 3. Ale zwréémy uwage na to,
7e wlasnie niewykonalno$é dziclenia jest grddlem nowego rodzaju liced,
jakimi s ulamki. Przyjmujemy mianowicie, ze iloraz 2 przez 3 jest
nowg liezbg (juz nie calkowits), ktéry zapisujemy w postaci utamka £.
Ogoélnie, jezeli jaka$ liczba catkowita a nie dzieli sie bez reszty przez
inng liczbe catkowita b, to przyjmujemy, ze ich iloraz jest réwny
ulamkowi afb.

Dopuszezamy rowniez takie ula,mkl afb, w ktérych licznik a daje
sie bez reszty podzielié przez mianownik b, na przyklad §. Drieki
temu mozna ulamki uwazaé za uogblnienie pojecia. liczby (catko-
witej). Kazda liczba calkowita ¢ jest ulamkiem [gdyz daje sie przed-
stawié w postaci cb/b (b==0)], ale nie kazdy ulamek jest liczbg cal-
kowitg. ’
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Podobnie, niewykonalnodé dziatania odwrotnego do splotu pro-
wadzi do nowego pojecia matematycznego, jakim s opemto.ry: o

Utamek {1}/{1} przedstawia wiec operator (ktéry. juz nie jest
funkeja). Og6lnie, jezeli dla dwoch danych flunkey..J a i b=={0}
klasy C nie istnieje funkecja ¢, spelniajgca réwnanie a=be, to
utamek a/b przedstawia operator. o

Dopuszezamy réwniez takie operatory afb, dla ktérych istnieje
taka funkeja ¢ klasy C, Ze a=be. Dzigki.temu mozna operatory
uwazaé za uogdlnienie pojecia funkeji. Kazda fupkcja ¢ klasy C
jest operatorem (gdyz daje si¢ przedstawié w postaci cb/b, gdzie
b=={0} jest funkeja klasy C), ale nie kazdy opgrator jest fgnkejay.

§ 16. Dzialahia na operatorach

‘ Wprowadzenie operatoréw postaci a/b nabiera wartodci dopiero
wtenezas, gdy okreflimy na nich pewne dziatania, ktére pozwoly
poshugiwaé sie nimi w rachunkach.

W zwyklej arytmetyce przyjmuje si¢ dla wlamkéw definicje:
1. Pisgzemy ;—':% wtedy i tylko wtedy, gdy ad= be;

3. op o=

Zakladamy przy tym stale, ze mianowniki b i d s rdzne od zera;
wéwczas réwniez mianownik bd jest rézny od zera.

Dla operatoréw afb przyjmujemy takie same definicje 1, 2 i 3.
Nie bedziemy tych wzoréw drugi raz przepisywaé; rozumie sie samo
przez sig, ze w przypadku operatoréw litery a, b, ¢ i d nie oznaczaja
juz liezb calkowitych, lecz funkeje klasy C.
' Zakladamy przy tym stale, ze mianowniki b i d nie sg tozsamo-
gciowo rOwne zeru; z twierdzenia Titchmarsha wynika wéwezas,
%e réwniez mianownik bd nie jest tozsamogciowo zerem.

Dzieki zupelnej analogii operatoréw z utamkami klasycznej
arytmetyki, rachunki na operatorach wykonuje sie tak samo jak
na zwyklych ulamkach,

Gwiczenia. Udowodnié réwnofei;

@ BAD gy g M Oh

{fh {1} {eost} T {2}~ {sin 2}

§ 17 Operatory liczbowe 23

§ 17. Operatory liczbowe

Zajmiemy sie teraz operatorami postaci %, gdzie {a} jest
dowolng funkejg staly (to znaczy przyjmujacy wszedzie wartodé a);
oznaczymy je symbolem [a]:

_{a}
lel={g}-

Fatwo jest sprawdzié wzory

(17.1) el +[Bl=[a+p8), [a][Fl=[af].

Istotnie, piszgc dla uproszezenia I={1}, mamy

[al+p1= {2 B (b Lok g,
(aip= et 18} {ef} _UePt e} g,

Operatory typu [a] bedziemy nazywali operatorami liczbowymi.
Nalezy je odrézniaé od operatoréw {a}, ktére sg funkcjams stalymi
i dla ktérych w miejsce wzoréw (17.1) zachodzg wzory

{a}+{8y={at8},  {a} {B}={apt}.

Jest wiee na przyklad

[2131=[6], {2} {3}={6t}.

Dzieki wzorom (17.1) mozna w rachunku operatoréw opusz-
czaé nawiasy kwadratowe [ ]; zamiast wiec [a] bedziemy po prostu
pisaé a. Uproszezenie to daje jeszeze te korzysé, ze wzory (17.1)
przyjmuja wtedy postad ‘

at-p=qatf, af=ap,

czyli staja sie w ogéle zbyteczne.

§ 18, Uwagi terminologiczne

Réwnodei (17.1) pozwalaja na zajecie bardziej jeszeze rady-
kalnego stanowiska. Dzigki nim operatory liczbowe zachowujg sie
w rachunkach jak zwykle liczby. Mozna wiec zidentyfikowaé opera-
tory liczbowe z liezbami i nazywaé je po prostu licebami. Podobnie
w arytmetyce ulamki o mianowniku 1 identyfikuje si¢ z liczbami
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catkowitymi, podobnie tez liczby zespolone A »cze_éei urojonej réw- §19. Tloezyn liezby | funkeji
nej zeru identyfikuje sie z liczbami rzeczymsbynEu. Daje to te ‘ko-
rzy$é, ze nie ma potrzeby rozwazaé w dalszym 01aégu'osobn0 kazdy
z tych rodzajow liczb, wizystkie bowiem podpadajg ostatecznie

2
[ 413

diatwo jest udowodnié, ze dla dowolnej liczby a i dowolnej
funkeji stalej {f} zachodzi wzér

pod pojecie liczby zespolonej. . . o e fl={af).
W naszym przypadku liezby zespolone podpadz'q]@. pqcl IJO%QO.IG Tstotnie,

operatoréw. Operatory stanowig wiec nie tylko uogolmen?e pojecia ()= (a}p} _ (aB} UaB} )

funkeji, ale jednoczesnie uogélniajg liczby zespolone. Rézne etapy Bl="0—="F" =7 =1}

P . Wi ostaci nastepujacego tancucha:
uog6lnien liczb mozna przedstawic w p epujaceg Dla ilustracji zestawmy obok siebie wzory

liczby calkowite C liczby wymierne C liezby rzeczywiste C .

Y ' Cliezby Zesp(y)lone C operatory. 2-83=6, 2{3}={6}, {2}{3}={61}.
Pierwszy z nich wyraza, ze iloczyn liezb 2 i 3 jest réwny liezbie 6;
drugi, ze iloczyn liezby 2 i funkeji stalej {3} jest réwny funkeji
stalej {6}; wreszcie trzeci, ze iloczyn (splot) dwéch funkeyj {2} i {3}

W paragrafie 16 zdefiniowaliSmy sens wyrazenia

a ¢
(18.1) ya jest réwny funkeji {6}.
. ac (31— .

Jezeli operatory afb i c/d redukuja sie do funkeyj, to wyrazenie dla ;ilio szczegblny przypadek wrzorn o{f}={af} otrzymujemy
(18.1) oznacza ich splot; jezeli zas redukujg sie do liczh, to wyraze- dl—{a}.
nie (18.1) oznacza zwykly iloczyn. Zatem wyrazenie (18.1) przed- . o ‘ )
stawia dzialanie, ktére jest jednoczesnie uogélnieniem splotu i zwyk- Z:&tem ka.zda funkcja stala {a} daje sie przedstawié jako ilo-
lego iloczynu. Majge teraz wybdér w ustaleniu nazwy w przypadku czyn liczby a i operatora calkowego 1.
ogélnym, ze wigledéw praktycziych przyjmiemy nazwe éloczyn. Zauwazmy, ze zachodzi wzdr ogélny
Wte@y bowigm b@dziemy mogli swobodnie uzywad I'.C')Wl'liez innyfzh (19.1) (1)} ={af(0)},
termindéw zwigzanych z iloczynem, na przykiad mnodenie, crynnik, ) o o - )
potega, dzielenie, odwrotno$é itd. Nasuwa sie tez mozliwosé zasta- ktéry wyraza, ze pomnoenie funkeji f(t) preez liczbg znaczy to samo
pienia nazwy splot funkeyj przez iloczyn funkeyj; wiedy zwykly co pommokenie jej wartosei preez te liczbe.
iloczyn nalezaloby dla odréznienia nazywaé iloceynem warto$ci Istotnie, mamy
funkeyj. Zachowamy jednak nazwe splot, zwlaszeza w przypadkach, 1
gdzie moglaby zachodzié obawa nieporozumienia. \ : [} AN { g'af(r)dr} i)} N

adf()} =5 = — =" ={df(®)}.

Pewnego wyjaénienia wymaga réwniez sama nazwa operator. Pochodzi
ona stad, ze rozwazane pojecie obejmuje nie tylko liezby i funkeje, ale réwniez

wiele elementéw odpowiadajacych temu, co w dotychczasowe] literaturze nosi Wzor (19.1) wyraza prawidlo praktyczne, pozwalajgce wigezaé

nazwe operaioréw. Operatory te oraz funkcje, na ktére one dzialaja, tworza czynnik liczbowy pod znak klamry. :

w dawniejszym ujeciu rachunku operatoréw dwie odrebne klasy elementéw. Zzuwazmy, ze dla dodawania nie istnieje wzdr analogiczny
W tej ksigZce rola obydwu rodzajéw elementéw jest symetryczna, gdyz wehodza do (19.1). Sume liezby « i funkeji {f(¢)} mozemy zapisaé jedynig ,
one wazystkie do wspdlnej klasy uwlamkéw afb, obejmujacej réwniez. liczby. w postaci a4-{f(t)}; suma ta jest operatorem, ktéry mozna co Da:j-i;'
Wobec tego nazwy liczba, funkcja i operator moina by a priori uwasaé za réwno- . P

- uprawnione do tego, zeby caloié ohjaé przez jedna z tych nazw. Jednakie ze {a-+[f(z)d=}

W:élfﬁiz na tradycje rachunku operatoréw najodpowiedniejsza wydaje sie nazwa wyzej sprowadzié do postaci ulamkowej __P;{T_,. Dla ope-
of . :

ratoréw tego typu zachodzi, jak latwo zauwazyé na podstawie
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praw przemiennosei i laeznosei, wzor ‘
t '
(D (B-+Hg®N = ap+{30)+ ag()+ [ =) g(m)d5).
0
& wiczenia. Sprawdzié réwnodei: » '
(@) (A+) I—)=1—{t}, 8) (1+21p=142{3+ 61222},

() A+ =)= @) (1+{) (—{sint})=1,
(e) (14{41}) (142 {cos 2¢ —sin 2t}) = 1+{2}.

§ 20. Liczby 0 i 1

Zastepujac we wzorze (19.1) a przez 1 otrzymujemy réwnogé

1{f(t) }={f()}. Tatwo ndowodnié ogdlnie, ze jezeli ¢ jest dowolnym
operatorem, to zawsze zachodzi réwnosé

(20.1) lc

C.

Istotnie, piszae 1=1I[l i c=a(b, gdzie o i b s3 funkcjami klasy C,
mamy na podstawie definicji réwnofei i mnozenia operatoréw
la[/b=afb, skad wynika réwnosé (20.1).

Dla liczby 0 udowodnimy wzory ogéine:

{20.2) 0¢=0, o¢+0=0c..

Istotnie, piszac 0={0}/l i c=a/b, gdzie a i b=={0} s3 funkcjami
klasy C, mamy

0
0o = z{l_b}'z-i%' ==,
c+0- {0} ‘% }b= { bl %=o,
Zauwazmy jeszeze, Ze
{0}=0;

istotnie, wynika to z réwnodei 07={0} oraz z pierwszego z wzo-
6w (20.2). Wobec tego funkeje {0} nalezy zidentyfikowaé z liczbg 0.
Jest to wyjatek od zasady przyjetej w §6, gdzie kladliémy na-
cisk na koniecznodé odrézniania funkeji od liczby. Otéz {0} jest
jedyns funkeja, ktéra posiada wobec dodawania i mnozenia te same
wlasnodei co liczba 0; wskutek tego mozna ja we wszystkich wzo-
rach zastepowaé przez liczbe 0 i odwrotnie. I na tym Wlaéme polega
1dentyﬁkae]a. symboléw {0} i 0.

lmn § 21

Operator rézniczkowy 27

§21. Operator réiniczkowy

Operatory mozna przez siebie dzielié. Jezeli na przykiad g=a/b,
h=c¢/d, to

W tym przykiadzie licznik i mianownik utamka g/h sg dowol-
nymi operatorami, a juz nie koniecznie funkejami.

W szezegdlnodei 1/kh nazywamy odwrotnodecia operatora h. Za-
uwazmy, ze jezeli h jest funkcja, to odwrotnosé 1/h nie moze byé
funkejg. Istotnie, gdyby ki 1/h byly funkejami, toiloczyn h-1/h bylby
réwniez funkcja, podezas gdy jest operatorem liczbowym 1.

Podstawowsg role w rachunkn operatoréw gra odwrotnosé ope-
ratora catkowego l={1}, ktéra oznaczaé bedziemy przez
1
T

Wobec tej definicji mamy
Is=sl=1.

Udowodnimy nastepujgce wazne

Twierdzeniel). Jeseli funkeja a={a(t)} ma pochodng o’={a’ ()}
ciggla dla 0<i<co, to zachodzi wzor

(21.1) sa=a' -} a(0),
gdzie a(0) jest wartodciq fumkeji a w punkcie t=0.

Istotnie, mamy

i
{a@}={fa'@ dr}+{a(0)},
czyli °
{a(t)}=U{a'(t)} + La(0).
Stad, mnozac obustronnie przez s, otrzymujemy wzér (21.1).

Jezeli funkcja o jest réwna zeru w punkecie =10, to wzoér (21.1)
redukuje sie do postaci
’ sa=a’;
w tym wiee przypadku mmnozenie funkeji przez operator s oznacza
po prostu jej zrézniczkowanie. Z tego powodu 8 bedziemy nazywad
operatorem rozmiczkowym.

1) Twierdzenie to uogélnimy w § 56.
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nie przez § 0ZNACZA gréiniczkowanie funkeji i (lioda,nie jej.Wa,I"toéei
poczatkowej. W wyniku daje to operator, ktéry redukuje si¢ do

funkeji tylko wtedy, gdy wartogé poczatkowa funkeji danej jest

zerem.
Przykiady.

s{sin t}={cos t}, s{ef}={et}+1,
s{ry={ni=—1} dla n>1, s{t-+1}={1}+1.

Przez operator rézniczkowy Imozna mnozy¢é nie tylko funkcje
réiniczkowalne. Iloczyn sa bedzie miak ZaWSZe sens, bez wzgledu
na to, ezy a jest funkeja rézniczkowalng, ni.eroémcz.km-valnad (Klasy C)
ezy zgota dowolnym operatorem. Jezeli wiee mnozenie przez s uwa-
zamy za uogélnienie rézniczkowania, to w z.aJkresw' (}pera,toréw
funkeja ciagla (a nawet kazda catkowalna) jest rézniczkowalna

(wynik rézniczkowania jest operatorem, a juz niekoniecznie funkejg).

Uwaga. Moze sie w pierwsze] chwili Wydﬁj\{Wﬂ;é, Z.G reuchunk%
bylyby wygodniejsze, gdyby .mnozenie funkeji ré‘anczkowalne]
przez s bylo dokladnie réwnowazne rézniczkowaniu, tol ZNACZY
gdyby nie trzeba bylo jeszeze dodawaé wartosci p‘ocz-ektkowej. I{atwo
jednak zauwazyé, ze zwykle rézniczkowanie nie jest przemienne
z calkowaniem (W granicach od 0 do t); jezeli na przykiad zréznlcz-
kujemy funkeje {cos ¢} a potem scatkujemy, to otrzymany {eosf-—l};

wykonujac za$ te dzialania w porzadku odwrotnym, otrzymamy

{eos t}. Dla prostoty rachunku operatoréw decydujace znaaczell'ie ma
postulat, by operatory rézniczkowy i catkowy byly przemienne:
sl=1s. A przemiennoé te uzyskujemy wiagnie dzieki definicji po-
danej w tym paragrafie.

§ 22. Potegi operatora s

Jezeli funkeja a={a(t)} ma drugs pochodng a"”={a"(t)} ciagly
w przedziale 0<i<co, to mnozage (21.1) przez s otrzymamy

s2a=sa’+ 8-a(0),
skad, stosujge jeszeze raz wzér (21.1) do pochodnej o,
s2a=a"+a'(0)+s-a(0).

Og6lnie mamy twierdzenie:

o
cm.

Nalezy jednak pamigtad, ze w ogélnym przypadiu pomnoze-

Potegi operatora s 29
Jezeli funkeja a={a(t)} ma n-tg pochodng a®W={a™(f)} ciggly
w przedziale 0<i<oo, to
sha=a® 4 a@D{0) 4 sa—(D) L5712 (0).

Ze wzgledu na zastosowanie przy rozwigzywaniu réwnan réz-

niczkowych najwygodniej jest zapisaé ostatni wzdér w postaci

4 =grg—sn—1g(0)—. .. —sa®@=D(0) —alr==D{0),
Cwiczenie. Sprawdzié réwnosei:

(x) s{sint}=1—{sint}, (B) s*{eost)=s5 —{cosi}.

§ 23. Wielomiany operatora s
Waing role w zastosowaniach graja operatory w ksztalcie wielo-
mianéw
(23.1) An S+ ap_y187 1 o8+ ay,

gdzie ap,...,q 53 dowolnymi liezbami. Dzialania na tych wielo-
mianach wykonuje sie tak samo jak w zwyklej algebrze, na przyklad:

(s—1) (st fsm21 L 1)=s"—1.

Jezeli dwa wielomiany operatora s sq sobie rowne, to majq wspdl-
czynniki odpowiednio rdwne, to znaczy z rdéwnosci

(23.2)  anS"+ 0p—y8" I oy S ag= By "+ B 1 B8+ By
wynikaja zawsze rownosei
(23.3) = fn, Gn1=Pa-1, -y =P @g=fq
Istotnie, mnozae réwno$é (23.2) przez 1™, mamy
plten. - ag U =Bl 4.+ B 1"

réwnodé ta oznacza, Ze
tn ) tll
a,.—l—...—{—aﬁ;z—,:ﬁn—}—...-{—ﬂonj dla 0<i<oo.

Stagd na podstawie znanego juz twierdzenia o zwyklych wielomia-
nach wynikaja réwnoéci (23.3).

Gwiczenia. 1. Udowodnié wzér ;
1484827 I (s® —1) {ef}.
2. Sprawdzié, ze . .
st ot=pY (s —alP+a?][(s+e)P+a?] da =

Wil =
R fes
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§ 24. Zwiazki operatora s z tunkeja wykladnieza
Stosujge wzér (21.1) do funkeji {e“*}, znajdujemy réwnosé
s{et}y =1+ a{e“t},
z ktérej latwo wyliczamy

1
(24.1) ‘ {ext} =

s—a’

Na podstawie definicji splotu mamy
£

(sia)z ={e"}?= { éa(t")eu’dt} {6“’ d'l'} {I‘!G“t};

: 0

e i b { f;“(’-’){—!e“'dr} fooe [ ar} = {5 e}

0

i ogolme

242) 1 ={ i eat} (n=‘1,2,...).:

G—a \m—1)!

tn—l
Wzér ten jest nogélnieniem wzorn I"= {(T—_i_)_‘} wyprowadzo-
nego w paragrafie 8 (str. 8) i sprowadza sie do Lniego przez pod-
stawienie a=0. ’ .

§ 25. Zwiazki operatora s z funkcjami trygonometryeznymi '

Na podstawie znanych wzoréw Eulera

e CO8 & et
2 -

sin o =
mamy
{e*tsin gt} = % {eteti)r— gla—it)t}, {e*cos Bt}= % {etetH) | g(a—iB)t},

1

Koxfzystajazc z (24.1) mozemy napisaé

{%edsm'%} =%3(8—a1—iﬂ B 8—al+iﬁ) =‘(saa1>2.+:3*’

1 1 1 s$—a
{e** cos ft} = §(s—a—'iﬁ + s—a-{—iﬁ) T E—aft g

Wyprowadzi]iémy wige wzory

8—a iy
B8 Ggprp= g ) 120 apm mereos

g .

icm.

Zwiazki operatora ¢ z funkejami trygonometrycznymi 31

Potegi operatora 1/{(s—a)>+ $*] moina obliczaé przez kolejne
wykonywanie splotu: '

b4
[(s——a;-;- PR {Elz“f €9 5in f({—) -¢** sin ﬂ-cd-z} =

{f;; [113 sin pt—t cos ﬁt]}
1

G—alf TP { f e sin f(i —1) - [2 €™ sin fr—1e™ cos ﬁr]dr} =

= E‘[@ «—@)%Siﬂ ﬂt—gtcos ﬂt]}.

Ogélny wzér jest dodé skomplikowany. Wyprowadzimy go
w paragrafie 63 czedel IL.

Wazny jest szczegblny przypadek Wzoréw (25.1), ktéry otrzy-
mujemy podstawiajac a=~0: '

1 1.

—_—={sin

2+ p {581 ﬁi}’

Gwiczenie. Udowodnié wzory
1

1
(—5‘—__—“)2—_-‘—-—’;3:{5 %t gh ﬁt} {(8>0); @) (S__"—s‘;;"_?_;={eat chpt}.

?-1—&?= {cos ft}.

(=)

§26. WyraZenia wymierne operatora s
Z algebry wiadomo, ze kazde wyrazenie

YmS8P4... + 18+ ' :
(26-1) On 6% F.. + 0,81 6, (m<n),

gdzie ym,...,Y¢ 1 Ony...,0, 83 liczbami rzeczywistymi, daje sie roz-
bié na ulamki proste nastepujgcych ksztaltéw:

1 1 $
. (s—a)p’  [(s—aP+pP’  [(s—aP+pP’
gdzie a i § 83 réwniez liczbami rzeczywistymi, a p liezbg naturalng.
Ulamki dwéch pierwszych typéw mozna, korzystajge z metody
podanej w poprzednim paragrafie, przedstawié zawsze za pomocs
funkeji wykladniczej i funkeyj trygonometryeznych. W utamkach
trzeciego typu dochodzi jeszeze czynnik s, mozna wiee je rowniez
sprowadzié do funkeji wykladniczej i funkeyj trygonometryeznych
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przez zastosowanie wzoru (21.1). Na przykiad:

L — :s{fft—, [1 sin fi—1 cos ,Bt]};

[s—af+pF " Q2pLA

poniewaz wyrazenie W klamrze {} jest réwne zeru dla t=0, po-
chodna zaé z tego wyrazenia ma postaé

ot 1.
Eﬁ—z[{a-l-ﬁzt) Bsm Bt — at cos ﬁt],

wiec
8 e% e Lo }

= {——](a 1) = sin Bt — at cos Bt],.
e R e P Ao

Ostatecznie kaide wyrazenie wymierne (26.1) daje sie przez
rozkiad na ulamki proste sprowadzié do funkeji wykladniczej i do
funkeyj trygonometrycznych. Przy rozkladzie na ulamki proste
najlepiej stosowac, podobnie jak si¢ to robi w rachunku catkowym,
metode wspolezynnikow nieoznaczonych.

Przyklady.

., 8
1. Obliezyé P10

Mianownik rozklada si¢ tu na dwa réine czynniki liniowe:
s i s1-2. Mozna wiec znalezé takie liczby A i B, ze

s+1 A B
o +s+z'

s{s+2) s

‘Mnozac te réwnosé obustronnie przez $(s-+2), mamy

s+ 1=(A+B)s+24.

R6wnosé ta bedzie spelniona, gdy A+B=1 1 24=1, to znaczy,
gdy A=B=14. Stad

1

shl 111
£ 2 s+2 sz
i ostatecznie ‘
s+1 1 1 )
sz+ﬁs—{§+56 }

@
l:‘?n § 26

Wobec tego

Rachunek operatoréw

Wyrazenia wymierne operatora s 33

2. Obliczv 5843
bliezy =Ty (=1 255 5)"

Szukamy takich statych 4, B i C, zeby

- 5843 _ A | B(s+1)+C
(8—1) (s*+28-3) S—lT (s+1)24-4 .

Mnozge te réwno$é obustronnie przez (s—1)(s24-2s3-3)

i poréwnujgc nastepnie wspélezynniki przy réwnych potegach,
znajdujemy

Zatem

5s+3 _ 1 s+l 3
(s—1) (s*+28+5) s—1 (s+1)2+4+(s+1)2+4=

={e’——e—f cos 2t+§ e~igin Zt}‘
3. Obl —
| bliczyé eI
Rozkladamy na ulamki proste
1 _4 B ¢ D
SGTIF s a3 HIF  GFER

__8[A(s+4)*+Bs(s+41+ Cs(s+- 1) +Ds]
8(2s4-1)3 :

Poréwnujge w licznikach wspélezynniki przy réwnyeh po-

tegach s, dochodzimy do réwnosei

0=8418B, 0—644 2B+ 408D,
0=124+8B+8C, 1=A.

Rozwigzujge ten uklad réwnan znajdujemy

A=1, B=—1, C=—%4, D=—%.

1 =1_ 1 _ 1 1
S(sF1P 5 531 2(s13F &st3F
={1—e 12— L2 — L2} =
={1—} (84 4t+12)et2).
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2561654135215
s 428 —2g2—1"

4. Obliczyé
Piszemy
9564-65443524+5 28646514352 +5
B2 —2e2—1 (s—1)(s+1)(s2+1p
A B ,0s+D  Es+F Gs4+H
=s——1+s+1+ 241 +(82—1—1) +(32+1) -
_LA(s+1)+ B(s—1)] (8241 P[(05+-D) 2+ 1PH(Bs +F)(*41) + Gs -+ H (s

(s—1)(s-+1)(s2+1)*

Porownanie wspélezynnikéw w lieznikach daje nam réwnoéci
0=A+B+C, 0=34-+3B—C+@,
2=A—B+4D, 3=34—3B—D+ H,
0=344-3B40+4+E, 0=44B—C—FE—@G,
6=34—3B+D+F, b=A—B—D—F—H.

Stad
A=1, B=—1, H=—3, (=D=FB=F=G=0

265165235245 1 13 _
8+2s8—282—1  s—1 s+1 ($241)p

_—_{ef— et— g- (3—12) sin¢-- gt co8 t}.

Jezeli m>n, to wyrazenie (26.1) przedstawiamy jako sume
wielomianu operatora § 1 ulamka, w ktérym stopien licznika jest
juz mniejszy od stopnia lmanowmka Po tym przeksztatceniu mozemy
juz stosowaé metode rozkladu na utamki proste.

Przykiad. .
g3
P =82 s—!—l—}--———s-—f—s—l—l—i—{ef}
Udowodnimy jeszcze nastepujace twierdzenie:
Jeseli
(26.2) amsm—}-...-l—ao__ypsp—l—. 4

Brs™ +oio-By BgsT+ ... 6,
to dla kazdej liczby & (rzeceywistej lub zespolonef ), takiej #e

(26.3) ﬁn§n+...+ﬁ0¢9 I 0,89 4. 48,==0,

Wyrazenis wymierne operatora s 33

zachodzi réwnoéé .
apé™ ... +a ?p‘fp‘r -T+%a
Bak® +.+ By 6gfl+.. by

Dowéd. Z réwnosei (26.2) wymka ze

(ams™+...+ap) (0894 ...00) =(¥psP+.. 7o) (Bns™+... o).
Po wykonaniu mnozenia otrzymamy z obu stron wielomiany opera-
tora s. Wielomiany te beda miaty réwne wspélezynniki na pod-
stawie twierdzenia z paragrafu 23. Stagd wynika, Ze musi tez byé
(am&™+ ... Fag) (0g89+... 4+80) =(¥pP+ .. T-70) (B ... +Bo)-
‘Wobec (26.3) z réwnosel tej otrzymujemy od razu (26.2).
Gwiczenia. 1. Sprowadzié do funkeyj wykladnmiczych i trygonome-

tryeznych nastepujace wyragenia:

() éj‘-r__—lms (=) s“-}-;!—,Ls’

® ot @ w2
R
@) R ) (——*—S,Jrgﬂ)z.

2. Wykazaé, ze

__.‘....._ __ gt

@ an—g

®) : ={ ! (cosﬁt—-—cosat)} (a® g%),
(PN Py R
_g£—a [l a Ly -, ,

o (s=+azus~*+ﬁ’f—{am“t ﬂm‘“} (a0, p=0),

1

®) G {2«3 (sh ot —sin az)} (a+0),

© ;Jlr_af{ﬁ(ch%sm%—sh%m%) (a0),
o %={m§¢},
© f;f ‘]; {3t sin ).

3*
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ROZDZIAL IV V
Réwnania rézniczkowe zwyczajne
o wspélezynnikach staltych

§ 27. Ogélna metoda i przyklady
Rachunek operatoréw daje wygodne sposoby rozwigzywania

réwnan rézniezkowych liniowych. Szczegélnie piekne pole do za-
stosowan stanowia réwnania czastkowe, ale takze w przypadku 4
réwnai zwyeczajnych stosowanie operatoréw daje pewne korzyfei -
w stosunku do metod klasycznych. Nie wymaga ono stwarzania

dla tych réwnarn zadnej osobnej teorii, sprowadzajac je automatyez-

nie, zar6wno w przypadku ich jednorodnofci jak i niejednorodnosei,

do zwyklych réwnan algebraicznych.
Wesmy pod uwage réwnanie rézniczkowe n-go rzedu

{27.1) An 8@+ oy 20D L 4 2=F,
w ktérym fvspélczynniki &,,...,au

jacego warunki poczatkowe
.a’(O):')’Os #'(0) =1y, ey BOD(0)=pps.
Wobec wzoru ogélnego

a:("> =snp—sr~1p(0) —...—x@(0)

Wyprowadzonego W paragraﬁe 22 (str. 29), réwnanie (27.1) moina £

napisaé w postaci
R PR R N N S S )
izie ‘
Stad znajdujemy od razu

BBy
_ans" 40y B

(an==0) sa stale, f 728 jest'do- k
wolng funkejs ciagly dla 1>0. Szukamy rozwigzania w(f) spelnia-

Pr=awp179t a2y +... FGnYn—v1 (”v'—-f(),nl,.‘..,n'—'—l)‘.‘

Ogdlna metoda i przyklady 37
Aby otrzymad rozwigzanie w zwyklej postaci, mozna rachowaé
wedlug schematu

:Bn—lsn_1+-—-+3n f
A8 +...F 0y ApS™ ...y

i stosowadé rozklad na utamki proste.
Zupelnie podobnie mozna rozwigzywaé uklady réwnan 162-
niczkowych o wspélezynnikach statych

21+ ay + oot a1nTn=},

Tt O @yt e- + G =z
Zakladajge, ze
() =1, -y Tl0)=7ya,
mozemy, korzf,*stajsgc z ogblnego zwigzku 2= szx—=(0), nadaé temu
ukladowi postad
(ayy+ 8)8; +.oe +a1nTa=p, + f1

P . .

¥t - +{ﬂnn-r8)«’1'n——?n+fn
Do rozwigzania tego ukladu mozna stosowaé wyznaeczniki lub
jakgkolwiek inng klasyezng metode rozwigzywania ukladéw réwnan
algebraicznych.

Przyklady.
1. Zmalezé rozwigzanie (i) ré6wnania rézniczkowego

2 —z=(2l—1)e" 1),
takie ze x(0)=2.

1) Cheae byé konsekwentnym w przyjete] w paragrafie 7 symbolice, na-
lezaloby raczej pisaé

' —z={(2t— l)af}

gdys prawa strona réwnania, podobnie jak lewa, jest tunkejg. Aby przyzwy-
czai6 sie jednak do poprawnego stosowania rachunknm operatoréw do dziedzin,
gdzie zadania sa podawane w dawnej, mie operatorowej symbolice, uiywamy
jej eelowo w sformulowaniu zadah, przechodzae do postaci Opera,tomwe] dopiero
w trakecie rozwiazywania.
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Rozwigzanie. Wobec Warunku poczatkowego mamy o' =sp—2;

zatem
sp—0=2+f,
gdzie
f={(2t—1)e"}.
Stagd

o=t 2ot Ay =2 Do) =
{ f gt Or—l)e"‘dr} {et et}
0
2. ZnaleZd rozwiaza,m'e 2(t) réwnania rézniczkowego
#"+ 2r=0 (A=F0),
spelniajace warunki poezgtkowe
2(0)=a, &'(0)=4.

Rozwiazanie. Jest teraz «”'=s?s—as—f i wobec tego

s 4+ A2op=as -+ f;

stad
. as B

—82—}- 22 +32+ 2

= {a cos lt-}—g sin lt}.
3. Zmalezé rozwiazanie x(f) réwnania
| 2 —o —6p=2,
spelniajgce warunki poczatkowe
2(0)=1,  2'(0)=0.
Rozwigzanie. Poniewaz funkeja 2, wystepujgca po prawej

stronie, moze byé Zrédlem nieporozumienia, napiszmy jeszcze to
réwnanie w postaci

(@1} — {0/} —6{w () }=(2);

poniewaz {2}:22:2;, wiec po uwzglednienin ‘warunkéw poczatko-

icm ..

Ogélna metoda i przyklady 39

wych mamy
1
s2r—sx—b6r=8—1-+ 25,

a stad
s2—s--2 11,8 1 4 1
T s(s—3)(s+2) 35 '158—3'5s+2

4. Znalezé rozwigzanie réwnania
2® L2506 — 25" — g =(),
speniajgce warunki poezatkowe
2(0)=2"(0) =2#(0)=12(0)=0,
2'(0)=2, 2®{0)=2, 2®(0)=—1, @(0)==11.
Rozwigzanie. Z postaci operatorowej réwnania
Sr+288r— 2820 —r=285-1-65*1352+5

znajdujemy, majac na uwadze rozwigzanie przykladu 4 z para-
grafu 26 (str. 34),

2584654135245

3 . 9 }
ZSTOS O8O [ o+t (3 _g2sintLioicost
P I PO P {‘-’ —I—g (3—1)*sint+otcosty.

5. Rozwigzaé uklad réwnai rézniczkowych
&' — a— By =pe=,
Y +pr—ay=0
przy zalo:'ze]}iu; ze \
2(0)=0,  y(0)

Ii

Rozwigzanie.

sy+pr—ay=1.
Stosujac dalej zwykle metody rozwigzywania ukladéw réwnan
algebraieznych, znajdujemy
28 Y= (s—ap—p
(s—aP+p* ~(s—a) £(8——a)“—r.@/

r=
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i dalej
w={2etsin ft},
As—a) ——1——{96‘” cos ft— et} ={e*(2 cos fi—1)}.

TlE—apt P s—a
6 Rozwigzaé uklad réwnai réiniczkowych
+ g —z=0,
—z =2 faty= th t,

sh.
20" +y"+4" +a=—2 oy Vs

zakladajae, Ze ;
2(0)=2'(0)=1y(0)=y'(0)=2(0)=7#'(0)=0.

Rozwigzanie. WprowadZmy oznaczenie f={tht}; wtedy
{ ‘?q—hj—}——szfv—l i réwnania mozemy napisaé w postaci

hi ¢
s+ sz—2=0,

—sp—2sz+a+y=F,
2 82 s2y - 22+ o=s*f—1.

Oznaczajac pfzez D wyznacznik tego ukladu, mamy

®
cm..
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i wreszcie
p={—1+et}sint},
={1—et—2sint+}tht},
z=4{—et—gini} cost}.

Cwiczenia. 1. Rozwiazaé nastepujace réwnania przy zadanych warun-
kach poczatkowych:
(¢) #'—2ax’ +{a?+p2)5=0; x(0)=0, z'(0)=L.
(B) o’ +4z=sini; x(0)=2"(0)=0.
(y) & 4a' =6 a(0)=a'(0)=5"(0)=0.
(8) & 4o’ =842 z(0)=4, '(0)=— 2.
(e) 2®+a’=cost, z(0)=x(0)=a"(0)=(0), z"(0)=y.
() 42" — 8z —z’ — 3z =—8¢; z{0)=2"(0)=2"(0)=1.
9) 8P +dz=0; z(0)=2/(0)=2"(0)=2""(0)=0.
(1) 2®+2atr +atz=chat; z(0)=x(0)=1, #'(0)=1—2a% «'"(0)=— 20
() &P 120" t-o = at+psint+yoost; (0)=7'(0)=2"(0)=2""(0)=2*(0)=0.
0\) o —4z=sin }t-singt; 2(0)=1, «'(0)=

(Wskaz6wka. Zamienié iloczyn sinuséw na réznicg cosinuséw.)

2. Rozwiazaé nastepujace uklady réwnafh przy zadanych warunkach po-
czatkowych:

) 0 s—1
Defstl 1 — 2 =s(sHD) (D),
22 s2 §241
0 0 s—1
1 s—1 1. 1 1
p=3 SR ) P e S N
D s2ff——1 g gy SETDEFD s sl £11
s 0 s—1 .
1 » —2s+1 1 1 1 |
== —2 A e 9
=D -—288—5182;_1 sz—l—i 3(3+1)(32+1)+f s s+1 282+1+f’
e=% —ss+1 (; (; - =t 1.1 1.1 1. 3
D 282 g2 g2f—1 (s+1)(s%+1) ‘ 2 ‘S-l—l 2 s2+1 i) s§+1

-—t
. 1) th t—~ = (tangens Mperbohous )»

sht=1(¢ —e_") (sinus hiperbolicus),
chi=3('+&) (cosinus hiperbolicus).

() 2 —y —2x42y=1—21i,

o’ +2y +o=0;
z{0)=y (0)=a'(0)=0.

® #=—v,
Yy =2x+42y;
z(0)=g(0)=1.

(v} «'+2y=3%,
y —2z=4;
z(0)=2, y(0)=38.

@) ='+y —y=¢
2% 4y +2y=cosi;
z(0)=y(0)=0.

() 22’4y —3x=0,
x/1+yw_2y=egl;
z(0)=—1, 2'(0)=1, y(0)=0.

() z'—ax+2y=0,
z' — 2y’ =2t — cos 2%;
z(0)=0, =z (0)=—1.

%) a'=y—s,

y'=z+y,

- & =w+2;
z(0)=1, y(0)=2, 2(0)=3.

(1) z'=86x— T2yt 44z,

: y'=—4g-}-40y —222,
% =—8x+57y —31z;
%(0)=9, y(0)=5, z(0)=T.
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ROZDZIAL V
Teoria obwodéw elektrycznych

§28. Uwagi dotyczace stosowania rachunku operatoréw ‘1?{

do zagadnien tizyki i technmiki

Przy stosowaniu rachunku operatoréw do zagadnien fizyki
lub teechniki, gdzie uzywanie takiego czy innego znakowania uswie-

cone jest tradycja, pewna trudnofé moze leze¢ w poprawnym prze- ‘
lozeniu danych réwnan na symbolike operatorows. Celem wyjagnie- -
nia mogacych sie przy tym nasunaé watpliwodei przedyskutujemy

dla przykladu réwnanie rézniczkowe pradu elektrycznego
(28.1) LI'+ RI=E,

gdzie L, R, F i I oznaczaja odpowiednio samoindukeje, opér, site :

elektromotoryczng i natezenie pradu; zakladamy przy tym, ze L
i R sy stale. '

Przypuéémy, ze chcemy wyznaczyd nat@Zeﬁie I, znajac L, B

i F oraz wiedzac, ze W chwili =0 natezenie jest réwne zeru

I(0)=0.
Mamy wtenezas po prostu
(28.2) LsI+ RI=E,

a stad
‘ _ B -1 1 (1 R
“Lirk I sFRL - POhgep (_Zt)}
i ostatecznie ‘

(28.3) I={% j E(tf‘t) eXp(—%r)dr}.
0

Jezeli w szezegblnodei sita. elektromotoryezna jest stata, to
wzlr (28.3) sie uprofei i catkowanie da sie efektywnie wykonaé

I e )

I
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W tym przypadku mozna tez od poezgtku litere E traktowaé
jako liczbe, podobnie jak litery L i B; chege wtedy rachunek prze-
prowadzié poprawnie, musimy zmodyfikowaé réwnanie operato-
rowe (28.2). Istotnie, jezeli traktujemy L, B i E jako Liezby, to pre-
eyzujac dokladniej réwnanie wyjsciowe (28.1), powinnismy napisaé

{L-I't)+B-I(1)}={E};
wtedy w skréconej symbolice operatorowej bedziemy mieli, wobee
I(0)=0,
(28.3) ’LsI—i—RI:Eél-.
Stad
s s R L Al

Otrzymali$my inng drogg ten sam wynik co w (28.4), przy tym
unikneliémy catkowania.

Zwréémy uwage na to, ze w zaleinosci od tego ezy E traktu-
jemy jako funkcje, czy tez jako liczbe, réine otrzymujemy réwna-
nia operatorowe (28.2) lub (28.5). Jak widaé z powyzszego przykiadu,
poprawne wprowadzenie symboliki operatorowej wymaga staran-
nego rozréznienia uzytych liter. W przypadkach watpliwych trud-
nodci dadza sie zawsze uniknaé, jezeli z samego poczatku w réw-
naniu pierwotnym uwidocznimy wyraznie, gdzie wystgpuje zmienna 2.
Cheae na przyktad uwzglednié zmiennosé sity elektromotoryeznej,
réownanie (28.1) napiszemy najpierw w postaci

{L-I'(t)+R-I(1)}={E(0)};

jezeli za§ przyjmiemy, ze sila elektromotoryczna jest stala, to mo-
zemy napisaé

{L-I'(t)+ R-I(t)}={E}.

Wprowadzajac w pierwszym przypadku oznaczenia I ={I{t)},
I'={I't)} i E={E()}, mamy

(28.6) L'+ RI=E,

w drugim za§ przypadku jest {E}:E% i wobec tego

(28.7) LI'+ RI=E.
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Korzystajae wreszcie z réwnodei I'=sI —I(0)= s.I , dochodzimy
do réwnania (28.2) wzglednie (28.8). Przy niewielkie] gtosunkowo

wprawie mozna od razu wypisywaé réwnania w postaci operato-
rowej, nalezy tylko wyrainie ustalié, ktére litery traktujemy jako .

funkeje, a ktére jako liczby.

Warto zwrécié uwage na fakt, ze réwnanie operatorowe (28.6) ;
jest formalnie identyczne z réwnaniem wyjéciowym (28.1), réw-
nanie za (28.7) jest od nich rézne. Thumaczy sie to oczywifcie przez .
fakt, ze w réwnaniu (28.6) symbol E traktujemy jako funkcje,

w roéwnaniu zaf (28.7) jako liczbe.
Zauwazmy jeszeze, ze jezeli w réwnamiu (28.1) na przykiad
opér R jest zmienny, to nie da sig ono juz sprowadzié do postaci

operatorowej. Uwidoezni sie to od razu, gdy napiszemy wyraZnie

{L-I'()+R(1)-1(t) }={B}. )
Wiyrazenia {R(f)-I(f)} nie mozemy napisaé w postae,i RI, gdyz w ra-

t
chunku operatoréw oznaczaloby to splot { f R(t—7)I(7) dr}. Mozna
[}

ogélnie udowodnié, ze jezeli wspdlezynniki réwnania rézniezko-
wego s3 zmienne, to przez symbolike operatorows nie da sie tego :
" réwnania sprowadzié do réwnania algebraicznego, jak to ma miejsce

w przypadku réwnan o wspblezynnikach statych.

§29. Obwéd elektryezny

Rozwiazemy teraz zagadnienie ogdlniejsze.
Do obwodu elektryeznego o samoindukeji L, oporze R i po-

jemnofei ¢ wlaczamy sile elektromotoryezng E. Jezeli I ozhacza ‘
natezenie pradu, @ zad ladunek na oklad-

L kach kondensatora, to spelmione s3 nastepu-
_jace réwnania rézniczkowe

E c
l__r‘f__]' , Q
. II'+RI+&=B, @=I,

Rys. 5. Obwéd elek- . . .
v tryez:y. ek gdzie znak ’ oznacza rdzniczkowanie wzgle-
dem czasu. :

Piszge te réwnania w postaci operatorowej, mamy
LsI-+RBI + % —B+LI0), sQ=I+Q0),

gdzie I(0) i @(0) oznaczajg natezenie pradu i tadunek w ehwili = 0.

e
cmnm..

Obwéd elektryczny 45
Stad przez eliminacje @ znajdujemy réwnanié

(29.1) (L8+R+EI§)I=E+LI(O)—9(§—3)_

§ 30. Zerowe warunki poczatkowe

Zalozmy teraz, ze poczatkowe natezenie pradu i poczatkowy
ladunek sg réwne zeru. Wéwezas réwnanie (29.9) redukuje sig do
postaci

G0 (Ls-}-R—}—?}—s) I.———E’.

Przypuéémy, ze w chwili 1=0 wigezamy do obwodu staly site elektro-
motoryezng E,. Mamy wtedy E=Efs i

1
(Ls+R+ “(Ts) I= %,

a stad
gdzie W
(30.2) a= —l—i- 1 B

i FTLOTEE
Batwo wyliczyé, ze

—yi_r“‘sin Vut, gdy u>0
»

e, gdy wu=0},
1 . |
——¢&*gh P-—-,ut, gdy wu<?0

_—1 —
(stap+u

Stad znajdnjemy latwo wzory

@ dla z>0:
E
It = 0 et gi y 12
R A L
(IT) dla u=0:

1) = Joree;
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(IIT) dla p<0:

—-—-EL— —at gh Y — ut.
I(t)_V:_/ILe' V=u

Rozp&trzymy jeszeze przypadek ogdlny. Przypusémy, ze
w chwili =0 wlgezamy dowolny site elektromotoryczng H={E(t)}.

7 réwnania (30.1) znajdujemy =

8 8

I=E. =F- B =
' .L(s2+§s+fla) Lsref+ul
~—E( s4a . o )
TO\Ll(s+a)4ul  Li(sta)+ul
Poniewaz
 sda e—tcos Vut, gy wu=0
Grafta = e, gy u<0
e—tchY=ut, gdy u>0

wiec mamy wzory

(1) dla p>0:
1(t) 1fE(t )e;—“'[cos 1—Lsin M] dr;
Lo v Ve j

(I1) dla u=0:

¢
I(t)=%fE(t-—r) (1—at) e~ d7;
: 0
(III) dla u<O0:

. .
1) Z}r; f B(t—7)e [ch V—po— V;'/Z sh V’——,,n] dr.
J .

§ 31. Prad zwarcia

W poprzednim paragrafie zakladalidmy stale, ze I(0)=0
i Q(0)=0. Obecnie przyjmiemy, ze I(0)i @(0) sa dowolne, a E=0.
Odpowiada to zaloZeniu, ze kofice obwodu zwieramy w chwili {=10,
bez whiczenia jakiejkolwiek sily elektromotorycznej. Nazwijmy
prad, ktory wéwezas przeplywa przez obwod, pradem zwarcia

i oznaczmy go przez I.

o
Im 31 Prad zwareia

‘Pragd zwarcia spelnia réownanie

(31.1) (Ls+R+ &) I:LI(O)—%;H,
ma wiec postaé
B LI(-O)‘_QL(TS-)
(31.2) ITm.
. Cs

Mozna tez napisaé

0
LsI(O)——-aQé,) sta 5

I= = I(0 _
L(sﬂ—{—%s-;_.l@) ( )(8+a}2+# (sF+ap+pu’
gdzie
R 1
5=2—LI(GH‘EQ(0)3

a a i u sa okreslone przez (30.2).

Wobee wzoréw podanych w poprzednim paragrafie znajdu-

jemy stad od razu przebieg pradu zwarcia:

Iy dla p>o0:
I(t)=I(0)-¢e—*cos V;}_t-ie—“fsin Vaut;
Vu
(II) dla p=0:

- I(t) = (1(0)—dt) e
(III) dla p<0:

(1) =I(0) =t ch V=gt — 2 e—=tsh [ "t
. V—u

Rachunek powyzszy jest wainy przy zalozeniu, ze I >0.
Gdy L=0, R>0 i ¢ >0, to

7 Q(0)
I=— CRs+1’
a stgd
= 0
(31.3) I(t)=— %lexp (.—Fté).
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Gdy obwéd jest bez kondensatora, to zamiast (31.1) mamy
réwnanie )
(Ls+ R)I=LI(0);
odpowiada to zatozeniu C=oco. W tym przypadku jest
‘ 7_ LI0)
T Ls+R
i .

I(t)=‘I(O) exp (—%t).

Tatwo zauwazyé, ze przy zalozeniu R >0 prad zwarcia maleje
do zera, jak funkeja wykladnicza, we wszystkich oméwionych przy:
padkach. Watpliwodé moze powstaé tylko w przypadku (III); ale
wystarezy sprawdzié, ze przy p<0 jest

et ch = at=1 (o=t - g—+V=ax),
e%gh v —pt=%( 6“(“"V:F)f;-g—(0f+y———;)t) ,
ize

R K1
«Vow=g Vim0~

Malenie pradu zwarcia do zera jest zrozumiale, gdyz wewnatrz
rozwazanego obwodu nie ma zadne]j sity elektromotorycznej, istnie-
 jacy zaf prad zuzywa sie stale na pokonywanie oporu.

‘W pewnych obliczeniach, gdy opér obwodu jest maty, przyj-
muje sig R=0. Przyblizenie to jest tylko wtedy nzasadnione, gdy
przebieg pradu badamy w przeciagu krétkiego czasu. Gdy R =0,
L>0 i obwéd ma kondensator, to na podstawie wzoru (31.1) mamy

Q(0)
(31.4) I= fo
82+E
i ‘
7 t__ 90
It)=I(0
‘ U] ()GOSVLG V.— V_U
czyli

T =psin(y—p2=),

o

Prad zwarcia 14

gdzie

Q) I(0)
12(0)-- =VIcC
p=|ro G2, 20 Qw0
W tym przypadku prad zwarcia jest sinusoidalny.
Gdy B=0, L>0 i obwdd nie ma kondensatora, to w miejsce
(31.1) mamy réwnanie

LsI=LI(0),
a stad
710 )
s
ezyli
I{t)=1(0)

dla kazdego t>0. W _tym przypadku prad zwarcia jest staly.

Rozpatrzmy jeszcze przypadek obwodu z kondensatorem, lecz
bez oporn i samoindukeji. Wtedy .réwnanie (31.1) formalnie
upraszeza sie do postaci

ER(0)
GS‘I* Cs
Stad mamy
(31.5) I=—q(0).

Operator I jest w tym przypadku liczbg. Ale i teraz mozna
pradowi zwarcia nadaé¢ pewien sens intuicyjny. W tym celu roz-

TA : by Tk
R=1 R=1/2 R=1/2
i ~— 3 t ] t
0 0 T 0
Rys. 6a. R=1. Rys. 6b. B=1. Rys. 6¢c. B=%

wazamy najpierw obw6d z kondensatorem i oporem; wéwczas
przebieg zjawiska opisany jest przez réwnofé (31.3). Rysunki 6 a,
6 b i.6c przedstawiajg przebieg prgdu zwarcia dla réznych opo-
Rachunek operatorfw 4
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lecz tym predzej zanika. Ttumaczy sig to przez fakt, ze przy mniej- -

iom.

row, przj statej pojemnogei i ladunku poezgtkowym. Widaé, ze im :
mniejszy jest opér, tym wiekszy jest prad w chwili poczatkowej,

3

szym oporze szybeiej rozladowuje sie kondensator. Gdy R=0,

to mamy swarcie i kondensator rozladowuje sie od razu, dajgc
w pierwszej chwili natezenie nieskonczenie wielkie, ktére natych- .
‘miast spada do zera. W rzeczywistodci takie warunki dajg sie zreali-
zowaé tylko w przyblizeniu, gdyz kazdy obwéd ma pewien, choéby .
minimalny opér. Tym niemniej uogélnienie pojecia pragdu zwarcia -
na przypadek, w ktérym opdr czynny R jest réwny zeru, daje duze =
korzys$ei rachunkowe i pozwala w obliczeniach na jednolite trakto-

wanie wszystkich przypadkéw.
Wazny wzastosowaniach jest przypadek, gdy 1(0)=101 @(0)=0;

w chwili =0 nie plynie zaden prad i wszystkie kondensatory sa
rozladowane. Woéwezas z wzoru (31.1) wynika, ze prad zwarcia

jest od poczatku réwny zeru.

Uwaga. Réwnanie (31.1) traci sens, gdy 0=0. Ale ten przy-
padek nigdy nie zachodzi, gdyz w obwodzie z kondensatorem jest
zawsze 0>0, obwodowi za§ bez kondensatora odpowiada wartogé
C=oco. Rola stalych obwodu elektrycznego bylaby bardziej syme-
tryczna, gdyby zamiast pojemnosei kondensatora wprowadzid jej

odwrotnosé 1/C. Jednakze ze wzgledéw zwyczajowych pozostajemy

przy oznaczeniach tradycyjnych.

§ 32. Impedancja

Korzystajae z pojecia pradu zwarecia T , Mozna réwnanie (82.1)
zapisa¢ w postaci

(32.1) (L3+R+ -é—s) (I—I)=E.

Wprowadzajge oznaczenie
1
I=Ls+B+ G

mozemy to réwnanie zapisad jeszeze proééiej:
(32.2) Z(I—I)=E.

Jest to podstawowe réwnanie obwodu elektrycznego. W przy-

padkn, gdy prad zwarcia jest ré6wny zeru, réwnanie to Upraszcza
sie do postaci

(32.3) ZI—E.

=

Impedancja 51

Operator Z bedziemy nazywali impedancjq rozwazanego ukladu
samoindukeji, oporu i pojemnodei. Impedancja Z charakteryzuje
w zupenosei dynamiezne wlasnosei ukladu; prad zwarcia I charakte-
ryzuje jego stan poezatkowy.

Impedancja Z jest w pewnym sensie nogélnieniem impedaneji
z teorii prgdéw sinusoidalnych, ktére oméwimy w nastepnym para-
grafie.

§ 33. Prady sinusoidalne
Bardzo wazny w zastosowaniach jest przypadek, gdy napiecie
dane jest przez funkcje
) E(t)=F, cos ot—E, sin et
lnb w symbolice operatorowej

5‘2—1—(:)2

E=

Liezba o nazywa sie pulsacjq napiecia.
Jezeli zalozymy, ze prad zwarcia jest réwny zeru, to bedziemy
mieli ré6wnanie

1V, Es—Fo
(Ls+R+ @) ==
Wobee tego
_BEs—EBw . 1 _Lis—Le As+B
(83.1) I= 24 w? 1 23 + . 1
L8+R+Fs Ls +Rs+-(—7

gdzie stale I,, I, A i B mozina wyznaczyé zwyklym sposobem.
Wprowadzajac oznaczenia

_ Iis—Iiw

As+B
9 B - !
(33.2) I, o

="
Le*+Rs+ =
mozna napisad
I= Iu—{—Ip.

Prad I, ma analogiczng postaé jak pragd zwarcia (31.2), z czego
wynika, ze maleje szybko do zera (przy zalozeniu R>0). Po pew-
nym czasie ustali si¢ prad sinusoidalny I, ktéry bedziemy nazywali
pradem ustalonym; prad ten nie zanika, co widoczne jest od razu,

4«*
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jezeli zapiszemy go w zwyklej postaci
I(t)=1I, cos wt —I, sin wi.

Prad I, bedziemy dla odréznienia nazywali pradem przej-
$etowym.

‘W praktyce najezedciej chodzi tylko o znalezienie pragdu usta-
lonego; whedy obliczenie wspélezynnikéw A i B we wzorze (33.1)
staje sie zbyteczne. Dla wyznaczenia I, i I, piszemy

Bis—FB,w

(33.3) Lis—I,o+1,- (s +a?) = —.

Réwnodé ta, bedaca konsekwenejg wzoréw (33.1) i (33.2) po-
zostanie nadal prawdziwa, jezeli zamiast s podstawimy dowolng
liezbe, dla ktérej mianownik w (33.3) bedzie réiny od zera (zob.
§ 26). W szczegdlnodci, jezeli za s podstawimy na przykiad wi, to
wspélezynnik przy I, bedzie réwny zeru; po podzieleniu calej réw-
nodei przez wi pozostanie ostatecznie

(33.4) Iily=——t e
Lwi + R -+ m . -

Stad przez poréwnamie czesci rzeczywistej i urojonej po obydwu
stronach réwnosei mozna tatwo wyliezyé I, i I,:

1 1 1 1
I,= -Z-g[ElR —FE, (Lm - 6—)], _ I,= 7 [El (Lw~ 55) +E2R],

w

gdzie

1\2
2__ 2 —_——
W zastosowaniach wazniejsze jest wyznaczenie innych statych,
ktére oméwimy nizej.
Napigcie E(f) mozna przedstawié w postaci
B(t) = B, cos (wi+g),
gdzie
E,=VE1 B, tg¢=%;
1

liezbe¢ E, nazywamy amplitudg napigeia, a @ fazq napiecia.

@
iom

Pragdy sinosuidalne 53
Podobnie mozna przedstawié natezenie I(t):

. Iu(t)=1, cos (wt + p),
gdzie

wielko$é I, jest amplitudg nateenia, a v faza natesenia.
Napiecie B i prad I, sa przy danej frekwencji w zupelosci
scharakteryzowane przez swe amplitudy i fazy.
. Przy powyiszych oznaczeniach mamy

E, 4 iE, = E e, I i, = I,et;
mozna réwniez napisad
. 1
Loi —T—R-}-m-—Zoeﬂa,
gdzie

1
, 1\ Lo— Cw
Zy=|/ K2+~ (Lw-——cw) y tg 9=——-——R .

Wtenczas réwnanie (33.4) przyjmuje postaé

Z46® - I e = Eoe'?;
stgd mamy

(83.5) Zoly=E,, O+p=g.

Wielkoéé Z, nazywa sie zwykle impedancjg Iub zawadq roz-
wazanego obwodu. Poniewaz poprzednio wprowadziliSmy nazwe
impedancja w innym sensie, wiec dla Z, uzywaé bedziemy nazwy
zawada 1). Wielkogé 6 nazywamy przesunigetem fazy.

Dla znalezienia amplitudy pradu trwalego wystarczy podzielié
amplitud¢ napiecia przez zawade. Faze pradu ustalonego znajdu-
jemy odejmujac od fazy napiecia przesunigcie fazy.

') Operator Z w réwnaniu (32.3) i liczba Z, w réwnaniu (33.5) graja po-
dobna role. O ile jednak operator Z charakteryzuje wszystkie wlasnoéei dyna-
miezne ukladu i ma zastosowanie dla pradéw wazelkiego rodzaju, to liegba Z,
pozwala obliczyé tylko amplitude pradu o stalej frekweneji (gdy znamy ampH-
tude sity elektromotoryeznej) i nie uwzglednia na przyklad przesuniecia fazy.
Z tych powodéw impedancie Z moina uwazaé za nogdlnienie pojecia zawady Z,
(Carslaw-Jaeger [2], str. 29).
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- Zastosowanie liczb zespolonych do obliczania pradu ustalonego
jest dobrze znane elektrotechnikom. Jak widzieliimy metoda ta daje
gie wyprowadzié w sposéb latwy i naturalny z .raJchunk.u operatoréw.

Zouwazmy jeszecze, Ze z TOWNyIm poZythem.moznay by wréw-
nanin (33.3) w miejsee s podstawiaé —wi¢ (zamiast wi), wowezas
jednak rachunki formalne réznityby si¢ w drobnyeh szezegétach
od rachunkéw ugwieconych tradycja. ' ‘

Przy obliczaniu eatkowitego pragdu I musimy jeszcze wyzna-
czyé prad przejsciowy I,. Ze wzoru (33.3) mamy

1

(38.6) Ip= -
(s*+a?) (Ls+R+ @)

[ Bys—Eyo—(Ls—I0) (Ls LRt Gls)]

Ale wzér (33.4) mozna napisaé w postaci
1 .
B, 1B, = (Lm‘ +R + @) (I, +1il,),

skad przez porédwnanie czedei rzeczywistych i urojonych mamy

Cow
) 1
E2=I]_ Lm—% +I2R.

1
B = IlR—-Iz(Lw—————),

Podstawiajac te wartosei do wzoru (33.6), zmajdujemy po
Iatwych uproszezeniach
: 1,

—LL + wCs

Y hrmed
s+ R+ Os
Pragd przejéciowy jest- wiec identyezny z pradem zwarcia,
w ktérym natezenie poczatkowe wynosi — I, i ktérego ladunek
poczatkowy na kondensatorze jest réwny —i—". '
Jezeli ponadto w chwili t=0 istnieje pewien prad poczatkowy
I(0) i ladunek @(0) na kondensatorze, to catkowity prad I bedzie
si¢ skladat z trzech czedei:
I=I,+I,+1,
gdzie prad I dany jest wzorem (33.2).

e
cm ..

Prady sinusoidalne 85
Poniewaz prady I, i I majg ten sam charakter, wystarczy
obliczyé prad ustalony I i dodaéd do niego prad zwarecia odpowiada-
jacy natezeniu poczatkowemu I{0)—1I, i ladunkowi Q(O)-——%—.

§34. Prawa Kirchhoffa

Przy ukladaniu réwnan dla pradéw w sieciach elektryeznych
opieramy sie na prawach Kirchhoffa.

Pierwsze prawo Kirchhoffa. W kaidym punkeie sieci
suma algebraiczna pradéw don doplywajacych jest rowna zeru.

E+L =0 L+L+1=0 L+L+L+I,=0
Rys. 7. Pierwsze prawo Kirchhoffa.

Drugie prawo Kirchhoffa. W kazdym zamEnietym obwodzie
siect suma algebraiczna napigé poszozegdinych odeinkdw jest ndwna zeru.

U,
0,
/—x\ (A |
< > o T
\fgj
\{:/ \L-T:’E
L+0=0 U+ U+ U=0 U+ 0+ 0L =0

Rys. 8. Drugie prawo Kirchhoffa.

§ 35. Mostek Wheatstone’a

Prosty przyklad na zastosowanie praw Kirchhoffa stanowi
mostek Wheatstone’a, przedstawiony na rysunku 9.

Na podstawie pierwszego prawa Kirchhoffa mamy dla wezléw
B, D i F réwnania

(88.1) I—I,—I,=0, I,—I,—I,=0, I,+I,—I=0.
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N3 podstawie drugiego prawa Kirehhqffa mamy dla obwodéw _

BDH, DFH i BHFK réwnania
(35.2) U,+U,—U,=0, U4,~U3—Ug=07 U, +U,—E=0.
Prady zwarcia dla wszystkich od-
cinké6wl) z wyjatkiem DH zawierajg-
cego galwanometr sa réwne zeru.
Mamy wiee réwnosei
R I, =Uy, R212=U2,
(35.3) RByIy=Us, B JI,=1,,
Ay(Iy'—Ig)= Uy:
gdzie A, oznicza impedancje galwa- FTEZ 7 e
nometru G. .
Podstawiajac (35.3) do (35.2),
otrzymujemy réwnania
BT+ Ay(I,— Ig) —R,1,=0,
(35.4) R I,—R,I,— A (I,—1,)=0,
T Ry I, 4+ Ry I,— E=0.
Z réwnan (35.1) i (35.4) mozna wyliezyé, ze
I,= ‘ E<R2R4“T"R1R3) +AgI-g(R1+R4) (R2+R3) i .
O RyRyRyt By Ry Byt Ry ByRy+ By Ry By + Ay( Ry + By) (Ry+ Ry)
W powyzszym rachunku mozna oczywiscie pomingé réwna-
nia (35.2) i (35.3) i wypisaé od razu réwnania (35.4), co nie przed-

stawia zadnych trudnosei.

Gdy przyjmiemy, ze w chwili {=0 nie ma w galwanometrze G
zadnego ladunku i nie przechodzi przezed zaden prad, to bedzie
I,=0. Gdy zazadamy jeszcze, zeby bylo I,=0, to otrzymamy
znany warunek réwnowagi
(35.5) R, RB;—R,R,=0.

Rys. 9. Mostek Wheatstone’a.

Jezeli chodzi wylgceznie o znalezienie waranku réwnowagi,
to caly rachunek mozna przeprowadzié znacznie krécej, zakladajac
od razu, ze I;=0 i I,=0.

Wiedy jest

Li=I, i I,=I,,

1) Przez prad zwarcia dla odeinka rozumiemy prad, ktéry przeplynatby
przezeft po zwarciu jego koficéw.

§ 35 Mostek Wheatstone’a 37

a dla obwodéw BDH i DFH mamy réwnania
R111’_R212=0a R4I1“R312= H

z ktérych przez eliminacje I, i I, wynika od razu réwnodé (35.5).

§ 36. Mostek Andersona

Jako dalszy przyklad zastosowania praw Kirchhoffa, TOZpa~
trzymy mostek Andersona. Jest to przyrzad, ktéry pozwala mierzyd
samoindukeje za pomocg znanych oporéw i pojemnosci.

Schemat polgezen podany jest na rysunku 10. Cewke, ktérej
samoindukeje chcemy zmierzyé, wizezamy do zaciskéw B i D. Do
zaciskéw B'i F wlaezamy baterie
0 stalym mnapieciu i regulujemy
opory R,, B, i B, (w zaleznodci od
oporu R badanej cewki), tak zeby
galwanometr @ nie wykazywatl prze-
plywu pradu. Poniewaz przy sta-
tym napieciu przez odecinek FM nie
przeplywa zaden prad, rozwazany
uklad dzialas jak mostek Wheat-
stone’a i mamy réwnodé

(36.1)  R,R,=RR,=0.

Rys. 10. Mostek Andersona.

Wiaczmy teraz do zaciskéw BF dowolng zmienng sile elektro-
motoryezng i dostréjmy kondensator tak, zeby galwanometr nie
wykazywal pradu. Zakladajae, ze w chwili wlaczenia =0 nie bylo
w ukladzie zadnych pragdéw ani ladunkéw (co mozna uzyskaé na
przykiad przez chwilowe spiecie weztéw B i F przed wlgczeniem
zmiennej sily elektromotorycznej) mamy na podstawie praw Kirch-
hoffa nastepujace réwnania dla wezla H i obwodéw BDMH, DFM
i FMH:

L —I,+I;=0,
(Ls +R) + R, I,— R, I, =0,
1
R4I + —Cr'—S‘ I3= O,
1

Cs I3+ Byly+ Ry I, = 0.
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Eliminujge z tych réwnani I, I,, I,, I; i uwzgledniajgc zwiazek
(36.1), dochodzimy }atwo do réwnosei

L=0 % (BB, + Ry Ry + By By).

Rachunek zostal przeprowadzony nie tylko dla pradéw
o stalej frekwencji, lecz dla zupemie dowolnych pradéw zmien-
nych. Stad na przyklad wynika, ze nie majac pod rekg sZrédia
pradu zmiennego, mozna wykonaé  pomiar samoindukeji za po-
moeg pradu statego przez wiaczanie i wylgezanie go w krétkich
odstepach czasu.

§37. Ogélne uwagi o ukladaniu réwnah dla pradéw sieci

Sieé przedstawiona na rysunku 11 (odpowiadajaca na przy-
kiad mostkowi Wheatstone’a) jest zlozona z szedciu odeinkéw,
ktére oznaczyliSmy liczbami 1, 2, 3, 4,
51 6. Chege wyznaczyé prady

L, I, I, I, L, i I,

plynace w poszezegblnych odeinkach, mu-
simy utozyé szesé réwnan.
Sieé ma cztery wezly B, D, F i H, mozng
Rys. 11. wige dla nich ulozyé (na podstawie pierw-
szego prawa Kirchhoffa) cztery réwnania
B: — I;— I+ Ig=0,
.DZ Il_“ I4—IS=O,
F: — Ig+ I,— I4=0,
H: A+ I, Iz=0.

Dodajac do siebie wszystkie cztery réwnania, otrzymamy
0=0. Jest t0 z punktu widzenia fizycznego zrozumiate, gdyz suma
pradéw doplywajacych do wezléw musi byé réwna zeru, skoro
z ukladu nie odplywajg zadne prady na zewngtrz. Stad wynika,
ze kazde z wypisanych réwnan daje sie wyprowadzié z trzech pozo-
stalych. Wobec tego jedno z nich (ktérekolwiek) mozna pomingé,
tak ze pozostang tylko trzy réwnania, S

Ponadto moina w sieei wyréznié siedem obwodéw: BDH,
DFH, BHF, BDF, BDFH, BDHF i BHDF, dla ktérych znowu

§ 37 Ogélne uwagi o nkladaniu réwnas 59

mamy siedem réwnah (na podstawie drugiego prawa Kirchhoffa).
Cztery z nich mozna pominaé z podobnych powodéw jak po-
przednio.

W ten sposéb pozostanie szesé réwnan, to znaczy dokladnie
tyle, ile jest niewiadomych.

Rozwazmy teraz bardziej skomplikowany uklad (odpowia-
dajacy mostkowi Andersona) przedstawiony na rysunku 12.
Mamy tu osiem odcinkéw i tym samym osiem réznych na ogél
pradow.

Dla pigciu wezléw B, D, F, Hi M mamy 5 réwnan, z kté-
rych jedno mozna odrzucié. Pozostajg wiee ecztery rédwnania.
Poniewaz jest do wyznaczenia osiem prg-
déw, wiec nalezy wypisaé jeszeze cztery
rownania. Tymezasem w rozwazanym ukla-
dzie da sig wyr6znié az trzynadeie obwodéw B

DFHM, DFM, FHM, BHF, BDF,
BDMH, BDFH, BDMFH, BDFMH,
BHMF, BDMF, BDMHF i BEMDF.

Z obwodéw tych nalezy wybraé cztery, Rys. 12.
ale powstaje pytanie, ktére?

Dla uktad6éw plaskich, to znaczy takich, w kt6érych przewody
sie nie krzyzujg, mozna podaé prosta wskazéwke: wystarczy wzigd
obwody, wewnatrz ktérych nie ma juz zadnych przewoddéw. W na-
szym przypadku 83 czfery takie obwody

DFM, FHM, BDMH i BHF,

a wige dokladnie tyle, ile potréeba réwnan., Nie jest to jedyne roz-
wigzanie, ale w kazdym razie jedno z najwygodniejszych.
Podobnie dla ukladu przedstawionego

2 na rysunku 13, majacego szedé wezlbw,
] i 6 mozna wypisaé¢ réwnania dla ktérychkol-
11 m |3 wiek pieciu z tych wezléw oraz cztery réw-
? nania dla obwodéw I, II, IIT i IV. Ogdlna
8 w3 liczba réwnan wynosi wiedy 5-+4=9 i jest

4 dokladnie réwna liczbie odeinkéw.
Rys. 13. Opisana metoda jest zwigzana z fwier-

. dzeniem FBulera, ktore méwi, ze w kazdym
wielodcianie liezba narozy w sumie z liczba deian daje liczbe
krawedzi zwigkszong o 2. Istotnie, kazdg sieé plasky (to zna-
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czy nie majgeg skrzyzowanych przewodéw) mozina sobie wyo-
brazié jako wielodcian, ktérego naroza 33 weztami sieci, fciany
obwodami sieci, a krawedzie jej odcinkami. Za fciany nalezy
liezyé tylko te obwody, ktére nie zawieraja wewnatrz zadnych od-
cinkéw i ponadto jeszeze jeden obwdd, ktérego dotad nie braliémy
w rachube, zawierajacy wewngtrz wszystkie odcinki sieci. Obwodom
przedstawionym na rysunkach 11, 12 i 13 odpowiadajg wielogciany:
czworo$cian, piramida i pryzmat (rysunek 14).

Istniejs sieci, ktére nie dajg sie plasko wyrysowaé bez skrzy-
zowania przewodéw. Najprostsza tego rodzaju sieé liczy dziewied
odeinkéw 1 przedstawiona jest na ry-
sunku 15; sieci tej nie odpowiada zaden
wielodcian. W tym przypadku wystarczy
napisaé réwnania dla pieciu sposréd sze-
seiu istniejacych wezléw oraz cztery réw-
nania dla obwodéw '

ACD, BCD, AFDE i BFDE.

"Ogélne prawidlowo ustawiania réwnan
byloby dla sieci nie ptaskich bardziej skom-
plikowane. W kazdym razie nalezy utozyé
réwnania dla wszystkich wezléw précz jed-

. Dego, a nastepnie, kierujae sie najlepiej
intuicjg, ulozyé réwnania dla tylu obwodéw, ile wynosi liczba
odcinkéw sieci zmniejszona o liczbe réwnai juz wypisanych. Przy
Pewnej wprawie mozna oczywifcie wprowadzaé indywidualne upro-
szezenia rachunkowe. Mozna tez stosowad dowolne inme metody
rachunkowe, stosowane przez elektrotechnik6w, na przyktad me-
tode pradéw obwodowych (metode Huygensa). \

Rys. 1a.

icm

§37 Ogélne uwagi o ukladaniu réwnat dla sieci 61

Cwiczenia. 1.

Wyznaczyé prad I w ukladach podanych na rysun-
kach 161 17.

C

gE
R

‘T+ET

Rys. 186. Rys. 17.

2. Znalezé warunek na to, zeby przy dowolnym zmiennym napieciu B gal-
wanometr ¢ w ukladzie podanym na rysunku 1S nie wykazywal zadnego pradu.

D=

Iy}
[}

Rys. 18.

Rys. 19.

3. Ulozyé¢ réwnania dla pradéw w sieci podanej na rysunku 19.

§ 38. Impedancja i prad zwarcia ukladéw zloionych

Najprostszy uklad, zlozony z samoindukeji L, oporu B i po-
jemnofei C polgezonych z sobg szeregowo (rysunek 20), nazwijmy
ukladem elementarnym; uklad taki ma impe-

dancje Z=Ls+ R+ f}%'

’———pﬁ\—rl_;—“""*

Polgezmy réwnolégle dwa uklady ele-
mentarne o impedancjach Z, i Z, (rysu-
nek 21). Jezeli do koricow ¥, i V, ukladu

Rys. 20.
Uktad elementarny.
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zlozonego wiaczymy site elektromotoryezng E, to bedziemy mieli

réwnania
Ll s (38.1) I=I+1,
’;{ }Z (38'2) Zl(Il_“-TJ.) = E,
— % (38.3)  ZyI,—I,)=E,
Rys. 21 gdzie I, i I, oznaczaja prady zwarcia
Polaczenie réwnolegle. w poszezegélnych ukladach.

Mnozace réwnanie (38.2) przez 1/Z,
i dodajgc do niego réwnanie (38.3) Pomnozone przez 1/Z,, otrzy-
mamy wobec (38.1) réwnosé

' - 1 -1
(38.4) I—(L+ I2)=(Z+Z) E.
Wprowadzajge operatory Z i T, zdefiniowane wzorami
1 7 m
(38.5) 'Z_=r—'+z_—27 I=1I+1,,
mozna réwnogé (33.4) zapisaé w postaci

Z(I—I)=E.

Wzér ten jest identyezny pod wzgledem formalnym z wzo-
rem (32.2). Jest wiec rzecza naturalna nazwaé operator Z impe-
danciq, I zag pradem zwarcia dla polaczenia podanego na rysunku 21.
Wzory (38.5) pozwalaja efektywnie wyrachowaé Z i I; jezeli miano-
wicie napiszemy

1 1
Z,=L el = L=
v=I8+R,+ G Z, L28+R2+028,
to bedziemy mieli ’

' 1 o 1
lez 7 (L1§‘2+R18+Zy:) (Lzs“ +st +Z7;)

%+%=%(

(38.6) Z= T ;
L4 Rys +‘Cr) + (Lﬁ'gz + Rys “!"17')]
1 Ce

znajge poczatkowe natezenia I,(0) i I,(0) w poszcezegélnych ukla-
dach elementarnych oraz poczatkowe tadunki @,(0) i Q,(0) na ich

§ 38 Impedancja i prad zwarcia ukladéw zlozonych 63

kondensatorach, mamy
o Lro-40 —
I = 11 ’ = Cys
1
1318+R1+~0—;§ , L,s+R -L-;
1 wobec tego
0
10— 40 17 (0)— Gl
1

I=
K 1 *
L+ RBys+ = Lys®+Rys +—
C; Gy
Z wzoru (38.6) wynika, ze uklad przedstawiony na rysunku 21

mozna zastgpié przez réwnowazny mu uklad elementarny tylko
wtedy, gdy iloezyn tréjmianéw

(38.7) L+ Rst~ i L@tRs+-
C, 2 O,
jest podzielny bez reszty przez ich sume.

Przyktad. Jezeli przez Z ozna»ezymy impedancje ukladu po-
danego na rysunku 22, to bedziemy miel

11 i 1 -
Z Ls+R 1
Rl-g--o—; L R
Stad
T R
Z:LR132+(~@+RR1)3+5. ]
Ls*+(R+ Ry)s + é Rys. 22.

Lieznik bedzie wtedy i tylko wtedy podzielny przez mianownik,
gdy ich wspélezynniki bedg proporcjonalne:

Z warunku tego znajdujemy latwo
R,=R, L=CR?.
Gdy zwigzki te zachodzg, to whedy jest Z=R i rozwazany

"nklad dziala jak czysty opdr omowy.
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Polyezmy teraz szeregowo dwa uklady elementarne (rysunek 23) Po ustaleniu si¢ pradéw przerywamy w chwili ¢ =0 polaczenie

i do koricow V, i V, wiaczmy site elektromotoryczna B. Jeg'{all 1, W punkeie K (rysunek 24 b); wéwezas w obwodzie poplynie prad, .
i I, sg pradami zwarcia poszczeg nych. kidry zgodnie z wzorem (38.9) ma postaé
¥ 7 Z y ukladéw elementarnych, to dla calodei -~
J S I bedziemy mieli Téwnanie EI%_Ll_ z,
Rys. 23. Polaczenia szeregowe. Z(I—T)+ 7 (I—I)=F T 1 s - =-_££ . L.s—R, ‘
- e Lis+ (By+Ry) + % L+ (B + Ry s+
ezyli B ~ Oys O,
(38.8) A (I__M): 7. . Ogélnie powiemy, ze dana sieé_, do ktérej sa dwa doprowadze-
. Z\+Z, nia, ma impedancje Z i prad zwarcia I, jezeli po wlgezeniu sity elektro-
Wprowadzajae oznaczenia ; motoryeznej B (rysunek 25) przeplywa prad I,
7.1+ 7,1 ' spelniajacy réwnanie ,
Z="7+ Z,, J="211 2202 . o z,I
Z,+Z, (38.10) Y2Z(I—I)=E. S |
ozemy napisaé ' s ‘
" y nap Z(I—I)=E. - Jezeli sie¢ jest bardzo skomplikowana, to réw- E
) . Josonezo iest sum niez jej impedancja i prad zwarcia mogg byé ope-
W tym przypadku impedancja ukladu zlozonego j % ratorami bardzo skomplikowanymi, Gdy w chwili Rys. 25.

impedancyj poszezegénych ukladéw elementarnych.

Jezeli prady poczatkowe w tych ukladach maja wartodei I,(0)
i I,(0) a ladunki poczatkowe @,(0) i @,(0), to wzér na prad zwarcia
mozna napisaé w postaci

t=0 w zadnym odecinku sieci nie plynie prad i za-
den jej kondensator nie jest naladowany, to oczywiscie prad zwar-
cia I jest wtedy réwny zeru i w miejsce réwnania (38.10) bedziemy

) mieli ‘
' 1.0 0 —
. 1',111(0)4-1‘,212(0),—E),—(—Q}J )+__ng ) ZI=E.
T . 1 . . P .
(38.9) I= 7 . Jezeli znamy impedancje i prad zwarcia, to znamy catkowicie
) wazystkie wlasnosei dynamiczne rozwaszane] sieci oraz jej stan po-
Przyktad. Prad staly E=H[s Jest wigezony do ukiadu poda- czgtkowy i mozemy. zawsze przewidzieé jak bedzie sie ona jako
nego na rysunku 24 a. Po pewnym czasie w odcinkach AB i BD calogé zachowywata, chodby$my nie znali szczegétéw jej wewnetrz-
Lz .R, B C2 R, , i - L Rl B Ci Rz nej budowy. ) . . ) .
a { D 4 mt o Przykltad. Znalezé impedancje sieci

przedstawionej na rysunku 26, znajge
impedancje poszezegdlnych jej odcinkdw.

Dla polgczenia réwnoleglego ukla-
déw 1 i 2 mamy impedancje

b E

Rys. 24 a. Rys. 24D,
' : Z.Z,
ustaly sie prady . Z+zy’
— T — : .
L(0)= R L,(0)=0, polgczenie szeregowe z ukladem 3 daje impedancje
na kondensatorze za$§ powstanie ladunek Z\Z,
< YA + Z,.
Q:(0)=E,C,. ' ! : ‘

Rachunek operatoréw 5
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Uklady 1, 2 1 3 wzigte jako calodé sy polaczone réwnolegle
z ukladami 4 i 5, dajacymi taeznie impedancje Zy+ Zs.
Stad wynika, ze impedancja calej sieci bedzie miala postaé

52
,_ \Fog) e

_[lez+ (Z1+Z2) Zs] (Z4 + Zs)
: ~Z1Z2 + (Z1+ Za) (Z3-|— Z;"i’" ZS) ’

~ Rysunek 27 przedstawia sieé, ktéra
nie jest kombinacja potaczen szerego-
wych i réwnolegtych. Dla znalezienia
impedancji i pradu zwarcia dla takiej
sieci musimy wyj$é wprost z praw
Kirchhoffa.
Rys. 2. Poniewaz jednak polgczenia réwno-
K legle i szeregowe. sy szezegdlnie wazne,
zestawiamy je w ponizszej tabelce. Nalezy zauwazyé, ze wzory
w tej tabelce s3. wazne przy dowolnych impedancjach, a nie
tylko dla ukladéw elementarnych. N

2=2+12, ZT=2T,42,5, \

Rys. 28,

CGwiczenia. L. Znalesé impedancje i prady zwarcia dla polaczen poda-
aych na rysunkach 29 i 30, znajac impedancje i prady zwarcia poszezegdlnych
elementiéw.

Rys. 29,

cm

Tmpedancja i prad zwarcia ukladéw ztozonych 67

2. Znalezé impedancje sieci podanych na rysunkach 31, 32 i 33, znajac
impedancje poszczegélnych elementéw.

3. Znale#é impedanecje sieci, podanej na rysunku 27.
4, Podaé schemat, ktéry miatby impedancje

78+ 1 (842)(s43)
‘ 8(28+5) -
Czy rozwiazanie jest jedyne?

§ 39. Przypadek sily elektromotorycznej sinusoidalnej
Gdy sita elektromotoryezna jest sinusoidalna

Es—Fo

B= §2-4 2 !

to r6wnanie (38.10) ma postaé

Bis — Eyo

21— D=5

Impedancja Z=2(s) jest‘wyraZeniem wymiernym operatora s;
uwidoeznienie tego operatora w réwnaniu bedzie potrzebne w dal-
szych rachunkach. Mamy mianowicie '

_ EBis—FHyo | 5
89-1) “Erazm T
a stad ‘
(39.2) I:I,,—(éI,,—}—f,
. Iis—I,w ; i .
gdzie I =T e ! I, zad jest pewnym wyrazeniem wymiernym

operatora s, .0 ktérym zakladamy, ze w mianowniku nie ma czyn-
nikéw ksztattu s2-- 2.
H¥
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 Dla znalezienia pradu ustalonego I, zastosujemy te samg
metode co w paragrafie 33. Ze wzoréw (39.1) i (39.2) mamy

) - E B
Lo+ Lo+ D) (st of) = 20,

Jezeli w tej réwnodci zamiast operatora s podstawimy liczbe gM',
t0 bedziemy mieli (po podzieleniu przez — i)

IL+il,= IZ(M) 2

Wprowadzajac oznaczenia
E, +iE,=E,é?, I 4 il,=1I,e", Z(wi) = Z,¢",

mamy zwiazek
‘ Zoeio'IOe“P =E0619’.
Rachunek ten jest uogélnieniem rachunku przeprowadzonego
w paragrafie 33. Zawada Z, jest nadal réwna modulowi liezby ze-
gpolonej, ktéra otrzymu]emy / 1mpedanc]1, zagtgpujac operator s
przez liczbhe wi:
Zy=1Z(0i)l;
przesuniecie fazy jest réwne argumentowi tej liczby
0= arg Z(wi).

Uwaga. W rozumowaniu powyzszym zakladali§my, ze w mia-
nownikach wyrazenia wymiernego, odpowiadajacego pradowi Ip,
nie ma czynnikéw s -} w2, Zatozenie to jest usprawiedliwione, o ile
Pprzyjmiemy, ze we wszystkich obwodach rozwazanej sieci istniejg
pewne, choéby minimalne opory. Ta sama uwaga dotyezy wyraze-
nia wymiernego, odpowiadajacego pradowi zwarecia I.

Przyklad. ZnaleZé} prad ustalony, ktéry otrzymuje sig
z napiecia sinusoidalnego o amplitudzie B, i fazie ¢, wiaczonego
do ukladu, podanego na rysunku 34.

Impedancja Z tego ukladu spelia zwiazek

K 1 1 1
' —— e,
Z R, 1’
Bt g
wobec tego jest

R, C 7= R(R,0s 1)
Rys. 34. (B, + Ry)Os 41"

icm

§39 Przypadek sity elektromotorycznej sinusoidalnej 69
Stad mamy zawade
7 | BBy Coit 1) |=R l/ R+ 1
= |(Bi+ R,) Cwit1 Y (B, + R, w2+ 1

oraz przesuniecie fazy

R,(RyCoi+1) _ R,Cow

FR)0eitl - MR BT R

G—arg(Rl

Szukany prad ma amplitude natezenia I, =~ZEi’ ifaze p=p—0~.
0
Gwiczenie. Znalesé prady ustalone, ktére otrzymuje sie z napiecia

sinusoidalnego o amplitudzie E, i fazie ¢, Whyczonego do ukladéw podanych
na rysunkaoh 35, 361 37.

R, R c R
—
— —
G R
R, & L
Rys. 35. Rys. 36. Rys. 37.

§ 40. Impuls napi¢eia i jego zastosowanie przy pomiarach
impedancji

Impulsem mnapigcia bedziemy nazywali napiecie K= {E(t)}
o statym znaku, trwajgce przez krétksg chwile i zanikajace catko-
wicie. Jezeli przedzial 0<f<e¢ jest czasem trwania impulsu, to
E(t) =0 dla t>¢&1); calke
f = f B(t)dt
0

nazwiemy wielkoseiq impulsu.
Jezeli J = {J(t)} jest dowolny funkeja o pochodnej ciaglej, to
dla £>¢ mamy na podstawie twierdzed o wartodeci srednie]

[Tt~ B(x)dx = [Tt — ) B(a)dv = BI (&) = BI(t) — «BT'(8),
0 0
gdzie t—e< & < E<H

1) W paragrafie 13 czeSci II omdéwimy réwniez impulsy dowolnie prze-
sunigte w czasie.
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Stad widaé, ze gdy & maleje do zera, a wielkod¢ J impulsu
jest stale ta sama, to w granicy splot f J(t—7) H(z)dv dazy do ilo-

czynu EJ(t). Wskutek tego W rachunkach przyblizonych mozna
zawsze BJ zastapié przez EJ, gdzie wartosé T jest traktowana jako
liczba; blad przy tym popemiony jest bezwzglednie mniejszy od
B M, gdzie M oznacza maksimum bezwzglednej wartosei pochodnej
J'(t). Im krétszy jest czas s, tym mniejszy jest blad.

Samg liczbe B mozna intuicyjnie pojmowaé jako idealny im-
puls, w ktorym poczagtkowe napigcie wynosi B-oco0, a W nastepne;j
chwili od razu spada do zera, Pojecie idealnego impulsu nie nadaje
sie do rachunkéw zwyklej analizy, natomiast doskonale daje sig
uchwyeié w rachunku operatorowym, gdzie impulsowi idealnemu
odpowiada operator liczbowy, czyli po prostu liczba (réwna wiel-
kodei impulsu). Takie ujecie daje duze korzydeirachunkowe, pozwala
bowiem abstrahowaé od nieistotnych w pewnych zagadnieniach
wielkodci, jak na przyklad od czasu trwania ¢ impulsu i od jego
ksztattu w przedziale 0<i<e.

Odwrotnogé impedancji jest, z wylaczeniem pewnych wyjatko-
wych przypadkéw, funkejg zmiennej ¢; na przyklad dla impedancji
Z = Ls 4+ R mamy

t s —fRex _E,
Z ostr ZP\TI }

Jezeli do ukladu o impedancji Z i pradzie zwarcia T= 0 wig-
czymy impuls napiecia o wartodei E, to otrzymamy prad

B
z réwnodei tej mamy -
E
Z =7

Stad wynika, ze impedancje ukladu mozna Ana]eié‘doéwmd-
czalnie, nie wehodzae w szezegély budowy ukiadu, przez zmierze-
nie pmdu powstatego pod wpltywem impulsu H. (Prad zwarcia I

mozna zawsze sprowadzié do zera przez zwarcie konicéwek danego
ukiadu.)

§ 40 Impuls napigeia i jego zastosowanie 71

Nazwijmy pradem jednostkowym danego ukiadu prad J, ktéry
odpowiada impulsowi o wartodei 1. Jest wiec

1
o = 7

prad jednostkowy jest odwrotnoseia impedancii.

K Zmajac prad jednostkowy, mozemy przewidzieé przebieg pradu
przy dowolnie zadanym napieciu E. W tym celu wystarczy utwo-
rzyé splot pragdu jednostkowego z danym napieciem:

I=JF;

'jest to zupelnie oczywiste wobec faktu, ze prad jednostkowy jest

odwrotnodcig impedancji.
Zamiast mierzyé prad jednostkowy, mozna tez wigezyé do
ukladu dowolne napigcie stale E=%. Wowezas mamy I ——EZ—
S
i wobec tego
1 sI
I=7=%

Uwaga. Prad jednostkowy odpowiada impulsowi idealnemu,
wskutek tego praktyezny jego pomiar bedzie zawsze obarczony
pewnym bledem. Granic tego bledu nie mozna wyznaczyé teore-
tyeznie, musieliby§my bowiem znaé pochodng pradu jednostko-
wego, ktory wlagnie mierzymy. Blednego kola mozna uniknaé,
zmniejszajac stopniowo czas trwania impulsu (z zachowaniem jego
wartodei), tak dlugo az mierzony prad przestanie ulegaé zmianie.
Woéwezas blad teoretyczny bedzie sig mieseit w granicach bledu
pormaru

§ 41. Sprze¢Zenia indukcyjne

Réwnanie (32.2) jest waine tylko wtedy, gdy na uklad nie
dziatajg zadne zewnetrzne wplywy in-- 4
dukeyjne. Jezeli natomiast rozwazamy
dwa uklady sprzezone ze sobg induk-
cyjnie (rysunek 38), to w odpowiednich
réwnaniach nalezy do sil elektromo-
torycznych E, i B, dodaé wyrazenia
MI; i MIy, gdzie M jest wspllezyn-  Rys 38. Obwody spraezone
nikiem indukeji wzajemnej ukladéw. indukeyjnie.
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Poniewaz Iy=sl,—I>(0) i Ii=sI,—I,(0), wiec bedziemy mieli Wtedy mamy
réwnania . , ' .
.Zl(IlwII)—-MSIz-—_El-—“MIz(O), Z1=L18 +R1 1 ZZ=L28+R3 »
41.1 7
(41.1) —MsI,+Z,(I,—1,)=—E,—MI,(0), i wobec tego
gdzie : 1 . 7 E M ___ . EM ( 11 z)
{41.2) Z,=ILs+R,+ Crs’ Zy=L,s+R,+ b;; ’ 2 (LJ_LS TBy) (L8 +Lo) — MEs* (L Loy — M%) (A —Ag) \s — Ay 8 — Ao}

L]

: - gdzie A; 1 1, 8 pierwiastkami réwnania

5 7 0.(0) Q5(0)
ZL=LL0)="4,  Al=LL0)—"5-. (Ly 2+ By)(Tyd+ Ry)— M272 = 0.

Wprzypf;\,dku, gdy I(0)=1I,(0)=0 i @,(0)=@,(0)=0, réwna- Piszge to rownanie w postaci
nia (41.1) upraszezaja sie do postaci (LaLy M) 224 (LyBy+ Ty By) A+ Ry Ry = 0

ZI,— MsI,=B,, “ widzimy, ze obydwa pierwiastki sg rzeczywiste i ujemne, gdyz

(+1.3) — MsI,+ Z,1,=—F,. ; wyréznik jest dodatni (przy zalozeniu M >0, B, >0 i R,>>0):

: LRy+ L,R,)*—4(L, Ly— M?) R, Ry= (LR, — L, R, )2+ 4 M2R, R, >0.
Rozwigzujge uklad (41.3), bedziemy mieli (Lafty+LoFy) —4(LuTy VEulty = (Iny— Lol )P+ A

Ostatecznie wiec mamy

11=E1Z2_ EzMs" 1,= E1M8—~E2Z1. P
4, Ly — M2 g* Z,Z,— M?2g? I(t) = __—a — (ght — ght),
- (LypLy— ME) (4y— 4y)
Po wstawienin wartodci (41.2) i pomnozeniu licznikéw i mia- L . , . .
nownikéw przez s?, natezenia I, i I, beds sie wyrazaty jako ilorazy W gieci elektry(?zneg poszezegblne 'cz?écl_ _mogy .byé ze 80bg
wielomianéw operatora s. Przejécie do w r6ézny sposéb pomazm:}e przez sprzezenia indukcyjne. WeZmy
zwyklej, nie operatorowej postaci nie na p_rzyklad pod uwage sieé¢ przed-
* przedstawia teoretycznie zadnych trud- stawiong na rysunku 40. S; tu
nodci, ale rozbicie mianownikéw na czyn- trzy sprze'zema, 1 n‘dukcy Jne, .kto-
niki wymaga rozwigzania réwnania al- rych wspélezynniki oznaczylismy
gebraicznego czwartego stopnia. literami M, M, i M;.
Rys. 39. Zadanie upraszcza sie w szezegdl- Na podstawie pierwszego prawa
v nym przypadku, gdy obydwa rozwazane Kirchhoffa mamy dla wezléw A, B
obwody sg3 hez kondensatoréw. Obliczmy dla przykladu prad I, i C réwnania
DPrzy zalozeniu, ze sita elektromotoryezna F, jest stata, drugi zad
0bwéd jest zwarty bez sily elektromotorycznej (rysunek 39): L,—I;—I,=0,
R ) 18—11'“15:07
EO

B==2, B,=o. o I,—I,—Ie=0.
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Na podstawie drugiego pra,wa Kirchhoffa po. uwzglednieniu
sprzezen indukeyjnych mamy dla obwodéw BOD, DAC i ABD

réwnania )
- 1 . 5, -
(1313"["1?'1)(11“11)+M33I2+M2313+’Oy;(10_13) T (Ig—15) =

= B+ MyT,(0) -+ M,I4(0),

- 1 -
(Lgs +R)(I,—1Ip) + M5y + MysI, -+ EIE(IK’IQ — = (Ig—1g) =
= M, I(0) +M,I, (0)

(Lgs+By) (Is—Tg) +- M8 I+ Miys Ty + 0 (I — gy (T =
= M, 1,(0) + M 0).

Rozwigzanie tych szedciu réwnan byloby oczywidcie zmudng
i nieciekaws pracg; przyklad podaliSmy jedynie w celu zilustrowania
sposobu ukladania réwnad w przypadku’ istnienia kilku sprzezen
indukeyjnych.

Cwiczenie. Znalezé prady w schematach podanych na rysunkaéh 41
i 42, zakladajac, ze warunki poczatkowe sy zerowe.

C,

Rys. 41. ‘ Rys. 42.

§ 42. Czwérniki

Przykladem cewdrnika jest schemat podany na rysunku 38.
Mamy tu dwa przewody wejsciowe, do ktérych jest wlaczone na-
pigeie K, i dwa przewody wyjéciowe, do ktérych jest wiaczone na-
pigcie E,. O ile przyjmiemy, ze warunki poczatkowe 83 zerowe,
to whasnodci tego czwornika sg scharakteryzowane réwnaniami (41 3)
Rozwigzujac te réwnania wzgledem B, i I, many

Z, Z.Z,
1_M8E+( )Z

L=t

§42  Czworniki 75

Ogoélnie czwérnikiem nazywamy kazdy ukiad elektryczny,
zaopatrzony w dwa przewody wejéciowe i dwa przewody wyjsciowe
(vysunek 43), ktory transformuje B, I,

na #,, I, wedlug wzoréw + 1 Ly
e
(42. 1) E1 =A11E2 + A12Iz ] E, Czuornik E.
Li=45 B+ 4,1, - —
gdzie Ay, Ay, Ay i 4,, 53 pewnymi opera- Rys. 43.

torami. : .
Kazdy czwoérnik jest scharakteryzowany przez macierz

(An Au)'
Az; Ass

Najprostszym eczwoérnikiem jest bezposrednie polaczenie prze-
wodéw (rysunek 44). W tym przypadku jest

+ I L -+ By = Ey+0-1,, ‘ I,=0-E+1,.
E, E. wobec tego czwérnikowi temu odpowiada
- — macierz
Rys. 44. ‘ Lo
. 0 1

Macierz ta nazywa sie macierzq jednostkowq; charakteryzuje ona
czwérnik, ktéry nie powoduje zmiany ani napiecia ani natezenia.
Innym ezwdrnikiem jest skrzysowanie przewoddw (rysunek 45),

dla ktérego mamy réwnania
+ I 12 4

B—— B0, L—0-E—I,. s | X | =

Macierz tego czwérnika ma postaé T L

—1 0 : .
Rys. 45.
( 0 —1) h g

Wazny typ czwérnikéw przedstawiajg rysunki 46 i 47. Czwor-
niki te polegaja na tym, ze w jeden z przewodéw wiaczony jest

i B T + L L+
E, — E, E . E,
Z
LZ |

Rys. 46. Rys. 47,
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uklad o dowolnej impedancji Z. W obydwu przypadkach mamy
(przy zerowych warunkach poczatkowych) réwnania

B=E+Z1,,
Ii=0-By+Iy;

w konsekwencji czwérnikom tym odpowiada macierz

b7

Inny wainy typ czwérnika przedstawia rysunek 48, Uklad
o impedancji Z zostat tutaj wigezony pomiedzy dwa réwnolegle
~przewodniki. W tym przypadku mamy

+ Ix Ii 3
. : réwnania (przy zerowych warunkach po-
E E, czatkowych)
- - . E1=E27 »
Rys. 48. (I,—1,) Z = E,.
Stad mamy zwigzki ‘
By=E,+0-1,,
B
I = 23 +1,

i macierz czwérnika

(1 O)
1 .
7 1
Dla czwérnika, b@dadcego prost
ym sprz¢zeniem indukeyjnym
(rysunek 49), mamy réwnania n yiny
- +

Lisl,—MsI,— E’l,

E, L,%hé .
“‘MSI:['{"L.‘SIZ— —Eg, - L Ez

"

Y
—

» shad Rys. 49

El E + lL — M2

Sig,

1-——E+ 21,

§ 42 Czwdrniki 7

Sprzezéniu indukeyjnemu odpowiada wiec macierz
L, (L, —MYs

M M
X L,
Ms M

Na korcu ksigzki zestawiamy w tabelce najwazniejsze z pro-
stych czwoérnikéw.

Ay Ay | T, L 71 L+
Cwiczenia. 1. Wyzna,czmk A A . 12:]
nazywamy wyznacznikiem macierzy -(A11 Am) . E E,
A‘lﬁ AZ! @
Sprawdzié, se wyznaczniki wszystkich omé-
wionych wyZej macierzy sg réwne 1. _ 14§ .
2. Wykazaé, ze czwiérnikowi przedsta-

wionemu na rysunku 50 odpowiada macierz Rys. 50.

(Z1+Z)(Zs+2Z) (Zy+Zy) ZaZy+2Z,25(Zy+ Z,)

ZoZ—ZnZy ZaZ—7 2y
Zy+ 2yt Zy+ 7y (Z,+Z4)(Zy+Zy)
ZZZ‘_'ZIZE ’ ZEZA—Z].ZI

Sprawdzié, Ze wyznacznik tej macierzy jest réwny 1.

§ 43. Laczenie czwérnikéw
Dwa czwoérniki laczymy ze soba jak na rysunku 51.

Jezeli t.L, At bt
(38.1) Au Ay i By By E, 1 E | 2 E,
4y 4, By By . — "

Rys. 51. Polaczenie dwdch
czwoérnikéw.

83 macierzami tych czwoérnikéw, to
mamy zwigzki
Bi=Ay BytAsp 1, Ey=B, Eg+ B, 13,
I, =Ay Byt Ay, I, =By Es+Byl;.
Eliminujae z tych réwnan ¥, i I,, znajdujemy zwigzki
E1= (ApBy+A41,By) Egt+ (A1 Bip+A15Bss) I,
= (4B +4,,By) Byt (A21B12+A22 22) Ige
Widadé stad ze uklad obydwu czwérnikéw mozemy uwazaé
za nowy czwornik o macierzy

(Au utA4 By, A11Blz+A12B22)

(43.2) : .
A21B11+A22B211 A21B12+A22 B22
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(Au A,) (B BH) B (AuBquAmBm, AanJrAiaBzz)
Agl A BZl BZZ ‘Alell +A22 BZ].? A’21B12 +A22B22

Zgodnie z tym wzorem mnozenie dwéch macierzy wykonujemy
w nastepujacy sposéb:

I. Elementy pierwszego wiersza pierwszej macierzy mnozymy
przez elementy pierwszej kolumny drugiej macierzy i sume wpi-
sujemy w lewym gérnym rogu macierzy iloczynowej;

II. Elementy pierwszego wiersza pierwszej macierzy mnozymy "

.przez elementy drugiej kolumny drugiej macierzy i sume wpisu-
jemy w prawym gérnym rogu macierzy iloézynowej; '

IIT. Elementy drugiego wiersza pierwszej macierzy mnozymy
przez elementy pierwszej kolumny drugiej macierzy i Sume wpisu-
jemy w lewym dolnym rogu macierzy iloczynowej;

IV. Elementy drugiego wiersza pierwszej macierzy mnozymy
przez elementy drugiej kolumny drugiej macierzy i sume wpisu-
Jemy W prawym dolnym rogu macierzy iloczynowej.

,‘Nie.zbyt Scifle, lecz krétko mozna powiedzieé, ze macierse
MNOZY s1g, Mnozqe wiersze praez kolummny.

Prazykilady.

E LR
<

ju
A

*—L 1 Cs 1 Cs 1
2. CI CI—_ ‘(1 0>

- >
P
B =

= oo
\—/

-
N
N

i
[
= <

°
tcm ..

Macierz (43.2) nazyWamy iloczynem macierzy. (43.1) i piszemy .

Laczenie czwérnikéw 79

operator Z oznacza tu impedancje dla ukladu oporu i kondensatora.
Na podstawie pierwszego ze wzoréw (38.5) mamy

1 1

Wobec tego macierz calego czwoérnika podanego W‘ przykla-
dzie 4 mozna napisaé w postaci ‘

( 1 Ls )
1! I .
—E—}—Gs, LOsLl—Es—]—l

Cwiczenie. Obliczyé metods mnozenia macierzy nastepujace czwérniki:

) (3)
X ' %C L, %ﬁ%h
R

" ’ Rys. 52.

() ®)

§ 44. Polgczenia trzech ezwoérnikéw

Przypudémy, ze laczymy z sobg trzy ezwérniki (rysunek 53)
0 macierzach ‘ '

: ] 1 B 2 B 3 B
(Au An) (Bu B1j (011 Oli) LT T .
Ao Agl’ By, Byl’ Cu O™ Rys. 53. Polaczenia trzech
czwérnikéw.

Ozwérniki 1 i 2 razem wziete )
tworzg czwoérnik, ktérego macierz jest iloczynem

(Au‘ Au) (Bu Biz) .
Ag Agy) \By Byyf’

czwornik ten jest polaczony z czwérnikiem 3, wobec czego maciers
calego zespolu bedzie iloczynem

(44.1) [(Au ;412) (Bu Bli)] (011 012). |
A Age] \By Byl 1 \Cn G
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Ale mozna rozumowaé inaczej. Czwoérniki 2 i 3 tworzy laeznie
czwornik o macierzy '
Bn B12) (011 Olz)
(le B,/ \Cyy o)

Ozwérnik ten jest poprzedzony czwoérnikiem 1, wobec czego ma-
cierz calego zespolu mozna napisaé w postaci :

(All Al:) [(Bll Blj) (011 01:)]
(442) Ay Agy) L\By Bao/ \Oy1 Oy '

Tloczyny (44.1) i (44.2) przedstawiaja macierz jednego i tego
samego czwoérnika, zlozonego z elementéw 1, 2 i 3, musza wiec byé
sobie réwne:

[All Alﬂ (Bll Blz)] (Cll 012) __‘ (‘All AIB) [(Bll 'B12) (011 012)]

A21 A2 BZl B2 021 022 - AZI A22 le ‘B22 021 022 )

Réwnosé ta wyraza lacznodé iloezynu macierzy. Mozna ja tez
udowodnié bezposrednio przez efektywne wykonanie mnozen wedlug

prawidia podanego w poprzednim paragrafie. Dzieki lacznogei ilo- .

czyn trzech macierzy mozina zapisywaé bez wskazywania kolejnofei
‘wykonywanych dziatan (bez nawiaséw graniastych):

(Au Ali) (Bn B12) (011 Oi:)
'AZI Az. B21 B22 . 021 02 )

Zauwaimy jeszeze, ze iloczyn macierzowy nie spéhn'q, prawa
przemiennoei, to znaczy, ze kolejnogei macierzy wystepujacych
w iloczynie nie mozna na ogét zmieniaé ez wpltywu na wynik dzia-
tania. Wynika to choéby z przykladéw 1 i 2, rozpatrzonych w po-
przednim paragrafie. )

Przyktady.

,-
lm § 44

1Z\ /1 0\ /1 Z, 1+~Zl Z1+Zs+zéz”
— 2 2
o1/\Z1){o 1 ,

1 Z
Z X Zs
? Zl 1+Z2

Polaczenia tIzech czwérnikéw ‘ 31

3

i 10 1 0\ /1 Ls 1 . Ls
4. R « 1 1 o =[1 . I .
% s1/\0 1 E+08 L0s +§8+1

Czwérnik podany w przykladzie 4 jest w istocie identyczny

z czwérnikiem z przykladu 4 z poprzedniego paragrafu. Wynik

otrzymalidmy w obydwu przypadkach ten . sam, mimo ze droga
rachunku byla inna. - )

.Cwiczenie. Obliczyé metods mnozenia macierzy nastepujace czworniki:

® 169)
Ritlg

)
PR C,—l— "['Ca LM
§ 45_. Czwérniki ze zwartymi przewodami koncowymi

(a

o ==

Rys. 54,

Gdy przewody koncowe czwornika sa zwarte

(rysunek 55), to mamy E,=0 i z réwnan (42.1) ok -
znajdujemy E j

— K. Rys. 55.

Przykiad. Znalezé prady I, i I, w ukladzie podanym na
rysunku 56 (przy zalozeniu, ze warunki poezatkowe 33 zerowe).

+ I

Rys. 56.
Rachunek operatoréw ’ ' 6
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Obliczamy macierz czwornika przez mnozenie macierzy:

()6 D)6 )

(45.1) Ri(Ps2+3ROs+1 R(R*C%s*+ 4RCs +3)) ,
=( Gs(R08+2) R20282+3R03+1 H
stad
) . R2(%s*+ 3R0s+1
(45.2) L= R(R2(0?s?2 + 4R0s + 3)
. N 1 )
. (45.3) . Iz-z R(R2(0%s2+ 4RC0s + 3) B

- W szezegdlnodei, gdy wigczona sila elektromotoryczna jest

stata: B, —E ; tot mamy

Il~

B, R(*+3RCs+1 1, ¢ ¢ )
7 +7 TSRO 7))’

s(RPC2s* 4RCs + 3) "E"(Es“ 2(RCs + 1)

7B 1 ;E(J;_' cﬂ+ 0 )
TR (RS 4RCs+3)  °\3Rs 2(RCs+1) ' 6(ECs+3))

' '1 1 =3t
_E _— 1 3
L =% (3 D g + 5 °XP RO)

Gdy sita elektromotoryczna jest sinusoidalna E,e® (zob. §39)
to prad ustalony na wejsciu do czwoérnika mozna wyznaczyé
ze wzora (45.2), z&st@pu]@c B, przez Eoe"‘ I, przez I,et i wreszeie
8 przez —of:

— R —3RCwi + 1

0 — B
Loe R(—R202w2—~4RCmi+3) Eyes.

Stad

Tm [/R‘C‘w‘ FTR:C?? + 1
°"R R‘*G"'w*"—i—l()R’C’”m2 +9 ’

3R0w 4R0w.

p= (p+a‘rcth2m Y a:rcth

Czwoérniki ze zwartymi przewodami koficowymi 83

Podobnie mozna ze wzoru (45.3) wyzna.czyc amphtud@ i faze
pradu na Wyjéem z czwoérnika:

RI/R4G4w4+10R2C2w2+9’ P A T —

Uzasadnienie teJ metody rachunku jest takie same jak w pa-
ragrafach 33 i 39.

§ 46. Czwérniki z ivolnymi przewodami koiicowymi

Gdy przewody koricowe czwérnika sg wolne (rysunek 57), to
mamy I=01i z réwnan (37.1) znajdujemy

] L | =0 +
_An =1 E ' E,

| Il_AuEl’ Ez—A—nE:v | 3 I

Przyklad. ZnaleZé prad wejdciowy Rys. 57.

i napiecie koricowe w czwérniku podanym

na rysunku 58. Jest to ten sam czwérnik, ktérym zajmowa,hémy
sie w poprzednim paragrafie, z tg ]edyna_, rbéznicy, ze korice jego
89 wolne. Wobec tego mozemy skorzystaé od razu z ksztattu macie-
rzy (45.1), na podstawie ktérej mamy

- | Cs(RCs + 2) :
L=t F3RCOs+1 B, + L=0 +
(46.1) 1 R R R

E2 =R20282+3R03+1E1’ E cT CT E,

Gdy zalaczona sila elektromoto- —"" ' ' —

ryezna jest stata: E, ——‘E to mamy . Rys. 88

I3 0(RC’3+2) zoli= V5 1 +5+V§ 1 )
o °Rzazs=+3ROs+1 °®“\ 10 RCsta ' 10 ROs+pB)’
B,=F 1 -

TV (R* (2 3RCs +1)

3z s5—5 RO 3)5+5 RO )
=P\t 10 RGsta T 10 ROsTH)
o+
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. 3—yb
gdzie a=3-;y5 if= 2V_ Stad

By [5—Vs  —at  54+V5  —pt
Il(t)=73‘l( 10y—eXp 70 T PRG)

— —at 3Yb-5H — Bt
Ez(t)=Eo(1+3Vg B oxp 2t 355 )

B0 10 OPRO
Gdy sila elektromotoryczna jest sinusoidalna: Eye®, to mozna
zastosowaé rachunek podobny jak w poprzednim paragrafie. W ten
sposéb na przyklad ze wzoru (46.1) znajdujemy dla napiecia kotico-
wego amplitude i faze

/ EO ) * _ Gt SROQJ .
VEG o R 1 P g

Cwiczenie. Znaleté prad wejdciowy I, i koficowy I, dla czwérnikéw
podanych na ;-ysunku 54 w przypadkach, gdy ich koice 83 wolne i gdy sa zwarte.
1 N . i

§ 47. Transformatory
Transformator mozna sobie wyobrazié jako czwérnik, przed-
stawiony na rysunku 59. W rzeczywistodci opory R, i R, s3 zwiazane
z samoindukejg wewnatrz zwoj6éw, jednak od-

R, R,
dzielnie ich przedstawienie w schemacie jest :
L0 Lo wygodne dla celéw rachunkowych. Istotnie,
’ ) pozwala ono wyliczyé macierz czwérnika

przez wymnozenie trzech macierzy czw6rni-

Rys. 59. kéw prostych:
L (LI—Ms
(1 Rl) ¥ T ¥ (1 Rz)
0 1/\ 1 I, 0 1/
s um ‘

Po wykonaniu rachunkéw mamy

(L8 +R,  (Ls+R)(Lys+ R, —M2s?

(47.1) ‘ Ms Ms
1 Lys+ R,
Ms Ms

Jest to macierz transformatora w najogé]niej,sz\yrm przypadku.
' v

N . N
lm § 47 ’ . Transformatory 85

W transformatorach mocy, gdzie idzie o najmniejszg strate
energii, staramy sie zmniejszyé opory do minimum. Ponadto przez
wigezenie rdzenia z migkkiego zelaza staramy sie mozliwie zwiekszyé
wspdtezynnik indukeji wzajemnej M j W ten spos6b réinica L,L,— M2
staje si¢ bliska zeru. W takich transformatorach mozna przyjaé
z przyblizeniem

Ri=Ry=0 i  LI,—M—o.

Wowezas macierz (47.1) upraszeza sie do postaci
I,
Vz o

.1 I/E

VL, L,s L,

Jest to macierz transformatora idealnego.

‘Przypusémy, ze na wejécin do transformatora mamy. napiecie

sinugoidalne E,oe®. Wtedy na przewodach wyjsciowyeh bedziemy
mieli napiecie H,,¢l, takie ze

(47.2)

L
(47.3) Eloql’?’: L-_l 203190’
2

co wynika z pierwszego wiersza macierzy (41.2). Szukajge zwigzkéw
dla pradéw ustalonych, oznaczmy przez I,e prad ustalony na
wejdciu, a przez I e prad ustalony na wyjdcin z transformatora.
Stosujage metode podans w paragrafach 33 i 39, bedziemy mieli
wobec ksztaltu drugiego wiersza macierzy (47.2)

1 L L
Igen=——— /2@ . l/‘—-zI e
we —VLlewi,/ T, T YT e
2 stad

(47.4) Tyget— E‘:Z 106 = l/ % Typetts.

‘W transformatorach mo cy iloczyn Lo jest na ogét duzy i w row-
naniu (47.4) wyraz

(47.5) 7,

2
Lo

mozna pomingé. Jest wige w przyblizeniu

(476) ) IlO eitt — I} —‘l-;L.-lg Izogi"Pz.
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Réwnaniom (41.3) i (47.6) odpowiada macierz
I,
L ° \

o 2

jest to uproszezona macierz transformatora, Macierz ta jest wygodna
w rachunkach i wystarczajaco dokladna dla trah‘sformatoréw mocy.
O ile jednak pulsacja » jest bardzo niska i samoindukeja L, na tyle

(47.7)

mala, ze wyraz (47.5) wehodzi w rachube, nalezy postugiwaé sie

macierzg (47.2). Réwniez w przypadku, gdy napiecie nie jest si-
_nusoidalne, Iub gdy cheemy uwzglednié prady przejéciowe po-
wstajace przy wigezaniu transformatora, nalezy zawsze postugiwad
sig macierzg (47.2) Iub (47.1),

- Oznaczmy przez m liczbe zwojéw w pierwotnej cewee transfor-
matora, przez n zaf liezbe zwojéw w cewce wtérnej, Jezeli I ozna-
cza samoindukeje pojedynezego zwoju, to bedziemy mieli

L,=mL i IL,—n’L.

Podstawiajac te wartosei do macierzy (47.7), mamy

o SF
=

S|

§ 48. Lampa katodowa jako czwérnik

Lampe katodows (triode) mozna uwazaé za czwérmk o ile
- migdzy napigeiem siatkowym E,, napieciem a,nodbwym B, i pradem
anodowym I, (rysunek 60) zachodm

ek + I=0 I, +
1

(48.1) B = /—; (E3+ RIL), » E, = E,

gdzie p jest wspélezynnikiem: wzmoe-

_nienia, a B oporem wewnetrznym
lampy, Poniewaz natezenie I, w obwo-
dzie siatkowym mozna przyjaeé jako réwne zeru,

(48.2) L=0-By+0-I,.

Rys. 60.

mamy

icm

Lampa katodowa jako czwérnik 87
Wobec réwnosei (48.1) i (48.2) mamy dla lampy, traktowanej
jako czwornik, macierz nastepujgca:

1 E
uowl.
00

Nalezy pamigtaé, ze traktowanie lampy jako czwornika jest
dozwolone tylko wtedy, gdy pracuje ona w odpowiednich warun-
kach, to znaczy gdy wysokosé napiecia siatkowego i anodowego .
waha sig w granicach dopuszezalnych. O ile warunki te nie s spel-
nione, to beztroskie operowanie macierza (48.3) moze doprowadzié
do zupemie falszywych wynikéw.

Korzystajac ze znajomogdei macierzy (48.3), mozna latwo zna-
lezé macierz dla czwérnika przedstawionegé na rysunku 61, miano-
wicie jest ona réwna iloczynowi macierzy

(48.3)

R\ /1 o 1

o Tk
o x|
[
(3

Po wykecnaniu mnozenia, ctrzy-
mujemy macierz

| ’ A L de
s+4 s4v . @ T R# R:]T‘ E
( as  fBs ), o *
0 0 o

D=

Rys. 61
gdzie .
- wE, By - J= E+h
*=R.R,+ R E+R,R’ C(By R, +E, B+ E,R)’
B 11,1
=% 0 (R +R)'

Jezeli polgczymy ze sobg n czwérnikéw rozwazanego typu, to

otrzymamy czwérnik (rysunek 62), ktérego macierz jest rowna

SO (s.;z Z")
ALY 0

Rys. 62.
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ezyli po wykonaniu latwego rachunku

(e )

o . -0

Stad wynika, %6 jezeli przez E oznaczymy napigcie Wejéciowe,
przez E, i I, za$ napiecie i natezenie koﬁcowe, to mamy zwigzek

s+ A\" s-+A\tsty
(48.4) ‘ Ez(—(;s‘—) E,,+( r ) s I,.

Obliczmy w szezegélnoéei napiecie koricowe H,, gdy napiecie »

poezatkowe jest state: E=%'2, a kornce czwérnika sg wolne. Wtedy

jest In=0 i z wzoru (48.2) mamy
cn—1

o

Ep= Eyan

Poniewas , |
e =[(s =i 3 (—1r(" ) s+ 2,
wiec mozna napisaé n_.lu=o R '

*%=0

Inb na podstawie wzoru (19.2)

n—1 .
En(t) = Eoiang—ltz (—1) (’n ;—1),(11;)” .

»!

%==0

Zmnaleziona funkeja jest w bliskim zwigzku z tak zwanymi

wiglomianami Laguerre o
E n
N n\ *
La<t>f2<+l>“(x);r’
*=0
Korzystajac z tego oznaczenia mozna najpisaé

Bn(t) = Eyane=4T,_((it).

icm -

Lampa katodowa jako czwérnik 89

Liatwo znaleZd dla wielomianéw Laguerre’a pewne zwigzki
rézniczkowe. Mamy mianowicie

s

poniewaz funkeja %e“ i jej pochodne az do rzedu n—1 wlgcznie

sg rowne zeru dla t=0. Stad

dn [tn
‘L,,(t)zef-——(me f).
Podé,jemy jeszeze tabelke wielomianéw Laguerre’a dla po-
czgtkowyeh wartodei n:

It)=1, ‘ E Ls(t)=1—3t+—§t2—%t3,
o 2.0, 1,
Ly(t) =1—t¢, L4(t)=1—_4t+3t2—‘§t +ﬁt7

1 i3 5 1 .
. _ D) 2 —_ 2 3 _ . — 15,
L) =1—2t+58,  Ly(t) =1—5t+ 5t 3P+ gttt
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ROZDZIAL VI

Ogélne rozwiazania réwnan réiniczkowych
i zagadnienia brzegowe

§ 49. Rozwiagzanie ogdlne

Dotad rozwigzywaliémy réwnania rézniczkowe, majac dane
‘waranki poczgtkowe w.punkeie t=0; do tych przypadkéw jest
rachunek operator6w szczeg6lnie dobrze dostosowany. Mozna jednak
uzywad go z powodzeniem takze w innych zagadnieniach, na przyktad
do znajdywania rozwigzania .ogélnego, do rozm@zywan1a zadan
brzegowych itp.

- Zajmiemy sie najpierw zagadnieniem rozwigeania ogdl'nego
W paragrafie 27 widzieliémy, ze rozwiazanie réwnania

an2® 4+ apyg w("*l) + ...+ gt = = f
moima na.plsaé w postaci |

Brmas™ 1+ ...+ By 1
On 8™+ ... 4 an a,,fs'"—{-a...—}—ao'f’
gdzie stale ..., n— zalezg od warankéw poezatkowych w punkeie
t=0. Gdy te warunki nie sg z géry zadane, t0 By,..., fr—1 53 statymi
dowolnymi i wzér (49.1) przedstawia rozwigzanie ogélne réwnania
_ rozniczkowego. Przejfcie do zwyczajnej, nie operatorowej postaci
. dokonuje si¢ najwygodniej przez rozklad na ulam_ki,proste. Za
‘uwazmy jednak, ze w przypadku szukania rozwigzania ogolneg(
nie ma potrzeby obliczania Wspolezyn.mkow A, B, C,... przy ulam-
kach prostyeh .

r=

4oy

« B4-0s |
= e T PP
- ktére powstajg przy rozkladzie wyrazenia -

lgn—-l gn—1 + .. + ﬂo
angn + '+‘ ao ,
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wystarezy po prostu te wspétezynniki przyjaé za state dowolne za-

miast fpi,...,8p W ten sposéb rachunek mozna znacznie skrécié.

Przyklad. Znalezé rozwigzanie ogélne réwnania rézniczkowego
#®—22" L 25" — 29" + p=F.

Rozwigzanie, Poniewaz warunki poczatkowe s3 dowolne, wiee
_ réwnanie napisane w symbolice operatorowej bedzie miato postaé

stp—28%x + 2820 —2sx -+ o =W,

gdzie W= f,s% + 8+ B8 + B, jest dowolnym w1elom1anem trzeciego
stopnia. Stad mamy

W 1
(—1E(e+1) " (s—1P(E+1)

Pierwszy z otrzymanych ulamkdéw rozkladamy na ulamki
proste

=

+ -1

A

B
3t

(s—1)

C 4 Ds

s34 1

przyjmujac A, B, ¢ i D za state dowolne i nie troszezac sig o ich
zwigzek z wielomianem W. Natomiast przy rozkladzie drugiego
z ulamkéw Wspélczynmkl 83 juz ]ednozna,czme okreglone i znajdu-
jemy je zwyklym sposobem: :

1 . s
SRS RETCESY

Ostiatecznie wiec jako rozwigzanie ogdlne otrzymuj-emy funkeje

+

1
(s—1)

1
2(s—1)%

+

. ; _
x(t)=Aet+ Btet-+ Csint - D cost +%—f f(t—1) (—e* 4 re*+ cos 1) dr.
. 2

Jezeli znamy ksztatt funkeji f, to rachunek mozna nieraz
tak zmodyfikowad, ze odpadnie wszelkie catkowanie, Przypuéémy
na przyklad, ze f=/{cos 2t}. Wtedy

1

— W + . s s
I=E—EE D —1R(eF1) £ 4
A B ., 0+Ds E-+Fs

=s—1+(s—l)2+ $2+1 + 244
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Staie A, B, C 1D s3 nadal dowolne, do wyznaczenia sg tylko ,
wartodci B i F. Poniewaz wartogei te zupelie nie zaleza od wielo- -
mianu W, mozna dla wyznaczenia ich przyjaé chwilowo, ze. W= 0;

wtedy otrzymujemy réwnodé -

[A(s—1) + Bl (s2+1) (s*-+4) -+ [(0+Ds) (s* -+ 4) +

+ (B4Fs) (8 +1)] (s =12 =s.

Wipétezynniki B i F' najprosciej mozna wyliezyé, zastepujge
s przez liczbe 2¢; wéwezas mamy

3(E+2Fi)(1—2i)2 =2 ;
poréwnujae czefei rzeczywiste i urojone, dochodzimy do réwnan

3(38—8F)=0,
9(2E+3F)=2,
a stad do wartodei ‘

Rozwigzanie ogélne ma wiec postad

! B C+Ds 84 3s
ATt e T

s—1
ezyli

(1) =Ae‘+Btef+CSin t+Dcost4 % sin 2¢ -- 5—}5- cos 2t .

Widzimy, ze pod wagledem rachunkowym Wyznaczenié T0Z-

Wwigzania ogélnego jest mieco prostsze od wyznaczenia rozwigzania

szczggélnego przy zadanych - warunkach poczgtkowych; odpada
bowiem obliczanie niektérych wspétezynnikéw rozkladu na utamki

proste. Natomiagt w przypadku ukladu réwnan uproszezenie to nie

Adaj'e 51:(@ zastosowa;é, poniewaz wtedy nalezy uwzglednié pewne
zwigzki zachodzgce miedzy wspGlezynnikami rozkladu. Na przy-
kiad dla ukladu réwnan : ‘

v'=1—2y,
Y=5—y4f
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rozwigzanie zawsze bedzie mialo postadé

A+Bs_ 2
=t eyl
_O+Ds  —1+s

V=m Tyt

ale gposréd statych 4, B, Ci D tylko dwie mozna ustalié dowol-
nie, pozostale za§ zalezs juz od poprzednich.

Dla  znalezienia rozwigzania og6lnego zawierajgeego tylko
dwa parametry (niezalezne) najwygodniej jest wprowadzié najpierw
warunki poczgtkowe :

: 2(0)=a, y(0)=4.

Rozwigzujac teraz odpowiedni uklad réwnan operatorowych

sp=0—24+a,
Sy:m“‘?/‘l-ﬁ-l—f,

znajdziemy
_(a—25)+a8_ 2 -
o= Tera s241 77
_{a—B14-ps -—1—{—-8.
V=" Fr1
a stad

t .
#(t) = (a—2B) sin £ + « cos t—2 f]‘(t’—r) sinzdr,
0

t
y(t)=(a—p)sint + feost + [f(t—)(— sinr+ cos ) dr.
0.

Jest to juz oczywifcie szukane rozwigzanie ogélne, gdyz wy-
stepujace w nim stale a i 8 sg dowolne.
‘Taki sposéb znajdywania rozwigzan ogélnych oplaca sie tylko

-w przypadku ukladéw réwnan, natomiast w przypadku jednego

réwnania wygodniejszy jest sposéb podany poprzednio, polega-
jacy na:wprowadzenin statych dowolnych dopiero przy rozkladzie
na ula,mki‘proste. ) .

CGwiczenia. 1. Znalesé rozwiazania ogdlne dla nastepujacych réwnan:
(@) @"—3ar’'4 3a’%'—a’z=e%; :

B) o""—2x'—3x 4 10x=0;

(y) »W-—123" 122 = 16i*e?;

(8) 4a®—129"""+ 11""— 8x'=4cost.


Yakuza


94 ROZDZIAE, VI —Ogélne rozwiazania Im

9. Zmalesé rozwiazania ogélne dla nastgpujacych ukladéw réwnah:
(2) a'+y=0¥+6-+1,
 y—x=—3043t+1;
() 42’4 9y'+20+3ly=¢,
82'+ Ty’ z+ 24y =3;
(y) #'=—3z-+18y—8z,
y'=da—y+ 22,
#'= 65— 36y—10z.

§ 50. Zagadnienia brzegowe

O zagadwieniu brzegowym moéwimy -wtenczas, gdy zamiast wa-
runkéw poczgtkowych zadane sg wartosel szukanych funkéyj i ewen-
tualnie ich pochodnych na obydwu koficach pewnego ustalonego
przedzialu. Bedziemy wiec mieli do czynienia 7z zagadnieniem brze-
gowym, gdy na przyklad dla funkeji spelniajacej réwnanie

(50.1) 5®— 20" 1 2" — 20/ | @ = cos 2
zazgdamy, zeby
1 2

Ww=g, dO0)=ig, F(m)=m.

gl

a:(O)
Szukang funkeje znajdujemy z rozwiazania ogdlnego

(50.2) a(t)=Ae'+ Biet+ C sin ¢t + D cos t + 77—455— sin 2t 4 2% cos 2t

dobierajge tak wsp6lezynniki 4, B, 0 i D, by warunki byty spenione.

W tym celu rozwigzujemy ukiad réwnan’

11
50(0)=A+D+f—=§5:
o(r) —Aa"‘—}—Bne"—-D-}- T 215 )
2
#(0) = A+B+0+75 =
o'(x) Aw+Bmw+m 0+- =

i znajdujemy

§ 50 Zagadnienia brzegowe 95

Podstawiajge te wartofei do (50.2), otrzymujemy zadane roz-
wigzanie
2

#(t) = —

7E sint+ sm‘)t-}———eos2t

‘W podobny sposéb mozna rozwigzywaé zagadnienia ogolmejsze,
na przykiad wyznaczaé rozwiazania, majac zadane wartogei funkoyj
lub ich pochodnych w wigcej niz dwéch punktach. Przypusémy,
ze cheemy znalezé funkeje spelmiajaca réwnanie (50.1), taksg e

et 2 3r 2
#(0)=0, m(g)——-o, ,m(n)=2—5, ”(‘z‘):‘gg?
wtedy wystarczy rozwigzad uklad réwnan

#(0) = 4 4 D + = =0,

. T .m  m 1
m(-z—).——_—-fétexpg—{-Bgexpg—}—O-—E:O,

m(n)::Aexpn—}—Bne'x_én—Dﬁ-z%_—._%,
m(3 ) A xp—w—;-B—e'p——G——}-—————%.v
2 25 25
‘ W ten sposéb znajdujemy
4=0, B=0, 0=, D=—1L

i wobec tego

1 . 1 4 1
m(t)—%smt—%-cost+7-5-sm2t+ggco§2t.

- 'W pewnych przypadkach moze sig zdarzyé, ze otrzymany dla

A, B,... algebraiczny uklad réwnan nie da si¢ rozwigzaé; wtedy

réwniez rozwigzanie réwnania r6zniczkowego nie istnieje przy za-
danych warunkach. Ogélnie, dyskusja istnienia rozwigzamia przy
danych warunkach sprowadza sie do dyskusji rozmaza:]noém uktadu
row:naﬁ algebraicznych wzgledem sta,lth 4, B,.. .
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Cwiczenia. 1. Ktére z nastepujacych zagadnien brzegowych jest
rozwigzalne: .
() 2"—2=0, @) =+ w‘=.0 ,
2(0)=0, =z(2r)=1; z(0)=0, =x(2n)=12%
2. Znalesé funkcje spemidj aca réwnanie
. @1 dr = 0
i warunki

of—g)=—em =0 a(F)-1,

§ 51. Rozwigzywanie 1;6W11a1’1 réiniczkowych przy danych
warunkach poczatkowych w pupkcie t,+0

Metode oméwiong w poprzednim paragrafie mozna oczywiscie
7z powodzeniem stosowaé réwniez w przypadku, gdy wartodci funkeji
i jej pochodnych sg zadane tylko w jednym punkcie. Wtedy jednak
jest wygodniej, zamiast wpierw szukaé rozwigzania ogélnego, za-
stosowaé rachunek bezpofredni. Jezeli punkt 4,, w ktérym warunki
8g zadane, jest rézny od zera, to rozwigzujemy najpierw zadanie
tak, jak gdyby warunki poczatkowe dane byly w punkeie =0,
lecz musimy uwzglednié odpowiednie przesuniecie ukladu wspot-
rzednych. '

: Przyklad. Zhaleié rozwigzanie réwnania rézniczkowego
(31.1) 2® — 20" 190" — 20 1 5 = §(1)
spelniajgce w danym punkcie £,<=0 warunki poczatkowe

Bliy) =a'(ty) = a"(tg) = (1) =0.

Rozwigzanie. Szukamy najpierw rozwigzania réwnania

29 —20"+ 20" — 2+ 0 = f(t +1,)

-spelniajacego te same Wa,ruhki‘poez%tkowe w punkeie t=0:

2(0) =/(0) =2"(0) =2""(0) =0. "
Mamy wtedy réwnanie operatorowe

sl — 283y -}—'23%‘ — 28w+ o ={f({+ 1)},

§ 51 Rozwiazywanie réwnan przy warunkach poczatkowych 97
a stigd
1 1 8

o= (“ B(s—1) T 2(s—1F +2(sz+1)) e +i0)} =

= {%ff(t—]—to——r)( —eF 4 vet+ c;)s T) dr}. .
0

Aby teraz otrzymaé zadane rozwigzanie réwnania (51.1), wy-
starczy zamiast ¢ napisaé wezedzie t—1,; mamy wiec ostatecznie

t—t, : ‘
o(t) = % f f(t—r)( — 6+ 76~ cos ) d.
- 0

Cwiczenie. Rozwiazaé nastepujaee réwnania rézniczkowe z podanymi
warunkami poczatkowymi:
(x) @"""— d'= e 5intt,

() =a(1)=a"(1)=1;

B) o'=—>r—2y, y'=2—Ty,

2(2) =y(2) =2.

Rachinnalr nrerarmrd s
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§ 52. Funkeje klasy X

Obecnie chcemy wprowadzié do rachunku operatorowego
pewne funkeje nieciggle. Z punktu widzenia teoretycznego naj-
naturalniejsze byloby wprowadzenie klasy funkeji sumowalnych,
wymaga ono jednak znajomogei catki Lebesgue’a. Wobee tego ogra-
niezymy sig tu do wezszej klagy funkeyj, ktéra daje sie traktowaé
elementarnie, a jednoczesnie wystarcza we wigkszodei zastosowan.

Waznym przykiadem funkeji niecigglej jest funkeja {C(1)},
okredlona w ten sposéb, ze jej wartogé w punkeie ¢ jest réwna naj-
wigkszej liczbie catkowitej} mniejszej lub réwnej #; na przykiad:

0(8,71)=5, CO(})=0, O(n)=3, C0(10)=10 itp.}

Fankeje {C(¢)} nazywaja czesto calodciq z t; w nauce logaryt-
méw uzywana jest nazwa cecha. Wykres tej funkeji przedstawia
rysunek 63. :

Inny typ funkeji nieciaglej przedstawia funkeja {lE 0 wy-

Ve

kresie przedstawionym na rysunku 64. Jest ona nieciggla w punkeie

t=0 i nieograniczona w otoczeniu tego punktu.

(6531 : A
b I 6
Spm—— —r— : S
!
________ i
4 ‘;——'! : | ’4‘
e 1—! Pl : 3
L e I R 2
i I
=g 1 1 : [ 1
[ B | ot |
1 1 1 1 i 't i
00 1 2 3 4 35 6 77 0l T 23 4 35 6 717
Rys. 63. Rys. 64.

§ 52 Funkeje klasy K 99

Funkeje {C(1)} i {%} reprezentuja dwa typy funkeyj nie-

cigglych, waznych w zastosowaniach. Aby okreslié¢ klase K obej-
mujgea zaré6wno funkeje ciggle jak i funkeje nieciggle obydwu ty-
péw, przyjmujemy nastepujgcs definicje:

Funkeja {f(f)} (o wartosciach rzeczywistych lub zespolonych)
rozwazana w przedziale 0<{t< oo, nalezy do klasy XK, jezeli

(I) w kazdym przedziale skonczonym ma co najwyzej skon-
czong liczbe punktéw niecigglodei;

t
(II) calka f |f(7)|dv ma wartosé skoriczong dla kazdego > 0.
0

Jezeli f={f(t)} jest funkejg Klasy XK, to w my4l definicji splotu

mamy ,

y={1} i)} ={ [1(z) ).

0

Catka po prawej stronie przedstawia zawsze funkeje cigglas
oznaczajac ja przez a, bedziemy mieli [f=a, a stad
[4]

f:l‘

Zatem kazdg funkeje klasy K mozemy formalnie uwazaé za
operator, jest bowiem ilorazem (w sensie dziatania odwrotnego do
splotu) dwéch funkeyj klasy C.

Gwiczenie. Sprawdzié, ze nastepujace funkeje nalezg do klagy &K

1 . 1 1 d
@ o et 2<1 @ {:—} @ {——3 Lo {Ge—l.
7 Vs 1] F— g
t—1

§ 53. Dzialania na funkejach klasy X

7 chwilg, gdy funkecje klasy K uwazamy za operatory, mamy
dla nich tym samym okreflone wszystkie te dzialania, ktére zdefi-
niowalismy dla operatoréw.

Zastanéwmy sie najpierw, kiedy dwie funkecje f i g klasy K
nalezy uwazaé za réwne. Piszae

a::{ftf(f)dr}( i b:{fg(r)dr}

0
¥
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ezyli a=f i b=y, mamy

NI@

f=7 i 4=

, o . . , . : .,
Rownodé 7= jest réwnowazna réwnodei a=»5, czyli réw-

f f(7)dr = f ;(1) dv
0 0

Ta ostatnia réwnos$é bedzie miata miejsce wtedy (i tylko wtedy),
gdy funkeje fi g majg te same wartodei w kazdym punkcie, gdzie
obie 83 ciggle. W tym przypadku funkecje f i g nalezy uwasaé
za réwne sobie: f=g. Wartofei funkeyj w punktach niecigglodci
nie grajg przy takiej definicji réwnosci zadnej roli i funkeje mogg
byé w tych punktach nieokreflone.

Na przyklad wszystkie funkeje, przedstawione na rysun-
kach 65 (a), (f) i (y), bedziemy uwazali za réwne, mimo ze dwie

dla wszystkich ¢>0.

@ ® | ()

I 3 I L I L
of 1 2 T o 1 2z T o 1 =2z
Rys. 65,

pierwsze majg réine wartosci w punktach 1 i 2, a ostatnia jest
w tyeh punktach nieokreflona.

Inne pojmowanie réwnodei funkeyj nieciagtych mogtoby do-
prowadzié w rachunku operatoréw do sprzecznosei.

Przez sume funkeyj 7 i g klasy K mugimy konsekwentnie
uwazaé sume

fro=7+7=1[{ ftﬂz)dr}%{"ftg(r)dr}] -
(53.1) ' 0

Jezeli

cm

§ 53 Dziatania na funkejach klasy K 101

dla wszystkich wartosel ¢, w ktérych f i g sa okreflone, to

1
={ [1i=)+ gx) ar)
0

i wobec (53.1) mamy f-+g=h, czyli
{0+ (g} = {7(8)+ gt

Réwnosé ta oznacza, ze funkeje klasy K dodajemy do siebie,
dodajac ich wartoei (w punktach, gdzie s3 okreflone). W ten
sposéb definicja sumy f+-g jako sumy operatoréw doprowadszila
do naturalnej definicji sumy dwéch funkeyj.

Podobnie dowodzi sie wzoréw

{O3— {90} ={f)—g0)},
a{f(t)} ={af(1)}

Pierwszy z nich oznacza, Ze funkeje klasy K odejmuje sig,
odejmujge ich wartodei. (w punktach, gdzie sg okredlone). Drugi
oznacza, ze funkcje klasyj K mnozy si¢ przez liczbe, mnozac przez
te liczbe jej wartodei (w punktach, gdzie jest okreslona).

Jest oczywiste, Ze suma i réznica funkeyj klasy K oraz ilo-
czyn funkeji klasy &K przez liczbe jest znowu funkeja klasy K.
Mozna udowodnié, ze splot funkcyj klasy K jest takze funkejs

(a —liczba).

. Klasy &K1). Na tej podstawie latwo mozna wyprowadzié (w taki

sam spos6b jak dla funkeyj cigglych) lacznodé, przemiennogé i roz-
dzielno$é splotu w zakresie wszystkich funkeyj klasy K. Staed
w szezegdlnodel wynika, ze

B-fg=1If-lg=a-b

fo=

~la
o~ o

Zatem iloczyn w sensie operatorowym dwdéch funkeyj klasy K
jest réwny ich splotowi, zupelhie tak samo jak w przypadku funkeyj
cigglych.

Widzimy wige, ze na funkejach klasy K wykonuje sie Wszyst—
kie dziatania tak jak na funkejach cigglych.

1) Mikusifiski i Ryll-Nardzewski [37], str. 54, Corollaire 2 («).
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Uwaga. Punktem wyjfcia pojecia operatoréw byly funkeje
klasy C, z ktérych tworzylismy utamki % (a,b e K). Gdyby wyijsé
z Klasy & i tworzyé ulamki ~ ! (f, g« K), nie datoby to nic nowego,
gdyz kazdy taki ulamek mozna by przedstamc w posta,m b , gdzie
lieznik i mianownik sg juz funkcjami cigglymi.

Gwiczenie. Niech f, (1>0) oznacza funkcje, ktéra ma wartosé 0 w prze-
dziale 0<t<i i wartosé 1 w przedziale l<t< 00; udowodm& %e

f;, f”—l fl-HA (Z.;,u>0).‘

§ 54.-Calka gamma Eulera
W paragrafie 8 (str. 8) wyprowadzilismy wzor

(54.1) = :ﬁ}

dla naturalnych wartodei n. W rachunku operatorévrf pozyteczne
jest wprowadzenie takze niecatkowitych poteg operatora . Osiagnaé
to mozemy wprowadzajac catke gamma Eulera

riy= [t-teta,

0

ktéra ma t¢ wiasnosé, ze dla naturalnych wartosei i jest réwna
{A—1)\. Catka ta, rozwazana jako funkcja zmlen.ne] A, ma naste-

pujgey wykres:
r)
3

21 .

1

0. .1 2 3
Rys. 66.

Dlz}. naszych celéw wystarczy oméwié catke I'(1) w przypadku
rzeczymaftych, dodatnich wartodei 4. Oto lista kilku podstawowych
wiasnogei, z ktérych bedziemy korzystali w dalszym ciagu:

§ 54 Calka gamma Eulera 103

(i) I(A+1)=2aI'(3);

(ii) I'(n)=(n—1)! dla naturalnych wartoseci n;
oy TAVT(w) _ ey

: = T = (Y (1—t)e Ll

() T — {7

iv) ') =V=.

. A oto dowody tych wlasnosei:

Ad (i): Wykonujae catkowanie przez czesei, mamy

o0

()= }fﬂe—tdt = }1-11(1 +1).
0

o0

Ad (ii): Dla A=1 mamy I'(1) =fe“fdt=1. Stad na podsta-

=]

wie wzoru (i) mamy kolejno

CrE)=1.-I'(1) =1},
r(3)=2-I'(2) =2,
I'(4)=3-I'(3) =3!

i przez indukeje ogélnie I'(n)=(n—1)L
Ad (iii): Tloczyn I'(A)I'(4) mozna przedstawié w postaci catki
podwdjnej
rAIr(p)y= f f atter. yple TV du dy,

rozciggnietej na obszar D: x,y>0. Po Wykonamu podstawienia
o=tu, y.-—(l—t)u bedziemy mieli

T(A)D(p) = f [t —tpt witetee dt du,

gdzie obszar catkowania D’ ]est okreslony nieréwnofciami: 0<f<1,
4 >0. Stad mamy

1 20

TN ()= [ (1—sptdt- [witnte wdu

0 0

i w konsekwencji réwnosé (iii).
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Ad (iv): Wobec wzordéw (ii) i (iii) mamy

r
F+4) H(1L—t)
0

skad I'(})=+ )=. Poniewaz funkeja podcatkowa jest dodatnia, na-
lezy wzigé znak plus.

Drieki wzorowi (i) mozemy znalezé wartosé I'(1) dla kaz-

dego 4, o ile znamy jej wartofei w jakimkolwiek przedziale o diu-
gosei 1. Na kofcu ksigzki podajemy tabelke przyblizonych war-
todel dla 1<<A<2.

‘Wiasnogé (iv) pozwal& na tatwe wyprowadzenie waznego wzorn

(54.2) [edo= V=,

2
) 0
Istotnie, mamy
I(§)= [trtar
. 0
i po podstawieniu =2

rg)=2 [ edo,
0 .
skad wobec (iv) wynika wzér (54.2).

§ 55. Niecalkowite potegi operatoréw 7 i s —a
Wzér (54.1) mozna uogélnié, piszac

(55.1) | 2 2{%}

dla wszystkich dodatnich wartosci 4; fcigle méwiae, Townosé (55.1)
nalezy uwasaé za definicje operatora I#, ktéra w przypadku, gdy
A jest naturalne, pokrywa sie z dawniejszg definicjy z paragrafu 8.
Okazuje sie, 7e przy tej definicji zachowana jest podstawowa wias-
nofé potegi

(55.2) | S L (A u>0).

§ 55 Niecatkowite potegi operatoréw 1 i s—gq 105

Dowéd przeprowadzimy od razu dla ogélniejszego operatora,
zdefiniowanego wzorem
(55.3) | (s_a)—ﬂ_{ﬁ ai}
. ' ® - I'V( 2)6 H
gdzie A jest liczbg dodatnia, a « dowolng liczbg rzeczywista lub
zespolong. W przypadku a=0 wzér (65.3) sprowadza si¢ do po-
staci (55.1), w przypadku zas A naturalnego pokrywa sig z poprzed-
nio juz wyprowadzonym wzorem (24.2) (str. 32).
Zgodnie z definicjg splotu mamy
i 1 . ‘
A S . —F‘=_“_ (f e— VA1 palt—1) | -1 o0z j—
(s—a) "(s—a) 1’(A)1‘(,u){0[(t, T 1¢ -1 dr}
1

t
= TG T {e‘” bf (t— A 1op—1 dr}

8 po podstawieniu {—r=1o:

(s—a)Hs—a) ™ = —L_

1
— A—1(1 —~1 A1 ety
ruu'w)of Pl T e (e =

= ——— {iA+n—1gat},

I M-t—/t){ }
Wobec (55.3) mamy ostatecznie wzér
(85.4) (s—a)*(s—a) ™ = (s—a) " (A p>0),

ktéry w szczegélnym przypadku a=0 przechodzi we wzér (55.2).
Majac operator (s—a)™* zdefiniowany dla 2>0, mozemy tatwo
rozszerzyé jego definicje na wszystkie wartodei rzeczywiste 1, piszac
(55.5) (s—a)=1 i (s—afim—t _ (1>0).
o (§—a)
Nie trudno jest sprawdzié, ze przy tej definicji wzér (55.4)
jest wazny przy wszelkich A i u rzeczywistych.
Dla a=0 wzory (55.5) przyjmujg postaé

P=1 i rz=% (2>0).

Dzigki wzorom (55.2) i (55.4) mozna na rozwazanych opera-
torach przeprowadzaé rachunki jak na zwyklych potegach.
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Zauwaimy jeszeze, ze jezeli A>1, to operator (s—a)™ przed-
stawia funkcje klasy C, jezeli za§ 0<A<1, to przedstawia funkcje
nieciggly w punkeie i=0, nalezgca do kl@sy K; jezeli wreszcie 1<0,
to operator (s—a)"' nie jest funkeja.

7 wzoru (55.3) mamy w szezegélnosei

1 1 —at

e == ] ———

Vs +a =V—_t }’

a stad .

Vat _
e*’edr} (e>0).

2

3

Rl ffeelk

Woprowadzajac oznaczenie -

0

o F
(55.6) erfi= = f e dr,
V=

mozna napisaé

1 {1 }

={=erl }at;.
sfs+a o V :

Z wzoru (55.6) widaé, ze funkeja erf jest funkeja ciagla, ktéra

w przedziale 0<{{<co rofnie od 0 do 1, zgodnie z wzorem (54.2).

erfth ‘

1 ——————————— ——— e

2

0 1 2
Rys. 67.

Funkeja erft wystepuje w rachunku prawdopodobieristwa
1 bywa nazywana funkcj@ bledu; stad oznaczenie ,erf“ z angiel-
skiego error fumction. W niemieckich podrecznikach funkecja ta
bywa oznaczana literg &. :

Cwiczenie. Udowodnié wzér:

—d® & et
p— — (T
1= _F—m{tfr ¢ i} (ah >0)-

§ 56 ' Funkeje majace pochodna klasy K 107

§ 56. Funkcje majace pochodna klasy K

O funkeji a bedziemy méwili, ze ma pochodng klasy K, jezeli
jest rézniezkowalna w przedziale 0<ft<oco z wyjatkiem co naj-
wyzej punktéw, ktérych liczba jest skoriczona w kazdym prze-
dziale skoriczonym. Na przyklad funkeja, ktérej wykres jest
przedstawiony na rysunku 68 a, jest réz-
niczkowalna we wszystkich punktach
préez t=1,2,...; w kazdym przedziale l——>-—-—3
skoficzonym liczba tych punktéw jest ;
oczywiscie skoriczona. Pochodna funkeji a o] 1 2 3 4
jest przedstawiona na rysunku 68D.

Rys. 68 a.
Mamy nastepujace twierdzenie: N ve. oRa
Jezeli funkeja a Fklasy C ma po- j— —
chodng o Klasy K, to P
1 ] i
(56.1) sa=a'+ a(0), L N
. : . ‘——J w
gdzie a(0) jest wartosciq funkeji @ w punkf  Rys. 63b.

¢te t=0.

Twierdzenie to jest uogdélnieniem twierdzenia z paragrafu 21;
dowéd jest zupeie taki sam jak w tamtym przypadku.
Nalezy zwrécié uwage na to, ze twierdzenie staloby sie fal-

szywe, gdyby o a zalozyé tylko, ze jest funkcja klasy K. Istotnie,

przypusémy, ze a jest funkeja klasy K, okreslong réwnosciami

\ 0 dla o<i<l |
(56.2) ““{1 dla l<t<ool’

funkeja ta jest rézmiczkowalna we wszystkich punktach, z wyjat-

kiem =1 i mamy
o =0 dla ¢4=1}.

Pochodna o' jest nieokreslona w punkeie $=1, a poza tym
wszedzie jest réwna 0. W mysl definicji réwnosei funkeyj klasy K
mamy wiee a'={0}=0. Widaé, ze funkcja (56.2) nie moze spet-
niaé réwnodei (56.1), gdyz wobee a(0)=0 wynikaloby stad, ze
sa=0 i w konsekwencji a=0, co jest nieprawda.

Zauwazmy jeszcze, ze kazda funkeja f klasy K moze byé
przedstawiona w postaci sa, gdzie a jest funkeja klasy C:

f=sa;
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istotnie, wystarczy napisaé a=1f. Funkeja a spelniajgca ten zwigzek
jest oezywidcie jedyna.

Cwiczenie. Podaé wykresy funkeyj, przedstawionych przez wyrazenia:
() s{—14[t—1f}; ®)  s{lt—1]+]t—2]—]t—3]}.

§ 57. Réwnania réiniczkowe z nieciagla prawg -Strong

WeZmy pod uwage réwnanie rézniczkowe

n 8@ + ap_g D .+ ggx =7,

gdzie f jest dowolng funkejs klasy &K, a wiec niekoniecznie ciggly.
Bedziemy méwili, ze funkeja x jest rozwiszaniem tego réwnania,,
jezeli .
(I) ma n—1 pochodnyeh ciaglych;
(II) ma n-ty pochodng 2™ we wszystkich punktach, w kt-

rych f jest ciggla; . v :

(III) réwnanie jest spelmione we wszystkich punktach, w kté-
rych f jest ciggla.

Jezeli warunki poczgtkowe lub brzegowe bedziemy zadawaé
w punktach, w ktérych funkeja f jest ciggla, to cala teoria stosuje
sig tak jak w przypadku réwnan z ciagla prawg strong. Trzeba
zauwazyé, ze bez zalozenia (I) twierdzenie o jednoznacznosei roz-
wigzan byloby falszywe.

Przykiad. Dane jest réwnanie rézniczkowe
(67.1) &'+ x=f,
gdzie funkeja f jest okreslona wzorem

Ft)=(~1)"(t—2n)

dla 2n<t<2n-42 (n=0,1,2,...).
Szukamy funkeji cigglej, spelnia-
jacej réwnanie wszedzie poza punktami
2,4,..., W ktérych f jest nieciggla; jako
warunek peoezatkowy przyjmujemy
2(0)=—1.
Z réwnania (57.1) mamy

88+ g=—114f,

icm

§ 57 Réwnania résniczkowe z nieciagta prawa strona 109
a stad’
1 1
C=Tsr teerd
; :
. t t
z= {—e—t+ [ etz def={e~[—1+ [ efx) dr]}.
0 0
Dla wyliczenia otrzymanej catki zauwazmy, ze
4n+4-2 4n+2
f e f(r) dr = f e (t—4n) dr = ¢tn - gini2
4n 4n :
4nH4 4nt4
f e f(7) dv = — f e (T —4n—2) dr = —etnt2 — ghntt,
ant2 4nF2
jezeli wige dn <t <<4n 42, to
. k :
a(t)=e[—et+ [o"(v—dn) T =t—dn—1,
4n :

jezeli zad 4n 4 2<t<<4n 44, to

‘ t

x(t) =e_f[e‘i"+2 + f eF(t—4An—2)dr|(=—1f 4-4n + 3.
an2
Obydwa ostatnie wzory mozna ujaé w jeden
ot)=(—1)"(t—2n—1) dla 2a<i<2n+4+2 (n=0,1,2,..).

T
OV/\

Réwnania rézniczkowe z nieciagly prawa strong majg zna-
czenie na przyktad dla zastosowan w teorii pradéw elektrycznych,
dopuszezajs bowiem do rachunkéw zupetnie dewolne napiecia E,
bez ograniczania si¢ wylgeznie do napieé -ciggtych.

A
NN

Rys. 70.
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