CZESC OZWARTA
PEWNE KLASY FUNKCJ]I ANALITYCZNYCH

ROZDZIAL XI
Funkcje catkowite

51. Rozklad funkeji calkowitej. Wiemy, ze funkeja calkowita f(2)
daje si¢ przedstawié za pomocy jednego szeregu potegowego

1) f(e)= Z:anz"

zhieznego na calej plaszezyinie. Jezeli f(z) jest wielomianem
Gtz .. +a,e" gdzie a,7%0, t0 Ma ON 7 ZET #1y2,...,%, réinych
Iub nie, i-daje sie rozlozyé na iloczyn

: ~ef=2) -2 - 0=2)

2) fer=alt——){1=2) (1) |
gdzie a jest pewng stala, przy czym czynnik 1—z/z, nalezy zastapié przez
2, gdy #,==0.

Funkeja catkowita przestepna moze mieé nieskoriczenie wiele
zert), Wszystkie zera talkiej funkeji (nie réwnej tozsamogeiowo zeru)
mozna zawsze utozyé w cigg nieskorezony

(3) B1,%3y%y00 1y gdzie #z,—>co.

Istotnie, w kazdym pierfcienin k—1<|e|<k, gdzie k=1,2,..., lezy
co najwyzej skoficzona ilo§é zer, bo w przeciwnym razie funkcja bylaby
tozsamosdciowo réwna zeru (str. 66). Numerujac te zera kolejno w po-
szezeg6lnych pierécieniach otrzymamy szukany ciag (3). ‘

Powstaja pytania: 1° Czy kazda funkecje catkowita, majgea niegkon-
¢zenie wiele zer, mozna roztozyé na czynniki, podobnie jak wielomian (2)%
2° Qzy dla dowolnie danego ciggu (3) istnieje funkeja calkowita majaca

1) Np. sinz=0 dla z=kr, k=0, £1, +2,...

icm

52. Iloezyny nieskonczone, 115
zera, W punktach' (8) 1 tylko w tych punktach? Odpowied# pozytywng
na te dwa pytania dal Weierstrass za Dbomoeg iloczynéw nieskorezo-
nych. Przypomne najpierw zasadnicze wiadomosei o talich iloczynach

52, Iloczyny nieskoficzone. Niech bedzie dany dowolny cigg Liczb
zespolonych.al,az,-.. Tloezyn w,=a,a,...q, nazywamy n-tym iloczynem
czqstkowym iloczynu nieskonezonego .

(4) ' 4050y ...=]]a,.
1

Iloez’y_rn (4) nazywamy ebieinym, jezeli prawie wszystkie czynniki
a, $3 rézne od zera, np. a,%#0 dla #>p, i jezeli istnieje granica
,],,lﬂ(%“a“z“’a”):v’ rézna od zera. Clag {u,} dazy wowezas do granicy
U=0y8s...0p*0 ZWanej wartodciq doczynu (4), co piszemy ﬁ a,=11).
Jezeli granica v nie istnieje albo réwna sie zeru, to iloczynl(4) nazy-
wamy rozbiesnym.

' .Z okreflenia tego wynika, ze iloeczyn nieskonezony zbiesny pozostaje
zbiezny po skresleniu dowolnego czynnika a; i réwna sie zern wtedy i tylko
Wt.edy., gdy przynajmniej jeden z czynnikéw réwna sie zeru. Latwo stwier-
dzi¢ (jak w przypadku iloczynéw rzeczywistych), ze:

Tloczyn (4) moze byé zbieiny tylko wéwceas, gdy a,—1.
Ze wzgledu na to, przyjmujac a,=1--c,, piszemy iloczyn (4) w postaci

o0

(5) ' [T +0).

1

ngzyn ten moze byé zbieiny tylko wéwezas, gdy c,—0.
Tloezyn (5) nazywamy bexwzglednic 2biesnym,. jezeli iloczyn

(6) (1+leal)

“s

jest zbiezny. Dowodzi sig, ze:
) Ilo‘ozyn bezweglednic ebiciny jest shieiny i pozostaje ebieiny oraz
nie amientia swej wartosei po dowolnej zmianie porzadku czynmikéw.
Tloczyn (5) jest wiedy i tylko wiedy beweglednie zbiesny, gdy szereg

.;% jest beawzglednie ebicsny.

1) Prostsze byloby okreélenie nastepujace: “Iloezyn (4) jest zbieiny,
gdy cigg w, jest zbiezny', lecz nie jest ono praktyczne, bo wéwezas np.
iloczyn 0.1.2.3.... bylby zbieiny, a po skredleniu pierwszego czynnika otrzy-
malibyémy iloezyn rozbiesny.

8%
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116 ROZDZIAL XI. Funkecje catkowite.

dla kazdej wartofei 2, bo szereg S'lz|[n® jest zbiezny.
1

00 1 00 1 . .
PrzYKEAD 2. Tloczyny ” (14- -7»2/)7 n (1‘—~ -w—i) nie sg zbieine,
1 d 1

e
. 23 n-41 )
bo dla pierwszego u,= 15 T =n-+1-00, dla drugiego
12 n
=33 — 0.
Ya 23 n-1

Niech [f } bedzie ciagiem funk(Ji analitycznyeh W pewnym ob-
szarze D. Oznaczmy przez A dowolny obszar ograniczony i domkniety,
zawarty wraz z brzegiem wewnatrz D, i ozhaczmy

@ H REpACH

vl

Wrykazemy, Ze:
Jezeli szerég Zi]‘ )| jest jednostajnie zbiesny w kazdym AC D, to 1° dlo-

ezyn. (T) jest bezwzglgdme zbzmzy w obszarze D do pewnej funkeji anali-
tyconej I(2)1), 2° w kaidym punkeie, w kidrym I(2)s40, zachodzi wzor®)

I'e s‘” A
I(z) “~1+fu(2)
prey czym szereg po prawej stronie jest jednostajnie zbieiny w katdym ob-
szarze ACD nie zawierajgcym zer funkeji I(2). X
Dowdd. 1° Zbigznodé bezwzgledna iloczynu (7) w obszarze D wy-
n
- nika ze zbieznofel szeregu Z|f,(2)|. Wiech w,(2)=[](1+f,), n=1,2,...
Poniewaz u,—u, =, f,(2), dla »=2,3,..., wige *

© Un(2)=

(8)

ot D, ) =+ DU, f(2):

Suma Z‘lf (2)] jest funkcja, ciggly w zbiorze 4, a wige jest w nim

ograniczona. Przyjmijmy 2|f 2| <M dla zed i zauwazmv, 76

1) Funl'ceja I(2) oczywidcie réwna sig zeru tylko w takich punktach, w ktéryeh
przynajmniej jeden z czynnikéw 14-f,(2) réwna sig zeru.

) Wzér ten orzeka, ze pochodna logarytmiezna iloezynu (7) réwna sie sumie
pochodnyeh logarytmicznyeh poszezegdlnych ezynnikéw tego iloczynu.

e T ;
im 53.

00 2 . )
PrzYE®AD 1. Iloczyn n (1~— ;;5) jest zbiezny — i to bezwzglednie —
. . : .

Twierdzenie Weierstrassa o rozktadzie,

(10) 1+i<e
dla kazdego rzeczywistego ¢'); a wige dla zed i dla kazdego n mamy
(DS U fl) - (L ) e <o,

jost ]'exlnoqmjnio zbiezny w zbiorze A4, bo w zbiorze
tym | ,_1f |(¢‘M1f\> szereg Zlf

Cigg (9) jest wige _}uhloatagme Abm.my w 4; zatem jego graniea I(z) jésa
funkeja abalityczng wewnatbrz A (str. 73), a przez to wewnatrz D.

2° Niech bedzie 7(z)70 w pewnym ACD. Istuieje obszar domkniety
A'CD, w ktdrego wnebrzu lezy 4 i w ktérym 1(2)5£02). Na moey po-
przeduiej czedel dowodn clag {u,(2)} dazy jednostajnie w A' do I(z), a wier
cigg pochodnyeh w, (%) dazy jednostajnie w A do pochodnej I{z) (str. 73).
Udowodnimy, ze istnieje taka liczba >0, ze w zbiorze 4 mamy
(11) @)= n i [ua(2)[>17 (i=1,2,...).

Istotnie, poniewaz 4 jest zbiorem domknietym i w nim I(2) %62
a przez to kaidy ezynnik 1-4-f,(2)#0, wice istnieja takie liczby 75,>0
i 7,20, ze w zbiorze A4 mamy | (2) ls‘);/o 1ue(2) >n,, n=1,2,... & dru-
giej strony istnieje taki wskaznik m, Ze w zbiorze 4 mamy [I(2)—u,(2)[<C 1y,
dla n>m, skad |u,(2)|> 7, dla n>m; oznaczajac wige przez # najmnizj-
§zg Z liczb 1o, 91s. ..y, Ofrzymamy nieréwnodei (11).

Wazdr (8) wynikw stgd, Ze w zbiorze 4 mamy

nl@) _ xo_h@)

Szereg 2, \ 1,2

zad jest jednostajnie zbieany w .

Uaf?) = 141,(2)
i ze prawn strona tozZsamosei

Lz @)

- Al‘('ﬁn“—l)ll’"(u:lfr)g‘

- (z) Ha (?) [, 2|
dazy w tym zbiorze jednostajuie do zera, gdy n—-oo, ho licznik dazy jed-
nostajnie do zera, o mianownik jest stale wigkszy od 7%

53, Twierdzenie Weierstrassa o rozkladzie. Niech bedzie dany do-
wolny cigg liexb

(12) " UyalugeesBpyeny  Gilale  zy—-oo,
1) DI 4320 mamy ¢ Fhebaa 16 Dla i< 0 vézniea o' —(14-2) ma pochodng

¢ -1 njening, o wige jost tu tunl\d jo malejaea i to dodatnia dia (<0, bo Al t== 0 réwna
sie zorn.
2 Bo obszar 4 mu odleglodé 630 od brzegn obszarn D powiekazouego o zbidr
zer funkeji 1(2), a wige wystarezy do 4 dolaeayé wrzvsthie kola o promieniu 8i2,
ktéryeh Srodki lezy na braegn o )
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118 ROZDZIAL XI. Funkeje catkowite.
o wyrazach réznych lub nie. Zbudujemy funkeje catkowita I(2), majaca
zera, w punktach (12), ktérej kazdy punkt zerowy jest tylekrotny, ile
razy odno$ny punkt powtarza sie¢ w eciagu (12).

Zaléamy, 7e wszystkie liczby 2, s rézne od zera i niech {a,} bedze
dowolnym eiagiem liczb calkowitych >0 tak dobranych, aby szereg

n=1

+1
Z%P

(13) Py

byt jednostajnie zbiezny w kazdym kole [2{<CR. Takie ciggi {an] ZAWSZe
istnieja. Np., gdy przyjmiemy a,=n—1, to w kole [#|<R

2 a1

2| (R\" 1
= <(éi§:) BER

#n
gdy tylko [e.>2R, a wiec dla prawie wszystkich n, bo z,—oco. Szereg
(13) jest wiec w kole [¢|<<R jednocstajnie zbiezny?).

Utwoérzmy iloczyn nieskonczony

=t 1 2ol

i

(14)

n=1
gdzie % niech bedzie dowolng liczby calkowity >0, a czynnik
1 2 a
e ~
niech réwna sie 1, gdy «,=0. Wykazemy za Weierstrassem, ze:
Tloczyn (14) jest bezweglednie zbieiny na calej plaszceyénie i przed-
stawia funkeje catkowita majacq zera jedynie w punkiach (12) ¢ k-kroine
zero w punkeie 0, gdy k> 0.

Dow6d?). Czynniki iloczynu (14) sa funkcjami eatkowitymi postaci
w w u®
B u)=(1Lupel "7

(15) gdzie u=-—-

%n
1) Ciag {a,] moze byé czasem ograniczony. Np. gdy #,=n*, wéweczas moina
przyjaé a,=0 dla kazdego n, bo szereg Zz/n® jest jednostajnie zbiezny w kazdym
kole |z|<<R.

*) Gdyby ciag (12) redukowat si¢ do # wyrazéw poczatkowych, wéwezas iloczyn
z z
z"(l——:) 1—:) bylby funkeja catkowita znikajaca jedynie w punktach (12)
21, “n
i ewentualnie w punkeie 0, gdy %k>0. Nasuwa si¢ pytanie, czy w praypadku ogdl-
nym iloczyn nieskofczony )
d 2
2* 1——
k-3

przedstawia funkeje eatkowita zniksjaca jedynie w punktach (12) i w punkecie 0.
Odpowied# jest twierdzaca, jezeli dany iloczyn jest zbiezny na calej plaszezyénie,

cm

53. Twierdzenie Weierstrassa o rozkladzie. 119

© Wykazemy Dnajpierw, ze

(16) B (u)—1<6ul @ <.

W tym celu zauwazmy, ze dla |u| <1 mamy

u
1—ay =001 _ o, TT Ty Ty
a zatem

B,(w)=¢",

Stosujac nieréwnosé
IR o [l
o = — < —|z| g
1< Y = Y g <l S =,

otrzymamy
[ Bo()—1|=|6"—1[< |g(u)| ",

z czego wynika nieréwnodé (16), bo

a1 < » {u|ﬂ+1
g <l Y =g
0

gdzie ostatni wyraz dla Ju|<1/2 jest mnmiejszy od 2{u|**!, a zatem
lg(w)] <2 o+t
gdyz 2 |u|*tt < 1.

at+l

oraz - €M< T L <3,

: bt z
Tloczyn. nieskoficzony we wzorze (14) ma postaé HE"‘(;,,) Szereg
1

el

N=l

jest jednostajnie zbiezny w kazdym kole |?|< R, bo w mysl (16) mamy
wkole 2| R

2 a1

el

n fn

oo ma miejsce whedy, gdy w szeregu (13) moina przyjafé :?,,=0 (np. gdy .zn=n’). Na
og6t jednak iloczyn poprzedni nie okresla funkeji calkomte],_a pomysI'Welerstn?.ssa.
polega na pomnozeniu kazdego czynnika 1—z/2, przez pewien czy.nmk. v'vykladmozyz
jak we wzorze (14), nie posiadajacy zer, przez co iloczyn staje sig zbieiny na catej
plaszezyZnie.
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120 ROZDZIAL XI. Funkeje ocatkowite.

dla prawie wszystkich n, szereg za$ (13) jest na podstawie zalozenia jed-
nostajnie zbiezny, & zatem, na mocy twierdzenia na str. 116, iloczyn (14)
jest bezwzglednie® zbiezny na calej plaszezynie i przedstawia funkeje
catkowita. Jedynymi zerami tej funkeji sg zera jej czynnikéw; twier-
dzenie jest wiec wykazane.
Niech f(2) bedzie.dowolng funkejg catkowity. Rozrdznimy trzy' przy-
padki: :
- 1° Jezeli funkeja f(z) nie ma zer, jak np. ¢, to logf(z)=h(z)
"~ jesh rownies funkeja ealkowita, a zatem f(2) daje sie praedstawié w po-
stacl f(z)=e"®, gdzie h(s) jest pewna funkejg calkowilg. Na odwrst,
‘kazda funkeja postaci 6™®, gdzie h(e) jest dowolna funkeja calkowity,
Jjest funkejn, c‘aﬂ:kowiﬁae nie majacy zer.
# 9% Jezeli funkecja f(2) ma skofezona ilo$é miejse zerowych
R1y @y, ...y 2y T6Z0YCh od zera i nadto k-krotne zero w punkeie 0, to daje
sig ona przedstawié w ,postagi iloezynu

e]p=5)

p=1

a7)

Qéz;:», bo iloraz f(z): [z’cn(l—i) .

?,

LR

-

gdzie h(z) jest pewng funkej

) S A ] peal
jest funkcjs calkowity nie majgca zer, a wige funkejy postaci ¢,
3° Jezeli wres\zci‘i'euliunkcja.f fl#) ma nieskonczenie wiele
zer, to dajg sie one ulozyé w ciag postaci (12), w ktérym wyrazy po-
wharzaja sie tyle razy, ile ~wynosi krotnogé odnognych zer. Dzielac f(z)
przez iloczyn (14) otrzymamy funkeje catkowits nie majgcy zer i wo-
bec tego f(z) daje sie przedstawié W postaci iloezynu nieskoticzonego

18 ey E T (1 2 R e (L. 2
(18) =] Jl1-Zjis 2.

=1 v

5%. _Przyklady dc:. twierdzenia Wéiei-strassa. Podamy rozklad na
czynniki trzech funkeji catkowitych majgeych nieskofczenie wiele zer.

1. Funkeja sinmz. Zera: tej funkeji mozna wlozyé w  cigg

0,1, =, 2, —2, ... 1 kazde z nich jest jednokrotne). Szereg (13), gdzie
Fa,—1=7, Z,=—, staje sie jednostajnie zbiesny w kaszdym kole |o|<R,
gdy przyjmiemy a,=1 dla kazdego m, a zatem na mocy wzorn (18)
istnieje taka funkeja callowita h(z), ze ‘

: = 2\, 2 2 2
(19) sinrz=6"?z {(1—“)@”"} [(1 _) 2l | __ 2) #
[I|{2=5)7" | | ) | = [1(-5)

. 22 A
') Bo np. smz-—:(l-é} E-The ), a czynnik W nawiasie jest =20 dla z=0.

54. Przyklady do twierdzenia Weierstrassa.

121

Wyznaczenie funkeji h(z) nie jest latwe. Do tego celu nie wystarcza
pezywiscie znajomosé zer funkeji sinme; musza byé wriete pod uwage
inne wlasnosei tej funkeji, jak okresowodé itp. Wykazemy najpierw, ze
poehodna 2"(2) jest stala. Stosujac do floezynu (19) wzér (8) otrzymamy

RTINS < T 1
(20) netgre=h'(z) Fz+2( + _i_),

a rézniczkujge obie strony (20)'), bedziemy mieli

2 . 1 i 1 1 -
5 O 1 ) E— v e |y
(2D sin® e @) 2 ;—f—j[(z~—r)2+(z+v)?l'
skad

9

2

78
st

By Y e T
A (2—p)? Binme
Poniewaz prawa strona nie ulega zmianie, gdy 2 zastapimy przez z+1,
wiee A"(2) jest funkeja calkowita okresows o okresie 1, a zatem
wizystkie swe wartodei przyjmnje w obszarze D{Onggl}.
Niech z=@+iy. W obszarze D,[0<e<1, Jy/1} mamy

i }NT — 1 < - ;_,];.,w_, /0200__1_"
o B N (/e R e RN

i na mocy zwigzkn 2isinne=e™—e ™ = (¢ —e¥) cosmr+i(e 7Y+ e¥)sinwr
| omt | 4r? 4r?

P i 3 < g
lsintrz| 4@ _2cosdma 6T —2

4 wiee funkeja A"(z) jest ograniczona w Dy i A"(2)-0, gdy y—co. W po-
zostalej czedei D—D, obszarn D funkeja h”(z) jest oczywilcie takie
ograniczona, a zatem na mocy twierdzenia Liouville'a jest stala i réwna
0, bo dazy do 0, gdy y-»oco. Mamy wige b'(2)==¢, gdzie ¢ jest pewna stalg.

Przyjmijmy we wzorze (20) h'(z)=e¢ i nastapmy 2 przez —=z. Otrzy-
mamy ¢==-—¢, 1 wiee o=0, Zatem funkeja k(z) jest stala. Dzielac teraz
obie strony (19) pracz ¢ i przechodzac do graniey dla 2—0, otrzymamy
¥ =n, a zatem

22 . Hin == ]—”;. .
(22) sin 7 nzn( 1,)

pe=1

Y Prawn strone rozniczkujemny wyraz po wyrazie, co woluo, bo szereg jest
jednostajuie zbieiny poza punktami 0, » i -7
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Podstawiajac W tym wzorze z=1/2, otrzymamy
= 4vi—1

’
492

1="
_2u==1

z czego Do prostym przeksztalceniu wynika wzdr Wallisa')

o ® 2244 2v 2
(23) 2 1335 T2—1orl

2. Funkecja o(2) Weierstrassa. Jest to funkeja calkowita majaca
zera jednokrotne w punktach :

(24) no-+n'w’, (n,m'=0, 41, £2, ...),

gdzie o 1 »’ s3 dowolnie obranymi liczbami zespolonymi réznymi od
zera, o ilorazie w’[w nierzeczywistym?). Punkty (24) sa wierzchotkami
siatki réwnoleglobokéw o bokach réwnolegtych do prostyeh p=0w
ip'=0w" (rys. 48). Siatke te otrzymamy kreflac przez punkty nw, gdzie
n=0, +1, 4+-2,..., proste réwnolegle do prostej p’, a przez punkty n'w’,
gdzie n'=0, £1, 42,..., proste réwnolegle do p.

Oznaczmy przez R; obwéd réwno-
legtoboku o érodku 0, ktérego wierzchot-
kami sg 4 punkbty ko tke’. Na ob-
wodzie R, lezy 8 punktéw (24), mianowicie

Lo, o+, o, —oto, —w, —o—o0
—w' i o—e'. Ogllnie, na R, lezy 8k
punktéw (24). Ulézmy wezystkie punkty
(24) w ciag nieskoriczony

(25) Woy Wiy Wayeeny

przyjmujac w,=0 i grupujac nastepnie
punkty lezace na R,, potem punkty le-
igce na R, itd. Wykazemy, ze szereg

el 3

1

w

(26)

v=1 »
jest zbieiny. :
W tym celu oznaczmy przez 2h mniejsza z dwéch wysokodei réwno-

legloboku R, (rys. 48). Liczby w, lezace na R, speliaja nieréwnosé {w,| =P,

1) John Wallis (1616-1703).
?) Tzn. punkty 0, o i o nie leza na jednej prostej.

N SR
@
Im 55, Razad funkeji catkowite;.

123

g liczby w, lezace na R, spelniajy nieréwnogé jw,| >k h. Poniewaz na
Ry, lezy 8k punktéw, wige czedé szeregu (26) Pochodzaea od punktow
w, lezacych na R; jest niewigksza od :

875-’»1.‘- __,E_l_
(kh)® B3 2

Szeveg (26) jest zbiezny, bo szereg 871-320:@‘70—2 jest zbiezny.
1

00
Wobec tego szereg glz/w,[a jest jednostajnie zbiesny w kazdym

kole [¢/<Ck. Jezeli wige we wzorze (14) przyjmiemy 2,=w, 0raz a,=2,
to otrzymamy funkeje calkowits. Zatem funkeja okreglona iloczynem

: 5 ¢\t

= e e e, notn'e nw+n'

27) o(») zﬂ!ﬂlKl nw_l_”,w,) 6 ( ) )
gdzie n i n' przebiegaja wezystlie wartodei catkowite z wyjatkiem pary
n=0, n'=0, jest calkowita i ma zera jednokrotne w punktach (24).
Porzadek czynnikéw jest obojetny, bo iloczyn jest bezwzglednie zbieiny
dla wszelkich =.

Ze wzoru (27) wnioskujemy, ze o(—=2)=—o(2), Do pod znakiem
iloczynu wystgpuje obok mianownika ne-n'w’ réwniez —nw—n'e",
% wige zastepujac 2 przez —¢ zmienimy jedynie porzadek ezynnikéw
o wekagniku wiekszym niz 1. Zatem o(2) jest funkejq nieparzysta.

3. Iloczyn mnieskoriceony

= 2 2

28 Gle)= 1+ —|e>
( ') (2) zg(-]—v)e
preedstowia  funkeje cathowiley majacq zera jednokrotne w punkiach
0,—1,—2,...

Wynika to z twierdzenia Weierstrassa (str. 118), bo szereg (13),
gdzie 2,=—mn oraz a,=1 dla kazdego n, jest jednostajnie zbiezny w kaz-
dym kole |z|<R. '

55. Rzad funkeji calkowitej. Niech f(z) bedzie funkeja catkowita
rézng od statej, & M(r) — najwigksza wartofcig modutu |f(2)] w kole |e|<r.
W mysl twierdzenia Liouville'a M (r)->oo, gdy r->oco.

Szybkodé wzrastania M(r) charakteryzuje w pewnej mierze funkeje
f(z). Jezeli istnieje taka liczba w0, ze dla dostatecznie dmzych r

(29) M(r)<e™,

to méwimy, ze f(z) jest funkejq regdu skoticzonego.
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Kres dolny liezb x>0 spelniajacych warunek (29) nazywamy rzedem
*fumkcji f(2). Liczba 00 jest wige rzedem funkeji f, jezeli kazdej
liczhie >0 odpowiada taka liczba R(e), ze nieréwnodé (29), gdzie u=g4-,
zachedzi dla r>>R(e), natomiast dla u=p—e warunek (29) nie jest spel-
niony dla dostatecznie dnzyeh 7.

Jezeli warunek (29) nie jest spelniony dla dowolnie wielkiej war-
todel u, to méwimy, ze f(2) jest funkcja reedu nieskonczonego.

PrzyxeaD 1. Funkeja 2" jest rzedn 0, bo dla kazdego ¢>0 mamy
" <¢® dla ostatecznie wielkich 7.

5. 3 L . »
Previzap 2. Punkeje ¢, sine i cosz sg rzedu 1, bo np.
gdy |2|<r, oraz |¢°|=¢", gdy z=r.

le*1 e,

N . no. . . . .
PrrYKEAD 3. Funkeje ¢ i %, gduic P(z) jest wielomianem u-go
stopnia, sg rzedu n.

. 2z ., 3 y 7
PrzYREAD 4. Funkeja ¢ jest rzedu nieskoriczonego.

CWICZENTA.

" 1. Znalesé obszar ybiezmodel iloczynu

jgi ad) ﬁ(lmg) ; i:;) ﬁ(l*;j?) o) ﬁ[h("'kl)“lu

g ; : 1 i e
2. Wykazaé, Ze . a) (142" =-— dla |2|<l, b (1 v) [ S
) H 1—2 . i ) ]] +nﬁ~’~
(zastosowad wzdr 22). )
3. Przedstawi¢ w po&staé;i iloczynu nieskofiezonego a) ¢*--1, b) cosz,
¢) sinz—sina. 4
oo N

- R TR,
4. Wykazat, ze. iloezyn #(2) ::H —* gduie ciagi {a,} i {b,} sa dowalne,

b,

o s A
byleby szereg ;‘ la, =0} byl Zhiging.; przeds%wia funkeje analityezna w otoczeniu

kazdego pxm%d;'u réznego od wyrazéy ciagi [b,} i ich punktéw skupienia; jezeli
punkty a,,‘lez&_ wewnatrz pewnego obszaru D, a putnkty b, leza wszedzie gesto na
br.zegu D i kazdy 1zol.owany punkt brzegowy powtarza sie w ciagu {b..} nieskonezonie
wiele razy, to funkeja f(2) jest nieprzediuzalna poprzez brzeg.
5. Wykazaé, e iloczyn @(z)%z‘nf.—.—_‘lL, o
e—1a," "
szereg 2 (1—la,®) byt zbiezny i 0<|a,|<1, przedstawia w kole |z]<1 funkeje ana-
lityezng ograniczong, majaes zera w punktach 0, a,, dy, ...

dzie ciag {uw} jest dowolny, byleby

n=1

6. Niech “¢(z) bedzie funkeja calkowits majaca zera jednokrotne w punktach

. L A . N
22,000, gdzie 2,->00, 2,750 1 2zke dla j#k, i niech w, w,,... bedzie do-

cm

65. Razad funkeji calkowitej. . 125

) . N [ NRT g .
wolnym ciagiem liczb. Wykuzaé, Zo a) jezeli szereg J'\w,/[2,¢'(2,)]| jest zbieiny, to
wzor 1) ' ' l

ARG

gla)=s ¥ - LI )

md ¢(z,) 2=,
przedstawia funkeje catkowily majaca w punkeie 2, wartosé w,; k=1,2,..., b) moina
awsze tak dobraé cigg liezb eatkowityceh niewjemnych {l,,}, ahy szereg

A)t

(2= > ow,  ofr) (j)

P! n;(z”). 22,
byl zbieiny na calej plaszesysnie i przedstawial funkeje catkowita majacs w punk-
tach z, wartofel 1.

ROZWIAZANIA,

1. a) |2|]<1, b) cala plaszezyzna, c¢) Rz>1., — 2. Bo u"=k]“z(1+z!")=sgm_1_l,

adzie gkv—alv-|—z—1-...+z’“, a wige lim u,=lim g, =1/(1—2), b) wstawié w (22) 2= .~

oo o0
2t 422
T 1 e 94 Pgin (2)97) = ze? _ ,l ' .
3. a) € —1:=2i¢" sin (2/20)=r¢ }—1 (1-| 47:‘1»“)’ b) cor 2= 1I:l— (21’_1)2’_}],
= Pl

e sin a2 s % 00T o) [ ] Jf:fli][__f_ii]_
¢) #inz—gin g=2 sin 3 .« COB 5 = (2 a)g[l B 1 Ermyye s 4. Ilo-

czyn jest jodnostajnie zbiezny poza punktami b, i ich punktami skupienia, bo szereg

ZX‘._:'.:_I’J%
2—b,

bo w przeciwnym razie bylaby tozsamosciowo réwna zeru, gdyz kazdy punkt brze-

gowy jest punktem skupienia ciagu [un}, tj. ciagu zer danej funkeji. — 5. Szereg

11— la,|?) jest zbiez a wiee iiucz n l]j:»g’f— —H(l—{--l-lg"h) jest jedno-
—1@,[") Jest zblesny, & wige HOeay =1, a1

stajnie zbiesny w kazdym kole |z<r<l; funkeja @(z) jest ograniczona W kole

l#]<1, bo moduly ezynnikéw iloczynu 83 mniejsze od 1. — 6. Niech el <M
w kole [¢|]<< R i niech liczba N=N(R.z) bedzie tak duza, aby dla n >N bylo

jost jednostajnie zhieny; funkeja f(z) nie jest przediuzalna poprzez brzeg
s

- o
l7,/(z—2)<2 w kole [¢|<R oraz 3wyl [2, (2) 1 <ef2 M. Wéwezas dla n==N mamy
r=n

i w, o) . 2“’: w, &
£md 0 (2) B2, L 2,0'(z) 2%
szereg g(2) jest jednostajnie zbiezny w kazdym kole 2] <BE i wobec tego przedst’awia
funkeje calkowity, W punkeie z— 2, mamy g{z) =, Do wyraz k-ty szeregu réwna
sie w,, gdys e(2)/(z--2) > (2) ody &2, wazystkie zad inue wyrazy sq réwne
zeru, poniowaz e(g,

€ . .
<2M.ﬁ,:a w kole [2j<<R, a wiee

1) Wzdér ten rvedukuje sig do wzorn interpolacyjnego Lagrange’a; gdy
el@)=(z—2) (e—2a).--(2—2,)

i sumowanic rozcinga sig na n wyrazéw poczgtkowycl.
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ROZDZIAL XII

Funkeje meromorficzne

56. Rozklad funkeji meromorficznej. Funkeje analityezng na calej
plaszezyinie otwarte] poza pewnym zbiorem punktéw odosobnionych,
w ktérych ma bieguny, nazywamy funkcjq meromorficengt).

Do najprostszych funkeji meromorficznych naleza funkeje wymierne.
82 one meromorficzne na plaszezyZnie domknietej, bo punkt oo jest
dla nich réwniez punktem regularnym lub biegunem. Np. funkeja 2%/(22—1)
jest meromorficzna i ma trzy bieguny 1, —1 i oo, gdy %>2, & gdy k<2,
wéwezas oo jest punktem regularnym (str. 85). Wykazemy, ze na od-
wrét:

Kasda funkeja meromorficena na plaszczyénie domkniglej jest funkcia
wymierndg.

Dowd6d. Zbiér biegunéw takiej funkeji musi byé skohezony, bo
W przeciwnym razie miatby punkt skupienia, a punkt skupienia biegu-
néw nie jest punktem regularnym ani biegunem (gdyz bieguny sa od-
osobnione). Niech b,, b,, ..., b, beda biegunami danej funkeji R(z), ré6zny-
mi od oo, i niech :

o) o) i

T e T T,

) 9,(2)

D
bedzie czefeip gléwng bieguna b,. Woéwezas réznica R(z)—D)g,(») nie
1

ma punktéw osobliwych na plaszezyznie otwartej, a wiec jest pewna
funkejs catkowita w(z) i to wielomianem, bo w przeciwnym razie punkt
oo bylby istotnie osobliwy. Mamy wiec

. n
() R(2)=w(z)+;gu(z)7
a zatem R(2) jest funkeja wymierns.

) Funkeje calkowite zaliczamy do meromorficznych. Funkeja meromorticzna
jest zawsze jednoznaczna. Punkt oo moze nie byé ani punktem regularnym ani bie-
gunem.

AL

&l
lm ' © 87. Twierdzenie Mittag-Letflera. 197

Poszezeg6lne ulamki postaci 6/(z—b,)* w sumie (2) nazywamy wulam-
kami prostyms, wzor (2) podaje wiec rozklad funkeji ‘wymiernej na utamki
proste.

Funkcja meromorficzna moze mieé nieskoriczenie wiele biegunéw.
Np. otgz ma bieguny w punktach kw, gdzie k=0, +1, 4:2,... W kazdym
obszarze ograniczonym moze istnieé co najwyzej skorczona ilogé bie-
gunéw, bo punkt gkupienia biegunéw nie jest ani punktem régularnym
ani biegunem. Jezeli wiee funkcja meromorficzna ma nieskoriczenie
wiele biegunéw, to daja si¢ one ulozyé w ciag
(3) biybay.eesbyy.., gdzie b,->oo.

Powstaja pytania: 1° Czy istnieje funkecja meromorficzna majaca
w punktach z géry danego ciagu (3) bieguny o dowolnie naprzéd danych
czeSciach gléwnych postaci (1)% -2° Ozy kazds funkeje meromorficzna
mozna przedstawié w postaci sumy wlamkéw prostych, podobnie jak
funkcje wymierng? OdpowiedZ pozytywna na te pytania dat Mittag-
Leffler.

57. Twierdzenie Mittag-Lefflera. Zalézmy, ze wyrazy ciagn (3) sa
rézne miedzy sobg i rézne od zera i ze |b,|<|by <... Przyporzadkujmy
kazdemu wyrazowi b, funkeje g,(2) postaci (1). Funkeje g,(2) moina
w kole |2] < |b,| rozwingé w szereg potegowy

g,(8)=a{’ a4 ...+ ale" ...

Szereg ten jest jednostajnie zbiezny w kole [2/<C|b,|/2; a wiee istnieje
taka liczba naturalna n,, Ze oznaczajac przez w,(¢) wielomian

(4) w,(2)=a{’+ a2+ ...+ aﬁz”:z"v,

otrzymamy nieréwnogé

1 1
(5) lg,(2) —w, ()| <~ dla lel < 1Bl
Niech g,(z) oznacza wyrazenie postaci (1), gdzie by=0. Wykazemy, ze:
Szerey :
(6) G(z)=go(2)+Z:[yv(2)—wv(2)]

jest bezweglednic ¢ jednostajnie #bicény w kazdym kole l#|<<R po odrzu-
ceniu skohoeonej ilosci wyragdw poczqtkowych & pracdsiawia funkcje mero-
morficeng majacq w punliach b, bieguny o ceedciach ghbwnych (1).
Dowéd. Poniewaz b~ oo, Wige istnieje taka liezba p, ze kolo !Z|§R
mieci sie w kazdym kole |e|<[D,/2 dla y>p. Na mocy mnierow-
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nofei (5) i kryterium Weierstrassa (str. 25) szereg 21 [9,(2) —w,(2)] jest
oo

bezwzglednie i jednostajnie zbiezny w kole 2| <R, a wiee przedstawis
w nim funkeje analityezna. Zatem szereg (6) jest zbiezny w kole |¢|<R
poza punktami by,b,...,b, i przedstawia w nim funkeje meromor-
fiezng, majacsy w punktach by,by,...,b, bieguny o czedeiach gléwnych (1),
Gdy R jest dostatecznie wielkie, wowezas kazdy punkt (3) lezy w kole
jeI<R, a wiec twierdzenie jest ndowodnionel).

Niech F(z) bedzie dowolng funkeja meromorficzng, Mozliwe 88 trzy
przypadki: Jedli F(2) nie ma zadnych biegunéw na plaszezyZnie otwartej,
to jest funkejg calkowitq. Jezeli ma skotiezong, ilodé biegundw by, b,,...,b,

n

o czedeiach gléwnych (1), to rézniea _lf’(z)f-ng(z) jest pewng funkeja
calkowity f(z), a wiec !

; F&)=10)+ 30,60,

Jezeli wreszcie F(2) ma nieskolczeni¢ wiele. biegunéw (3) réznych od
zera i nadto biegun by=0 0 czeseiach gléwnych (1), to réznica F(2)— G(2)
. jest pewng funkeja calkowity f(z); zatem

o FE=E+ 06+ 30, 6) —0, (0]

Jest _to rozldad funkeji meromorficznej na utamki proste podany
przez Miftag-Lefflera. .. :

Zanwazmy, 7e funkeja meromorficzna tgz jest ilorazem dwéch
tunkeji calkowitych mz/qos‘z. Podobnie kazda funkeja wymierna jest
ilorazem dwéch funkeji ¢atkowitych wymiernych. Wykazery, ze ogélnie:

Kazda funkejo meromorficena jest dlorazem dwdch funkeji catkowitych
i na odwrdt, dloraz dwu funkeji catkowitych jest funkejq meromorficenq.

Istotnie, niech F(z) bedzie funkeja meromorficzng. Zbudujmy funkeje
catkowity g(2) majgea zera w biegunach funkeji F(z) i niech zero bedzie
k-krotne, gdy biegun jest k-krotny. Iloezyn F(2)g(2) nie ma woéwezas
punktéw osobliwych, bo gdy b jest biegunem Fk-krotnym funkeji F(z),

wowezas jest punktem regularnym iloezynu F(z)(z—b). Réwnoczesnie

fankeja g(z)z(z—b)ky('z), gdzie y(z) jest funkeja calkowita, ma zero
k-krotne, a zatem b jest punktem regularnym iloczynu F-g. Tloczyn F-g
jest wiec pewng funkejs, catkowita f(z), skad F=flg.

Na odwrét, jedynymi punktami osobliwymi jlorazu flg dwéeh funkeji
catkowityeh moga byé punkty zerowe funkeji g; te ostatnie sg co najwy-
zej biegunami ilorazu, a wige f/g jest funkejg meromorficzng.

1? Gdyby sze’n‘ag 29,(2) byl jednostajnie zbiesny w kazdym kole [2|<<R po od-
rzuceniu skoficzone] logei wyrazéw, to mosna by w szeregu (6) odrzucié odjemniki w, (2).

icm

58. l’rzyklady do twierdzenia Mittag-Lefflera. 129

58. Przyklady -do twierdzenia Mittag-Lefflera, 1. Funk cja ctg 2.
Jest to funkeja meromorficzna, majaca bieguny w punktach

bo=0, by_y=wr, by=—rx dla‘ v=1,2,...

N B 5

Czeseig gléwnaa’ bieguna b, jest g,,(z):l/f(z}—.fb,)l), We wzorze (7) dla
ctg # mozna przyjaé w,(2)=—1/b, dla »>0. ,
Istotnie, w kole |2|<{|b,|/2 mamy [2+#0,1>(b,]/2, a wiec

(8) 10:2) = (2) =I2b, (27D )| <2 i) o .

Nieréwno#é ta zachodzi w dOWO]ILYi;l kole [:|<R dla prawie wszyst-
kich », bo b,,-—)-ﬁo; -zatem" szereg Zmz‘lg,(z)—w,(z)[ jest — po odrzucenin
skonczonej i_loéci wyrazéw — jedlnostajnie zbieiny w Kole lz]<ER, bb

=)

szereg D 1/[b,2 jest zbiezny. Na mocy wzoru, (7) mamy wiec
“ .

1 = 1 .1 1 1
otg #=7(z)+ ‘zA +g‘:[(;:vn+;;) +(z—‘;— ’IJTC_;L')]’

gdzie f(z) jest pewna funkcjs calkowita. V&’ykazahémy, Ze We Wzorze
(20) da str. 121 h'(z)=0;/zatem f(z)=0, a wige '

P - | 1
(9) . ;pgg=;+§( + )

z2—yw  2-+ow

2. Funkecja _,p(z) WeierstmssaﬂZbudujemy funkeje meromor-
ficzng majaea w/punktach zerowyeh w,,w,,w;,... funkeji o(z) Weier-
strassa (str. 122) bieguny dwukrotne o czefei glownej

{10) . ) - gl =1{(z—w,)p

w biegunie w,. Zakladamy, 26 w,=0, a wiec [w,|>0 dla »>>0. Niech
w,(z)=1/w? dla »>0. W kole [2|<|w,|/2 mamy lg—w,| >lw,][2, & wige

- oL 11
= -
_ 2w, —22 i\<\4|21(2|wp|+#]{}«)v<10[2|‘ g

Wy (r—w,)?] ot T

1) (zedeia gléwna bieguna 0 jest 1/2, bo w otoczeniii pierécieniowym tego punktu
mamy .

R ST P
e e T il R

Czefcia gléwna bieguna b, jest 1/(z—b,), bo ctg (v—b,)=ctgn:

F. Leja, Funkcje Analityczne
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Nieréwnosé ta'zachodzi w-dowolnym kole |z|<<E dla prawie.wszyst-
- o0

kich v, bo w,~cc; zdtem szereg 2|g,(z)—w,,(z)| jest — po odrzucenin
. 1

skonczonej ilosci Wyl‘O;Z(f;W — jednostajnie zbiezny w kazdym kole [2| <R,
bo szereg (26) na str. 122 jest zbiezny. Na mocy paragrafu poprzedniego
funkeja okreglona wzorem : *

11 ' LN R
(11) pl)=7 +;§[(z—w,)2 il

épelm’a sgdane warunki.
Funkeja ta, wprowadzona przez Weierstrassa, odgrywa wazng
role w teorii funkeji eliptyeznych.

3:. Funkclja {(z) Weierstrassa. Jest to pochodna logarytmiczna,
funkeji catkowitej o(2) okre§lonej wzorem (zob. wzér (27), str. 123)

0 z  1({z)2
12 . . olz)= __z__ 171,""2_("@)
(12) (») z,]__l(l wu,)g ’

gdzie Wy Wy ot 58 Hezbami réznymi od zefa. postaci,
not+n'n’ (nn'=0,£1, £2,...),

'l}loionymi dowolnie w ciag. Stosnjac wzér (8) ze str. 116, otrzymamy

(13) te)="" ==

o'(z) 1 & 1 1 e
ole) = ( ‘")'

v=1
. Jako iloraz ‘dwéch funkeji catkowitych, {(z) jest funkeja meromor-
czng (str. 128) i ma w tych samych punktach w, co ¢ (2) bieguny jedno-

krotne o czefei gtownej. 1/(z—w,). Rézniczkujac obustronnie (13) otrzy-
mamy na mocy wzorw (I11) S

@ ple)=—(e)= ["'(z)]'l
E a(2)

.y 4. 1]3‘.unkcj:7u .I‘(z) Euler.a,. K. F. Gauss okredlit funkeje gamma
eral) jako granice nastepujgcego ciggu funkeji meromorficznych

¥

15) I(z)=lm i’

o m y gdzig ‘nzzezLogn_

Wykazemy, ze-granica ta istmieje dla wazystkick 2540, —1, —2,
‘ ,

1) L. Euler (1767-1784).

58. Przyklady do twierdzenia Mittag-Lefflera. 131

W tym celu zanwazmy, ze n-ty wyraz ciagu mozna napisaé w po-
staci e?MO8 M [g(1+2/1)(1-+2/2)...(1+2/n)], a wige jest on odwrotnoscia
iloczynu

. n P 1
(16) e"n’zn<1+7> e, gdzie ra=l+7

we=1

1
+...+——Log n.

n

Wiadomo z analizy, ze cigg {yﬂ} jest zbiezny do liezby
p=0,577215...

zwanej statq Eulerat). Iloczyn (16) bez czynnika pierwszego jest n-tym
iloczynem czastkowym iloczynu nieskoriczonego (28) na str. 123, a wiee
iloezyn (16) jest zbiezny na catej plaszezyznie i przedstawia funkeje cal-

kowita majacs zera jednokrotne w punktach 0, —1, —2,... Zatem poza
tymi punktami istnieje granica (15), a jej odwrotno$é wyraza sie wzorem

1 s = i —zlv
(17) mz_e/ zﬂ(l-l—v)e .

Funkeja I'(z) jest wiee odwrotnoscia funkeji calkowitej (17) i wobec
tego jest funkeja meromorficzng o biegunach jednokrotnych w punktack
0, —1, —2, ...

7 wzoru (15) wynika bezposrednio, ze I'(1)=1. Wykazemy, ze dla
kazdego z réznego od 0, —1, —2,... zachodza zwigzki

(18) I'z+1)=2I(z),
(19) C reri—g)=-——-

Pierwszy wynika z tozsamosel
izt nin® n .

(2+1)(2+2)...(z+n+1) “z(z—}—l)...(z+u)'z—|—n—}—1‘
bo gdy n—»co, wéwezas lewa strona dazy do I'(z-+1), prawa zas do 21(z),
Aby wykazaé drugi, zauwazmy, Ze na mocy (17) i wzoru (22), str. 121,

s
22

1 = 22 sin n2
—— = — 2P 1——)=—2
(=) I(—#) ]:11( , 1»2) x
na mocy -za$ (18) IMN—g+1)y=—2I(—2); & wiee wz6r (19) jest prawdziwy-
Ze zwigzku (18) otrzymamy .

(20) I(n+1)=nl

1y Zob. F. Leja, Bachunek réemiczkowy i colkowy, Warszawa 1949, str. 244.

9*
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Zwigzek (19) dla z=1/2 daje [[(1/2)P==, a wiec

(21) r2y=y'= -

Wykazemy jeszcze, ze:

Ozeéé gléwna bieguna z==—n funkeji I'(z) wynosi
(_1)71 1

n! 'z—[—n' ‘
Istotnie, bieguny sa jednokrotne, a wiec w otoczeniu pierfcieniowym
punktn —mn szereg Laurenta funkeji ['(z) ma postaé

.

(22)

a
l’(z):ﬂéq-2 L ayt ay(gtn)Fay(2+ 024
Wystarezy wykazaé, ze iloczyn (e-+n)l(z) dazy do (—1)%/n!, gdy
z——mn. Ot6z stosujge n-krotnie zwigzek (18), otrzymamy

Fz+n+L)=z(z+1)...(c+n)I(2),

skad
I(z+n+1)
(#4n)I(2)= - o —
. Toz(e41)..(g+n—1)
QGdy z—>—m, Wowezas prawa strona tej tozsamosel dazy do
)
' —n(——n—i—l)...(—l)’
ezyli do (—1)¥n!, czego nalezalo dowiesé.

Obok funkeji elementarnych funkeja I'(z) jest jedna z najwazniej-
szych w analizie. Jest ona uogdlnieniem funkeji n! na dowolne wartodei
zespolone zmiennej 2. Szezegblnie czeste zastosowanie znajduje nastepu-
jacy weér Stirlinga
(23) : nlo 6_”71,"*‘%]/?77;,

w ktérym znak o~ zwany réwnoSciq asympiotycend oinacza, ze stosunek

obu stron dazy do 1, gdy n-—>oco. Wzér ten jest przypadkiem szczegdl-

nym réwnosei . asymptotyeznej

(237) I(E+1)mee e 3 om,  gdzie ‘#+h=gle-lons,

gdy z—co po dowolnych wartodciach spelniajacych warunek
—n+i<Argsn—4,

gdzie & jest-dowolng liczba dodatnia mniejszg dd .

W péiplaszczyznie Rz>0 mozna funkeje I'(z) przedsbmﬁé m. pd—
mocy calki niewlasciwej (str. 75)%)

1) Wzory (23’) i’ (24) podaje bez dowodu. Dowdd wzoru (23) znajdzie czytel-
nik w ksiazce cytowanej na str. 131. '

e
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(24) I(z)=[t"1etdt,
i

ktéra nosi nazwe calki Bulera II rodzajul).
5. Funkeja {(s) Riemanna. Jest to funkeja analityezna okreslona
w polplaszeryznie Rz>>1 szeregiem (str. 72)

0

1 .
25 Say= Y = dzie  n=e7Log?,
(25) (=) pa el gdzie n*=e

Funkeja ta odgrywa wazng role w teorii liczh, co ma swe zrédio
w nastepujacej tozsamogei odkrytej przez Eulera:

, = 1
(26) da=]] T
N n=1 n

gdzie p,=2, p,=3, p;=>5, p,=T7 1 ogdlnie p, oznacza n-ty liczbe pierwsza
w ciggu liezb naturalnyech. -

Aby wykazaé réwno$é (26) zanwazmy, ze przy kazdym 6> 0 mamy

BTN

1 1 I
lp”lﬂn"[gWT"' dla Rz>1-+6 (n=1,2,...),
n

a wiec szereg Dp;” jest bezwzglednie i jednbstajnie zbiezny dla Rz>=146,
a przez to iloezyn ﬁ (1—p,*) oraz obie strony (26) sa funkcjami anali-

L . . ’ - z
tyeznymi w polplaszezysnie Bz>1. Wystarezy wiee wykazal, Ze r6w-
nosé (26) zachodzi dla wartosei rzeczywistych z>1 (zob. str. 66). Przyj-
mijmy dla k=2,3,...

b 5
=1 |3 = 14+ 95+ 00 1)
=] |5z = [Jatotms ).
Wykonujae ostatnie mnozenie wyraz po wyrazie, ¢o wolno, ’po szeregi
w nawiasie sa bezwzglednie zbieine, spostrzegamy, Ze fe(2) jest sumg
wyrazéw postaci (pEpy...pw) 7, gdaie wykladniki g, przebieg’afjae Tvszys,t—
kie liczby 0,1, 2, ... Poszczegdlne te wyrazy sa miedzy sqbai rézne i wérgd
nich znajduje sie co najmniej k& poczgtkowych wyrazdw szeregu (23),

1 N R s - ‘
1) Calka B(z,u»):uft’"l(lfi)”‘”’d'/ nosi nazwe catki Eulera I rodzaju. ‘Caﬂ;a ta

istuiejé dla tych wartodei zespolonyeh i, dla ktérych R.:>.0 i‘ Ruw> 0,‘i dla sta-
tego w przedstawia funkeje analitycana zmiennej z. Dowodzi sie, Ze funkeja B(z,w),
zwana Junkejq beta Eulera; spelnia zwiazki ’
o TR
B(z,w)=B(w,?), B(hw)——m)

£


Yakuza


134 ROZDZIAL XII. Funkeje meromorficzne.

bo kazda liezba naturalna #<(k daje sie w jeden tylko sposéb przedsta-
wi¢ w postaci iloczynu poteg liczb pierwszych n=pJ.p3- ... pi+ Zatem
dla rzeczywistych z>1 mamy

skad, przechodzae do granicy dla k—-oco, otrzymamy réownosé (26) dla
wartosei rzeczywistyeh 2>1, a przez to na calej 'plaszezyinie Rz>1.

O funkeji £(2) Riemanna dowodzi sig, Ze:

1° Jest ona przedinzalna analitycznie na caly plaszczyzng otwarta
bez punktu s=1 i w punkecie z=1 ma biegun o czeéci gldwnej 1/(z—1),
a zatem Z(2) jest funkejs meromorfiezna, réznica zad

jest funkeja catkowitq.

2° W pélplaszezyznie Rz>1 funkeja {(2) jest rézna od zera, w pol-
plaszezyznie Rz<0 ma zera jednokrotne w punktach -—2,—4,—6,...,
a w pasie 0<KR2<1 ma jeszeze mieskonczenie wiele zer. Istnieje przy-
puszezenie, zwane hipoteze Riemanna, ze wszystkie zera zawarte w tym
pasie lezg na prostej Rz=1/2. Hipoteza ta nie zostala dotad udowod-
niona, wykazano jedynie, ze na prostej Rz=1/2 lezy nieskoriczenie wiele
zer. , .

GWICZENIA. ' :

1. Wyprowadzié wzér (9) na ctgz (str. 129) z wzoru (22) na sin z '(str. 121).

2. Wykazaé, ze funkeje meromorficzné zetg 2 i maja te same bieguny

2
P
i w nich te same czesel gléwne, a wiee réznig sie o pewng funkeje catkowita h(z).
Znaleié h(z).

3. Rozlozy¢ na utamki proste a) tgz, b) r—zw, €)
&—1 sin 2

a2 oo
4. Wykazaé, ze dla 20, -1, =2, ... mamy (WTE ‘\) = Z Ml_..:

n 7z pe o (1

5. (zy istnieje granica hm — (a+1) tetm

n—myb(b NI TN W gdzie a i b sy dowolnymi liczbami

.zespolonymi i b0, —1, —2,...7

ROZWIAZANTA.

1. Zastosowaé do iloczynu (22), str. 121, wzér na pochodng logarytmiczng (str.
116). — 2. W mysl wzoréw Eulera (str. 30) zctge= - 221 -+ iz, a wiee h()=iz. —

&

icm
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a) Stosujae przyklad 3 b), str. 124, otrzymamy .

& 2% T
tg 2= — (log cos 2)’= — 2?—7& glde  a,=(2—1)<
=1 v
D) stosujae toiéamoéé FLE cttr(z) ? i wab 9), str. 129
j riarrid vy 5 i'wzér (9), str. 129, otrzymamy
o0 oC
2 2 22° 1 1
_—=1 iy @) == Z
&—1 2 +-§-4: 2+ 4nh? ) siny =z - Aot
=

4. Wynika to z wzoru (21), str. 121, bo w nim A"(z)=0. — 5. Jezeli Ra<Rb, to
granica istnieje i réwna sie zeru (zastosowaé wzér (15)).
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ROZDZIAL XIIL

Funkcje eliptyczne

59. Funkeje okresowe. Funkeje f(2) okredlona w pewnym obszarze D
nazywamy okresowq, jesli istnieje taka liczha w40, e wraz z punktem z
réwniez punkty z-+w i #—o naleza do D oraz
(1) fletw)=f(z) dla zeD.

Liczbe o nazywamy woéwezas okresem funkeji f(2).

Zastepujac w (1) z przez z-+o lub przez ?—w, spostrzegamy, ze
obok  réwniez liezby 2w, —w i ogélnie nw, gdzie n=1 42 .., 55
-okresami. Podobnie, jezeli liczby w i w’ 83 okresami, to wszystkie liczby
postaci no+n'w’, gdzie nn'=0,41,42,..., s tez okresami. Liczbe 0
zaliczamy do okreséw funkcji okresowej. Funkeja stala jest oczywidcie
okresowa; jej okresami sg wszystkie liczby. Wykazemy, ze:

Zbidr okreséw funkeji analitycenej jednoznacznej réimej od statej nie
moze mie¢ punktu skupienia rdinego od oo.

Istotnie, w przeciwnym razie istniatby cigg zbieiny okreséw {wn}
0 wyrazach réznych. Wéwcezas ciag {z—|—wn—~wn_1} dla dowolnego # bylby
zbieiny do z. W punktach tego ciagu funkeja miataby réwne wartogei,
a wiee bylaby stata, wbrew zalozeniu. .

PRZYRZAD- 1. Funkeje ¢* i sin2ne sa okresowe i maja odpowiednie
okresy 2n7 1 1.

PRZYRZAD 2. Funkeja tg(nz/w) ma okresy nw, glzie n="0, 41, 4+Y,...

Niele% f(#) bedzie funkcjg auah’tyc‘zné: jednoznaczna, okresows, i roiny
od statej i niech w bedzie jej okresem réznym od zera i najblizszym zera
(nie dalszym niz inne)). Wowezas wszystkie Liczby postaci
9

(2) . . e (n=0,41,-2,...)

!) Okres taki istnieje, bo w praeciwn

. ym razie liczba 0 bylaby punktem sku-
pienia okresdw i funkeja bylaby stala. .

iom

sa tez okresami danej funkeji i lezg na prostej p=~0c (rys. 49). Mozliwe
89 *dwa przypadki:

1° Wszystkie okresy leza na proestej p. Wéwezas wszystkie
okresy sg postaci (2), bo gdyby na prostej p lezat inny jeszeze okres, to
bylby postaci w=(n+40)w, gdzie 0<h<1,
i wtedy liczba w—nw=~0w bylaby tez okre-
sem i to blizszym zera niz w.

2° Istnieja okresy poza prosta p.
Wiréd nich niech o' bedzie okresem naj-
blizszym zera. Wéwezas stosunek o’/w nie
jest liczba rzeczywista i wszystkie  liczby
postaci )

(3) nwtne’ (nyn'=0,+1}142 ) \ E %é‘

sg tez okresami. Wykazemy, ze poza licz- Rys. 49.

bami (3) funkcja nie ma innyeh okreséw.

' Istotnie, w przeciwnym razie istniatby okres postaci
w=n+0wt(n'+0)w, glzde 0LO<1, 0<LO'<l, 04+6>0.

‘Wéwezas ﬁczba w'=0w-+0'w bylaby okresem lezacym wewngtrz lub

na brzegu réwnolegloboku o wierzchotkach 0, w, w+o', o (1jys. nO?,

lecz poza wierzchotkami. Nie moze ona jednak leze¢ w tréjkacie Oww’,

: bo wobec nieréwnosci |w|<|w’| lezalaby

Yy w kole |2|<|w’|, co jest sprzeczne z okre-
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P £leniem okresu ’. Liczba w’ nie moze tez

leze¢ W tréjkacie o wierzchotkach o, w+of,

ot o', bo wtedy liczba w-+o’'—w’ byltaby okre-

w‘;" sem lezacym w tréjkacie Owe’. Wykaza-
= Zufp x lidmy wiee, Ze:

Wsaystkie okresy funkejé analityczne]
jednoznacenej, okresowej i réinej od sli‘alej sa
postaci (2) albo (3), gdzie w i o' sq liczbami
réznymi od zera o ilorazie o'fw mnierzeczy-
. 50. wistym. .

W przypadku, gdy wszystkie okresy
majg postaé (2), dang funkeje nazywamy jednookresowd, a,.liezbg o lub
—w jej okresem pierwotnym. W pl‘zypafiku.(?)) dang 1funkc](; nazywA:?nmy
dwuokresowy, a liezby w, o’ parg okresow pierwotnycht). W dalszym ciagu

1) Parg okrveséw pierwotnyeh nazywamny réwuiezl kazda pare liczh
C w=aw+po’, w=yo-+dw’, o )
gdzie liczby , B, v, 6 sa calkowite i spelniaja warunek a}ﬁ —ﬂy-,= 1. Zly({rfgzb (8) jest
wdwezas identyezny ze zhiorem liczb nw-+nw’, gdzie n,n'=0, =1, =2, ...
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ograniczymy sie gléwnie do funkeji okresowych catkowitych i meromor-
fieznyeh, réznych od statych. P

FUNKCJE OKRESOWE. Niech f(2) bedzie funkcja jednookre-
sowa o okresach (2). Obierzmy na prostej p=~0w dowolny punkt ¢ (np.
¢=0) i przez kazdy punkt ¢+ nw, gdzie n=0, 41, £2,..., poprowadimy

prosta réwnolegly do stalego kierunku p’ réznego od p (rys.49). Woéwezas

plaszezyzna podzieli si¢ na nieskoriczenie wiele paséw o tej samej sze-
rokosei. ) S

Wystarczy zna¢ wartosei funkeji w jednym z tych paséw, bo w in-
nych wartodei powtarzajg sie: f(2)=f(2+w)=f(2+2w)=... Kazdy z tych
paséw nazywamy - pasem okresowoSei danej funkeji zaliczajac do pasa
okresowosei tylko jedngy prosta brzegowa.

PrzvkeAD 1. "Funkcja ¢ ma okres pierwotny w=2ni, a wiec
prosta p lezy na osi urojonej. Pasem okresowodel jest np. obszar 0 {Lz<2xn
lub obszar —n<Iz<w; w kazdym z nich funkecja ¢ przyjmuje wszystkie
swe. wartosei. ’

PrzyErAD 2. Funkeja tg s ma okres pierwotny =, a wiee prosta p
lezy na osi rzeczywistej. Obszar c<Rz<e-+w, gdzie ¢ jest dowolng
liczbg rzeczywista (np. ¢=—=/2), jest pasem okresowosci.

| Zajmiemy sie rozwinieciem funkeji jednookresowych w szereg. Za-
uwazmy, ze gdy funkeja f(z) ma okres ‘w, to funkeja f(wez) ma okres 1,

mozna wige ograniczyé sie do przypadku, gdy f(z) ma okres pierwotny 1. °

Niech f(2) bedzie funkejy ana-
lityczng w obszarze D okreélor}ym

K nierdwnogciami
; . ) a<Ie<f, |
HIMM ' gdzie aif 83 liczbami rzeczywistymi
a . . . 3
» £ (rys, 51), i niech bedzie f(z41)=f(z)
10l 1 2 [4 dla zeD. Przeksztalcenie
. . 1 .
(8) =" czyli g=-—-log
2mi
Rys. 51. odwzoruje obszar D na pierdeien ko-
, lowy
(6) L || <e,

bo |{f==|@THETW | =g 5 funkeje f(z) przeksztatca na funkeje anali-
tyczna zmiennej (1) ‘

R 1) Odvv.zorowanie (5-) obszaru (4) na pierécieri (6) nie jest wzajemnie jednoznaczne.
ObsAzm‘ (4) jest sumg nieskoficzenie wielu prostokatéw {n< Rzgn-f‘-l, a<Iz<Bl,
gdzie n=0,+1,+2,..., z ktérych kasdy zostaje odwzorowany wzajemnie jedno-

m . 59. Funkeje okresowe. . 139

1 .
Q) f(;;ilog Z) =p(0)=p(e™).

Wprawdzie funkeja (log£)/2ni jest wieloznaczna w pierdcieniu (6), lecz
jej wartosci w tym samym punkeie { réznig sie o liczby catkowite, te
za$ sq okresami funkeji f(z). Zatem funkeja @(¢) jest w pierdcieniu (6)
jednoznaczna, a przez to rozwijalna w szereg Laurenta (str. 79) postaci

zhiezny w tym pierdcieniu. Wracajac do zmiennej z otrzymujemy twier-
dzenie: '

Kaida funkcjo analityczna f(z) o okresie 1 w obszarze (4) jest w tym
obszarze rozwijolna w szereq postaci

(8) f(z):_Z:’:cnezm‘"” (a<Tz<f)

jednostajnie zbiciny 1w Tatdym obszarze cxgdciowym a<a’ <Lz B'< B
obszaru (4).

Szereg (8) nazywamy szeregiem Fouriera danej funkeji- okresowej ).
Jezeli okresem funkeji f(2) jest liczba w, nalezy po prawej stronie (8)
zastapié 2 przez z/o.

PrzyEEAD 1. Funkeje cos2mz i sin2nz sa okresowe o okre_sie ‘1
i calkowite. Dla nich szereg (8) jest szezegdlnie prosty, bo redukuje sie
do dwéch wyrazéw i

2miz —2niz \
e € 1 1
cos Ome— Tl (z+ _g),

2 2
e‘Zm’z_ e——?m‘z 1 ( 1)
in 9nr= —————— = — [ { — —] -
sin 27z = i\ 2k
PrzyknaD 2. Funkeja meromorficzna ctg =z ma okres 1 i jest ana-
lityezna w pélplaszezyznach Iz<<0 i Iz>0, bo biegu.ny lezaé.na ?Si
TIz=10. Podstawienie (5) przeksztalea jg na funkeje wymierng zmiennej ¢
emﬁz + e—-mﬁz . C +1

== e == )
cbg Tz oFiE__ g B r—1

ta zad jest rozwijalna w kolach i<l i [¢]>0 odpowiednio W szeregl
znacznie na piericien (6), bo w kaid.ym. ]
i pokrywa swymi wartofciami caly pierseien. ‘ .
1) Podstawiajac w (8) 2 co8 2nz - 8in 2RnE OTAZ @, ==C, T Cuys b,=i(c,—¢_ )
dla n=1,2,..., mosna szeregowi (8) nadaé postaé szeregu trygonometrycznego

z nieh funkeja [=e" jest jednokrotna

flz)=¢q +f(aﬂcos 2rnz +-b,8in 2wna).
1
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—i(14+2¢F2824..)) oraz (12714 2¢24...), a wiec szereg Fouriera
(8) dla ctgmz ma postad ’

-

(1423 dla Te<O,
1

z'(1+2§e—2""i2) dla Tz>0.

Do szezegélnie prostych funkeji-okresowych f(2) nalezg takie, dla
ktérych ¢(f) jest funkeja wymierna zmiennej ¢ (jak w przykladach po-
przednich). Oznaczmy przez K klase wszystkich takich funkeji i niech

LR=e:(0),  fule)=m(0)
beda dwiema funkejami tej klasy, gdzie ¢, i ¢, 59 funkejami wymiernymi
zmiennej £=¢""*1). Rugujac z tych dwdch réwnad zmienna ¢ otrzymamy
réwnanie postaci W(fy,f,)=0, gdzie W jest wielomianem dwé6ch zmien-
nych. Zatem:
Miedzy kazdymi dwiema funkcjami f1(2) 4 f,(2) klasy K zachodzi zwig-
zek algebraiceny W(f,,f,)=0

w szczegélnoéei, jeZe]i f(z)‘ naleZy.do klasy K, to f'(z) nalezy réwniez

do K, bo gdy f(z)=¢(L), to f'(z {)dllde=g’'({)27iL, gdzie @(¢) 1 ¢'(L)
59 funke]&]:ﬂl Wymlernyml zm1enneJ C Zatem miedzy f’ i f zachodzi zwig-
zek algebraiczny, a wiee:

Kasda funkcja f(z) klasy K spelnia réwnanie résnicekowe postaci
(9) : f 1f)= f]
gdzie W jest wielomianem wzgledem f i f'.

Przykrap 1. Funkeje sinz i tgz nalezg do klasy K (o okresie
w=27) i spelniaja zwiazek algebraiczny sin®z(14-tg®2) —tg2e=0

PrzykrAD 2. Funkeja ¢ =§inz spelnia réwnanie rézuniczkowe
{?4+2—1=0, czyi dé/_dz:]/l—éz. Funkeja odwrotna wzgledem ¢=sing
spelnia wiec réwnanie rézniczkowe dz/dl=1/)'1—¢2, skad

g== f-—_—:— =aresin {.

Vi-g

FUNKCJE DWUOKRESOWE. Niech f(z) bedzie funkejg, dwu-
okresows o okresach (3). Kazdy réwnoleglobok R o wierzehotkach

(10) 2y, 2+, 2y toto’, 2o+,
gdzie .z, jest dowolnym punktem pola funkeji (np. #,=0, rys. 50), na-

1) Lub ogdlniej zmiennej [=e?#/%, gdy funkeje klasy K maja okres w.

im 59. Funkeje okreso'we.
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gywamy rownolegtobokiem okresowodei danej funkeji. Z czterech bokéw
tego réwnolegloboku zaliczamy do niego tylko dwa wychodzace z jed-
nego wierzchotka (np. z punktu z,), a z czterech wierzchotkéw tylko
jeden (np. z‘)

Wystarczy znaé wartoei funkeji dwuokresowej w jednym réwno-
legtoboku okresowosei, bo w kazdym innym wartodei te powtarzaja tu}
Wykazemy, ze:

Funkeja meromorficzna @ (2) Weierstrassa (str. 129) okreslona preez
szoreq

1 & 1 1
(11) P@R)="+ S’ [———— — ‘;} , dzie - w,=nw+n'on’,
2 A a—w) w; g k +

jest dwuokresowa @ ma okresy wy, k=1, 2,...

Dowdd. Szereg (11) jest, jak wiemy, hezwzglednie i jednostajnie
zbiezny w,_kazdym obszarze ograniczonym po odrzuceniu skoiczonej
ilodci wyrazéw poczagtkowych, a wiec mozna go rézniczkowaé wyraz po
wyrazie.” Poniewaz w,=0 (str. 129), wiec

2 & 2 o 1
12 ()= — g D=2
(12) ) ® 23 ’:__1 (z—1w;)? kg.;:(z__w")x

Z wzoru tego wynika, Ze

p(etw)=— Zm”*—“ = 32
0

bo réznica w,—w przebiega te same wartofei co wy=nw+n'w’, tylko
w innym porzadku, a porzadek nie wplywa na sume. ‘

7 réwnania p’(z+0)—p’'(2)=0 otrzymamy p(z+4w)—p(z)=c, gdzie
¢ jest pewna stalg. Aby wyznaczyé ¢ zanwasmy, ze p(¢) jest furkcja
parzysta, bo

k

p(—2)=

t

3 1 1)
+ ' — =p(2)

kZ {[z—(—wm- (—wmpl ,
gdyz —wj przebiegn te same wartosei co wy. Przyjmujac z=—j2
w réwnaniu p(2-+o)—p(z)=c, otrzymamy

1 1 1 1 :
c=p (—‘)«w)——p(—;cu):p s —plze =0,
a zatem p(g+ow)=p(). Ze wzgledu na ‘ Wnietrie mamy réwniez

P(r+a')=p(=), a wiee twierdzenie jest Wykaza,ne

Aby z'wnaczyc 7e liczby o i.w’ tworza pare okreséw plerwotnych
funkeji p(2), piszemy @(2z;0,0'). Dwie funkeje dwuokresowe nazywamy

EAR
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wspdlokresowymi, jezeli maja wsp6lna pare okreséw (niekoniecznie pier-
wotnych) o ilorazie nierzeczywistym. Na przyklad funkeje @(z;0,0)
i p(z;20, 3w’) 83 wspélokresowe.

60. Funkeje eliptyczne. Funkeje meromortficzng na calej plaszezys-
nie otwartej i dwuokresows nazywamy funkcjq eliptycz'mg. Funkcja p(z)
jest. wiec eliptyezna- jako meromorficzna i dwuokresowa. Funkeje stale
zaliczamy -do eliptycznych. ) )

Wiemy, ze wéréd funkeji catkowitych istnieja funkeje jednookre-
sowe rézne od statych, np. sin 2. Funkeja catkowita dwuokresowa, musi
byé ograniezona w kazdym réwnolegloboku okresowosei, a przez to na
calej plaszezyznie, a wieec w myél twierdzenia Liouville’a musi byé stala.
Zatem

L. Funkcja eliptycena nie majgca biegundw jest stala.

Funkeja eliptyczna rézna od stalej musi wiec mieé¢ w kazdym row-
nolegloboku okresowosci R co najmniej jeden biegun. Tlodé biegunéw
zawartyeh w R z uwzglednieniem ich krotnodei nazywamy rzedem funkeji
eliptycznej. Np. funkeja @(2) jest rzedu 2, funkcja stata jest rzedu 0.

II. Bumay réénica, wloczyn i ilorag dwdch funkeji eliptycanych wspdl-
okresowych jest funkejq eliptyceng. .

Wynika to stad, ze cztery dzialania arytmetyczne zachowuja mero-
morficznodé i dwunokresowodé, bo np. f(z+w) -g(z+w)=F(2)-g(2), jezeli
flet+w)=f(2) 1 glz+w)=g(2).

Podobnie

II1. Pochodna funkeji eliptycznej jest funkejq eliptycanq.

Istotnie, pochodna funkeji meromorficznej f(z) jest funkcjg mero-
morficzng, a przy tym, jeielip!ﬂ(iz.—l—w)=f(z), to - :

f(z—l—m+h)~—f(z+w)_f(z*i"h)—f(z)
h T ’

a wiee f'(z+w)=f(2).

IV. Dwie funkcje eliptycene wspdlokresowe f(z) © g(2) résmiq sig 1°
o stalq, jeteli majq te same bieguny i w nich te same czgéci glowne, 2° ceyn-
nikiem . stalym, jeteli majq te same zera i te same bieguny. (z. wweglednie-
niem ich krotnosei).
iy Istotnie, w przypadku 1° réznica f—g, a w przypa.'dku 2° iloraz flg
jest Tunkejg eliptyezna nie majacy biegunéw, a wiec stata. . ‘
. V. Suma residudw wszysthich biegundw. funkefi eliptycenej f(z) 2a-
wartych w dowolnym réwnolegloboku okresowosci R réwna sie zeru.

.

I
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Dowdéd. W kazdym réwnolegloboku okresowosei R residua biegu-
néw funkeji sg te same, a wiee R mozna obradé dowolnie, np. tak, aby
na jego brzegu O nie lezal zaden biegun. Suma residuéw wyraza sie wow-
czas przez calke (str. 86)

‘)_}r‘l' f]‘(z)dz.
]
Roztézmy te catke na cztery calki wzdluz czterech bokéw réwnoleglo-
boku R. Na bokach przeciwleglych wartosei f(z) sa te same, a wiec
catki wzdluz hokéw przeciwlegtych réinig sie tylko znakiem, bo boki
przeciwlegle sg skierowane przeciwnie. Stad wynika, ze suma calek
réwna sie zeru. :

7 twierdzenia tego wynika, ze:

VI. Read funkeji eliptycznej roinej od statej jest >2.

Gdyby bowiem byl réwny 1, to istniatby tylko jeden biegun b o czefcl
glowne] postaci ¢/(s—b), gdzie ¢ jest liczby staty. Poniewasz residuum tego
bieguna réwna sie zeru, wiec ¢=0, a zatem funkecja nie miataby bieguna
i bylaby stata.

VIL. Funkeja eliptycena f(z) rzedu r prayjmuje w dowolnym réwno-
legloboku okresowosei R kasdaq warto$é dokladnie r-krotnie (w szezegdlnosci
ilo§é zer réwna sie ilodci biegundw, tj. 7).

Istotnie, iloraz f'(2)/f(2) jest wraz z funkeja f(2) funkejg eliptyczna.
Suma residuéw tego ilorazu w réwnolegloboku R réwna sie zera w myél v,
2 w my$l (28) na str. 89 réwna sie réznicy miedzy iloscig zer i biegunéw
tunkeji f(2), a wiec funkeja f(2) przyjmuje w R warto$é 0 r-krotnie. Po-
dobnie kazda wartosé a przyjmuje »-krotnie, bo réznica f(z)—a jest funk-
cja eliptyczng rzedu 7.

Uwaga. Poznaliémy dotad jedna tylko funkeje eliptyczna rézna od
stalej, a mianowicie funkcje p(2) Weierstrassa. Nalezy ona do nz},jprost-
szych, bo jest rzedu-2, a w mysl twierdzenia VI rzad 2 jest na]n‘msz'y.
Pochodne p'(2), p"(2),... sa tez funkejami eliptycznymi odpowiednio

" rzedéw 3,4, ...

Funkeje eliptyezne wprowadzili Abell) i Jacobi?) jako funkcj(?
odwrotne wzgledem funkeji wieloznacznych okreélonyc].J przez caﬂg
cliptyezne (str. 112). W teorii’ rozwinietej przez J.BJCObl‘e-gO role pa]-
prostsze] funkcji eliptycznej odgrywala inna funkeja rzedu 2, Tna.]sdca
w réwnolegléhoku okresowosci dwa oddzielne bieguny rzedu 1 i ozna-
czona przez Suz.

1) N, H. Abel (1802-1829).
%) C. G. J. Jacobi (1804-1851).
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61. Zwiazki miedzy funkecjami eliptycznymi. Wykazemy, Ze:

Funkeja @ () i jej pochodna @'(z) spetniaja swigeek algebraiceny
(13) 92 =40°—0:0 —{s; '
gdzie stale g, i g, zalesq od okresdw w,=nw-+n'o0’ i wyraaje si¢ wzorami
(14) g2=602$a g3=1402ﬁ:-

T YW _ T W
Dowdd. Wiemy, ze 1/(1—z)2=1-+22+4322+... dla [2|<1, a wige

1 1,2 5 2 a2l |
e e L Dy — +... lla [2] < |wyl.

Sz&eg me;“ jest bezwzglednie zbieiny dla n=3 (str. 122), a wiec jest
bezwzg;f;cllnie zbiezny dla n>>3. Niech

(15) : kflw;“:sn (n=3,4,...).
Na mocy wzoru (11) otrzymamy_dla, dostatecznie matych |z|

0 (2) —22=28,2+ 38,2%+ 4s52%-...

Dla % nieparzystych mamy s,=0, bo W szeregu. (15) obok wyrazu

w,=no+n'e’ wystepuje zawsze wyraz —w,=—nw—n'w’, a wige
(16) | @ (2) =272 38,8% 582t ..,
skad
17 ' (7)=—22%+ 68,2+ 208,23+ ..
Utwérzmy wyrazenie
(18) P dp4605,p.

Jest to funkcja eliptyczna i moze mieé bieguny- jedynie w punktach
Wo,Wy,.... Wobec (16) jest p3=2—%- 98,22 158, ..., gdzie dalsze wy-
razy sg postaci a,2* dla k> 0, a w mysl (17) p2=42"°—248,22—80854...;
zatem . . .

19 P2—4p3+ 605, p=—14084+...,

gdzie dalsze wyrazy sg postaci a,2* dla k>0. Eunkcja.' (18), nie ma wiec

* bieguna w,=0, & przez to zadnego bieguna, a wiec redukuje sie do statej

(str. 142, I). Wyrazy dalsze po prawej stronie (19) sa wiee réwne ierl},

gskad wynika (13). oo )
Wniogsek. Funkeja w=gp(2) spelnia réwnanie rézniczkowe (13),

czyli (dw/dz)=4w®—g,w—g;, a zatem odwrotna wigledem hiej f{mkcja,

icm
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#=z(w) spelnia réwnanie (dz/dw)?=1/ (410°~g,w—g,). Calka tego réwnania
jest wyznaczona, gdy znamy dwie odpowiadajace sobie wartodei =z,
iwo=p (=), & wige funkeja eliptyczna w=p(2) jest funkeja odwrotng
wzgledem calki eliptycenej Weierstrassa (str. 113)

w

" dw
o= | e e glzie wy=p(ay).

Wy

Wymieniona wyzej (str. 143) funkeja eliptyczna Jacobiego w=snz
spelnia réwnanie rozniczkowe (dw/de)?=(1—w?)(1—iu?), gdze 0 <i<1,
i jest funkejy odwrotna wzgledem calki eliptycenej Legendre'a (str. 113)

. fw dw . +\ azi
= —m———— }g zie  w,=Snz,.
o V-2 g e
Wykazemy teraz, ze:
Miedey funkcjomi o(2) © p(z) Weierstrassa (str. 122 i 129) zachodzi
2wiqzek }

(20)

gdzie w jest dowolng liczbg rééng od okresdw wy,ws,...
W tym celu wykazemy najpierw, ze istnieja takie dwie state # 1 %/,

(21) a(z—|—(o)=—~e"(z+%“’)a(z), cr(z—i—w’):—e”'(”;-""")a(z).
Istotnie, w my$l (14) na str. 130 mamy '(z-+w)={'(2), & wige

L(zto)=L(2)+,

gdzie oy jost stalg. Zastepujac tu na mocy (13), str. 130, £(2) przez

o'(#)/o(2) i calkujae, otrzymamy o(s+w)=ce™o(z), gdzie ¢ jest nowa
staly. Podstawmy w ostatnim réwnanin z=—of2. Poniewaz (str. 123)
o(~—g)=--0(g), wiee ¢=—¢" o zatem pierwszy ze wzordw (21) jest
wykazany. Drugi wynika z niego przez symetrie.

Lews strona (20) jest funkcja meromorficzng jako iloraz funkeji
calkowityeh, Wzory (21) pozwalajg sprawdzié, Zze ma ona okresy o
i w’, a wiee jest funkeja eliptyezng, podobnie jak strona prawa. Réwno-
czegnie obie strony maja te same zera w,tw i te same bieguny wy,
a wiec stosunek obu stron jest pewna stala (IV, str. 142). Stala ta réwna
sie 1, bo obie strony pomnozone przez 2* dadZad'do 1, gdy #—0. Zatem
réwnod$é (20) jest wykazana. §

1
T. Lejn, Funkejo Anslityczne 0
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Obliczmy pochodne logarytmiczne obu stron (20), najpierw wzgle-
dem 2, potem wzgledem w, i dodajmy stronami; otrzymamy')
1 p'(z)—p’(w)

2 ple)—pw)

Oplela]ae sie na tym zwiazku mledzy funke]zmu £() 1 p(#) erkaZemy,
ie:

(22) et w)=4(e)+ 2l +

Kazda funkcja eliptyczna f(2) o okresach w 4 w’ jest funkcja wymierng
wagledem 9 (2) © p'(2), tj. daje si¢ wyrazidé wzorem
(23) fe)=RE[p(2), 9’ (2)],
gdzie R(u,v) jest funkejq wymierng. swych zmiennych.

Dow6d. Niech b bedzie jednym z biegunéw funkeji f(z) i niech
jego cze$d glowna ma postad ’

(24 9(2,b)= ;‘—b + P + (e +.t (z—b)’”:'

Kazda z funkeii -
(o), ), 9k), 9@),

ma w punkeie 0 biegun o czedei gléwnej odpowiednio féwnej

1 1 2l 3!
'z“" ;2‘7 - z‘s 7 ;7 2
zatem funkeja '
) (=1 4y
(28) Gz, b)=cl(z—b)+dp(z—b) —*p( —=b) 4 s e —b)

(k—1)!

jest mero_morflczna i ma w punkcie b biegun o czesei glowne] (24).
Zauwazmy, Ze na mocy wzoru (22) pierwszy wyraz po prawej stro-
e (25) jest sumg wyrazenia ¢[{(2)+{(—b)] i funkeji wymiernej wzgle-
dem p(z) i p'(2) Wszystkle wyrazy dalsze prawej strony (25) sg tez funk-
cjami wymiernymi wzgledem p i p’®), a zatem G(z,b V=¢l(2)+R(p,p),

') Wiadomo  (str.. 130), Ze o'(2)/o(2)={(2). Funkecja meromorficzna ¢(2) nie
_jest funkeja eliptyczna, bo jej rzad =1.

*) Na mocy (13) mamy bowiem 2’ =12pp'—g,p’, a wieo p”—_Gp 0'—g4/2;
nastepnie Q“'=12p0"*+6Q*p" =120’ itd. Rézniczkujac obustronnie (22) otrzy-
mamy na mocy (14), str. 130, zwigzek ’

Pl == i[ppt) g(g})]

zwany twierdzeniem o ' dodawanik dla funkeji @ ().

R AN B
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gdzie R jest funkejy wymierna wzgledem p i p’, a ¢ jest residuum bie-
guna z=>b. Dodajmy teraz wszystkie funkeje G(z,b;) odpowiadajace
poszezegdlnym biegunom by, ba,..., b, funkcji f(z) polozonym w jednym
réwnolegloboku okresowosci. Jezeh ¢ ,cq, ,6. 83 residuami tyeh bie-

r

gundw, to 20,20 (str. 142, V), a wiee ZG (2,b;) jest funkejg wymierna
T .

wzgledem @ 1 p° majgca te same bleguny i w nich te same czedcl

gléwne, co dana funkeja f(z). Funkeja f(2) rézni sie wiee od 3 G{z.b))
o stalp (str. 142,IV), a zatem twierdzenie jest wykazane.

Twierdzenie to orzeka, Ze zbiér wszystkich funkeji eliptycznych
o okresach w i o’ redukuje sie do ogélu wszyﬁtkich funkeji wymiernych
wrgledem p(z) i p'(2). Jezeli fi(z)=R1(p,p’) 1 fa(2)=R,{p,p’) sa dwiema
funkecjami tego zbioru, gdzie R; i R, sa funkejami wylmernymi. to ru-
gujace z tych réwnad p i p’ za pomocy zwigzku (13), dochodzimy do
wniosku, ze: ‘ -

Miedzy . kasdymi dwiema funkcjami eliptycznymi wspdlokresowymi
fi(2) @ fol2) zachodei zwiqzek algebraiczny W (fo,f2)=0, gdzie W jest wie-
lomianem we qlgdmn fi i fs-

W SZCZLg‘OthbCl zwigzek mkl zachodzi Imedzy dowolng funkcja
eliptyczng f(z) i jej pochodng f'(2), & zatem (zob. str. 140):

Kogda funkejo eliptyczna f(z), spetnia réwnanie rééniczkowe postact
W', )= 0, gdeic W jest wi'elommnem wzgledem f @ f'.

62. Dalsze wlasnosci funkeji eliptyeznych. Zwigzel (13) odgrywa
wazng role w teorii funkeji. eliptycznych. Prawa jego strona 193 —g.0 — s
jest tréjmianem 3-go stopnia wzgledem g. Wspétezynniki g, i g, zaleia
od okreséw, co zapisujemy: g=gs(w,0’), ga=gs(w, "), 1 DO8ZG Nazwe
niezmiennikow?), a wyrazenie

A=A(m,0')=g—270;

nazywamy wyrdinikiem. Wykazemy, Ze:
Wyrdinik jest zawsze réiny od zera.
Istotnie, pochodna ¢'(z) staje sie réwna zern W 3 punkta,ch

1 1
(26) o 50y plete)

1y Nazwa pochodai stad, ze gdy w i w’ jest dow olng para okreséw pierw otnvch
(zob. uw. na str. 137), to g, (w,w’)=g.( (0, 0") dla k=2 i 3, bo zbidr liezb nw—+n ‘w’,
gdzie n,n/==0, £1, +2,..., jest identyczny ze zbiorem nw-n ‘o
10*
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lezgcych w jednym réwnolegloboku okresowosei, bo gdy w jest dowol-
nym okresem, to mamy?!)

(1 (1 . , 1 , 1 (1
o] —Ew =—p'\sw 1 pl—gw =0 w;w—i—w = 5w

skad p'(w/2)=0. Wobec tego przyjmujac

. 1 1, 11
(27) Plow)=e, plyo'j=e, plyo+ w’):@

mozna zwigzek (13) napisaé w postaci
(28) P2=4(p —e){p —e)(p—es),

z czego wnosimy, Ze?)

(29) (e1—es)*(ey—e5) (65 —e1)?= 110

(93—2743).

Liczby ey, es, ¢; 83 rézne, bo réznica p(z)—e, ma w odpowiednim punkeie

(26) zero dwukrotne, gdyz w tym punkcie p’'=0, a wiec gdyby bylo np. -

e1=¢€,, to réznica P (z)—e, miataby w jednym réwnolegloboku okresowosei
cztery zera (dwa podwdjne), choé jest funkeja rzedu 2. Prawa strona
(29) jest wiee rézna od zera®).

Mozna dowiesé?), ze:
) ‘l?la dowolnej pary liceb o i b spelniajacyeh warunek a®*—270%#0
istnieje taka para liczb w, o’ o ilorazie nierzeczywistym, #e

(30) ga(0,0)=a, ga(w,w")=b.

1y R(S’Wnoéé pierwsza wynika stad, e na mocy wzoru (12) Q(—2)=—p’ ().
: *) Wiadomo z algebry, ze gdy e, ¢,. ; 53 pierwiastkami réwnania z* —az—b=0,
Yo, (e;—e,)?(6,—eq)2(e;—¢,)2=4a®—27h%. Prawa strona tej réwnosei nosi nazwe wy-
réinike réwnania 22—02—b=0.

®) Z wzoréw (14) wynika, ze niezmienniki ¢, i g, sa funkejami- jednorodnymi
okreséw o i w’ odpowiednio stopni —4 i —6, a wiec wyréznik A jest funkeja jedno-
rodna stopnia —12. Przyjmujac o’/w=z, otrzymamy

galo, @) =07, (1,2),  gye(w,0)=w"%g,(1,2) A, 0 )=w"24(1,7)

a wiee stosunek g3/4 zalezy tylko od zmiennej z. Oznaczamy go przez J(2) i nazy-
wamy funkcja modulowq zmiennej z. Zatem

9"(12)
J(z
(&)= s

Dowodzi sie, Ze jest to funkecja anahtyczna w pélplaszezyZnie Iz>0, nieprzediuzalna
poprzez o0& rzeczywista.

%) Zob. 8. Saks i A. Zygmund, Funkeje analityezne, Warszawa 1938, str. 384.
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Wyprowadzimy stad pewne wnioski. Zbiér wszystkich par liezb
zespolonych x, y spelniajacych réwnanie

(31) Y=y - a8+ a0+ azz -+ ay,

ktérego prawa strona jest wielomianem stopnia 4 lub 3 nie majaeym
pierwiastkéw wielokrotnych, nazywamy powierzchniq eliptycznqt). W szeze-
gblnogei zbidr par liezb x, y spelniajacych réwnanie

(32) P=dad—qr—>, gdze a®—27h2:0,

nazywamy powierzehniq eliplycang Weierstrassa.

Dobierzmy do wspélezynnikéw a i b pare okreséw o, o' spelniaja-
cyeh réwnania (30). Wéwezas na moey (13) kazda para liczb z, y wy-
razona wzorami

(33) r=p(), y=9'()

jest dla dowolnego z punktem powierzchni (32). Na odwrot, kazdemu
punktowi x, y powierzchni (32) odpowiada w réwnolegloboku okresowosci
funkeji @ (2) dokladnie jeden taki punkt z, ze zachodzg zwiazki (33).

Istotnie, réwnanie p(2)=x ma dla danego dwa rozwigzania na 2
rézniace sie znakiem, bo @ (2) jest funkeja parzysta rzedu 2. Rozwigzaniom
tym odpowiadaja dwie wartoei y=g’(z) rézniace sie znakiem, bo ©'(2)
jest funkcjg nieparzysta, co jest zgodne z tym, ze kazdemu z odpowia-
daja na powierzchni (32) dwie wartosel y rézniace sie znakiem.

Stad wynika, ze powierzchnia (32), na ktorej y jest funkeja wielo-
znaczng zmiennej z, daje sie przedstawuﬁ réwnaniami parametrycznymi
(33), w ktérych funkeje g i p' sa jednoznaczne, a parametr z przebiega
jeden réwnoleglobok okresowosci. Méwimy, ze rownania (33) uniformi-
2ujq funkeje y zmiennej x okreslona réwnaniem y=) daP—az—b 2).

Crzytelnik sprawdzi, ze kazda powierzchnig (31) mozna przeksztat-
cié na 1)0w1er1,chn1@ (32) za pomocg stosownie dobranego podstawienia
postaei '

_ak +/3 y= (aé-«ﬁyz)_y’
y.v —|—6 (yx'+6)
gdzie «, B, y i 6 53 liczbami spelniajacymi warunek

ad—pPy#0.

Yy Lub kreywe eliptyeeng.
#) Podobnie powierzchnig okreslona réwnaniem 2?-4y*=1 mozna przedstawié
réwnaniami parametryeznymi @=sin 2, y=cos 2. Réwnania te uniformizuja funkeje y

zmiennej z okreflony wzorem Y= 1—a%
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Whaiosknjemy stad, ze:
Powierzehnie eliptyczng (31) moina preedstawié réwnaniami para-
metrycznymi postacs
ap(2)+8
T= ——— =(2), ==

yola)+o [yo(e)+oF

gdzie g(z) jest stosownie dobrang funkejq eliptyczng.

Kazda powierzehnia eliptyczna jest wiec wzajemnie jednoznacznym
i ciagltym obrazem réwnolegloboku okresowosei pewnej funkeji eliptyez-
nej. Niech aba’b’ bedzie tym réwno-
a b ab legtobokiem (rys. 52). 'Z dwéeh bo-
kéw przeciwleglych nalezy do niego
tylko jeden. Identyfikujae punkty
przeciwleglte bokéw aa’ i bb’ otrzy-
ab mamy z réwnolegioboku walec; iden-
tyfikujac nastepnie punkty przecivw-
legle bokéw ab i a'd’ otrzjfmamy

Rys. 52. torus (rys. 52). )
Powierzchnia eliptyczna jest wiec

obrazem wzajemnie jednoznacenym i cigglym torusa.

Lo

CWICZENIA.

1. Wykazaé, e funkecja wymierna rézna od stalej nie moze byé okresowa.

2. Wykazaé, ze funkeja .calkowita okresowa résna od statej majaca okres
w=p-+1i¢, gdzie p+#0, nie- moze byé ograniczona w pasie a<{ Re<a+p, gdzie a
- jest dowolng liczba rzeczywista.

'3, Funkcje f=e® i g=tgz naleié_, do klasy K (str. 140). Znalezé odpowiada-
jace im réwnania rézniczkowe postaci (9).

4. Wykazaé, e jeieli f(z) jest funkeja al]a]ityczné okresowa o okresie 1, ogra-
niczona W obszarze Iz>o, gdzie a jest dowolna liczba rzeczywista, to f(z) dazy do
granicy skonczonej, gdy Iz—oco. .

o ! 00
5. Szereg a) p(z)=Je™:, b) 6(z)=J(—1)gems, gdzie |g|<1, przedstawia
1

funkeje okresowa. Znaleié obszar istnienia funkeji i okres.

6. Wykazaé, ze funkeja @ (2)=9(2; a, fi) o okresach w=a>0 i &'=pi, gdzie
>0, ma wartoSei rzeczywiste na brzegu kazdego prostokata okresowodei o wiers-
chotku ma+m’Bi, gdzie m i m’ sa liczbami catkowitymi.

7. Czy funkeje ep(z), sing (z), B[P (2)], gdzie R jest funkeja wymierna, sa dwu-
okresowe i eliptyczne ¥

im 62. Dalsze wlasnobel funkeji eliptyeznych. 151

ROZWIAZANIA.
1. Funkecja okresowa przyjmuje kazda swg wartosé w nieskoﬁczenitt wieln
punktach, a funkeja wymierna majgea te wlasnosé jest stata. — 2. W pasie tym

przyjmuje wszystkie swe wartodel; zastosowaé twierdze.ni_e I:iouvi]le‘a. - 3. j’—“af=0
ig—gp—1=0. — 4. Wspélezynniki ¢, dla n<0 rozwinigcia (8) danej funkeji. mu-
szn byé réwne zeru, a wiee istnieje lim f(2), gdy L2—oo. — 5. a) Iz>0, h) .calja
plaszezyzna. Okres o=mn. — 6. Jezeli 2 lexy na brzegu prostoka_taA okresowos‘m,(t]..
z==ma-m/ Bt lub g=ma-tm’fi-+yi, to wyrazy szeregu {11), gdzie wy=na+n {3.1,
moina polaczyé w, pary ze soba sprzgzone. — 7. Wazysthie sa dwuokresowe, dwie
pierwsze nie sa eliptyezne, bo nie sa meromorficzne.
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65.. Punkty rozgalezienia. Niech f(z) bedzie funkeja analityczng
dowolnie przedluzalng (str. 107) w otoczeniu piericieniowym

) 0< oz | <R

* punktu zp. W przypadku, gdy 2=oco, nalezy otoczenie (1) zastapié przez
R<|z] <oo. )
T'Iez'e]i kazdy element funkeji po przedtuzeniu wzdluz dowolnej
drogi za,mknigffej zawarte] w obszarze (1) wraca do elementu wyjsciowego
to funkeja jest jednoznaczna, a punkt 2, jest albo biegunem albo punk-7
tA?m pozornie lub istotnie osobliwym. Jezeli natomiast pewien element
nie wraca po przediuzenin do- elementu wyjéciowego, to funkecja jest
wieloznaczna i kazdy punkt obszaru (1) jest $rodkiem tej samej liczby
~ r>1 elementéw (str. 107). W tym przypadku nazywamy z, punktem roz-
galtgzienia funkeji, a liezbe r—1 reedem rozgalezienia w punkeie z,. Rzad
rozgalezienia jest nieskodczony, gdy r=oo.

PRZYKEAD 1‘. Fur}kcje 7{/5 i logz sa dowolnie przediuzalne w ob-
sza.rz.e 0.<|z!<ofa i maja po dwa punkty rozgalezienia: 0 i co. Rzad roz-
galezienia pierwszej!) jest n—1, drugiej — nieskoriczony.

_ PREVERAD 2. Funkcja ]/ #(z—1) ma dwa punkty rozgalezienia 0 i 1,
kazdy rzedu 1; punkt oo nie jest punktem rozgalezienia tej funkeji, bo
elel'zlel'lty obu funkeji 1/z i ]/z—l przedluzone wzdhiz okregu [z|=p>1
zmieniaja po przediuzenin znak na przeciwny, a wiec element iloczynu

]/; 1/le wraca po przedluzeniu do elementu wyijdei Olni
Fmiots yjdciowego. nglme,

Vie—a)(e—2,)... (e—z,), gdzie 27, dla jk,

jest dwuznaczna i ma n punktéw rozgalezienia j
L pu : 21y %,...,2,, gdy n jest
paxzyste, lub -n+1 punktéw 2,2,...,2,,00, gdy n jestl nieparzyste.

1) W punkcie 0 i w punkeie oo.

I

63. Punkty rozgalezienia. 153

Rlementy bowiem funkeji /z—z,,)/ 2—2 ,...,V'z-—_zn,przedlumne wzdluz
okregu |2| =¢ zawierajacego wewnatrz wszystkie punkty 2,,2s,...,2,
zmieniaja po przediuzenin znaki na przeciwne, a wiec ich iloezyn wraca
do elementu wyjsciowego, gdy » jest parzyste, natomiast zmienia znak,
gdy n jest nieparzyste. W tym ostatnim przypadku oo jest wige punktem
rozgalezienia. : :

PrzykeAD 3. Funkcja ?/ z3(1—z)2=]r’;‘?’1——z jest szescioznaczna
i ma trzy punkty rozgalezienia 0, 1 i oo odpowiednio rzedu 1, 2 i 5.

Oznaczmy przez K dowolny ustalony okrag |2—z|=g¢ zawarty
w otoezeniu (1) i niech - K oznacza krzyws zamknieta, jaks opisze punkt
obiegajac r-krotnie okrag K w tym samym kierunku. Wykazemy, ze:

Jeseli pewien element P(z) funkeji analitycenej f(z) dowolnie przediu-
salnej w otoceeniu (1) jest identyceny ze swym przediuzeniem wadtug krzy-
wej K, lece wie jest identyceny ze swym preediuzeniem wzdlud kreywe]
m- I, gdeie m<<r, to funkeja f(z) jest w oto-

A
czeniu (1) dokladnie r-znaczna i daje si¢ /5_’_\,\
w tym otoczeniu preedstawié przez szereg po- ; \
stacit) . \

* _— \
2 = 3 aflfz—z). | oz
(2) for= 2 afiz=2) o

Dow6d. 1° Zajmiemy sie najpierw przy-
padkiem r=1. Stosujac W razie potrzeby
przesuniecie wkiadu i obrét, mozemy zalozyé, T
%6 2,=0 1 ze érodek o danego elementu P(2) Rys. 53.
lezy na pétosi rzeczywistej dodatniej (rys. 53).

Oznaczmy przez D, i D, dwa obszary jednospéjne otrzymane z oto-
czenja 0< |2/ <R przez rozciecie go wzdluz polosi urojonej ujemnej (ob-
szar D,) wzglednie dodatniej (obszar D,) i niech element P(z) wytwarza
w obszarze D, funkcje analityczna fi(z), a W D, funkeje f,(z). Funkcje
te sa jednoznaczne w mysl twierdzenia o monodromii (str. 108) i sg sobie
réwne w czedci wspélnej obszaréw D, i D, zlozonej z poiptaszezyzny
Re>0. W pélplaszczyznie Rz<0 mamy réwnies f,(z)=[»(2), bo przediu-
#ajge clement P(z) do punktu —a raz po pélokregu K gérnym, drugi
raz po dolnym, otrzymamy W obu przypadkach ten sam element, gdyz
przediuzenie wzdiuz calego okregu I daje element wyj $eiowy P(2). Funkcje

(2) 1 fole) Wyznaczajd wiec w obszarze D;+Ds, tj. W catym pierdcienin

1) To sznaczy: Kazdy element funkeji f(z) jest zlozeniem pewnego elementu

funkeji r-znacznej ;:i/ e—2 1 funlkeji jednoznaczne] okreslonej przez szereg Laurenta

S : T , ]’/E
Sa, & sbieiny w otoczenin pierscieniowym 0< 1Ll <V R.

—0
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0< jz|<R, jedng funkeje jednoznaczng. Funkeja ostatnia jest identyczna
oczywideie z funkejg f(2), bo obie majg wspélny element P(z). Zatem
funkeja f(2) jest jednoznaczna w otoczeniu 0< |¢| <R, a przez to (str. 79)

e
daje sig przedstawié przez szercg Laurenta postaci Da,
2° Przypadek r>1. Funkeja y=z,+" prieksztakca, otoczente
0<lI<I'R

na otoczenie (1), a okrag ;:1.1:,{7@— na krzyws r-K. W wmysl zalozenia

element P(z) o srodku aeK funkeji f(z) jest identyczny ze swym przedhu-
. zeniem wzdluz krzywej r &, a zatem element P(z,+{') o $rodku rlZ

funkeji f(z,+L7) jest identyczny ze swym przediuzeniem wzdluz okregu

t:,ﬁ:;rrz). Na mocy poprzedniej czefci dowodu funkeja f(2y+C") zmien-
nej - daje sie przedstawié przez szereg Laurenta

f(zo—l-'i’):faﬂén w obszarze 0< || <}/R.

Przyjmujae tu sz/ ;—_2,:3 otrzymamy rozwinigcie (2), czego nalezato do-
wiesé. ' *

7 twierdzenia tego wynika, ze gdy funkcja f(2) spelmia zalozenia
twiérdzenia w obszarze R< || <<oo, to daje sie w nim przedstawié przez
szereg postaci

’ 2 13" o :
(3) flz)= g L e (R< el <o0),
Ve '

: n=-——00
bo wéwezas funkeja f(1/2) daje sie przedstawié w otoczeniu 0< |z| <1/R

00 .-
przez szereg > a,(}/z)"

- —00

Uwaga. Nazywamy uniformizacjq funkeji analityczne] w=F(2) Wielozn;acznej

w pewnym obszarze D dobdr takiej pary funkeji analitycznych

z=p(l), . w=y(l), .
jednoznacznych ‘w pewnym obszarze 4, ze dla kazdej pary wartodci 2, w spelniajace]
zwiazek w=F(z) istnieje wartosé fe 4, dla ktérej p(l)==z i y({)=w. Np. funkcja wie-

loznaczna w =']/1 —2* daje sig zuniformizowaé za pomoeca pary funkeji 2= cos £, w=sin¢
lub za pomoca pary ’

T2 1-¢¢
y W= ——e
L+ 1422
Podobnie funkcja w=1}/ 4.:3—923tg: daje sie zuniformizowaé, jak to juz stwierdzi-
lismy, za pomocy z=@ (), w=p (). ’
Wzér (2) pozwala zuniformizowaé funkeje w=f(z) w obszarze (1) za pomoca
funkeji jednoznaecznych

@ v p=zokls  w=Ja,l"
—ca

2=

ir:m’

‘przestepnymi.

4. Punkty rozgalezienia. 135

Niech 2, bedzie punktem rozgalezienia funkeji f(z). Punkt ten be-
dziemy nazywali punktein rozgatezienia algebraicznym, jezeli rzad rozga-

lezienia jest skotiezony i jezeli w rozwinieeiu (2) wszystkie lub prawie |

wszystkie wspélezynniki a, dla n<0 sa réwne zeru. W punkeie ta-
kim istnieje granica !
®) , lim f(2)

: 292
gkoficzona Iub nieskoriezonal). Gdy granica ta jest nieskonezona, punkt
2o Dazywamy réwniez biegunem rozgalezienia. -

Podobnie, punkt oo nazywamy punktem rozgatezienia algebroii.cz-
nym reedu r—1, jezeli w rozwinieciu (3) wszystkie lub prawie wszystkie
a, dla n>0 sy réwne zeru. K

Bieguny (zwykle) i punkty rozgalezienia algebraiczne nazywamy
krotko punktomi osobliwymi algebraicznymi. W punktach takich mozna
funkeji f(z) nadaé w naturalny sposéb wartosé, mianowicie wartosé gra-
niezng (3), i wobec tego punkty osobliwe algebraiczne zaliczamy do ob-
szaru istnienia funkeji. W otoczeniu punktu osobliwego algebraicznego z,
wzglednie co funkeja jest rozwijalna w szereg Laurenta postaci

o0

T n . 1 \"
; = E Va— I g , =
(6) f(z) an-(l 2 zo} R Ub an(rﬁ,z)

n=k . n=k ]
gdzie % jest pewna liczba catkowita dodatnia, ujemny lub réwng zeru.
Szeregi (6) nazywamy elementami nieregularnymi danej funkeji (o $rodku
2z, lub co) w odréznienin od szeregdw Taylora, zwanych elementami re-
gularnymi. Gdy r=1 1 k>0, wéwczas szeregi (6) staja sie elementami
regularnymi. : -

Punkty osobliwe nie algebraiczne nazywamy punktami osobliwymi

PrzyYKLAD 1. Funkeja 1/ (z—1)(z—2) ma trzy punkty osobliwe alge-
braiczne: 1, 2 i co; dwa plerwsze s3 punktami rozgatezienia rzedu 1,
trzeci jest biegunem (zwykiym). _

PrzvKLAD 2. Funkcja ];"fovgrz_ ma trzy punkty rozgatezienia, a mia-
nowicie 0, 1 i oo; pierwszy i’ ostatni sg punktami osobliwymi prze-
stepnymi (funkeja nie ma W nich granicy), drugi za$ dla.tego elementu
tej funkeji, dla ktérego log 1=0, jest punktem rozgalezienia algebraicz-
nym rzedu 1 (zob. uwage na str. 107).

i 1o atlki —_— . 99 nie-
1) Granica jest 1° skofhezona i I6wna d,, gdy Wszyatk__le a,=0 dla n<0; 2° nie
skonezona, gdy niektére a, dla a<<0 sa rézne od zera.
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64. Funkeje algebraiczne. Funkeje f(z) analityczng na calej plasz-
czyZnie domknietej z pominieciem skoriczonej ilosci punktéw y,2,;...,2,,
w ktéryeh ma ona bieguny lub punkty rozgalezienia algebraiczne, na-
zywamy funkcjq algebraiceng. Funkcje nie algebraiczn€, np. € lub log #,
nazywamy funkejami przestepnymi. ‘

Funkeja algebraiczna nie majaca punktéw rozgalezienia jest jedno-
znaczna i redukuje sie do funkeji wymiernej, bo jedynymi jej punktami
osobliwymi sg bieguny. Funkeja algebraiczna wieloznaczna jest dowolnie
przediuzalna po catej plaszezyznie wzdluz kazdej drogi nie przechodzacej
przez punkty osobliwe 2,2,,...,2, i wobec tego kazdy punkt a plaszezyzny
réiny od punktéw z, jest drodkiem tej samej ilodei elementéw (str. 107).
Jezeli ilo§é tych elementéw réwna sie #, to funkeja jest n-znaczna.

Niech bedzie dane réwnanie algebraiczne postaci .

(7) Dz, w)y=w" 1A () w" " ...+ 4,(2)=0,
ktérego lewa strona @(z,w) jest wielomianem wzgledem zmiennej w,
& wspélezynniki 4,(z) sa funkejami wymiernymi zmiennej z. Mdéwimy,

ze szereg potegowy P(z)= Y, (2—a)’ spelnia réwnanie (7), jezeli w kole
0

zbieznosci tego szeregu poza biegunami wspélezynnikéw 4,(z) zachodzi
tozsamosé @[z,P(2)]=0. O funkeji analitycznej f(z) méwimy, ze spelnia
réwnanie (7), jezeli kazdy jej element spelnia dane réwnanie.

Aby funkecja f(z) spelniala  réwnanie (7), wystarcza, zeby jeden jej
element P(z) spelniat to réwnanie, bo gdy wyrazenie @ [z,P(z)] jest tozsa-
mofciowo réwne zeru i element Q(z) jest przediuzeniem elementu P(z)

wzdtuz drogi nie przechodzacej przez bieguny wspélezynnikéw A,(z), .

to funkeja @[2,Q(2)] jest przedtuzeniem funkeji @[z,P(z)] i jako taka
réwna sie tozsamoseciowo’ zeru. Wykazemy, ze:

Kazda funkcja algebraicena n-zmacena f(2) s;pé%nia pewne rownanie
algebraiczne stopnia n postaci (7), w ktérym wspdlezynniki A, (2) sq funk-
cjami wymiernymi nie majoeymi. biegundw poze punktami osobliwymni
2152, -0, 2, funkeji f(z). '

Dow6d. Niech
® Pi(@)y Pofe)y -, Py (2)
bedzie ukladem n réznych elementéw funkeji f(z) o wspélnym srodku
a i niech 8(w;,ws,...,w,) bedzie dowolnym wielomianem symetrycznym
n zmiennych w;,s,...,w,"'). Kazdy z elementéw (8) jest przediuzalny

') Np. w wielomianie

(w—w;) (0 —w,) ... (w—1w,) =w"—sw0" 5" LA (— 1),

wspélezynniki s, sa wielomianami symetryeznymi zmiennych Wys Wayeia, Wy, 53 10
tzw. funkeje symetryczne’ podstawowe.

im 64. Funkeje algebraiezne. 157

wzdtuz kazdej krzywej ¢ wychodzgeej z punktu o i nie przechodzace]
przez punkty 2, a poniewaz suma i iloezyn dwéch funkeji przediuzalnych

wzdluz O sa oczywidcie przediuzalne wzdtuz O, wiec szereg potegowy

§(z) okreflony wzorem
9) © 8()=8[P1(2);.- -, Pul?)]
jest przediuzalny wzdiuz C. - o ]

Nieeh € bedzie krzywa zamknigta zamera]akc?g wewnat.rz .]eden
z punktéw z,. Elementy (8) przejda po przedluzenin odpowiednio na
pewne elementy (o tym samym §rodku a)
(10) P, (2),P,,(2);---, P, (%)
ktore od elementéw (8) moga réznié si¢ co najwyzej Qorzaddklen}, a wige
prawa strona (9) nie ulegnie zmianie. Szereg pote,ngy S(z) ]fast wiee
clementem pewnej funkeji analitycznej jednoznaczr%e] A(z_)’ ktora po;a )
punktami 2;,2s,..-52, nie ma punktéw osobliwyeh i W kazdym z punk-
téw 2, ma granicg lim A(2) skoniczong lub nieskoriczongt). Kazdy z punk-

l‘ 27 e
t6w 2, jest wige pun]xftem regularnym lub biegunem funkeji 4(z), 2 zatem
A(e) jest funkeja wymierna. ) . A

Wrynika stad, ze wsp6lezynniki A(2) wielomianu

) Y i . 4
[val(z)][w—Pg(z)]...['w-Pn(z)]=w"+Al(~)u" 4t AR)

gg funkejami Wyfniernymi zmiennej 2 nie maj?gcyml lblegunow pogi
punktami z,. Wielomian ten staje sie tonamoéc'low.o ro@y ZeI;l, gnw
'z'a, w wstawimy dowolny element (8). Twierdzenie jest wiee ?vy azane.

ﬁ\vaga. Uklad elementéw (10) tworzy pewn@ pe‘rmutt.w]g -elerseg;
tow ukladu (8). Przejscie od jednej permutacji do-mne], zlozmlne]bi yze
samyech elementow, nazywainy podstawieniem. Wmflomo z algeb i,h e
kazde podstawienie daje sie rozlozy¢ na pewna ilogé podst}m:m;l)ey rzéj.
nych, czyli cyklow sozonyeh z jednego lub kilku 'ejlergentvc;«; 61 5 )p e
deie od permutacii (1, 2,3,4,5,6) do p%r]mutzsj’l Ez_h, i}er,ws’zy’ p) e

i¢ Tozlozyé na tr 1,2, 3], [4], [5, 6], 2 ktdry 3
sie rozlozy¢é na trzy cykle [1, 2, 3], ; bor D tacii
rugi j y dwa; przejscie zas od P
tray elementy?), drugi jeden, trzecl 3] . ! ‘ '
(1 ?’ ’)l——],’)’l)’ do (2,3,...,m,1) Bworzy jeden cykl zlozony z ele
2y n—1

mentéw.

Gdy wiee wspolny grodek uktadu
n-go stopnia okraza pewien punkt 0so
dzg jeden w drugi i tworzq przy tym pewna

n elementéw funkeji algebraicznej
bliwy, wowezas elementy przecho-
ilogé cyklow.

1) Bo elementy funkeji danej f(z)

jest wi ianem.
8w, , ..., w,) jest wielomian o
( 172) :",yTi{I [1,2,..., 7] oznacza podstawienie,
m i wreszcie element r W 1.

maja w kazdym z pﬁnktéw 2, granice, 2 funkeja

w ktérym element 1 przechodzi

w 2, element 2 W 3,...

a
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- ni. N . .

n PR?XKLAD 1. 7 jest funkeja algebraiczng n-znaczng. Spelnia ona

réwnanie w —'3.20 i ma dwa punkty rozgalezienia: 0 i co. Jezeli P,(z)

Jest pewnym jej elementem o frodku g, to wszystkie elementy o tym sa-

mym frodku maja postac . ) )
P(z)=€¥"P (2) (k=0,1,...,n—1).

Gdy punkt ¢ okraza punkt 0 (lub oo), w6
un ¢ , Wowezas elementy te ulegaja pod-
stawienit, ktére tworzy jeden cykl s e

) PR'ZYKLAD 2. Funkeja algebraiczna fv’h-;3*(lv~;~‘)>2 czyli ]/;4 . il —2z spelnia
1:(13*:vna'm§ %09—:3.(1 _”.2)2:0' Kazdy punkt a0, 1, co jest érodkiem szesciu
cﬁméntow; mozna je otrzymaé mnozac elementy P,(z) i P,(e) funkeji
V= przez elementy Q,(2), @,(2) i Q4(z) funkeji ;/i—:z

Gdy punkt a okraiz? raz tylko punkt rozgalezienia 0, wéwcezas ele-
- menty danej funkeji 2+ /1 —z ulegaj tateeni ;

b 2 aja przeksztatceniu zk 7 trs
jueriowe b dd in zlozonemu z trzech
(P11, Po@i],  [P1@s, Po@al,  [P1Qy, P2Qsl,

lementy 3 7 i ;
,b](v)'e,‘(m(,mu, Qr wracaja po okrazeniu do wartodei wyjsciowyeh. Gdy «
?glaza tylko ]'__mnkt 1, wéwezas elementy ulegajg przeksztalceniu lzlo—
zonemu z dwéeh cykléw po 3 elementy

; [P1@1: Pi@sy P1Qs),  [Po@y, Py, Po@y]..
gg?vczzzoéﬁijznivokr’@z:u punkt;_oo A(ezyli oha ]?unkty 0i1l jednoezeélﬁe),
ment()“;, 'y przeksztalcajy sie tworzae jeden cykl zlozony z 6 ele-
u ?l}nkcje ‘algebra,icz.nag n-znaczng w=f(z) nazywamy réwniez fﬂnkc"(
gebraiczng n-go stopnia, bo spelnia réxvnan%ie n-go stopnia postaci "

(11) - D(z,w)=w"+ 4, () w4+ ...+ 4, (2)=0
o wspolezynnikach wymiernyeh wzgledem 2. Mozna dowiesé, ze wielo-

mian S(z,w) jest wéwezas nierozkladalny na iloezyn dwéeh wielomia-

néw @, (2,w)-Py(2,w) stopni nizszych wzgledem w (lecz dodatnich) o wspd
‘ : N } rSpol-
;337)1111}(123.6(;11 wlegrnych Wzgl(;dem~ 2. Na odwrdt, kazde réwvnan)ie pos?aci
. I,mika’(;lgo ewa.. strona jest wielomianem nierozkladalnym o ‘wspél-
pyuaikach wymiernych Ak(z),. spelnia dokladnie jedna funkeja alge-
ﬁ Znaczna; nazywamy ja rozwigzaniem réwnania (11) '). Zatem:

"o .
e .)“\Zla.d:vm;t; a.lhgshwl, Ze — poza skoficzong ilofeia punktéw osobliwyel
o ’4 (L ) ﬂl’na" o rych wie orr.um?y D(z,w) maja zera wielokrotne lub wsp(’)lcz.vn.
A= Ja bieguny — kazdej wartosei z odpowiada n réinych zer ’

y ) o w1 (2), we(2), - -, w,(2)
éwnania (11). .Dowodm sie (dowéd w tomie nastepnym), 2
degt? ‘punk?u nieosobliwego tworzg uklad n szere, Tt
tami jednej funkeji algebraicznej.'

I e zera te w otoczenin kaz-
géw potegowych bedacych elemen-
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Kasda funkeja algebraicena w=F(z) jest rozwiqzaniem pewnego 760-
nania algebraicenego postaci (11).

Pomnézmy obie strony réwnania (11) przez wielomiian ao(2) naj-
nizezego stopnia bedgey wspélnym mianownikiem funkeji wymiernych
Ap(=). Otrzymamy réwnanie postaci

C12) an(z)w”—{-ai(z)w”‘}H-...—}—an(z)z0,

w ktorym wspolezynniki ay(2) sa wielomianami wzgledem 2. Oznaezajac
Praes m DAJWYZSLy stopien tych wielomianow i porzadkujac lews strong

wzgledem z, otrzymamiy réwnanie

(13) bo(w) @™ by(w) ™ LA by, (w) =0,

w ktérym wspolezynniki by (w) sa wielomianami zmiennej w. Otrzymujemy
stad wniosek: )

Funkeja odwrotne wagledem funkejt algebraicenej jest réwnied funkeja
algebraicang (ma ogdt innego stopnia). ,

Niech f (zj bedzie funkeja algebraiczng n-go stopnia majaca p punktéw osob-
Stwierdziliémy wyZej, ze w otoczeniu kazdego punktu =, elementy
danej funkeji rozdzielaja sic na pewna ilogé cykléw. Niech 7, oznacza ilodé elemento}\r‘
jednego z tych eykldw. Suma Y (r,—1), gdzie sumowanie rozeiaga sig na wszystkm.
cykle 1 wwaystkie paukty osobliwe, jest oczywidcie nieujemna (ho 7}21).. 1)0\7\'(.)(121
sie), ze swma 3 (r,—1) jest zawsze lezba parzysta i ze jej polowa jest niemniejsza
od n—1, Liczhe .

1
(14) ?)z 52(1}—-1)—%—&1

nazywamy rodzajem danej funkeji algebraicznej. Jest to liczba catkowita nieujemna
i charakleryzuje w pewnej mierze dang funkeje.

Liwyeh 2y, 240 005 2-

rodzaju p=0, bo ma dwa punkty

ProviLap 1. Funkeja ¥z jest stopnia n i
dego z nich elementy tworza jeden

rozgalezienin 0 1 oo, pray czym w otoczeniu kaz
cykl zlozony z 1 elementow. Zatem

. : . 1

7 - e

z?_,‘J(r,—l):Z(n—l), skad p=22(7,-—1)~n+170.

PrzykraAD 2. Funkeja 1/(:-?::1) (zb--zg) (z:z;j, gdzie z, 757, da-iz£k, jest stopx}m

w2 i rodzaju pe=sl, bo ma 4 punkty rozgalezienia, przy czym W kazdym z nich

elementy tworzy jeden cykl zlozony z dwéeh elexnexxtéwv. A wiee
I 1) e (2 1) e satem  p=2—2+41=L

65. Powierzchnie Riemanna. Powierschnia Riemanna funkeji -ana-

litycznej jednoznacznej nazywamy jej obszar istnienia, tj. zbiér punk-

téw grodkowyeh wezystkich jej element6w (regularmyeh lub nie, str. 155).

1)y Zob. . A. Bliss, dlgebraic Functions, New York 1933, str. 58.
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Kazdy punkt tego obszaru jest érodkiem dokladnie jednego elementu.
Np. powierzehnis Riemanna funkeji wymiernej jest. cala plaszezyzna
domknieta, funkeji tgz — plaszezyzna otwarta.

Powierzchnie Riemanna funkeji analitycznej wieloznacznej okre-
Slamy réwniez tak, aby kazdy jej punkt byt érodkiem dokladnie jednego
elementu danej funkeji i zeby zachowana byla ciaglo§é funkeji na po-
wierzehni. Wyjasnimy to na przykladach. i

1° loge.

Funkeja ta jest, jak wiemy, nieskoniczenie wieloznaczna. Na, plagz-
ezy#nie rozcigtej wzdluz pélosi rzeczywistej ujemnej!) istnieje nieskon-
czenie ‘wiele galezi jednoznacznych logarytmu, mianowicie: Logz- 2nni,
gdzie n=0,4-1,+2,... :

Utwirzmy nieskoticzony w obie strony ciag tak rozeietyeh plaszezyzn

i ponnmerujmy je liczbami

Gy —2,—1,0,1,2, ...

(rys. 54). Odrzuémy z tych plaszczyzn punk-
ty 0 i oco1i polgczmy gérny brzeg rozciecia
kazdej z nich z dolnym brzegiem rozciecia
nastepnej tak, aby punkty brzegowe o tych
samych wspélrzednych tworzyty jeden punkt.
Ofrzymana w ten sposéb nieskoriczenie
wielolistha powierzchnia zlozona z plaszczyzn
(lisci) przedstawia powierzchni¢ Riemanna pelnej funkeji analitycznej
logz. Punktom Plaszezyzny - oznaczonej liczhg 0 przyporzadkujmy war-
tosei galezi gléwnej Log 2. Ogélnie punktowi 2 plaszezyzny n-tej przy-
porzgdkujmy warto$é Log #+2nwi, gdzie n=0,41,42,... W tén sposéb
kazdej wartogei pelnej funkeji logz zostaje przyporzadkowany doklad-
nie jeden punkt naszej powierzehni i na odwrét, Na tej powierzchni
logz jest funkcjg jednoznaczna. Gdy okrazymy punkt 0 po wyjsciu z pew-
nego punktu z powierzchni, dojdziemy po jednym okrazeniu do punktu =z
na lideiu sgsiednim. Réwnoczesnie po kazdym okrazenin wartodé logé
wzrofnie lub zmaleje o 277 zalesnie od tego, czy okrgzamy punkt 0 w kie-
runku dodatnim, ezy ujemnym.
2 Ve.
’F_unkcja, ta jest n-znaczna i ma n galezi Jjednoznacznych na calej plasz-
czyznle rozciete] wzdtuz pélosi rzeczywistej ujemnej?). Gdy punkt z,5£0

Rys. 54.

] 1) ‘Nie jest rzeczy istotna, aby rozciecie bieglo wzdiuz pétosi rzeczywistej ujem-
nej. Moze to byé dowolna linia bez punktéw wielokrotnych taczaca punkty 0 i oo.

i *) Lub wzdtuz dowolnej linii nie przecinajacej sie ze soba i laezace] punkty
1 00.
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okraza raz punkt 0 w kierunku dodatnim na plaszezyinie ni‘eroz.cietej!
wéwezas kazdy element funkeji o $rodku 2, przedluz.any wzdtuz tej dro{gl
zostaje POMNOZONY Drzez 9% a wige po okraéZel'nu 'n—krotnyr_n zostaje
pomnozony przez ¢?™=1, tj. wraca do swej wartosei p_(')czagtkolwe] w punk-
cie z,. Uwaga ta daje wskazdwke, jak zbudowad powierzchni¢ Riemanna
funkeji /2. . .

Umiedémy jedna nad druga = plaszezyzn rozcigtych wzdluz pélosi
rzeczywistej ujemnej i polaczmy wszystkie plaszezyzny w pgnktach 0
i oo oraz gérny brzeg rozcigcia kazdej plaszezyzny poprzedmg] %dolnym
brzegiem rozciecia nastepnej jak na rys. 54.. Goérny ‘brgeg rozcigeia ostat-
niej plaszezyzny polgezmy z dolnym brzegiem rozciecia pierwszej, laczac
zawsze punkty rozcieé o tych samych Wsp()hzgdnych.. Zakl.adamy prfy
tym, ze zadne inne punkty rozwazanych Aplaszcz.yzn. nie 83 1dent§rczne ).

Otrzymana w.ten sposéb n-listna powierzchnia nie ma brzegu i przed-
stawia powierzchnie Riemanna dla 7f/z Na jedn.ym ]iée.iu tej P'owierzchl.n
rozmie$émy wartosci jednej gatezi jednoznacm_ae‘] danej f‘unkf:p, a na kaz-
dym nastepnym ligciu wartosci gatezi poprzednie], pomnozonej przez czyn-
nik ¢2%", W ten sposéb kazdej wartodci funkeji /% zostanie przyporzad-
kowany dokladnie jeden punks powierzehni i na

odwr6t. Na tej powierzchni jest wige 'f/z funkeja

jednoznaczng. _
Dwaulistna powierzehnie Riemanna dla V2

ilustruje rys. 55. i

3 Y(e—a)(z—2a)-

Zakladamy, ze 2, 7%,. Funkeja ta jest dwu-
znaczng i ma dwa punkty rozgalezienia: 2; 1 2.
j ierzehnia Riemanna jest dwulistna i po- ) .
gves]ta?jzmw nastepujacy sposéb: Rozcinamy pla,szcgyzne .dqumetaa wzdluz
dowolnego tuku lgezacego 2; i 2, (np. wzdtuz odeinka) i laczymy ze soba
dwa egzemplarze tak rozcigtej plaszezyzny w ten sposéb, albsf lewy bgzeg
rozciecia na jednej plaszezyinie byl Zaczony z prm’vym brzegiem na dru-
giej (laczymy ze sobg punkty o tych sa;mych‘wspolrlzednye}.l). .
Jezeli pewien punkt z, okraza na tej pow1erzchm. ty.IkO leden z pl.ln._-
téw rozgalezienia 2z, lub z,, to przechodzi on po okraé.z.emu 'z ]e.dnego li§cia
powierzehni na dingi. Réwnoezesnie element funkecji ma;]@ce] grodek 2y,
przediuzony wzdluz tej drogi, przechodzi w inny element o tym samym

. 1y Konstrukeja taka nie daje sie zrealizowaé W przestrzeni tréjwymiarowej,
jest jednak mozliwa w przestrzeni o wyzszej liczbie wymiaréw.

11
F. Leja, Funkeje Analityczne ®
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frodku z,. Gdy natomiast punkt 2, okraza oba punkty 2; i 2y, wéwczas
pozostaje on po okrafenin na tym samym lifeiu i réwnoczesnie odnosny
element funkeji wraca po przediuzeniu do swych wartodci poczatkowych.

£° V(e—2)(e—a)le—20).-

Zakladamy, ze Zadne dwie z liczb 2y, 2,, #; nie sa réwne. Funkcja
ta jest dwuznaczna i ma 4 punkty rozgalezienia: 2y, 2,,%; 1 oo. Jej po-
wierzehnia Riemanta jest dwulistna. Otrzymamy ja rozcinajge plasz-
czyzne domknigty wzdluz dwéeh tukéw I, i I, nie przecinajjeych sig ze
sobs, z ktérych jeden laczy dwa dowolne punkty rozgatezienia, drugi —
dwa pozostale. Nastepnie lgezymy dwa egzemplarze tak rozcietej plasz-
czyzny ‘W ten sposéb, aby lewy brzég rozciecia I, dla k=1, 2 na jednej
plaszezyZnie byt zlgezony w odpowiednich punktaeh % prawym brz:eglem
tego samego rozcigeia I, na drugiej.

5° V(e—a)(e—a)...(a—2,).

Zakladamy, Ze ;ézk dla j#k. Punkmnn rozgalezienia tej funkeji
s punkty B1y%2,.ey%, 80y n jest liczby parzysta 2v Jezeli n=2v—1,
to punktami rozga&@ziem’a B8 B1,%2,%00 8y, 00. Aby ofrzymad powierzchni@
Riemanna tej funkeji, rozeinamy plaszezyzng wzdiuz nieprzecinajacych
sie ze goba tukéw 1., k=1,2,...,9, z ktérych kazdy laczy dwa punkty

rozgalezienia, nastepnie laczymy ze soba dwa egzemplarze. tej plasz- .

czyzny tak, aby lewy brzeg kazdego luku 7, na jednej plaszezyZnie byl
zlgezony z prawym brzegiem tegoz tuku 7, na drungiej. W przypadku
n=3 lub n=4 funkeja ma 4 punkty rozgalezienia i jej powierzchnia
Riemanna nosi nazwe powierzehni eliptycenej.

Ogélnie, niech f(z) bedzie dowolnzg
funkejg algebraiczng n-go stopnia, a 2z,
Zayerry jej punktami osobliwymi.
Polagczmy te punkty w dowolnym po-
rzadku jedng linia I’ nie przecinajacq sie
ze s0bg (rys. 56). Plaszezyzna domknigta
rozcigta wzdluz L jest. obszarem jedno-
spéjnym, a wiec kazdy z n elomentow
danej fl‘leC]l o wspblnym grodku e nie lezgcym na I jest dowolnie
przediuzalny w tym obszarze i Wytwarza w nim galaZ jednoznaczng f,(2),
k=1,2,...,n, danej funkeji f(¢)

Umleéémy jedng nad drugaé n plaszezyzn rozclgtych wzdluz I, oznacz-
my przez oy, k=1,2,...,n, k-t z nich i rozmie$émy na niej Wartoécl
gatezi f,(z). PrzedhlZajmy nastepnie galezie

(15) 2), fa(2)s .1 Fal2) v

Rys. 56.
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poprzez pewien odcinek otwarty I,==#;2;,; linil L, np. z.brzegi.gérnego
na dolny (w tej samej plaszezysnie). Kazda galat f; przéjdzie po pisedku
zeniu na pewng galaz f,, inng lub te sams. Polgczmy wéwezas gorny brzeg
plaszezyzny o; z dolnym brzegiem plaszezyzny o, wzdtuz odcinka I bez
konebw i postapmy tak samo ze wszystkimi odcinkami I. Otrzymamy
w ten sposéb z plaszezyzn oy,0,,...,0, jedng powierzchni¢ n-listng X
nie zawierajaca punktéw - osobliwych zi,2,...,2,, na ktérej kazdemu
punktowi ¢ odpowiada dokladnie jeden element regularny funkeji f(2)
i na odwr6t. Funkecja f(2) jest wiec na powierzehni X jednoznaczna.

Niech 2, bedzie dowolnym punktém osobliwym, a K okregiem. o §rodku
#, hie zawierajacym na sebie ani wewngtrz zadnego innego. punktu: osobli-
wego. Galezie (15) przediuzone jeden raz wzdiuz K ulegaja’ permutacji,
ktéra rozpada sie na pewng ilogé, np. » cykléw, gdzie 1<y<n. Punkt
2, nazywamy wierzchotkiem kazdego z tych cykléow. J ezeli [f1, 2, s f0]
jest pewnym cyklem o wierzcholky #,, polaczmy plaszezyzny oy, oy,...;0%
w punkecie #, i punkt ten zaliczmy do powiérzchni X, przy czym dwu
oddzielnym cyklom o wierzchotku z, niech odpowiadaja na powierzchni
2 dwa rézne punkty z,. W otoezeniu punktu z, mozna galezie cyklu
przedstawié przez jeden szereg postaci (6). Dwu réznym cyklom o wierz-
chotku 2, odpowiadaja dwa rézne elementy nieregularne postaci (6) da-
neJ funkeji.- .

- Kazdemu punktowi osobliwemu 2, odpowiada wige na powierzchni z
tyle réznych punktéw, ile jest réznych cykléw o wierzchotku z,. Uzupel-
niona w-ten sposéb punktami 2, povnerzchmaé‘]estzamkm@ml) i przed-
stawia powierzchni¢ Riemanna danej funkeji algebraicznej.

Uwagi. Iﬁtéresujqcy‘m jest pytanie, jaki charakter topologiczny maja; omd-
wione wyzej powierzchnie Riemanna. Batwo stwierdzié, ze powierzchnia Riemanna

funkeji ]/(z——zl)(z—zg) i tak samo funkcji Yz jest homeomorficzna z powierzchnig
kuli, tzn. jest jej obrazem wzajemnie jednoznacznym i obustronnie ciagtym. Powstaje
ona przes zlgezenie dwéeh plaszezyzn domknietych (z ktérych kazda jest homéomor-
ficzna z kula) wzdluz pewnego rozciecia. Jezeli hrzegi tego rozeigcia pohkczymy z8
soba nie w aposbb wyzej opisany, lecz laczac lewy brzeg z lewym i prawy z prawym,
to otrzymana powierzehnia bedzie oczywiscie homeomorficzna z kuls i réwnoczeénie
2z ‘wykej -opisang powierzchnig Rlemanna, a zatem ta ostatnia Jest homeomorficzna
z powierzehnig kuli. .

W podobny sposéh moina wykazaé, Ze powierzchnia Riemanna funkcp 4°
jest homeomorficzna z torusem?) lub, co na jedno wychodzi, z kula opatrzong jednym
uchem  (powstaje ona w ten sposéh, ze z kuli wycinamy dwa kola i otwory laczymy
rurg, jak na rys. 57). Podobnie powierzehnia- Riemanna funkeji 5° gdzie n=2p—1
lub 2, jest homeomorficzna z kuly opatraong 1’—1 ucha.ml Ogdlnie, powmrzchnla,

..1). Nie ma_ons brzegu, podobnie jak plaszezyzna domknieta. ..
%) Stwierdziliémy to juz na str. 150.

11*
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Riemanna kazdej funkeji algebraicznej jest homeomorficzna z kula opatrzong uehamx
(rys. 57), ktérych ilogé réwna, sig rodza.jowx p (str. 159) danej funkeji.
Zauwasmy, Ze powierzchnia Rie-

manna funkeji w=logz rozwazanej
w pierécieniu r< [2|<R jest nieskofcze-
nie wielolistna i ma postaé pasa, ktéry
nawija dany pierfcien (a wige obszar
dwuspéjny) nieskoficzenie wiele razy

w obu kierunkach. Obrazem tej po-

Rys 57. wierzehni na plaszezyinie zmiennej w

e jest pas. nieograniczony 'jednospdjny

Log r<Rw<Log R, a wiec dana powierzchnia Riemanna jest obszarem jednospéijnym.

Nosi ona nazwe pokrywy uniwersalnej (Uberlagerungsfliche) obszaru dwuspdj-
nego r< [¢| <R.

"66. Calki Abela, Niech w=uw(z) bedzie funkcja algebraiczng okre-

§long réwnaniem postaci ®(z,w)=0, ktérego lewa strona jest wielomia-
nem nierozkladalnym zmiennych 2 i w; niech dalej R(z, ) bedzie funkeja
wymierng zmiennych 2 i w. Funkeja o]creélona przez catke

F(@)=[RIL0(0)]14,

gdzie droga calkowania nie przechodzi przez punkty osobliwe funkcji
podeatkowej, nosi nazwe catki Abela. Funkeja ta zalezy na ogét od drogi
catkowania i jest funkcjg analityczna jednoznaczng lub wieloznaczng,
przedhuzalng po calej plaszezyZnie z pominigeiem skornczone] ilodei punk-
t6w osobliwych. . )

Calki Abela sg uogélnieniem calek eliptyeznych omawianych w § 50
(str. 113). Podobnie jak dla calek eliptycznych rézne gatezie catki Abela
"w tym samym obszarze réznia sie o stalel).

CWICZENIA.

1. Rozwinaé funkeje 'ﬁ/ (r—1)¥2* W szereg Laurenta postaci (6) w otoczeniu
punktu a) z=0, b) z=1, ¢) 2=00 ’

2. Czy z=o00 jest punktem osobliwym (w szczegdlnbéci czy jest punktem roz-
galezienia) funkeji V(e —2)(e—2)-..(r—2,) 1 '
3. Znalezé punkty osobliwe funkeji a) are cos 2z, b) log(arc tg 2).

4. Wykazaé, ze funkeja (=tg(log2) odwzorowuje pokrywe uniwersalng I
pierécienia e—4< |2|<e™/4 jednokrotnie na kolo |{|<1. .

1) Pelny wylklad teorii funkeji algebraicznych i calek Abela znajdzie czytelnik
w ksiazce cytowanej na str. 159.
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ROZWIAZANIA.
1. a) l%—(lllg)yé-p(lés)(l/é)s... dla o<1,
® Vo (TR0 4 () T e e,
1 s\ 1 s\ 1
o I3 s o\ Qo ol <1
Ve (I)Vz) (2)(vz)

2. Punkt co jest biegunem zwykltym. — 8. a) 1, —1, oo, b). 4, —1, oo oraz 0
dla pewnych elementéw. — 4. Funkeja w=Ilog # odwzorowuje powierzchnig 17 jedno-
krotnie na pas —n/4<CRw<n/4, a funkcja (= tgw odwzorowuje ten pas jednokrotnie
na kolo |{|<1 (str. 96).


Yakuza




