68 ROZDZIAE VII. Wzér calkowy Cauchy’ego i jego zastosowania.

ROZWIAZANIA.

1 2 © ) s .
1. tgz:z-}—gz-“—{-ﬁz‘{— s r=nf2, — 2. I(z)———(z‘auz”)/(z,‘bﬂnz”}; suma Y'b,, 2"
0 0 o

jest funkeja analitycsna réng od zera w pewnym otoczeniu punktu 0, a wige W pew-

nym otoczeniu tego punktu istnieje pochodna I'(2). Z tozsamoSei
(Za,2")[(Zb,,,") =Zc,2"
otrzymamy: ¢oby =y, €10yt Cobpr1=ay,..., by +u_1bpr ... F0obpia=0a,, stad zas

' SR B
mozna obliczyé ¢,¢1,...,¢, — 3. P2 =1/ e == =22, wi
y6 5,01 =) OZ‘(M—I)! ; 12 i
B, B, 1 2z
Byt e+ —24 . |+ =+ = =
( TR TR )(1:+2!+31+'”)“1’
B, 1 B, 1 B, 1
skad B,=1, -—r‘-—-+_“.-=o i ogdlnie —%.- By L. -Iﬁ-_l-—_—.o
11 o 2l al 11 (m—1)1 2! 0! (n+1)!
al . 1 1 1 1
a n>1; zatem Blz—é, B":E’ B,=0, Bd=—~3—0, Bs=0, Bs:ﬁ"" Spraw-
L z z 2 B, mBn e . )
dzié, ze suma e’——1+§=;‘_—-l_l_!z=1+2 ;Iz jest funkcja parzysta, a zatem

wspdlezynniki B, dla n>2 i nieparzystych sa réwne zeru. — 4. Stosujac wzory Eulera

. . &z o B
i praykiad poprzedni (t]. P -+ 5= 1+Z (2:)”' zﬂv) otrzymamy
=1 :
fte ™ eELl 0 2z 2z - B
zeotgr=1z =12 = =1 Y (9 =
i e L R A 1“’“;‘ )1 2

B, . . B
=17 (@ (2

5. Wynika to stad, ze

cos?z —sin®z

2etg 2= =ctgz—tgz.

sinz cosz

o
6. Poniewaz Yla | r"<<M?, wige |, r*<<M®, skad |a,|<<Mr™
0

3t 5!
(F—2)  (@—=a)

TR "]
gdzie z=(2n+-1)n/2. — 8. Dla malych £>0 zachodzy nieréwnosci |a,(r—e)"|<M
i b, (r—e|< M, gdzie M jest pewna stala, skad lim sup f/}a"b,__]él/(r—a)(r’—s);
podstawié g(z/2)=Xb,z";™™ do calki i calkowaé wyraz po wyrazie. — 9. Calkowad

1. a) sinz:(—l)"[(z—'im)—w+ (i_n—")ﬁ—]

b) cosz=(— 1)"“[(3——2,,)~

e
wyraz po wyrazie i uwzglednié wzér [t"e~'di=n!.
0

icm

LZESC TRZECIA
WEASNOSCI OGOLNE FUNKCJI ANALITYCZNYCH

ROZDZIAY VIII

Wnioski z wzoru calkowego

32. Funkeje calkowite i twierdzenie Liouville’a. Funkeje anali-
tyezna na calej plaszesyznie (otwartej) nazywamy funkejq  catkowitq.
Funkeja catkowita f(z) daje sie przedstawié jednym szeregiem potegowym
postaci

1) fle)=ap+ae+ ...+ ad"+...,

zhieznym na calej plaszezyZnie. .

Funkeje  catkowite dzielimy na wielomiany (czyli funkeje catkowite
wymierne) i na funkcje catkowite przestepne zaleznie od tego, czy W roz-
winieciu (1) ilo§é wspélezynnikéw a, réinych od zera jest skoriczona,
czy nieskoficzona. Np. ¢, sinz, cosz sa funkcjami catkowitymi prze-
stepnymi. Wykazemy nastepujace wazne

TWIERDZENIE LIOUVILLE’A. Kaida funkeja calkowita ogrami-
czona jest stata. ‘

Dowéd. Niech funkeja f(2) bedzie calkowita i niech spelnia na calej
plagzezyinie nieréwnosé [f(2)| <M, gdzie M jest pewna stalg. Na mocy
nieréwnosei Cauchy’ego (str. 64) mamy dla dowolnego r>0

M
}anlg;ﬁ (n=-0, 1,...).

Poniewaz promier » moze byé dowolnie wielki, wiec modut |a,| jest do-
wolnie maty, gdy n>0; zatem @,=0 dla n=1, 2,... 1 dlatego f(z) redu-
kuje sig do wyrazu statego a.

Twierdzenie powyzsze orzeka, ze kazda funkcja catkowita rézna
od stalej przyjmuje wartofei o module dowolnie wielkim, eczyli ze
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70 ROZDZIAL VIII. Wnioski z wazoru eatkowego.

lim sup|f(2)] =oo. Wielomiany rézne od stalej maja wlasnodé bardziej
2>
specjalng, mianowicie:
Jezeli W(e)=ay+az-+...+an2"™, gdeie ay 70 i m>0, to

2) - lmW(2)=o0.
2300
Istotnie,
[/ a [
W(z):z’n(;% + z’"i1 S —}-~—; L4 am)

i gdy z—oo, to #" dazy do oo, wyraZenie zaf W nawiasie dazy do
an#0, a zatem iloczyn dazy do oco. Zauwazmy, ze funkcje catkowite
przestepne nie maja wlasnosei (2), bo np. ¢ dazy do zera, gdy = dazy
do nieskoriczonodci poprzez wartosei rzeczywiste ujemne.

7 twierdzenia Liouville’a latwo wyprowadzié zasadnicee twierdezenie
algebry :

Kasdy wielomian W(2)=a,+ 012+ ...+ and™ réény od stalej ma prey-
najmniej jeden punkt zerowy. ;

Istotnie, gdyby wielomian W(z) nie mial zer, to iloraz 1/W{z) by-lby’

funkejg calkkowita i to ograniezons, bo wobec (2), gdy 2—>o0, to 1/W(2)—0.
Na moey twierdzenia Liouville’a funkeja 1/W(z) bylaby stala, & przez to
wielomian W(z) bylby staly, wbrew zatozeniu. -

Funkcje catkowite przestepne moga nie mieé zer. Np. funkeja ¢ jest
wszedzie rézna od zera (str. 30).

33, Zasada maksimum. Nastepujaca wlasnosé funkeji analitycznych
nazywamy zasadq maksimum :
Modut funkeji analitycenej f(z) réénej od stalej w obszarze D mnie
osigga maksimum w tadnym punkcie wewnglranym 2, lego obszaru, tem.
“w kazdym kole |e—z|<r zawartym wewngtrz D
istnieje taki punkt 2, Ze |f(2')|>f(2)]-
Dowdd. Przypusémy, ze [f(2)|<|f(z)] W calym
kole |¢—z,] <r 1 niech K bedzie okregiem =g, 0%,
0t <2n, gdzie p<r. Na mocy wzoru catkowego
mamy
1 i

Rys. 26 He)=5=
2mi g {—=2,

dt,

skad po podstawieniu &=z} ee" otrzymamy
2

®) =5 [ fle ety

iocm

34. Szeregi funkeji analityeznych. 71

Gdyby choé w jednym punkecie okregu K zachodzila silna nieréwno$é
If(2)|<|f (%)}, to wobec cigglodei f(2) zachodzitaby ona na pewnym Tuku,
np. dla 0<<i<a. Jest to niemozliwe, bo rozdzielajae catke (3) na dwie
wzdhuz ukéw 0<ti<a i a{t <2, otrzymaliby$my nieréwnosé falszywa:

a 27
el = <o | et o [ =i

2
1 it
= of agtee)dt

WykaZemy teraz, ze r6wnosé |f(2)|=I|f(z) nie moze zachodzié w ca-
tym kole |[z—z|<<r. W tym celu wystarezy wykazaé, ze:

Jezeli modut funkcji analitycenej jest w pewnym obszarze staly, to
funkcja jest stala.

Istotnie, jéZeli |f(2)| =|u+iv|=¢, gdzie ¢ jest staly, to w+r=c
gkad po zrézniczkowaniu .

Wk +-00,=0 i Wity +v0,=0,

czyli na mocy réwnan Cauchy-Riemanna wa,—viu,==0 1 Wy 0z =0.
Rugujac w4, otrzymamy (w2 ) u,=cu,=0, a wiec u,=0, jezeli 07—/:.0.
Podobnie pochodne u,, v, 1 vy 52 tez Téwne zeru w calym obszarze, 2 Wige
funkeje % i v sa state i dlatego funkeja f(e) jest stata. Jeseli ¢=0, to
oczywideie f(2)=0.

34, Szeregi funkcji analitycznych. Udowodnimy nastepujace twier-
deenie Weierstrassa: .

. oo .
Jeseli wyrazy seeregu ), fn(2) s& funkcjami analitycznyms w obszarze D
1

i szereq ten jest jednostajnic ebieiny w Lasdym obszarze domknigtym ACD,\
to 1° suma

() 16 = 3ifale)

jest funkcja analityczng w obszarze D i 2° szereg k-tych pochodnych ;f‘,{f’(z)
jest jednostajnic 2biezny w kasdym obszarze ACD i
(3) 1¥(&)= ;’ 13(2)

Dowéd. 1° Niech ¢ bedzie dowolnym konturem zawartym Wwraz
ze swym whetrzem Wewnatrz D. Na mocy wzoru (15) na str. 49 mamy

) J Hete=3 JECLS

Catki pod znakiem sumy 8 réwne zeru na mocy' twierdzenia catkowego
Cauchy’ego, a wiee calka po lewej stronie réwna sie zeru, & pPrzez to —
w my$l twierdzenia Morery — funkeja f(2) jest analityczna W obszarze D.
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2° Niech z bedzie dowolnym punktem obszaru D, a K — okregiem
o §rodku 2, skierowanym dodatnio i zawartym wraz ze SWym whnetrzem
w obszarze D. Pomnézimy obie strony réwnodei f({)=271,(l) przez
k1[2mi(C—&)**" 1 scatkujmy wzgledem ¢ wzdiuz K. Otrzymamy réwnodé

k! o . k! 2109]
7 — —_— _df = —_— LA e A—
v(‘) 2m‘Kf(Z~z)’~'+1d” ,szKf(c—z)"“dc’

ktéra na mocy wzorn (5) na str. 63 redukuje sie do réwnodci (5).
Oznaczmy przez 2r promieri okregu K, a przez K, — kolo wspol-

frodkowe o promienin ». Wéwezas dla (eK i zeK, mamy |[f—z|>r.

Szereg (4) jest z zalozenia jednostajnie zbiezny na K, a wige na tym

n+p
okregu 3‘;)‘,(6) <&, gdy n>N(e) dla p=1,2,... Wyrazy sumy po
prawej stronie (7) sg funkcjami f¥(z); wice, gdy 2eK, i n>N(e), to

n+-p n4+p

k! 1 k!
| fi"’(z)l= P W) g | <oy 4

v%l—l 2mi o uguf (C)(f_z)k+l @ < o 7‘7‘“47.”.'

Hged | .
Moduty ‘w%lj‘v"’(z)*i 83 wiee dowolnie male, gdy # jest dostatecznie

duze, a zatem szereg po prawe] stronie (5) jest jednostajnie zbieiny

w kole K,, tj. w otoezenin dowolnie obranego punktu obszaru D,

& przez to (na mocy twierdzenia Borela, str. 14) w dowoln -
rze domknietym ACD. ? ) ym  obsza

PRZYKEAD 1. Sz.ereg 1+242°+... jest jednostajnie zbieiny w kaz-
dym kole [z‘[<g, gdzie o<1, i jego suma 1/(1~z) jest funkeja anality-
czng. Stosujac wzér (5), otrzymamy

k! ©
- =n§]cvz(n~1)..¢(n—k+1)z"“k,
skad ’ k
1 o %
(8) (1—_—2)';%—,‘:20(’“; )z” dla  |z|<1.

PRZYEEAD 2. Szereg
1.1 1 ‘
(9) ptetgt,  gide n=glon,

jest jednostajnie zbiezny w pélplaszezysnie Rz>146 dla dowolnego
>0, 'bo moduly wyrazéw tego szeregu sg dla R2z>1-6 niewieksze od
wyrazéw szeregu zbiesmego Z1/n'*°. Suma szeregu (9) jest wiec funkej

analityezng w péiplaszezyZnie Rz>1; oznaczamy ja przez {(z) i nazpf
wamy funkcja dzeta Riemanna. ’ Y

Im 35. Funkeja analityezna okreflona przez calke. 73

WNIOSEK. Twierdzenie poprzednie wypowiedziane dla ciagéw
brzmi: ‘

Jeseli wyrazy ciagu {sy(2)} sa funkcjami analitycanymi w obszarze D
i jeseli ciag jest jednostajmie wbiesny w tym obszarze do funkeji s(2), to
1° funkeja $(2) jest analityczna w D i 2° ciag k-tych pochodnych {sP(2)}
jest jednostajnie zbieény w lkaidym obszarze domknigtym ACD do  po-
chodnej s9(g) dla k=1, 2,...

Zastosowanie. Nieeh: szereg f(z):i]’n(z), ktérego wyrazami $g
szeregi potegowe !
(10) Ful2) =g+ 01 (8 —2p) + Ana (B —20)* . ..
zbiezne w kole |¢—z,|<<r, bedzie jednostajnie zbiezny w kazdym kole
|e—zo| <o, gdzie g<<r. Wowezas suma f(z) daje sie rozwinaé w szereg
potegowy
(11) flz)=Ao+A1(z—2) +Ap(2—2)f + . »
zbiezny w kole |z—z,|<<r. Wspétezynniki A, otrzymamy dodajac odpo-
wiednie wspotezynniki szeregdw (10), tj.
(12) A=yttt - - - (k=0,1,2,...).
Wynika to z wzoréw (5), bo Ap=7"(z)[k! oraz am= ) (20) B

Uwaga. Interesujace wiasnoci maja clagl funkeji analityeznyeh - {s,(2)}
jednostajnie ogramiczone W obszarze D, tzn. spelniajace dla kazdego zeD i dla kaz-

dego n=1, 2,... nieréwnosé
' 18, () <M,
gdzie M jest pewns stata. Moina dowiedé, ze kasdy taki. cigg
1° zawiera ciag czeciowy zbiezny w catym D;
2° jest jus wbwezas jednostajnie 2biesny w kasdym obszarze domkmietyny 4cD,
gdy jest zbiezny w dowolnym ciggu punkiéw majaeym punkt skupienia, wewngirz D.
Twierdzenie 2° nosi nazwe twierdzenia Vitaliego.

35. Funkc:ia analityczna okreslona przez calke. Niech f(z) bedzie
funkeja analityczng w obszarze jednospéjnym D. Na stronie 58 wyka-
zali§my, ze wzlr

(13) ®(e)=[f()d, gdzie aeD,

okre§la nowsg funkeje analityczng w obszarze D i ze @(z)=f(2).
Poznamy teraz inny sposob okreglania funkeji analitycznej za po-

moeg catki. Niech f(z,t) bedzie funkejg ciagly dwoeh zmiennych, z kt6-

rych z przebiega obszar D, a 1 — przedzial a<t<f. Dla kazdego. zeD

istnieje oczywiscie catka
]

(14)  Fl@)=fl&1)dt.

a
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Wykazemy, Ze:
Jedli f(z,8) jest dla kasdego t funkcjo amalitycenq emiennej 2 w. obsza-

rze D, 1o funkeja F(z) jest analitycana w obszarze D @ jej pochodne wyra-
sajq sig wrorami

k. .
af(;’t)dt (k=1,2,...).

B
(15) 0 ()= f ]

Dowéd. Niech € bedzie dowolnym konturem lezagecym wraz ze
swym wnetrzem wewngtrz D. W kazdym punkeie 2 lezacym wewnatrz
¢ mamy (str. 61)

RE ()
1(#, t)_QTCi'C, Iz ac,
a - wiec
: 1 AT G
16 N i AL
(16) F(2) 27“'![0 C_zd;“]dt.

Niec]; £=L(s) gd.zie y <8< 4, bedzie réwnaniem konturn C. Calke wzdiuz
¢ mozna zamienié na catke zwyczajng w przedziale [y, ]. Funkeja pod-
catkowa w calce (16) jest funkeja ciagla zmiennych s i ¢, wiee jak w przy-

padku calek rzeczywistych moina w calee (16) zmienié porzadek calek; .

zatem

g
1 1 1 rF(Q)
Fle)=— [———f tdt]d == [
Fo=gg | i fene|di=gg | o %

Ostatnia catka okresla, jak wiemy (str. 62), funkeje analityczng
wewnatrz C1), a wige F(z) jest funkcja analityczna. Jej k-ta pochodna
wyraza gie wzorem (str. 63)

K F(D)
Poe)=—— éf g

Zastepujac w nim F({) catka (14) i zmieniajac znowu porzadek calko-
wania, otrzymamy

B
LAY Foff(z,t
POy [ [ Z [ Y88 — 1) o
@) J[Qﬂ !(C_z)kﬂdc] dt_uf a2 dt;
twierdzenie jest wige wykazane.

P FuI{kcjaj F(L) jest ei.ag}a na O. Funkeja f(£,1) bowiem jest jednostajnie ciagta,
g(.iy ¢ przebiega O, a ¢ przebiega przedzial [a,B], a wisc [f(£,t)—F (L, t)| < & dla wazyst-
kich ¢, gdy ¢ lezy dostatecznie blisko £,. Zatem

B
16— F (Lol =|JU(CJ) *—f(Co,t)]di1<E(l3—ﬂ),
gdy ¢ lezy dostatecznie blisko ;. :

Im 36. Funkeje analifyezne i harmoniezne. 5

Twierdzenie to daje si¢ rozszerzyé na catki niewlasciwe. Niech f(2,)
pedzie funkeja ciagla dwu zmiennych z i3, gdzie zeD, ¢ za§ niech
przebiega przedzial z jednej strony otwarty, np. e<it< B. Punkt B
nazwijmy punkiem wyjatkowym, gly p=oco lub funkeja f(#,1) nie jest
ograniczona, gdy {—f§. Oznaczmy

2
Fye)=[f(z)ds (a<A<B).

Jezeli dla kazdego zeD istnieje llimﬁFA(z)=F(z), to granicg te nazywamy
caltka niewtadciwg i oznaczamy sy_r)nbolem (14). Méwimy, ze catka ta jest
jednostajnie #biesna w obszarze D, jesli dla kazdego ciggu {/1,1}, gdzie
a<iy<B i h—>p, clag {F; (2)} jest jednostajnie zbiezny w obszarze D
do funkeji F(z). Wykazemy, Ze

Jesli f(z,1) dla kasdego t 2 preedeialu a<E<<f jest funkcja analityczng
w obszarze D i calka niewlasciwa (14) jest w tym obszarze jednostajnie
zbiesna, to funkeja F(z) jest analityczna w D i weory (15) pozostajq praw-
dziwe*).

Istotnie, w my$l poprzedniego twierdzenia funkeje Flﬂ(z) 5 anali-
tyeczne, a poniewaz zbieznodé Flﬂ(z)—ﬁ‘(z) jest jednostajna, wige funkeja
F(z) jest analityczna w obszarze D na mocy § 34, str. 71, i wzory (12)
pozostaja prawdziwe.

PrzykrAD. Catka niewlasciwa
(17) I'z)= f Fleta,  gdzie T =dPVIE,
0

istnieje i jest jednostajnie sbiezna w kazdym pasie nieograniezonym
a<Re<p, glzie 0<a<<f<oo?), & Wiee I'(2) jest funkecja analityezna
w pélplaszezyznie Rz>0. Nosi ona nazwe funkeji gomma Bulera (be-
dzie o niej mowa w rozdziale XII).

36. Zwiazek funkeji analitycznych z funkejami harmonicznymi.
TFunkeje rzeczywista dwoéch zmiennych rzeczywistych w(z,¥) okreslong
w pewnym obszarze D nazywamy funkeja harmoniczng W tym obszarze,
jezeli ma ona w nim ciagte pochodne czastkowe pierwszego i drugiego
rzedu i jezeli spelnia réwnanie résmicakowe Laplace'a

1) Analogiczne twierdzenie istnieje dla calld. niewladeiwej (14), gdy poczatek

przedzialu jest punktem wyjatkowym. ] i
%) Dowéd przebiega podobnie jak w przypadku, gdy zmienna 2 jest rzeczy-
wista (zob. F. Leja, Rachunek réimiczkowy i catkowy, wydanie II, Warszawa 1949,

str. 277).
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2y 0%

(18) Y= — — = 01).
ax?  oy?

Funkeje harmoniezne odgrywaja wazng role w teorii potencjatu (nazy-
wamy je réwniez potencjatami regularnymi). Wykazemy, ze:

Cresé raecaywista u(z,y) kaidej funkeji f(2)=u- analitycznej w pew-
nym obszarze D jest funkejq harmoniceng w tym obsearze. Na odwrd,
kasda funkejo harmonicena w pewnym obszarze jednospSjnym jest czgsciq
reecaywisty pewnej funkeji analitycene;. '

Dowdd. 1° Niech f(z)=u-+iv bedzie funkeja analityczna w obsza-

rze D. Wiemy (str. 38), Ze f (z)=uz+wz=; (uy+ivy) 1 ze istniejs dalsze

pochodne. Poniewaz
1 . 1 .
f (z)z'!’/m"l'l”zx:E (tyy+50yy) 5

WieC Ugy—+-Uy, =0, 2 zatem u(z,y) jest funkejy harmoniczng w obszarze D.
2° Niech %(z,y) bedzie funkeja harmoniczng w obszarze jednospdj-
nym D. Catka krzywoliniowa
x,y
(19) [ —w,do+u,dy,
ol
gdzie drogg catkowania jest dowolna krzywa regularna zawarta w..D
o ustalonym poeczatku (z,,y,) i zmiennym koncu (z,y), nie zalezy od
drogi catkowania, bo na moey (18) speliony jest warunek
7} d
5;} (%)= 52; (—uy),
a wige catka (19) jest funkcja gérnej granicy ecalkowania. Oznaczmy
te funkeje przez v(x,y). Wiadomo z analizy?), ze v,=—u, 1 v,=u,;
zz)utem .fu_nkcje % 1 v majs w obszarze D ciagle pochodne i spghlia,ja:
réwnania Cauchy - Riemanna, z ezego wynika (str. 39), ze f(z):u—i—.irv
jest funkeja analityczna w obszarze D.
Czesé urojona o(w,y) funkeji analityeznej f(z)=w-iv jest réwniez
funkcjg harmoniezng, bo jest ona czedela rzeczywista funkeji anality-

cznej % f(2).

!) Analogicznie. okreflamy funkeje harmoniczn i v
) ¢ le. 4 n zmiennych u(z,, ceayit
jako funkeje spetniajgca réwnanie Laplace’a v s 2s-0s)
R ]
_\' Pu _
Au 411 (’)xf =0. .

%) P.F.Leja, Rachunek rézmiczkowy i calkowy, Warszawa 1949, str. 338-340.

sl

Im 36. Funkéje analityezne i harmoniczne.

-
-1

Czedé rzeczywista « i urojona v funkeji analitycznej f(z)=u-tww
noszg nazwe funkeji harmowicznych spregdonych. Wiemy (str. 42), ze
rodziny krzywych u(z,y)=¢ i v(z,y)=¢" sa ortogonalne.

x . y .
—_— 1 — — g3 harmonieczne sprze¢zone,
oyt PR progionts

PrzYEzAD 1. Funkeje

b 1 @ .Y
O oy Tty
PrzYKLAD 2. Jezeli f(z) jest funkeja analityezna rézng od zera
w pewnym obszarze, to Log|f(z)| jest funkeja harmoniczna jako. czesé
rzeczywista funkeji analitycznej log f(#)=Log|(2)| +iarg f(z). W szezegol-
nosei Log(#*--y2) jest funkejy harmoniczng poza punktem #=0. Nato-
miast #2-+1? nie jest funkcja harmoniezna, bo nie spelnia réwnania (18).

CWICZENIA.

1. Wykazaé, ze iloczyn f(2)'g(z) dwdéch funkeji analitycznych w obszarze D
jest wtedy i tylko wtedy stale réwny zeru, gdy przynajmniej jedna z funkeji jest
gtale réwna zeru.

2. Wykazaé, ze funkeja catkowita f(2) a)jest stata, gdy jej czesé rzeczywista
jest ograniezona z géry, b) jest wielomianem stopnia <k, gdy lmsup Fe <M.

Z—ro0

3. Wykadaé, ze gdy f(2) jest funkeja analityezna wewnatrz i na konturze C
i spetnia na O nier6wnosé 1F(2)|< M, to wewnatrz O mamy f2)"<AM" dla n=1,2,...,

" gdzie A nie zalezy od n. Wyprowadzié stad wniosek, ze Ifz)| <M wewnatrz C.

o

4. Wykazaé, ze jezeli szereg 2 A, jest bezwzglednie zbiesny, to szereg
=) 1 .
YA, [(@—a,), gdzie {a,} jest dowolnym ciagiem punkbéw lezacych na pewnym kon-
1
turze O, jest zbiesny wewnatrz ¢ i zewnatrz C i jego suma jest w kazdym 2 tych
obszaréw funkeja analityezng. Rozwazyé przypadek, gdy zaden z punktéw a, nie
lezy na pewnej czesci C; konturu c. .

5. Wykazaé, ze szereg

o & 1y 1 1)
é(z‘;)J’;l(z“E\)(l—z"“1+z"'l)

jest zbiezny poza okregiem |2|=11 znalezé jego sume wewnatrz okregu i zewnabrz
okregu.

6. Wykazaé, ze modud funkeji analityeznej f(2) réznej od statej i réznej od zera
w obszarze D nie osiaga minimum w zadnym punkeie wewnetrznym obszaru D.

7. Zmalesé funkcje analityczna, ktérej czefcin rzeczywista jest a) % — 3wy — 32,
b) €siny.

ROZWIAZANIA.

1. Gdyby #zadna z funkeji f i g nie byla stale réwna zeru, to w obszarze D
istnialoby kolo K, w ktérym 10, a w kole K istniatoby koto XK', w ktérym g0,
2 zatem w kole K’ byloby f-g#0. — 2. a) Jezeli Rf(z)=u<<M, to funkeja ¢ —
véwnies calkowita — jest ograniezona, bo (@@ =e"<<eM, a wiee jest stala,
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a przez to funkeja f(z) jest stala, b) z zalozenia [f(z)|<2M\z"| dla 2| >R, & wiec
na moey nieréwnosci Cauchy’ego \an|<2Mrk‘" dla r>R; gdy n>k wéwezas a, jest
dowolnie male, a wiee a,=0 dla n>k. — 3. Zastosowaé wzér catkowy do funkeji
[f@)T. — 4. Jezeli 4 jest dowolnym obszarem, majacym od O odleglosé 6>0, to
dla ze4 mamy

|4, | _ 14l

<

1% — )
a wiec dany szereg jest jednostajnie zbiezny w obszarze 4, a przez to wewnatrz ('
i zewngtrz O; na mocy twierdzenia Weierstrassa suma 8zeregu jest funkeja anality-

czng poza C—C;. — 5. Suma 2 wyrazéw poczatkowych szeregu wyraza sie wzorem
1 1 1
s (R)y=~+2—=)—
w(2) z+( z) 142"
przy czym s,(2)—z dla <1, natomiast s,(z)—>1/z dla [[>1. — 6. Zastosowad
zasade maksimum do funkeji 1/f(z). — 7. a) 28—3z, b) —ie”.

icm

ROZDZIAL IX

Punkty osobliwe i residua

37. Rozwiniecie w szereg Laurenta. Jezeli dwa szeregi postaci
. o0 . o0
) Zan(z—zo)n i Z“—n(z—zn)_n
n=0 n=1

sa dla pewnej wartodei 2 zbieine, to jch sume oznaczamy jednym sym-
bolem

©

(2) 2 an(z—zo)n

Nm=—00

i nazywamy szeregiem Laurenta!) o frodku z, zbieznym w punkcie z. Sze-

- reg (2) nazywamy Tozbieznym, jezeli przynajmniej jeden z szeregéw (1)

jest rozbiezny. ‘
Pierwszy z szeregéw (1) jest, jak wiadomo, zbiezny wewnatrz
i rozbiesny zewnatrz kola [|e—z|<E, gdzie R:l/]imsupyf/m, drugi
z. szeregéw (1) jest rozbiezny wewnatrz i zbiezny zewnatrz kola
|e—zy | <7, gdzie r=limsupq1‘/lﬂc-t_—.;l. Jezeli wige r< R, to szereg Laurenta
(2) jest zbiezny wewnatrz pierdcienia kolowego
3) r<lp—zl<E
i przedstawia w nim funkeje analityczng. Wykasemy, ze na odwrdt:
Jeacli 1(2) jest funkeja analitycena w pierscieniu (3), to daje sig w nim
preedstawié praez szereq Laurenta, postaci (2), pray cym wspdlezynniki
swerequ WYraiajq $i¢ WROT WG

1 (&) -
(4) anzﬁﬁf‘zz%"_ﬁ ag (n=0,41,42,...),
gdeic K jest dowolnym okregiem o Srodkw 2, skierowanym dodatnio @ 2a-

wartym w pierdcieniu (3) 7).

1) Czytaj ,,Loranta”.
) Twierdzenie to nie stosuje sig do funkeji analityeznych wieloznacznych,
o ktéryeh bedzie mowa pésniej.
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Dowéd. Niech z bedzie dowolnym punktem pierdcienia (3), a K,
i K, dwoma. okregami o §rodku z, polozonymi wewnatrz pierscienia tak,
aby punkt z lezat miedzy K, i K, (rys. 27).
Podzielmy pierscied zawarty miedzy K, i K,
dwoma promieniami na dwa obszary D i D'
i niech zeD. Oznaczajac brzegi obszaréw D i D’

na mocy § 28 (str. 61 i 62)
1 i 1 1)
- (L&, = f EAQA
1) 211:7,.[&'—z b O=gn ) iR
¢ o
skad po dodaniu stronami i redukeji catek wazdiuz
promieni

| 1rAD 1 fD)

2me

gdzie okregi K, i K, sy skierowane dodatnio.

W calce wzdluz K, mamy |{—zy|>>|¢—2,| dla wszystkich feK,
(rys. 27), wobec czego .

1 1 1 1

= =t — (o) C—zy

O (B—2)"
=) ,
B—ay ()"t

C'—zo

w catee zad wzdluz K, mamy |5—z)|<<|{z—z), bo (eK,, a wiec

L1 __x 1 E(HYH
{—2z ({—2)—(2—2) 23 1 {—2 nal_(c:—zo)"
2—2

Oba te szeregi sa jednostajnie’ zbiezne wzgledem ¢, wstawiajac wiec te
rozwinigeia pod odpowiednie calki (5) mozna catkowaé wyraz po wyrazie,
skad otrzymamy :

R s 31
(6) f(Z):Z;_—Z f(*‘:__f(z i’;ﬁ:’i (l‘i (z—z‘))n_l‘zé—:%'f _..._.___f(c)_n+l dé—(z_zn)—n.
P K, 0 ne1 2 Z, (C

—2)

‘W ostatnich calkach mozna zastapié okregi K, i K, dowolnym okregiem K
o drodku z, skierowanym dodatnio i zawartym w pierdcieniu (3), co wy-
‘nika ze wzoru (8) na str. 58. Zatem twierdzenie jest wykazane, bo
rozwinigcie (6) jest suma szeregéw (1) o wspolezynnikach (4)

skierowane dodatnio przez ¢ i (', otrzymamy’

38. Punkty osobliwe odosobnione. .81

iom
’ Twierdzenie to orzeka, ze funkeja f(z), analityezna w pierscieniu (3),

daje sie przedstawié zawsze. jako suma dwéch funkeji
(7 f(z)*_“z_:oan(z -—20)“—{—2—:?,_,,,(2——20)_’1,

z ktérych pierwsza jest analityczna w kole |z—2| <R, druga dla |z —z|>r.
W pewnych przypadkach pierwsza lub druga z tych funkeyj moze byé
tozsamogciowo réwna zeru.

1 1 . .
PrzyreAD. Funkeja f(z):n —)—z——l— jest analityczna na calej

plaszezyZnie poza punktami z=1 i 2=2, a W szezegblnodei w pierscieniu
1< |2| <2. W pierfcieniu tym daje si¢ ona przedstawié jako suma dwéch

szeregow:
1 11 o 2 .
= _ N zbiezny dla 2] <2)
z2—2 2 1‘_z_ ;2”“ ( ’
2
) L:l_l_:i‘_li (zbiezny dla |2 >1).
z—1 =z 1—~—1— %
z

Roéwnoczesnie funkeja f(2) jest analityczna w pierdcieniu 2 < Jz] <oo.
Dla_|e| >2 mamy

1 1 1 & om ! 1 S 1
—— T —— 1 e =
=2 =z 2 &L " e—1 &2
a wiec
o< 9" 41
f(&)= ,j_ dla 2<|z] <oo.

38. Punkty osobliwe odosobmione. Punkt, w ktorego o.t.oezex‘]iu'
funkcja jest analityczna, nazywamy punktem reg.mlc_zmym funkeji. Jezeli
funkeja f(2) jest analityczna w otoczeniu pierdcieniowym

(8) i< 2 i<k,

to méwimy, ze z, jest punkiem osobliwym odosobmonym‘ f}1nkcji f(z).
w rozwiniecin (7) takiej funkcji pierwszy szereg jest zb}e?ny W-k.ole
|z—2g| <R i nosi nazwe cogdei regularnej fumkcji (=), drugi jest zble.zny
dla |2—2] >0 i nosi nazwe czgdci osobliwej. Mozliwe 53 trzy nastepujace
przypadki:

6
¥. Leja, Funkeje analityczne
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I. Ozedé osobliwaredukujesiedo zera, tj.a_,=0 dla n=1,2,..
Wowezas moéwimy, ze z, jest punktem pozornie osobliwym albo ze ;‘(z)
n.na w punkcie 2z, 0sobliwosé usuwalng; wtedy istnieje oczywidcie granica
11~)m f(2)=a, i przyjmujac f(z)=a,, otrzymamy funkeje analityczng w pet-

E g}
nym kole |¢—z|<R; 2, staje sie wiec punktem regularnym.

II. Czesé osobliwa skilada sie ze skondczonej ilodei wyra-
z6w, np.

a_ 4,
9 m Mem41 a_y o
(9) ) -+ I +... +z__%, gdzie a_n#0.
Wéwc.z_a,s punkt 2, nazywamy biegunem m-krotnym lub biegunem rzedu m
.funkcp f(z), a wyrazenie (9) czedcia gltdwnag biequna. .
) III. Czedé osobliwa zawiera nieskoliczenie wiele Wy‘razéw.

Wowcza,s.z0 nazywamy punktem istotnie osobliwym funkeji f(z).

Panamy kilka twierdzen objadniajaeych zachowanie sie funkeji
w sgsiedztwie punktéw osobliwych. Wykazemy najpierw nastepujace
‘ TWIERDZENIE BIEMANNA. Jezeli f(z) jest fumkcja analityoeng
@ ograniceong w dowolnie makym otoczeniu pierdcieniowym 0< |o—z,|<d
to 2, jest punktem pozornie osobliwym. ' : T

Dowléd. Niech b@}dzie 1f2)|< M dla 0<lz—zo|<6.‘ ‘W otoczeniu
tym f(2) jest suma dwoéch szeregéw (7); wystarczy wykazad, ze g =0
dla n=1,2,... W mysl wzoru (4) mamy o

1
—__ AR = )
P Kf F(0) (E—eoyaz,
gdzie K jest okregiem (=g, 06", 0<{I<2 ieni
T, » 0<t<2m, o promieniu p dow8nie
matym. Podstawiajac w calce {=z2,- " otrzymamy po przeksztalceniu

(10) a_n

2m
1 . )
) an=5- f Feo+oe™) "™,
# T 0
z czego wnioskujemy, ze |a_,|<<Mp". Lecz o jest dowolnie mate wiee
a;_,,—; 0 dla n=1,2,..., czego nalezalo dowiegé. '
unkeja f(2) ma w otoczeniu pierscieni 2 i
pinn g e P leniowym 0<|z—z2,| <R bie-

(1 I Gm+1 a_ &
) f(2) (e—a)™ +(z—zo)’“—1 ++z-;0 +2a‘n(z_~zo)n’

gdzie a_, 70, czyli

(2) . 3
(12) fle)= PR gdzie ¢(z)=2 O_myrl@—2)".
k=0

@
Im 38. Punkty osobliwe odosobnione. 83

Funkeja p(2) jest analityezna w kole |e—z|< R i rdzna od zera w punk-
cie 2. Gy 2—>2, wowezas @(g)—>a_n,70; zatem:

Jeseli 2, jest biegunem funkeji f(3), to 1° f(2)—> oo, gdy 22, 2° rognice
maedey 1(2) © ceedelq gléwna bieguna jest Junkejq analityczng w otoczenit z.

Zauwazymy jeszcze, ze na mocy (12) mamy 1f(2)= (2 —20)" v(2),
gdzie y(2)=1/p(2) jest funkeja analityezng w otoezeniu punktu z, rézng
od zera w tym punkcie. Funkecja 1/f(z) ma wiec w punkeie 2, zeT0 m-krotne.
Na odwrét, jezeli funkeja g(z) ma postaé g(z):(z—-zn)fp(z), gdzie @(2)
jest funkeja analityezng w otoczeniu punktu z, i rézng od zera W tym
punkeie, to

o= T gdzie p()=-_

—
—

Zatem:

Jeseli =, jest biegunem wm-krotnym funkeji f(2), to dla funkeji 1)f(z)
jest on punktem regularnym i to zerem m-krotnym ; na odwrdt, jezeli 2o jest
zerem m-Trotnym funkeji g(2), to jest on biegunem m-krotaym dla 1/g(2).

Zupehlie inaczej zachowuje sie funkcja analityezna w otoczeniu

punktu istotnie osobliwego. Udowodnimy mianowicie nastepujace

TWIERDZENIE CASORATIEGO-WEIBRSTRASSA. Jezeli z, jest
punktem istotnie osobliwym funkeji w=f(2), to 2bidr wartoéei w, jakie funkeja

“prayimuje w dowolnie matym otoczeniu pierscieniowym 0< lg—2 | < &, po-

krywa calq plaszezyzné wszedzic gesto).

Dowéd. Gdyby zbiér wartosei w=f(e) nie pokrywal wszedzie gesto
plaszezyzny, wéwcezas istniatoby kolo jw—a|<r nie pokryte przez zadng
wartodé f(2), a wiec mielibyémy [f(z)—al>r dla 0<|e—2|<d, & przez
toMkcja & (2)=1/[f(z)—a] bytaby W ofoczeniu punktu 2, ograniczona.

W my$l twierdzenia Riemanna punkt z, bylby pozornie osobliwy
dla @(z), a wiec istniataby granica lim @(z). Funkeja &(z2) — po nadaniu

252

jej w punkeie 2, wartogei granicznej — bylaby analityczna w kole |e—2o| <8,
a wiec funkeja 1/0(z)=f(2)—a, a przez to i funkeja f(z), bylaby anali-
tyczna lub miataby biegun w punkeie z,, whrew zalozeniu.

7 twierdzenia tego wynika, ze jezeli funkeja f(z) jest analityczna
w otoezeniu pierscieniowym punkbu 2 i jezeli f(z)—>oc0, gdy z—>2, 10 2
jest biegunem funkeji. Punkt 2 nie moze byé¢ bowiem ani pozornie osobli-

1) Tzn, w kazdym kole lezg punkty w. Twierdzenie to jest prostym wniogkiem
z nastepujacego twierdzenia Picarda:

Funkeja analityczna preyjmuje w dowolnie matym ol iu pierdcieniowym swego
punktu istotnie osobliwego wszystkie wartodei z wyjeikiem o najwysej jedne;.

Dowéd twierdzenia Picarda bedzie podany W tomie nastepnym.

6*
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wym, bo wtedy istniataby granica lim f(z) skolczona, ani istotnie osobli-
232,

wym, bo wtedy graniea nie istnieje.
1 1
PrzyExAD 1. Funkeja f(z)=2-—+m jest analityczna w oto-
s 1)
czeniu pierseieniowym 0<[z—1|<1. Jej rozwiniecie w szereg Laurenta
ma W tym otoczeniu postaé

1 1 1 )
f(z)=(z_1)2+1#(z_1)= (2_1)2+1+(z—1)+(z~1)-+---,

a wiee punkt z=1 jest biegunem rzedu 2 o czesci gltéwnej 1/(z—1)%

PrzvizAD 2. Funkeja /¢ jest analityezna wszedzie poza punk-
tem 1. W otoczeniu pierscieniowym 0< [s—1|<co ma ona rozwiniecie

1 0
— 1 1
8:5—1:1 e

+“;: n! ,(z—l)”’
ktérego czedd regularna skiada sie z jednego wyrazu 1, czesé zad osobliwa
7 nieskoriczenie wieln wyrazéw, a wiee 2=1 jest punktem istotnie oso-
bliwym.

. cos 2 N i
PrzYREAD 3. Funkeja cbgz:s,—mg ma bieguny w punktach z=nr,

n=0, +1, +2,..., a zera w punktach z=(2nk-+1)n/2, n=0,41,%2,...
Jej odwrotnoé tgz ma zera w punktach nr, a w punktach (2k41)m[2
bieguny. Bieguny i zera sg jednokrotne.

39. Zachowanie sie w punkcie oco. Niech f(2) bedzie funkejy anali-
tyczng w obszarze

(13) ; r<lz|<oo, gdzie #>0.

Wéwezas funkeja f(1/2) jest analityezna w- otoczeniu pierfcieniowym
0< |2|<1/r: Obszar (13) nazywamy otoczeniem pierScieniowym punkiu oo.

Méwimy, ze funkeja f(z) ma w nieskonezonosci 1° punkt regularny,
9° biegun reedu m, 3° punkt istolnie osobliwy zalesnie od tego, czy funk-
cja f(1/z) ma w punkeie 0 osobliwo$é usuwalina, biegun rzedu m, czy
punkt istotnie osobliwy.

W my$l wzoru (7) funkeja f(z) daje sie przedstawié w otoczeniu (13)
jako suma dwoéch szeregéw .

14 I S
(14) i) glanwr =

z kté_rycl.l pierwszy jest zbieiny dla [z]< oo, drugi ‘dla |e|[>7. Zgodnie
z definicja poprzednia punkt oo jest dla f(z) punktem regularnym, bie-

n=0

o
Im 40. Twierdzenie o residuach. 85

gunem lub punktem istotnie osobliwym zaleznie od tego, ezy szereg
ol

My, zwany ezesciy osobliwg rozwiniecia (14), jest réwny zeru, czy
1

jest wielomianem, czy tez funkeja catkowity przestepng. Funkeja f(2)
jest wiee regularna w nieskoniceonosel, gdy daje sie przedstawié przez
szereg -

fo=at 2+,

zbieiny w pewnym otoezeniu (13). Woéwezas funkeja f(z) ma granice

Lim f(2)=a,, co oznaczamy f(oo)=day.
200

Punkt co jest pierwiastkiem k-krotnym, gdy @e=a0_,=...=0_k =0
i gdy a_p7#0.
PrzykrAD 1. Funkeja wymierna
ao—l—alz—l—._..—l—avnz”

R(z) =0
(2) Dyt b+ bp"

moze mieé osobliwodei (bieguny) na plaszezyinie otwarbej tylko w punk-

tach zerowych mianownika. Dla dostatecznie duzego r mianownik nie

réwna sie zeru w obszarze (13), a wiee w tym obszarze funkeja R(z) jest

analityezna. Punkt oo jest regularny, gdy n<m, bo whedy istnieje skon-

czona granica Lim B(z). Gdy n>m, wéwezas punkt oo jest biegunem
2300

rzedu n—m, bo wtedy Lm E(z)=oo.
&0

W szezegélnodei wielomian agtagat...+0,2", a,7#0, ma w nie-
skonezonogei biegun rzedu n.

PrzYEEAD 2. Funkeja ¢ ma w nieskoniczonogci punkt istotnie oso-
bliwy, bo czedé osobliwa rozwinigeia (14) dla ¢° zawiers nieskoriczenie
wiele wyrazow.

PrzvEEAD 3. Funkeja ¢ ma w nieskoriczonosci punkt regularny.

40. Twierdzenie o residuach. Niech f(2) bedzie funkeja analityczna
w otoczeniu pierscieniowym 0< |z—a]< r punktu osobliwego a. Wow-
czas jest ona rozwijalna W szereg Launrenta

(15) =S

zbiezny dla 0<|z—a|<r. Oznaczmy przez ¢ dowolny kontur zawarty
w danym otoczeniu i zawierajacy wewngtrz punkt a. Na mocy wzoréw
(16) na str. 50 i (20) na str. 51, mamy
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1 .
(16) — Cf f(e)de=a_,

bo szereg (15) mozina calkowaé wyraz po wyrazie. )

Wartosé catlki (16), czyli wspélezynnik ., rozwinigcia (15), nazy-
wamy residuum funkeji f(z) W punkcie ¢ i oznaczamy Pprzez res,f(z).
Tatwo stwierdzié, ze:

Jedli punkt z=a jest biegunem I-krotnym funkcji f(z), to

an Tes,f(2)=lim(z—a)f(2),
za
bo whedy F(z)=a_if(z—a)+a+ta(z—a)+...y @ wiec  (z—a)f(z)—>a_y,
gdy z—a.
Jedli funkeje P(z) © Q(2) sa analitycene w otoczeniu punktu z=a 1 spet-
niajg warunki P(a)7#0, Qa)=0 1 Q'(a)#0, to na mocy WaOTU (17)
' P(z) _ P(a)

(18) I‘éSa ZQTz—S = @(—‘a‘)‘l ‘
bo gdy z-ra, woOWezas
(z_a)g.(_z.lz ___f.(ﬂ‘_ > M.
Q» Q@) —Qa)  €(a)

2—a

Wykazemy nastepujace twierdzenie, zwane {wierdeeniom o resi-
duach :

Jeseli funkcja 1(2) jest analitycena wewngirz © na konturze C poza skot-
csong ilosciq Punkiow 2y, 2z,...,% lesqeych wewnatrz €, w Ltérych funkeja
ma odpowiednio residua A, Agyevny Ay, to

1
1) ~ = ff(z)dz,:Al-l-Az—l—..,«{—Aﬂ.
C

Dowbd. Niech Cy bedzie konturem zawierajaeym wewngtrz punkt 2,
i tak malym, aby wszystkie kontury C,, Cy,...,0p lezaly zewnatrz siebie
i wewnatrz €. Wéwezas na moey wzoru (7), str. B7,

ff(z)dz=f+j+...+f =2ni§;‘Ak,
¢ ¢ G G k=1

z czego wynika wzér (19). . ;

Twier_dzenie to jest unogdlnieniem twierdzenia catkowego Cauchy’ego
i ma lezhe zastosowania. Jest rzecza godng nwagi, Ze obliczono wiele
catek niewlagciwyeh funkeji rzeczywistych, stosujac twierdzenie cat-
kowe Cauchy’ego lub twierdzenie o residuach. Wyjasnimy to na przy-
kiadach.

° .
Im 40. Twierdzenie o residuach. 87

1. Niech f(z) bedzie funkejs analityczng na pélplaszezyznie 1220
poza punktami osobliwymi =z, 2,,...,2,, lezageymi wewnatrz Iz>0,
i niech funkecja ta bedzie rzeczywista na osi #. Niech f(z) spelnia dla
[zl;%warunek [f)I<M[lz]°, gdzie a>1 i M>0 sg state. Wykazemy,
ze catka funkeji f(x) w przedziale (—oo,00) istnieje i wyraza sie wzorem

(20) ‘ [ H@)dw = 2mi( A4 Ayb...+ 4p),

gdzie A, oznacza residuum funkeji f(2)
w punkeie 2.

Istotnie, niech C bedzie konturem
glozonym z przedziatn [—R,R] i pétkola
I'fe=Re", 0<t<x} o promieniu R tak
duzym, aby wszystkie punkty 2,,2;,...,2,
lezaly wewngtrz C (rys. 28). Poniewaz
C=[—R,R]+I, wiec na mocy (19)

R »
(21) [ f@)do+ [} (@) de=2mi 3 Az,
; _r T 1

z czego wynika (20), bo gdy E—oo, wowezas pierwsza z calek (21) dazy
do calki (20), druga zad daszy do zera, gdyz :

Uf(z)dz
. T

Stosujge wzér (20), otrzymamy, przy zalozeniu, ze a, b i ¢ sg licz-
bami rzeczywistymi i ze ac—¥b*>0,

M

ﬁf—_l ’ gdzie a>1.

M
<Ean:

» dz &3

(22)

w;,[awz-l—zbw*i—cz Vac—b*

bo funkeja podealkowa ma na péiptaszezyznie I2>0 jeden biegun
(—b-+iVac—1)ja i w nim residuum 1/2i Vac—b2.

W podobny sposéb mozna wykazaé, ze

0

dz  1:3-B-...-(2n—1)
= .
f(l»}-m%""“ 2-4-6-...-2n

(23)
Stosujge wzoér (21) do funkeji 26”/(22+a?), gdzie a>0, wzglednie
do funkeji €™%)(1+4%), moina obliezyé nastepujace ecafki niewlasciwe:
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7~ zsing  cosna
iny n
(24) f —— dp=me"", ——de=me.
Jota? 1+a?
9. Wykazemy teraz, opierajac sie na wzorze catkowym Cauchy’ego, ze
o
sina .
95 2t dp=C.
(25) f = do= 3
]

Funkeja ei"/z jest analityczna wewnatrz i na konturze przedstawio-
nym na rys. 29, gdzie y i I' 33 pélokregami o promieniach r i R, a zatem

Y calka po tym konturze rbéwna sie zeru,

czyli
B £ p -r Pl o
r [t [S et [Sdot [ = oo,
r ® r 2 —R z #
k4
V/, ¥ \ . Suma pierwszej i trzeciej z tych catek po
K=o 7 7 przeksztalceniu trzeciej réwna sie
‘ F =g F sin
Rys. 20. f—dﬁn:Zif —— .
x @
r

Druga catka po podstawieniu z=Reé", 0t <x, daje
.fl____lfeiR(cost-%isint),idt}\<\fe—~Rsintdt‘
L 0

Dla ustalonego dodatniege e<n i dla dostatecznie duzych R mamy

\ k3 . & €& 1':

f!éfﬂ_Rsmtdtzf‘i“f + J< Qe me T £ 3

r 0 0 & T—E 3

a wiec eatka wzdluz I' dazy do zera, gdy R—>oco. Oatke wzdluz v mozna

napisa¢ w postaci
e dz —1
f —de= f —+ f de,
z 2 2
¥ b4

k4

gdzie z=re’, 0<ti<n. Gdy r—0, wowezas ostatnia calka dazy do zera,
bo funkeja podeatkowa jest ograniczona, a diugodé drogi catkowania
dazy do zera. Z drugiej strony (uwzgledniajac skierowanie y)

o

dz

[Z= fias=—m,
2

Y T

gdy wiee r—0, wowezas catka wzdhz y dazy do —mni. Zatem

©0

_rainz .
2@[7 d$—ﬂl=0,

z czego wynika wzdr (25).

icm )

. Residua pochodnej logarytmicznej. 89

Stosujac wzér catkowy Cauchy’ego do funkeji ¢ mozna obliczyé
nastepujace catki Fresnela :

(26) fsinaﬁdm:]/f, feosnﬁdw: I
0 8 0 8

41. Residua pochodnej logarytmicznej. Niech f(z) bedzie funkeja
analityezng wewnatrz i na konturze C, r6zng od zera na C, i niech Z ozna-
cza ilogé zer tej funkeji wewnatrz C, gdzie zero k-krotne liczymy za k zer
(tzn. jezel #y,2,,...,2, sg zerami funkeji f wewnatrz C, a a;,as,..., ¢ —
krotnofciami tych zer, to Z=a;+ay+...+a,). Wowezas

1 rf=
@) %afﬂz) do=7.

Dowéd. Oznaczmy przez F(z) pochodng logarytmiczng f'(2) Jf(2).
Jedynymi punktami osobliwymi funkeji F(z) wewnatrz ¢ sg punkty,
w ktérych f(z)=0, a zatem lewa strona (27) réwna sie sumie residuéw
funkeji F(2) w tych punktach.

Niech z=a bedzie zerem c-krotnym funkeji f(z). W pewnym oto-
czeniu tego punktu mamy wiee f(z)=(2—a)"p(2), gdzie g(2) jest funkeja
analityezng rézng od zera w punkeie a. Zatem

PO e o A SO A
(e—a)°p(2) e=a " ple)
Tloraz ¢'(2)/g(2) jest funkeja analityczng w punkcie a, a wiee w mysl (16)
residvom funkeji F(2) w punkcie a réwna sie q, czyli krotnogei punktu
zerowego a. Suma residudw funkeji F(2) réwna sie wiee sumie krotnosei
wezystkich zer funkeji f(2), czyd liczbie Z. o
Twierdzenie to mozna uogdlnié w nastepujacy sposob:

Jeseli funkeja f(z) jest analityczna i résna od zera na konturze C oraz
analitycana wewngirz C poza skohozona ilodeiq punkidw, w kidrych ma bie-
gumny, to

1 rf® . .
(28) Ebcf 7 dz=2%4—B,

gdeie Z jest dloScig zer, a B — ilodeiq biegundw funkeji f(z) wewngirz €
(zera 1 bieguny k-krotne liczymy 2a % zer weglednie k biegundw).
Dowéd. Jedynymi punktari osobliwymi funkeji podeatkowe}
F(z)=f"(2)[f(2) 83 zera i bieguny funkeji f(2); zatem lewa strona wzoru
(19) dla F(z) réwna sie sumie residudéw funkeji F(z) w tych punktaeh.

7 poprzedniego dowodu wiemy, ze suma residudw pochodzaeych od zer
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réwna sie Z. Niech #=b bedzie biegunem B-krotnym funkeji f(z); wow-
czas flg)=(s—b) " y(z) gdzie p(2) jest funkeja analityczng rézng od zera
w punkeie b. Zatem w otoczeniu tego punktu

—Bla—by P p(e) (2 —b) Py'(e ‘(2
e o i o i N 1
(z—b) " p(2) a—b  p(#)
Wuioskujemy stad, jak w dowodzie poprzednim, ze residuum funkeji
F(z) w punkcie b réwna si¢ —f, a wiec suma residuéw pochodzacych
od biegunéw wynosi —B. ’

Uwaga. Catka (28) ma inng interesujacq interpretacje. Niech 2==2(1), a<<EI<B,

bedzie réwnaniem konturu C i niech funkeja w= j(z) odwzorowuje kontur ¢ na krzywa
g v I (rys. 30). Krzywa I' jest zamknigta
c i moze sie ze sobg przecinaé, lecz nie
B ; r przechodzi przez poczatek ukladu wspél-

\\‘ B rzednych?); jej réwnanie ma postaé

0 e 0 - s :

} F, W } Nieeh 4 bedzie punktem 2(a), a B
. punktem zmiennym z(t) na ¢ i niech 4’i B’
. b@fl@ obrazami tych punktéw na I'. Catkujac
Rys. 30. wzdtuz ¢ od A do B oftrzymamy

4 w=FH)]=wl), o<t<P.

!

B, i,
1@, 1o
4 1@/ fle®)]

i, )
s@a=[ %(:_))dt=logw(t)—loguv(a),

gdzie réznica log'w(%)—-log»w(a) jest funkeja ciagly zmiennej ¢ réwna zeru dla i=a.
Gdy pun.kt B obiegnie raz kontur 0, wéwezas punkt B’ opisze krzywa I'. Przyjmujac
t=p i dzielae przez 2mi, otrzymamy

1 f) 1
méf 1) 2= g logw(6) —logo @)

Zauwazmy teraz, ze logw(f)=Log|w(f)|+iargw(t). Gdy punkt B’=w(t) opisze
raz krzywa I, wéwc.za,s modul |w(t)| wraca do wartosei [w(a)], natomiast argw ()
wzrasta ,0 pewna wielokrotno&é 2krn lezby 2w, gdzie k=0,+1,42,... (na rys. 30
!r=2). Liczbe 2kw. nasywamy preyrostem argumentu funkeji f(z) wzdluz konturu O
i oznaczamy przez

4carg f(2).
Mamy wiee logw(B)—logw(a)=2kni oraz A argf(z)=2kn, a zatem
(28" 1 e
amiy f(2)

Poréwnujae wzory (28) i (28’) otrzymujemy nastepujace twi .
e t
arqumentus: y epujace twierdzenie zwane zasadg

1
de=—
on Aga’rgf(z)-

1 Bo w=}{z)5£0 na C.

icm

42! Twierdzenie Rouchégo. 91

q,

Jebli zalozenia popr iego twierdzenia sq spelnione, fo przyrost argumentu funk-
¢ji f(2) wedbuz konturu C podzielony preez 2n réwna sig réznicy miedzy tloéeiq zer © bie-
gunéw funkefi f(z) wewnqgire C.

Réwnosé (28') mozna napisaé w postaci

1 dw 1
—=—ud argw=k.

29 —
29 omi g w on T

Liczba k okreflona tym wzorem oznacza, ile razy punkt w opisujac krzywa I’ okraza
punkt w=0 i nosi nazwe indeksw punkty w=0 wzgledem krzywej I'.

42. Twierdzenie Rouchégo. Wazne zastosowania ma nastepujace
TWIERDZENIE ROUCHEGO. Jeieli dwie funkeje f(z) i 9(2) sa
analityoane wewnalrz i na konturze ¢ i spetniajg ma C nierdwnosé

(30) . lg(2)l<If(2)

1o funkcja f(2)-+g(z) ma wewnairz C te samg ilo§é zer, co f(2).
Dowo6d. Funkeja f--1g, gdzie A jest parametrem zmiennym W prze-
dziale [0,1], spelnia na ¢ na mocy (30) nieréwnosé

If 291> \fl — Mg|=1fl — 191> 0-

Oznaczajac przez Z; ilog¢ zer tej funkeji wewnatrz C, mamy na
mocy (27)

1 (1,
2miy f+Ag
Tewa strotia tej rownosci jest tunkeja ciagla parametru 2 w przedziale
[0,1] i przyjmuje tylko wartoci catkowite. .
Lecz funkeja ciaglta W przedziale [0,1] i przyjmujaca tylko wartosci
catkowite musi byé stalal), a zatem Zy="1Z,, co dowodzi twierdzenia, bo

. na mocy wzoru (18) ZoiZ; 83 ilodciami zer funkeji fif4g wewnatrz C.

Zastosowania. Wykazemy, Ze: !

1. Wielomian aoz“+a1z““1+...+an, gdzie ay#0, ma dokladnie m zer (zero
k-krotne liceymy ‘2a & zer). '

Dowéd. Przyjmijmy F@)=0a2" 1 g(z):alz’"l—t—,..-}—zzﬁ. Gdy R jest dostatecznie
wielkie, wéweszas zewnatrz i na okregu |z|=F mamy [g(2)|< 111, .bO ‘f(Z)/g(z)—wo,
gdy #@—>oc0, & wiec wielomian f(2)+g(z) ma W kole |z| < B te samg jloéé zer, co f(2),
tzn. m zer. Poza kotem |s| <R zer nie ma, bo If(z)—l—g(_z)I?U‘(z)l——\g(z){>0.

' 1) Gdyby funkeja Z, zmiennej Aprzyjmowai}a.p(aWnaA vYartcéé et}lkowitzb w y:b%o-
rze A zawartym w przedziale [0, 1], a inne wart9scl catkowite w z}norze do;pe}nmm-
cym B, wéwezas igtniatby ciag punktéw {ln} ]ed.nego z tyc.h zbmré\zv, zbiezny flo
punktu 4, polozonego W drugim zhiorze, a wiee Clag wartosci {Z;,} nie byiby zbie-
iny do Z,, whrew zalozeniu o ciagtosel funkeji Z;.
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2. Jedli ciqg funkeji analitycznych {s“(z)} jest jednostajnie zbiesny w obszarze Dr
do fumkeji s(z) nie réwnej stale zeru, to s(z) ma w punkeie zeD zero k-krotne wiedy
i tylko wiedy, gdy w kasdym dostatecznie malym kole |z—z|<e prawie wszysthie
funkeje s,(2) maja dokladnie po & zer!

Dowéd. Niech ¢> 0 bedzie tak male, aby kolo |[2—2|<e nalezalo do D i aby
funkeja s(2) miata w nim co najwyzej jedno zero w punkecie z. Zatem na okregu
[z—2y| =& mamy |s(z)|> 7, gdzie 5 jest pewna liczba dodatnia, oraz (z powodu jedno-
stajnej zbieznofci) :

s, (@) —s@)|<n dla n>Nn). )
A wige dla [z—z|=¢i n> N(y) mamy |s,(?)—s@@)]<|s()]. W myil tw. Rouchégo
funkeje s(z) i s,(2)—s8(2)-+s(2)=3,(¢) maja wiec wewnatrz kola |z—=z|<Ce te sama
ilo§é zer, czego nalezalo dowie$é.

Z twierdzenia tego, wykazanego przez Hurwitza, wyprowadzimy nastepujacy
wniosek:

Graniea s(z) ciqgu jednostajnie zbiesnego {s”(z)} funkeji analitycznych jednokrot-
nych w obszarze D jest funkeja jednokroing lub stalq.

] Istotnie, gdyby bylo s(2)#const i s(2y) =8(2a) = w, dla 2, #2,, to prawie wszyst-
kie wyrazy ciagu s,(2)—w, miatyby warto$é 0 w otoczeniu punktu z, i w otoezenin
punktu z,, a wige funkeje s,(2) nie bytyby jednokrotne.

43, Odwzorowania za pomoca funkeji analitycznych. Niech
funkeja

(31) w;f(z)

bedzie analifyczna w obszarzeé D. Méwimy, ze odwzorowwje ona p-krotnie
otoczenie punktu zeD na otoczenie punktu wy,=f(z,), jezeli kazdemu do-
statecznie matemu otoczeniu |z—z,|< 6 odpowiada takie koto |[w—uw,| <7,
ze kazdg warto$é w, 7w, z tego kota funkeja f(2) przyjmuje w p réinych
punktach otoczenia [z—zy|< 8. Wykazemy, ze:

Jezeli z, jest zerem . p-krotnym vdinicy f(z)—w,l), to funkeja (31) od-
wzorowuje otoczenie punkiv z, p-krotnie ma otoczenie pumtu w,?).

Dowd6d. Poniewaz zera funkeji analitycznej sa odosobnione (str. 66),
wiee istnieje otoczenie 0<|z—z|<r, W kitérym obie funkeje f(2) —w,
1 f'(z) sa rézne od zera. Niech 6> 0 bedzie dowolng, liczba mniejszg niz 7.
Oznaczmy przez 7 najmniejsza wartosé modutu |f(#)—wy| na okregu
lg—2|=0 i niech w, bedzie dowolnym punktem kota lw—wy|<n rbi-
nym od w,. '

Funkeje F(z)=f(z)—w, 1 G(z)=w,—w, spelniajg na okregu |z—gy|=0¢
nieréwno$é |G(=)|<n <|F(z)|, a wiec w mysl twierdzenia Rouchégo funk-
cja F+4G=f(z)—w, ma wewnatrz okvegu te samg ilogé zer, co F=f(z)—w,.

1) Cayli flz) =100, @) =f"(z)="..=F® (%) =0, ") (z) 0.
%) Przez otoczenie punktu a rozumiemy tu dowolny obszar zawierajacy we-
wnatrz punkt ¢ (niekonieeznie kolo o &rodku a)

Im 43. Odwzorowania za pomoes funkeji analityeznych. 943

Réznica f(2)—w, ma jedno zero p-krotne, a wiec réznica f(e)—w, ma
p zer, przy czym wszystkie sa jednokrotne i wobec tego rézne miedzy
soba, bo F(2)7#0 dla 0<|z2—z| < 4. Twierdzenie jest wiee dowiedzione.

Dodajmy, ze gdy 2, jest biegunem p-krotnym funkeji f(z), to
funkeja . odwzorowuje otoczenie tego punktu p-krotnie na otoczenie
punktu co. Wtedy bowiem 2z, jest zerem p-krotnym funkeji 1/f(2), ta zas
odwzorowuje otoczenie punktu z, na otoczenie punktu 0, a wiec funkeja
j(z) odwzorowuje oboczenie punktu g, p-krotnie na otoczenie punktu oo.

7 twierdzenia tego wynika bezposrednio, ze funkecja analityezna
rézna od statej odwizorowuje zawsze obszar na obszar?) i Ze:

W dostatecenie makym otoczeniu punkiu 2y, w kidrym f'(2)#0, funk-
cja analitycena w=f(2) jest jednokrotna®), ‘wiee ma funkeje odwrotng
g=f"Y(w).

Tywierdzenie to nosi nazwe twierdzenia o lokalnym odwracaniu funk-
cji  analitycenej. Funkeja fH(w) jest analityczna w ofoezeniu punktu
wy==f(%,), bo istnieje pochodna [ w)] =1/ (2).

PrzyreAD 1. Funkeja ¢(=z" odwzorowuje n-krotnie otoczenie punktu
2=0 na otoczenie punktu (=0, natomiast w dostatecznie matym oto-
czeniu dowolnego punkin 2,540 jest jednokrotna.

PrzykeaD 2. Funkeja okreslona szeregiem L=+ 02%... 0 doda.i_)-
nim promieniu zbieznosei, gdzie a,70, jest jednokrotna w dosta:teeznTe
matym otoczeniu punktu z=0. Funkeja odwrotna daje sie przedstawié
przez szereg z=b,{+by(®~..., zbiezny W pewnym kole |¢|<p. Dla dosihza-
tecznie matych z wartodei {=a,2+a,2*+... naleza do kola [{[<Ce, a Wige

z:bl(alz—l—agzz—i—...)+b2(a1z—l—a2z2+...)2+...
Porzadkujac prawa strone wzgledem poteg zmiennej 2 otrzymamy toz-
samosé
z=a1b1z+(a2b1+a§b2)z3+(a3b1—|—2a1a2b2+a§ba)z3+...,
skad mozna obliczyé wspétezynniki by,bs,...:
1 sy
b1=;17 bz——a%’ by=

PrzYKEAD 3. Funkeja z=sin{ ma w otoczenin punktu =0 funkeje
odwrotng, bo dla (=0 mamy (sinC)’:cosC=}, Funkeje odwrotng
oznaczamy przez arcsing; jej pochodna wyraza Sie Wzorem

. 1 1 1
(aresing) = ——— = ="

Q0 — a0
2T e
a

1) Wynika stad zasada maksimum (étr. 70).
1) Podobnie w otoczeniu bieguna jednokrotnego.
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Analogicznie okreslamy
arccosz, arctge, arcctge

jako funkeje odwrotne wzgledem cos?, tg¢ i etgl kolejno w otoczeniu
punktéw /2, 0 i =/2. Pochodne tych funkeji sa odpowiednio réwne

1 1 1
L/l—zz ’ 1-}—22’ 1422

44, Odwzorowania konforemne. Wykazaliémy w paragrafie poprze-
dnim, ze funkcja analityczna odwzorowuje zawsze obszar na obszar. Od-
wzorowanie w=f(z) obszaru D na obszar D’'=f(D) nazywamy konfo-
remnym, jezeli funkeja odwzorowujaca f(z) jest analityczna w obszarze D
z pominigeiem co najwyzej jednego punktu, w ktérym moze mieé bie-
gun jednokrotny, oraz jednokrotna w calym D. Pochodna f'(2) musi
byé wszedzie rézna od zera, bo w otoczeniu punktu, w ktérym f'(2)=0,
odwzorowanie nie jest jednokrotne (str. 92). Odwzorowanie konforemne
jest wiee jednokrotne i r6wnokatne z zachowaniem zwrotu (str. 42).

Podstawowym problemem odwzorowan konforemnych, szczegélnie
waznyeh w-zastosowanich, jest pytanie, kiedy dwa dane obszary D i D’
daja sie przeksztaleié konforemnie jeden w drugi. Obszar m-spéjny nie
jest oczywiscie przeksztalcalny, konforemnie w  obszar n-spéjny, gdy
mzn, bo stopiefi spéjnofci- jest niezmiennikiem przeksztalcer jedno-

. krotnych i ciaglych (homeomorficenych). B. Riemann wypowiedziat
twierdzenie, ze: :

Kazde dwa obszary jednospdjne D i D', kidrych breegi zawierajq wigeej
nig po jednym punkcie, sq preeksziatoalne kowforemnmie jeden w drugit)
i to tak, aby dowolny punkt zeD prezeszedt w dowolny punkt wyeD'.

Dowéd tego twierdzenia przekracza ramy tej ksigzki®). Ograniczymy
sie do kilku przyktadéw ilustrujacych odwzorowania konforemne przez
najprostsze funkeje analityczne.

1. Wiemy (str. 43), ze kazda funkeja hdmograﬁczna odwzorowuje jednokrotnie
caly plaszezyzne domknigta w siebie. W szezegélnoei funkeje

(32) W=
2—a
i
(33) w=e? 27,
az—1

) 1) I')Yva obszary wielospSjne nie zawsze sa przeksztalcalne konforemnie w sie-
bie; stopiefl spéjnoéci obu obszaréw musi byé ten sam, lecz warunek ten (konieczny)
nie jest wystarezajacy.

) Dowdd ten bedzie podany w tomie nastepnym.

e
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gdzie ¢ jest liczba rzeczywista, a za§ — zespolona, sa homograficzne. Gdy Ia>0,
wéwezas funkeja (32) odwzorowuje konforemnie péiplaszezyzng I2>0 na kolo
jwj< 1 (rys. 31) i to tak, ze punkt z=a przechodzi w érodek kola, bo gdy 2 jest rze-
czywiste, to |z—a|=|z—al|, a wiec 0§ rzeczywista przechodzi w okrag |w|=1; gdy
zaé Y2>0, to [g—al<|z—adl, a wiec péiptaszezyzna Iz>0 przechodzi na wnetrze
okregu |w|=1. Pélplaszezyzng mosna wiec przeksztalcié konforemnie w kolo i to tak,
aby dowolny punkt a péiplaszezyzny prze-
szedt w &rodek kota.

Funkeja (33), gdzie |a|<1, odwzo-
rowuje konforemnie kolo |z|<1 w siebie
i to tak, Ze punkt z=a przechodzi w &ro-
dek kola, okrag |z|==1 przechodzi w okrag
jw|=1 (zob. przyklad 6, str. 11), a wne-
trze przechodzi we wnetrze.

Zbiér wazystkich przeksaztatcehn po-
staci (33), gdzie |al<1, zaleiy od trzech
parametréw rzeczywistych , Ra, La i two-
rzy grupe preekszialoer kola |2|<l w siebie, bo zlozenie dwéch takich przeksztateeil
oraz przekeztalcenie odwrotne wzgledem przeksztaleenia (33) sa przeksztalceniami
postaci (33).

2. Funkeja w=z" odwzorowuje konforemnie wnetrze kata o wierzchotku 2=0
i rozwartosei m/n (rys. 32) na pélptaszczyzne Iw>0, bo pélprosta p o réwnanin
2=16", 0<r<oco, przeksztalea jednokrotnie na pélprosta p’ o réwnaniu w=1"¢"?,
0<r<oo (rys. 32). Gdy p obraca sie dokola punktu =01 zatacza kat =/n, wéwezas p’
obraca sie dokola punktu w=0 i zatacza kat =.

Rys. 31.

¥4 v

Rys. 33.

3. Funkcja w=e* jest jednokrotna w pasie 0<lz<zm i odwzorowuje ten pas
konforemnie na pélplaszezyzng Iw >0, bo prosta p okreslona réwnaniem z= 2 iy,
gdzie — co <& < oo, réwnolegly do osi 2, przeksztalea na pélprosty p’ okreslong réwna-
niem w== 6" = re”, gdzie 0< r< 00, wychodzaca zpunktu w=0 (rys. 33); gdy y roénie
od 0 do m, wéwezas prosta p przesuwa sie réwnolegle do osi o i zatacza dany pas,
pélprosta zaé p’ obraca sie dokola punktu w=0 i zatacza potplaszezyzne Tw >0.

4. Funkeja w=sinz jest jednokrotna w pasie —n/2<Rz<n/2Y) i odwzorowuje
go na caly plaszezyzne, z ktérej odrzucono na osi rzeczywistej péiproste Rw<{—1
i Rw>1 (rys. 34). Poniewaz

1) ROwno#é sine,=sinzg,, czyli o —e— =g — ¢, zachodzi w tym pasie wtedy
i tylko wtedy, gdy
(61 —e)+ (6% — ga)e~ %) =0,

czyli gdy 2,=2,.
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oot giEHi)__ gmi(zti)
W= 1= 5 = % B
skad
et el —e?
wtiv= ‘—2—-—smm+z—é—cosw,

wiee, gdy =0, mamy =0, a zatem oé urojona y zostaje odwzorowana na 0§ uro-
jong v (rys. 34). Kazda prosta z=const+0, ‘réwnolegta do osi y, przechodzi na jedna
gatas hiperboli wfsin?z—2*costr=1. Odcinek —m/2<z<m/2 o8l rzeczywistej » prze-
chodzi na odcinek —l<u<l, a kazdy
i inny odecinek a’a réwnolegty do osi x
przechodzi na pélelipse b’b (rys. 34).

¥ .

() 1o . 5. Funkeja w=1tgz jest tez jedno-
. >\’ ><7 krotna w pasie ~mn/2<Rez<m/2?) i od-
> - ‘wzorowuje go na cala plaszezyzne, z kté-

s T T
'rllz /7 lI \\ rej odrzucono na osi urojonej péiproste

[

1
&
5

=)

©

e n

Iw>=1 i Tw<<—1 (rys. 35). Cazytelnik
sprawdzi, opierajac sie na réwganiu

Rys. 34. 1. " —e®

w-—u-l—w--;-m:ﬁ,
ao—-F1- a
x
' a2 \ 0

l w a odecinki a’a (rys. 35) réwnolegle do
- osi @ przechodza na okregi (bez je-
Rys. 35. dnego punktu) ortogonalne do poprzed-
niego pekn. W szezegblnofei oé uro-
jona y przechodzi na odeinek —1l<w<l osi urojonej v, a odecinek —m/2<w<n/2

osi @ przechodzi na cala 0§ rzeczywista u.

%6 proste réwnoleglte do osi y przecho-
dza na tuki peku okregéw

% +ctg 22)2 4+ V2= ey
" (-+ctg2a)* +v sin? 22

przechodzacych przez punkty 4-14%2),

CWICZENIA.

o0
1. Znalezé obszar zbieznofei i sume szeregu Laurenta J3'a,2", gdzie q,=27"
- 00

dia 720 i a,=1 dla n<0.

2. Znalezé rozwinigeie funkeji i—;«
21—z
a) 0<|z]<l, b) 1<|z]|<?, ¢) 2<|2]< 0.

+ g ¥ smereg Laurenta w obszarze

———y

11
1 +
A2 41

3, Znalez¢ punkty osobliwe i residua w tych punktach funkeji a)
b)

}) Bo w tym pasie sinzjcosz, =sine,feosz, wiedy i tylko wtedy, gdy
sin(2, —2,)=0, czyli gdy 2,=2,.
?) Xauki sa ograniczone punktami 41,

T
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4. Wykazaé, ze jezeli funkeja f(z) ma k-krotuyﬁiegun 2, to wspélezynniki
rozwinigeia £(2) - E’kan(z-z,,)" wyrazaja sie dla v=0,1,2,... wzorami a,_,=F0) (z)p!,
glzie F(2)={() (z—z)" '

5. Znalezé residuum funkeji a) ¢ w punkcie 2=0, b) 1/sinz w punkeie z="Fkn,
kE=0,+1,42,..., ¢) tgz w punkeie 2= (2k~+1)n/2, k=0 +1, 4-2,...

6. Znalezé residuum iloczynu f(2)g(2) w punkeie z,, w ktérym funkeja f(2) jest
analityczna, a g(z) ma biegun o czefci gléwnej
¢ [ ¢y
=ttt ——
(e—=)f  (a—a)f 2—2

7. Znalesé czeéé gléwna bieguna funkeji ctgrz w punkeie z=Ek.
8. Wykazaé, ie gdy funkeja f(2) spetnia zalozenia twierdzenia (28) ze str. 89, to
L r )
2

9 g 1@

dz:(a1+a2+“'+ap)—(bl+bl+"'+bq)!

gdzie liezby a, sa zerami, a b, — biegunami funkeji f(z) wewnatrz ¢ (kazdy wypisany
tyle razy, ile wynosi jego krotnosé).

9. Wykazaé, ze przy dowolnym R>0 zera prawie wazystkich wielomianéw

w"(z)=1+—z~+...+?—n—, n=1,2,..., lezg zewnatrz kola lz|<<E.
1! n! ]

[Wskazdwha: w,(2)—e].
10. Wykazaé, ze jezeli a i b s3 dowolnymi punktami kota [2(<1, to wyrazenie

. b—a|
f gdzie r(a,b)=|:

147(a,b)
ab—1|

d(a,b)=Log T—r(@.b)

zwane odleglosciq nieeuklidesowq punktéw o i b, jest niezmiennikiem grupy przeksztat-
cefr homograficznych (33) kola |2|<1 W siebie. .

11. Wykazaé, ze funkcja w=(2-+1/2)/2 jest jednokrotna w kole |z|<1 i 2&?
odwzorowuje to kolo konforemnie na caly plaszezyzne, z ktérej Aodrzuc‘ono na osi
rzeczywistej odcinek — 1< Rw<1. Znaleié obrazy okregéw z=re", gdzie 0<I<2x
ir<l. . :

12. Wykazaé, ze funkeja w=z/(1—2) odwzorowuje konforemnie koto |z]<1
na caty plaszezyzne bez pélprostej Rw<—1/4 na osi rzeczywistej.

ROZWIAZANIA.
- 5 ;
L 1<l<?, =1 @—2. — 2 a) z+ X127 b). 2 by gdale

n

7
F. Leja, Funkeje Analityczne

* 1 -
b =21 dlan0, b= —1dla n<0, nt—21b_g=0, ¢) Fez™, gdzie ¢, = — (1+2*7)
B n 1
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dla, n#2, cy=—2. — 3. a) Cztery bieguny j:(l-'rv:)/]/_‘j, i(l——i)/]/Z—; wazystkie resi-
dua sa réwne 1; b) dwa bieguny i o residuach 4if4. — 4 Bo .

F(2)=0_p+0_p(B—8) F o F 8y z—zo)"+.--=Z;F(”)(zu) (e—= vt —

(==} ck

5.2 Yoo T
7. Yrm(z—k). — 8. Zastosowaé éwiczenie 6 do iloczynu z-ff. — 9. Zbiezno&é w,(2)—e*
jest jednostajna w kole KR, a wiee |w,(2)—€|<e dla z|<R i dla n>N(g). Nieeh
e=¢—F/2. Dla [s|<E mamy |'|=¢>> eE, awige dlan>N(e) i [¢|<E mamy |w,()|>
>\e’|—a>e~R/2. _ 10. Oznaczajac prawa strong (33). przez w(z) i przyjmujac,
o' =wla), b’ =w(b), mamy la'|<1, [p]<1 ir(a,b)=r(a,b)< 1, a wiec d{a’,b)=d(a,b).
Inna droga dowodu: Wykazaé, ze d(@,b)=Log|(a,b,a,B)l; gdzie a i f sa punktami
_przecigeia okregu |2{=1 z okregiem do niego ortogonalnym, przechodzacym przez
punkty (a,b) i zastosowad przykiad (10), str. 45. Symbol (a,b,a,p) oznacza dwu-
stosunek.  — 1. Gdy jz,]< 1 i |zs]< 1, wéwezas 16wWnosé 2.+ 1/z,=2#,-+1/2, zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy 2 — 2= (2, —7p) 71 %, skad 2,=2 Obrazem okregu
2=re® jest elipsa w?far+o?fbr=1, gdzie a={1fr4r)2, b= (1fr—r)[2. — 12. Przyjmijmy
2=1/¢; funkeja 1jw={+1/{—2 odwzorowuje obszar ||>1 na cala plaszezyzne bez
odeinka [—4,0] na osi rzeczywistej (zob. éwiczenie 11).

1

B (=1F o) —L — 6. flalertf () ot O o)

T

ROZDZIAL X

Przedluzenia analityczne. Funkcje wieloznaczne

.

¢ 45. Pojecie przedluzenia analitycznego. Niech beda dane dwie
funkeje f,(s) i fo(2) analityczne odpowiednio w obszarach D, i D, ma-
jacych czesé wspdlng zlozong z jednego obszaru A (rys. 36). Jezeli

(1) fu(z)=1a(2)

w obszarze 4,to méwimy, ze kazda z funkeji f, 1, jest preediugeniem

analitycenym bezposrednim lub krétko preedtuzeniem drugiej. )
Zauwazmy, ze gdy rownosé (1) zachodzi w dowolnie malej eczedci

obszaru 4, to zachodzi w calym A (str. 66) i ze

funkeja f,(2) moze mieé tylko jedno przediuzenie
bezposrednie na obszar D,. Jezeli bowiem funkeje
fo(2) 1 f3(2) sa analityczne w obszarze D, i fi=fs %/

oraz f;=f, w czefei obszaru 4, to. fa(2)==1s(2)
w obszarze 4, a przez to w calym obszarze D,.
Funkeje f,(z) 1 f.(2) spelniajace warunek (1) Rys. 36.
okreflaja W obszarze D,+D, nowa funkeje
f(2), ktéra w obszarze Dj jest identyczna z funkeja f, dla k=1, 2.

PRZYKEAD. Szeregi geometryczne

)

3 1
o) =D (1—2)" fz(z)=22(1—1—iz)"

[ . [
sg zbiezne, pierwszy w kole Ja—1|<1, drugi w kole |e—%]<1. Kola te
majg cze$é wspélng, a w niej f,=/f,, bo suma kazdego z tych szeregéw
réwna sie 1/e. Funkeje f, 1 f. sa wiee przedtuzeniami jedna drugiej.
Pojecie przediuzenia analitycznego daje sig w naturalny sposob

- uogélnié. Niech bedzie dany skonezony cigg funkeji

(2) ful2), fale)y -y Fal®)

analitycznych odpowiednio w obszarach Dy,D,,...,D, (rys. 37) 1 niech
kazda funkecja nastepna bedzie przediuzeniem bezposrednim poprzedniej.
Méwimy wéwezas, ze funkeja fu(2) jest preediuzeniem analitycenym po-
$redmim funkeji fy(2). Obszary Dy i D, moga byé rozlaczne lub nie

(na rys. 37 n=4 i obszary Dy, Dy nie sg rozlaezne).
7*
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Mozliwe sa dwa przypadlki:
1° W czedel wspdlnej kazdych dwoéch obszaréw Dy, Dy fllnkGJG f“ fe
sq identyczne; wéwezas funkeje (2) okreflaja W obszarze D 1+Dy4-... 4D,

jedna funkeje analityczna f(z), ktéra w obsza- .

rze Dy, jest identyczna z funkejy fi(2).
2° W czedci wspélnej dwdéch obszarédw, np.
D, i D, (rys. 37), mamy f,##f,; wtedy funkcje
(2) nie okreslaja w obszarze Dy+D,+...+D,
funkeji w dotychezasowym znaczeniu. Méwimy
woéwezas, ze funkeje (2) sg galeziami jednej
, Jumkeji. analitycznej wicloenacenej, ktéra . w ob-
’ szarze Dy jest identyczna z funkeja f.
Rys. 37. " Funkeja wieloznaczna rézni sie zasadniczo
od funkeji dotychezas rozpatrywanych, bo w pe-
wiych punktach ma wigeej niz jedng warto§é. Funkeje w dotychezaso-
wym znaczeniu, a wiec majace w kazdym punkcie swego obszaru igtnie-
nia jedns wartosé, nazywamy funkcjami jednoznacenymi. Stowo ,funk-
cja‘* bedzie oznaczaloInadal funkeje jednoznaczng.

PRZYEEAD. Obierzmy na okregu [e|=1 cztery punkty a,=e""2,
k=0, 1, 2, 3, oznacziny przez Dy, pétplaszezyzne, ktéry polow1 péo§ Oay
(rys. 38) i przy]m13my w obszarze Dy,

a

@ he= f THoga,  glsie logm—"" -

Funkeje ly(z), 1,(2), ls(2), l5(2) sa jednoznacz- y )
nymi galeziami logz odpowiednio w obsza- a, *
rach Dy, Dy, D,, D,. Kazda nastepna jest 7

przedhizeniem bezposrednim poprzedniej, bo
np. obszary Dy, D, maja pierwsza éwiartke
plaszezyzny wspdlng i w niej L(z)=l(e),
gdyz dla ze Dy D, mamy (catkujac po brzegu
obszaru za,kreskowanego na -rys. 38) .

f fl+fﬂgi+aj: =h(2). | Rys. 38.

Funkeja ls(z jest wiee przediuzeniem ‘a,naﬁtycznyin posrednim funkeji
Ly(2). Obsza.ry D, i D, maja éwiartke czwa.rtai wspélng, lecz w me]

Us(2) #h(2); b

d;‘ 3n

L= % —z——f—{—f—{-—z—lﬂ( #) 2.

2]
Im 46. Punkty i linie osobliwe. 101

! 6. Punkty i linie osobliwe. Niech f(z) bedzie funkecja analityczng
(jednoznaczng) w obszarze D. Nazywamy ja preediuialng poprzez punkt
braegowy =, obszaru, jezeli istnieje funkeja g(z), analityczna w pewrnym
otoczeniu punktu z, i réwna f(2) w. czedei wspdlnej obszaru D 1 tego oto-
czenia. Punkt z, nazywamy wéwezas punktem przediuzalnodei lub punk-
tem brzegowym regularnym funkeji f(z). Jezeli 2z, nie jest punktem prze-
dtuzalnofci, to nazywamy go punktem osobliwym funkeji f(z). Wykazemy, ze:

Kaz'dy szereq potegowy f(=) S’an( 2)" réiny od statej ma na okregu
swego kota zbieinosci K{lz z0[<r} praynajmniej jeden punkt osobliwy '),

Dowéd. Gdyby kazdy punkt a okregu kola K byt regularny, to
istnialby szereg potegowy pu(2) o frodku a réwny f(z) w.czesei wspolnej
swego kota zbieinodei k, i kota K (rys. 37). Jezeli dwa kola k ik, maja
czedé wspblng, to w niej p,(2)=py(2), bo whedy kola K, &, iy maja czesé
wspélng i W niej pa<z)=f(z>—pb( )

Rodzina wszystkich k6t %k, pokrywa caly
okrag K, a wiec w mysl twierdzenia Borela (str. 14)
istnieje w tej rodzinie skorezona ilofé kot, np.
kg, s g,y - . kg, , pokrywajacych tacznie okrag kola K.
w obszarze KAky ..+, miesci sie kolo
o §rodku #, i promieniu wiekszym niz r. W ob-
szarze tym funkeja f(2) bylaby analityczna, a wiee
promien zbieznogei szeregul f(z) bylby wigkszy Rys. 39.
niz 7, whrew zatozeniu.

 Punkty osobliwe na brzegu obszaru D, w ktorym pewna funkeja
f(2) jest analityczna, moga byé odosobnione, jak np. bieguny, Inb moga
tworzyé linie ciagle. Linie takie nazywamy lindami osobliwymi lub gra-
nicami natumlnym@ danej f\lﬂkCJl

Podamy przyktad szeregu potegowego, dla ktérego okrag kota
zbieznofeci jest granica naturalna.

Szereg

oo

“ J2)= Y =ttt ...
i n=0

jest zhiezny w kole [¢|< 1. Wykazemy, ze wezystkie punkty okregu |¢|=153 osobliwe.
Istotnie, dla z=ré™, gdzie r<1, k,p=1,2,..., mamy '

éi;ff’!(wn-
|D p+l

‘E’m gt Dk,nl>

.pﬂ

Gdy r—1, wéwezas ostatnia suma dazy do oo, & Wige 1f(&) =00

1y. Zakladamy, ze 7<oco; gdyby bylo r=o0, wéwczas funkeja» j(z) bylaby cal-
kowita i punkt oo bytby osobliwy. .
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Wynika stad, ze wszystkie punkty na okregu |¢|=1 postaci =" pdzie
k,p=1,2,..., sa osobliwe, bo w punkcie regularnym granica funkeji f(z) jest oczy-
wiseie skoficzona. Punkty te tworza na okregu zbibr wszedzie gestyl), wiee wszystkie
punkty okregu sa osobliwe, bo dostatecznie male otoezenie punktn regularnego
sklada sie wylacsznie z punktéw regularnych.

*x -
Szereg (4) jest tzw. sceregiem lukowym, tj. szeregiem’ potegowym postaci 3 a,z'
0
gdzie dy<<iy<<... i gdzie istnieje taka liczba >0, ze 2,,,>(1+6)4,. J-Hadamard
dowiédt, ze:
Kasdy seereg lukowy jest nieprzediusalny poza okrag swego kola zbieinofei.

/ 47, Metoda szeregéw potegowych i zasada symetrii. Powstaje py-
tanie, jak zbadaé, czy funkcja analityczna f(2) jest przedluzalna poprzez
brzeg swego obszaru istnienia D. )

Stuzy do tego nastepujaca metoda. Niech szereg

(5) - Pe)=ay(e—a)", gdzie acD,
0

bedzie szeregiem Taylora danej funkeji. Jest on zbiezny w pewnym kole
K{lz—a|<r}, kibrego okrag przechodzi przez mnajblizszy punkt brze-
.gowy A obszaru D. Obierzmy wewnatrz odcinka ad dowolny punkt a,
(rys. 40). Szereg Taylora funkeji P(z) w otoczeniu a, ma postad

o0 (1)
(®) s

1 jest zbiezny W pewnym kole' K,{|z—a,|<t.); ktérego promien 7, jest
niemniejszy niz odlegtosé [ad|=r—|a,—al.

Rys. 40. Rys. 41.

Funkeja f(2) jest przedtuzalna poprzez punkt 4 wtedy i £y1ko whedy,
gdy r>[a;4], bo na okvegu |z—a,l=|a,4| lezy tylko jeden 1)1111].{.1':
brzegowy A obszaru D.

Niech ze §rodka szeregu (5) wychodzi dowolna krzywa C o rc’)‘ﬁvnaniu
z=2(l), a<<t<f, majaca poczatek z(ac)=a i koniec 2z(B)=15 (rys. 41).

') Tzn. kazdy iuk okregu zawiera punkty tego zbiorm.
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© Méwimy, ze szereg (B) jest preediuzalny wedlus krzywej O, jezeli kazdy

punkt #() krzywej jest érodkiem pewnego szeregu potegowego
) Pye) (a<t<h)

o dodatnim promieniu zbieznodei, gdzie 1° P,(z)=P(z) i 2° kazde dwa
szeregi Py(2) i Py(z), dla ktérych réznica |#'—i| jest dostatecznie mala,
sg identyczne w ezeéci wspolnej swych kot zbieinodei. Rodzing szeregow
(7) nazywamy woéwezas laieuchem szeregéw potegowych o poezatku P(z)
i koticu Py(z). Szereg Pyle) nazywamy przedluieniem szeregu P (=)
wzdiuz C1). .

Kasdy szereg potegowy ma wzdluz krzywej wychodzacej z jego Srodka
co najwysej jedno przediuzende.

Istotnie, gdyby szereg (5) mial wzdluz krzywej ¢ dwa przedluze-
nia, to obok laricucha (7) istnialby drugi latcuch @z), e<<t<CB, 0 tym
samym poeczatku P, (s)=P(2)=Q,(z) i réinych kotcach Py(2) #Qp(2)-
Niech y bedzie kresem gérnym takich liczb f,, ze P;=@; dla a<<é<th.
‘W dowolnie rhalym otoczeniu liczby y istnialyby wowezas takie dwie
wartogei £ i ', ze P;=@, oraz P,3Q,, co jest niemozliwe.

PrzvkeAD. logz i J/2 sa, jak wiemy (str. 59), funkcjami anali-
tyeznymi na plaszczyznie rozcigtej wzdiuz dowolnej polprostej wycho-
dzacej z punktu 0. Szereg Taylora funkeji logz w otoczeniu punktu
a0 ma postaé (str. 65)

. . —a 12—4)2 1(%_@)3_ (le—al<la])
() Oga:"{‘ p _E(T +3 p ceey =

Jest on przedhzalny wzdhuz kazdej drogi O nie przechodzacej przez
&

punkt 0.

Przyjmijmy a=re¥, loga=Logr-+ii i niech C hedzie krzyws zam-
kniets, jaks opisze punkt, ¢ obiegajac k-krotnie okrag |¢|=r w kierunku
dodatnim (ujemnym). Wowezas pierwszy Wwyraz szeregi (8) wazrosnie

(zmaleje) o 2kni, inne zag wyrazy nie ulegna
zmianie, a wige szereg (8) wzrofnie o 2kmi m
wzglednie 0 —2kmi. A yad -

B x
T 7
Zasada symetrii. Niech D bedzie ob- b
szarem zawartym w pélplaszezyznie Iz>0
i niech brzeg tego obszaru zawiera odecinek Rys. 42.

d=AB lezgey na osi rzeczywistej (rys. 42).
Oznaczmy przez D obszar symetryczny do D wzgledem osi #, tj. zbidr
punktéw z, gdzie zeD. Wykazemy, Ze:

1) Punkty aib moga byé réine, jak na rys. 41, lub nie.
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Jeseli funkeja f(2) jest analitycena w obszarse D, ciagta w D+d. i je-
seli prayjmuje no odeinku @ wartodei rzeczywiste, to daje sig przedtusyé
_ analitycznie na caly obszar D+d+D=4, pray czym preediusenie to otrzy-
' mamy prayjmujac

9) j@)=f# da zeD.

Dowéd. Funkeja f(z) rozszerzona na obszar 4 umowa (9) jest oczy-
widcie ciagla w tym obszarze. Niech ¢ bedzie konturem o réwnaniu
z=2(l), a<t<p, zawartym wraz ze SWym whetrzem w zbiorze D-d,
a O — krzywa symetryezng do O wzgledem osi 4. Na mocy twierdzenia
cabzowego Cauchy’ego mamy . ’

B
(10) [He)de= [ 212 (t)at=0.
c ® a

Réwnanie krzywej C ma postaé z=z(t), a<t<B, a zatem na moey (9)

B B
af fe)de= [f2(t)12 (£) dt= [ fla(t)]e’ (2) e

Ostatnia catka ma wartodé sprzezons z catky (10), wige takze réwna sie
zeru, a zatem na mocy twierdzenia Morery funkeja f(2) jest analityezna
w obszarze D. '

‘Azeby wykazaé, ze jest ona analityczna w obszarze A, obierzmy
- w 4 dowolny kontur I" i niech odcinek d dzieli wnetrze .I" na dwa ob-
szary (rys. 42). Oznaczaja¢ brzegi tych obszaréw skierowane dodatnio

przez C i €', otrzymamy
&

[#e)de=[+ .

r o o

W mysdl poprzedniej czefei dowodu catka t:a réwna sie Zeru; a wiec na

mocy tvy:terdzegia Morery funkeja f(z) jest analityczna w 4.
Twierdzenie tq daje nowy sposéb przediuzania analitycznego zwany

zasadq symetrii Riemanna-Schwarza. '

. 48. Pelna funkcja analityczna. Niech f(2) bedzie funkecjy analityczng
]ednoznac%nag w obszarze D, a P(z) — szeregiem Taylora tej funkeji
w otoczeniu pewnego punktu aeD. Kazdy taki szereg nazywamy clemen-
{Sem funkeji f(z). Jezeli C jest dowolng krzywa wychodzaca z punktu a
i zawarty w obszarze D, to wszystkie elementy danej funkeji o $rodkach
na O tworzg laficuch szeregéw potegowych. Element P(z) daje sie wiec
przediuzaé analityeznie wzdluz kazdej drogi zawartej w obszarze D

o]
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i kazde jego przediuzenie jest nowym elementem danej funkeji (rys. 43).
Fakt ten wyrazamy méwiac, ze: ’

Eunkcy’@ f(z) w obszarze D moéna wytworzyé z jednego jej elementu przez
preediusenia analitycené w obszarze D. . '
Oznaczmy przez R rodzine wszystkich ele-
mentéw danej funkeji f(z). Kazdy element ro-
dziny R jest przediuzalny w kazdy inny wzdiuz
pewnej drogi zawartej w- obszarze D. Zmajac
rodzine R znamy funkecje f(2) i na odwrét. Je- )
zeli tunkeja f(z) jest przedtuzalna poprzez pe- Rys. 43.
wne punkty brzegowe obszaru D, to rodzina R
daje sie powiekszyé o nowe elementy; jezeli nie jest przediuzalna, to
funkeje, f(z) lub rodzing R nazywamy pelna funkejy analityezng.
Ogoélnie, petng funkcjq analityceng nazywamy kazda rodzing R sze-
regéw potegowych majgeych dwie nastepujace ‘wiasnogei:
I Kazdy z dwéch szeregéw rodziny R jest przediuzalny
w drugi (wzdluz pewnej krzywej).

II. Kazdy szereg potegowy bedaey przediuzeniem pew-
nego szeregu rodziny R nalezy do R.

Jezeli rodzina R ma whasnosé I, lecz nigkoniecznie wlasnodé II, to
nazywamy ja gateziq funkeji anmalityczne lub krétko funkcjq anality-
ceng. Szeregl potegowe rodziny R nazywamy -elementami danej funkeji,
zbi6r punktéw srodkowych tych elementéw — obszarem istnienia funk-
cjit), a warto§é kazdego elementu w jego $rodku — wartodeiq funkcji
w danym punkeie. )

Funkeja analityczna (petna lub jej galat) jest jednoznacena, jezeli kazde
dwa jej elementy o wsp6lnym srodku sg identyczne; w przeciwnym ra-.
zie funkeja jest wieloenacena i ma w pewnych punktach wigcej niz jedna
wartosé. W szezegbélnofei funkeje analibyezna nazywamy n-znacaig, je-
zeli kazdy punkt jej obszaru istnienia jest §rodkiem co najwyzej n 102-
pych elementéw i jezeli istnieje punkt bedgey $rodkiem 7 elqmentéw.
Analogicznie okre§lamy funkcje nieskoniceenie wieloznacena?).

Punkty osobliwe szeregéw potegowyeh rodziny E oraz ich punkty
skupienia nazywamy punktami osobliwymi odnognej funkeji. Kazdy punkst
obszaru istnienia danej funkeji jest frodkiem, a wige punktem regularnym
przynajmniej jednego jej elementu; jesli jed.na]g funkeja jest wieloznaczna,

1y Ze wzgledu na wiasnodé I 2biér punktéw érodkowych szeregéw rodziny R

jest zawsze pewnym obszarem. } '
2) H. Poincaré dowiddl, Ze 1646 elementéw funkeji analitycznej o wspélnym
grodku jest co najwyzej przeliczalna. .
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to ten sam punkt moze byé punktem osobliwym innego elementu danej
funkeji. .

Wartosé funkeji wieloznacznej f(z) w punkeie a jej obszaru istnienia
D jest wyznaczona dopiero wéwezas, gdy znamy element P(z) tej
funkeji o §rodku a. Ze wzgledu na to pare {a,P(z)} zlozong z punktu
aeD i elementu P(z) o érodku a nazywamy punktem analitycznym funkeji
wieloznacznej. Sam punkt a nazywamy punkiem geomelrycenymny.

PRZYEEZAD 1. ]/; jest funkejg analityczng, kbérej elementami sg
szeljegi potegowe (str. 65)

(a1) (1) (3 2]

gdzie « jest dowolng liezba réing od zera. Zbiér tych elementéw ma
wlasnogei I i IT; obszarem istnienia jest cala plaszezyzna bez punktéw
01 co. Kazdy punkt a jest §rodkiem dwu elementéw (11) odpowiadaja-
cych dwu wartogciom potegi o, a wiee Yz jest funkeja dwuznaczng.
Gdy punkt o bkrazy raz dokola punkst 0, wéwezas o'* zmieni sie na —a'?,
a wiec element (11) zmieni znak. - '

PrzyrzAD 2. Funkeja logez jest nieskonczenie wieloznaczna, jej
elementami sa szeregi (8). Obszarem istnienia jest cala plaszezyzna bez
punktéw 0 i co. Kazde dwa elementy tej funkeji o wspdlnym srodku
rézniy sie o 2kni, gdzie k=+41, +2,...

Funkeja odwrotna. Niech f(2) bedzie funkejg jednoznaczng lub
wieloznaezng rézng od statej i niech. D bedzie jej obszarem istnienia.
Kazdy element w=P(z) tej funkeji o §rodku z,eD, w ktérym P’(z,) 0,
jest, jak wiemy (str. 93), odwracalny i ma element odwrotny z=P ()
o Srodku wy=2P(z).

/ Wykazemy, ze:

/ Zbiér elementéw odwrotnych dowolnej funkcji analitycenej f(z) tworzy
" jedng funkcje analitycang (oznaczamy ja przez 7 i nazywamy funkejo
Y odwrotng wzgledem f).

Istotnie, wystarczy wykazaé, ze kazde dwa -elementy odwrotne
Pri(wyi Py (w) sg przediuzalne w siebie. Klementy pierwotne Py(2)iPy(2)
83 z zatozenia przediuzalne w siebie wzdluz pewnej krzywej O, tj. istnieje
lacuch elementéw Py (z), gdzie 1<<1<<2, o poczatku P,(2) i kohcu P,(z).
Punkty zerowe pochodnej f'(z) sa odosobnione, a wiee krzyws C m(;Zna,
tak dobraé, aby wzdluz niej bylo f'(z)5£0. Woéwezas wazystkie elementy
P, (2) 53 odwracalne i elementy odwrotne P;(w) tworza larcuch 1aecza¢c:y
elementy Pr(w) i Py (w).

@ .
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Uwaga. Jezeli funkeja w=f(2) jest jednokrotna, to funkcja odwrotna
2=f""w) jest jednoznaczna, jezeli natomiast funkeja w=7(z) jest wielo-
krotna, tzn. istniejy takie punkty e, i 2,52, ze f(z)=71(2,), to funkeja
2=f""(w) jest wieloznaczna.

PrzykeAD 1. Funkejami odwrotnymi wzgledem z=w" i z=¢" s3
funkcje wieloznaczne w=7]1/; i w=1logz.

PrzYKEAD 2. Funkeje odwrotne wzgledem sinw, cosw, tgw i ctgw
oznaczamy: arcsing, arccosz, arctgz i arcctgz. Te ostatnie sg wielo-
znaczne, bo funkeje pierwotne sg. wielokrotne (przyjmuja kazda wartosé
w nieskonczenie wielu punktach, p. éwiczenia 7 i 8, str. 34).

/ 49. Funkecje dowolnie przedluzalne w obszarze. Funkeje analityez-
ng W pewnym obszarze D nazywamy dowolnie preediuzalng w tym obszarze,
jezeli kazdy jej element daje sig przedtuzaé analitycznie wzdtuz kazde]
krzywej zawartej w D. Np. logz i V2 sa funkejami dowolnie przediuzal-
nymi w obszarze 0<|z|<<co. Funkcja jednoznaézna jest zawsze dowol-
nic przediuzalna w swym obszarze istnienia, nie kazda jednak funkeja
wieloznacznal). Poznamy dwie wazne wlasnosei funkeji dowolnie prze-
dluzalnych. ’ .

Jezeli funkejo analitycena jest dowolnie przediuialng w obszarze D,
to kasdy punkt acD jest $rodkiem tej samej ilosei elementéw danej funkeji. /

Dowéd. Niech punkt o bedzie srodkiem p elementéw, a punkt b
grodkiem ¢ elementéw i niech krzywa C laezy a i b. Gdyby bylo p>g¢, to
istniatyby dwa elementy Py(2) 1 Py() o frodku a, ktérych przediuzeniem
wzdiuz O bylby jeden element @(z) o srodku b. Wowezas, przediuzajac
element Q(z) wfdluz ‘¢ w kierunku przeciwnym, otrzymalibys§my jako
wynik przedtuzenia dwa rézne elementy, co jest niemozliwe (§47, str. 103).

Funkeja analityczna dowolnie przediualna w obszarze. jednospdj-
nym D jest w tym obszarze jednoznacend.

Dowo6d. W przypadku przeciwnym istniatyby dwa rézne elementy Py(2)
1 Py(2) 0 wspblnym érodku a. Niech @(z) bedzie elementem o innym §rodku b.
Elementy P, i P, sa oczywifcie przediuzeniami elementu @ wzdluz pew-
nych lukéw O, i 0, o poczatku b i koticu a (rys. 44.) Mozna zalozy¢, ze
Iuki te sg liniami wieloboeznymi, bo przediuzenie wzdtuz dwoéch lukéw
dostatecznie bliskich o tym samym poezatku i koreu daje na wynik ten
sam clement koncowy. Mozna dalej zatozyé, e linie ¢, i C, nie przeci-

1) Punkeja [1/(z—1)]logz jest wieloznaczna W obszarze 0<|z|<<oo. Szereg
loge=_2kmi+(g—1)—(#—1)}/2+(E—=1)°/3—... jest podzielny przez z—1, gdy k_= 5
wiee punkt 2=1 jest regularny dla jednego z elementéw funkeji danej, a osobliwy
dla, wszystlkich innych elementéw.

‘
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najg sig poza punktami a i b, bo W przeciwnym razie moznaby punkt
przecigeia obraé za punkt o lub b. )

Obszar 4 ograniczony liniami Oy i C, nalezy do obszaru D). Oprzemy
sie na twierdzenin pomocniczym do§é oczywistym, Ze obszar 4 mozna
pokryé rodzing linii wieloboeznych €, 1<t<2,
o wspblnym poczatku b i koneu a, nie przecinaja-
cych sie ze soba (rys. 44). Gdyby elementy P; i P,
byly rézne, to istnialaby w rodzinie C, taka linia G,
ze - przedluzenie elementu - @ wzdluz €, daloby
w punkcie ¢ element inny niz przedluzenie wzdinz
linii ¢, dowolnie bliskiej, co jest niemozliwe, a za-
tem P,=P,. ) .

Twierdzenie to nosi nazwe twierdzenia o mono-
dromii. Wynika z niego, ze jezeli pewien element P(z)

Rys. 44. funkeji analitycznej f(z) jest przediuzalny wzdtuz

krzywej zamknietej C i jezeli po przediuzeniu ele-

ment koneowy jest réiny od P(z), to wewngtrz ¢ funkeja f(2) mousi

mieé przynajmniej jeden punkt osobliwy. Gdy istnieje tylko jeden talki
punkt, wéwezas nazywamy go punkiem rozgabezienia danej funkeji.

PrzYKEAD 1. Funkeja 7]L/; jest dowolnie przediuzalna w .obsza-'
176 0<|2]<<oo., Kaidy punkt tego obszaru jest érodkiem n elementéw .

funkeji. Punkt z=0 jest punktem rozgalezienia.

PrzYEEAD 2. Funkeja AT~ z ;-
. 7’ Z, r -\
(12) Ve ) " N )
= 2—2)(8—2,) ... (28— \ ’
‘ 1 2 ul X" ) /%{\ ://
gdzie #,%,...,%, s lezbami réznymi, jest -
analityezna i jednoznaczna w kazdym obsza- ‘ I
rze jednospéjnymi D nie zawierajacym punk- Rys. 45.

t6W 2y 25,..., 2,%), 1P. Na calej plaszezyZnie )
rozcigtej wzdiuz pétprostych wychodzaceych z punktéw 2z, i nie prze-
cinajacyeh sie (rys. 45). OkrefliliSmy ja jako réwng (str. 60)

(13) llog (—2,) + log (s—2,)+ ... + log (e—2,,))/2

. Mcja (12) jest przedtuzalna wzdiuz kazdej krzywej nie przecho-
dzgcej Przez punkty 2. Gdy pewien jej element P(z) przedtuzymy wzdluz
krzywej zamknigtej I" okrgzajacej doktadnie jeden punkt 2y (2; na rys. 45),

1) Bo wngtrze krzywej zamknigtej zawartej w obszarze jednospdjnym nalezy
.do tego obszaru.

")~ W kazdym takim obszarze istnieja dwie galezie jednoznaczne funkeji (12).
Galaz jest wyznaczona, gdy ustalimy jej wartodé w jednym punkeie.

B

iom
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wéwezas po przediuzenin otrzymamy —P(2), bo %log(#—=z;) wzrofnie
Iub zmaleje o =i, a wiee funkeja (13) zmieni znak. Gdy krzywa I' okrazy
parzysta iloéé punktéw 2, wéwezas element P(z) wrécel do swych warto-
dei wyjdciowych.

50. Calki funkeji jednoznacznych i wieloznacznych. Niech f(2) be-
dzie funkejg analityezng jednoznaczng lub wieloznaczng, dowolnie przediu-
salng na calej plaszezyZnie otwartej poza skonczong iloeiy punktéw
osobliwych 2, zz,...,zj, (np. funkeja wymierng lub funkejap wieloznaczng
postaci (12)). Odrzucajac z plaszezyzny polproste zzoo (rys. 45), otrzy-
mamy obszar jednosp6jny D, w ktérym f(z) jest funkeja jednoznaczng,

a wige calka
2

(14) Fo)=[{(0)ds, gdzie aeD,

a
okredla funkeje jednoznaczng (str. 58) o pochodnej F'(2)=7f(z). Funkeja
F(2) jest przediuzalna po kazdej drodze nie przechodzacej przez punkty 2,
bo polozenie pélprostych zxoo mozna zmieniad. Rozréznimy dwa przy-
padki:

1° f(2) jest funkeja jednoznaczng. Oznaczmy przez ay residunum
funkeji f(2) W punkeie 2, i niech I' bedzie droga zamknigty nie przecho-
dzacy przez punkty osobliwe 2.

Jezeli I' nie przecina si¢ ze sobg i okraza dokiadnie jeden punkt 2,
to calka funkeji f(e) wzdtuz I' nie zalezy od ksztaltu i polozenia I" i réwna
sie 2miay. lub —2wia;, zaleznie od skierowania (dodatniego Inb ujemnego)
drogi I (str. 86). Gdy I' okraza punkt 2 n-krotnie, to catka wzdtuz I’
réwna fie 2nmia,. Stad latwy wniosek, ze gdy I' jest dowolng drogg zam-
kunigta (rys. 46), to calka wzduz I' réwna
sie ‘

2%17c13a1'-|—2n27:id2'+. o -2m, i,
gdzie my,0,...,m, 53 liczbami ‘catkowitymi
dodatnimi, ujemnymi lub zerami.

Zmiefmy w catce (14) droge catkowa-
nie O na inng ¢/ o tym samym poczatku a
i kotcu 2. Wéwezas suma €'+ (—C) jest pe-
wng krayws zamlknigts I, a zatem C'=C~+T"
i-wobec tego funkeja :(14) zmieni si¢ na

(15) . F(z)++2mi (nlal—i—ngag-{—...‘—}-n”aﬂ).

Calka (14) jest na ogét funkeja nieskoticzenie wieloznaczng i jezeli
F(z) jest pewny jej gatezia jednoznacznsg, o wszystkie inne gatezie W tym


Yakuza


110 ROZDZIAL X. Przediuzenia analityczne. Funkeje wieloznaczne.

samym obszarze maja postaé (15), gdzie liczby ay 82 resic-hmm.i ftlpkcji
#(z) w jej punktach osobliwych, a 7 8% liczbami calkowitymi. Liezby
Arniay, k=1, 2, ..., nazywamy okresami catki (14).

Kazde dwie galezie calki (14) réznig sie wiec 0 pewng statg. .J edynie
w przypadku, gdy wszystkie residua s3 réwne zeru, pelna funkeja anali-
tyczna (14) jest jednoznaczna.

PrzYELAD. Funkeja
o - dc
IEERES

(16) #(2)

jest przedluzalna po kazdej drodze nie przechodzacej przez bieguny
+4 funkeji podealkowej. Poniewaz 1/(1-|—52)=[1/(4‘—i)—1/(‘§+i)]/2i, wiee
residua w punktach -7 wynosza odpowiednio 41 /2, a zatem wszystkie
elementy funkeji (16) o wspélnym $rodku maja postaé  @(z)tkr,
%=0,1,2,...

Zauwazmy, ze ¢’ (2)=1/(1+2*)=(arctge), a wiec funkcje @(2) i arctge
r6inia sie o stata. W punkcie 0 jeden z elementéw obu funkeji ma war-
t086 0, wiec obie funkcje sy identyczne, a zatem

(17 arctge= f a
) ' ‘ #eliTe
Poniewaz 1/(1+ oy=1—z4+—.. dla [Z]<1, wiee calkujac wyraz po
wyrazie, otrzymamy
. RN .
18 tge=2———+——... ’
(18) arc tgz== 3 + 5 ‘ )

Jest to jeden z elementéw funkeji arctgz o §rodku z=90. Inne elementy
0 tym samym $rodku réznia sie od niego o kw, k==+1, +2,...

2° f(z) jest funkejg wieloznaczng. Rozwazmy najpierw przypa-
dek szezegdlny
af
e—= !
yi-g

(19) : wm:f

0

w ktérym funkeja podealkowa ma dwa punkty rozgalezienia -1, i za-
uwazmy, ze catka (19) zalezy nie tylko od drogi catkowania, lecz takze
od wartodei funkeji podcatkowej w punkcie poczatkowym drogi. W kaz-
dym obszarze jednospéjnym D nie zawierajacym punktéw -1, lecz zawie-
rajacym punkt 0, funkeja y(2) jest jednoznaczna i dowolnie przediuzalna
poza obszar D po kazdej drodze nie przechodzacej przez punksy +1.

Im 50. Calki funkeji jednoznacznych i wieloznacznych.
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Obliczmy warto$é calki (19) po drodze zamknietej I’ wyehodzacej
z punktu 0 i okrazajacej raz tylko punkt osobliwy 1, przy czym element
wyjéciowy funkeji podcatkowej 1/]/ 1—{% w punkeie 0 niech ma warto§é 1.
Czytelnik sprawdzi, ze warto$é tej catki nie :

zalezy od ksztaltu drogi I'?). yh-

Obierzmy jako droge I' linie zlozong
z przedziatu [0,1—e] na osi 2, z okregu K, ’,,/ﬁz
zatoczonego z punktu 1 promieniem e (rys. 47) — o= !
i z przedzialu [1-—¢,0]. Zauwazmy, ze gdy A EY ) //?\' 13
ymienna { okrazy okrag K,, wéwezas ele- l\\ C'\K K.,/
ment Y/1—¢ zmieni znak mna przeciwny, R
a wige . Rys. 47.

@
= at S '
i) e A el e S

Gdy e—0, wéwezas catka wzdluz K, dazy, co latwo stwierdzié, do zera,
bo dlugodé drogi catkowania dazy do zera. Dwie pozostale catki sp sobie
réwne i kazda z nich dazy do =/2, a wiec calka wzdhiz I' réwna sig¢ = 2).
Element funkeji podcatkowej 1 /]/’1~ £2 po obiegu wzdhiz I' ma w punk-
cie 0 warto§é —1, a wiec calka wzdluz 2T, tj. wzdluz linii I' obieganej
dwukrotnie, réwna si¢ m—n=0, przy czym element funkeji podcatko-
wej wraca po obiegu do wartosei wyjdciowe;.

W podobny sposéb stwierdzimy, ze catka (19) wzdluz drogi zam-
knietej I” wychodzacej z punktu 0 i okrazajacej punkt —1 (rys. 47),
réwna sie —— 8), przy czym element funkeji podcatkowe]j zmienia po obiegu
znak. Wnioskujemy stad, e catka wzdtuz I'+I" réwna sie 2w, natomiast
catka I"+I" réwna sie —2x i w obu przypadkach funkeja podealkowa
wraca po obiegu do wartodci wyjsciowej. Ogélnie, catka (19) po drodze
zamknietej zlozonej z pewnej ilofei okrazerr I'i I réwna sie 2km lub
(2k+1)m, k=0, 41, +2,..., zaleznie od ilodei okrazed (parzystej lub nie-
parzystej) i od ich porzadku. Gdy ilo§é okrazeh jest nieparzysta, funkcja
podcatkowa zmienia po obiegu znak na przeciwny.

Niech ¢ bedzie ustalong droga calkowania w calce (19) i niech C’
bedzie inng drogg o tym samym poczatku 0 i koncu z (rys. 47). Droge c’

1) Tzn. dla dwéeh takich drég I4 i I, wychodzacyeh z punktu 0 mamy 111—-1):
Calki te moga byé réine, gdy drogi okrazaja wprawdzie punkt 1, lecz nie wychodza
z jednego punktu O (np. I lezy catkowicie wewngtrz I).

%) Wartodé  ta nie zalezy wiee od skierowania linii I

%) Gidy element wyjéciowy funkeji podcatkowej w punkeie {=0 ma wartosé 1;
gdy wartodé ta réwna sie —1, catka (19) wazdluz I réwna sie 7.
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zlozong z pewnej ilosel okragzed I'i I oraz drogi 0.

Wrioskujemy stad, ze catka (19) wzdtuz 0 wyraza sig jednym z wzordw

(20) p(2)+2kx  Tub —p(2)+(2k+1)m, k=0, 41, £2,...,

gdzie y(z) jest catka (19) wzdtuz . Pelna funkeja ana;]ityczna]vip(z) jest

wiec nieskoriczenie wieloznaczna; znajac jedna jej galaZ p(e) otrzymamy

wszystkie inne na}zasadzie wzoréw (20).

Wiemy, ze w’(z):l/]/i——_z-zz(aresmz)’, a wige aresing I‘éZ%li gie od
p(2) o stalg. Stala ta réwna si¢ zeru, bo w(0)=arcsin0==0, a wigc
z

| at

arcsing= f =

H ¥ 122

mozna zastapié droga,

(21)

Na mocy wzoru (15), str. 65, mamy dla |¢]<1 rozwinigeie

1 1,,1:3, 1358,
Jie =—‘1+§C 'I‘ﬁl +2-4'65 Foe
skad, catkujac, otrzymamy
. 1 28 13 25 135 57_{_
(22) a.r031nz=z+5-§ PR WA L
Catka (19) jest przypadkiem szezegblnym catki -
‘ ' 2
)= [ a _,
23 (2)== =
) IV (t—2)(C—2s)...((—2,)

gdzie punkty 21,%.. .42, 5% rézne. Calka (23) nosi nazwe calks eliptyczne;,
gdy u=3 lub 4, oraz catki hipereliptycenej, gdy pu>4. Jak w przypalr.dku
calld (19) dowodzi sie?), ze catka (23) dla u>2 jest funkeja nieskoncze-
nie wieloznaczng, i gdy F(2) jest pewna jej galezia jednoznaczna, wowW-
czas kazda inna galas w tym samym obszarze wyraza sie jednym z dwéch
wzoréw: O(2)+Q lub —D(2)+ 2, gdzie Qi 53 liczbami zaleznymi od
drogi catkowania. - ‘

W szezegbnogei, gdy calka (23) jest catks eliptyczna, wowezas
istniejs takie dwie stale o i o' o ilorazie nierzeczywistym, ze wezystkie
galezie eatki w tym samym obszarze wyrazaja sig jednym z dwbch Wwzorow

(24) D(2)+no-+n'e —&(2)+no+n'o +a;

gdzie n i n’' sa liczbami catkowitymi, a zad jest' pewna liczbgy zespol'onag,
zaleing od polozenia punktu'e. Liczby o i o’ nazywamy okresamsi danej
calki eliptycene;.

1) Zob. E. Goxursat, Gours &'analyse mathématique, t. II, Paris 1929, str. 128.

=M

50. Catki funkeji jednoznaeznych i wieloznacznyeh.
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Ogolnie, kazdg calke postaci

f]?(:,v,n)d;‘, gdzie  aw=)’ (;_.;'ﬁ;_—m.
a

Al

przy czym R(g,w) jest funkejs wymierns dwéeh zmiennyeh, nazywamy
calkq eliptyceng, gdy u=3 lub 4, — hipereliptycang, gdy p>4. Calki elip-
tyezne postaci

(25) |

—= ey
V4 —gi—nh &J
gdzie g i b 54 liczbami zespolonymi, A za$ jest liezby rzeczywisty, naleza
do najprostszych. Pierwsza z nieh nosi nazwe catli eliptycanej Weier-
strassa, druga calli eliptycznej Legendre’a (I rodzaju).
CWICZENIA.

o0 o
r 1. Wykazaé, ze szeregi 3'a"s" i 3 (a—1Y2%(1—2)""' sy przedluzeniami ana-
4 [

lityeznymi jeden drugiego; cay przediuzenia te sg bezpodrednie?
T o oQ
Tvkazad, ze szerewi S 1 wi- 2 8 i tej & 3 3
r 2. Wykuzaé, ze szeregi le”/n i mi4 Y (2—2)"n sg elementami tej samej funkeii.
1

» 3. Wykazaé, ze a) aresing-tarceosz=m/2+42kn, b) aretgz+arcetgr=x/2-+k=,
gdzie k=0, 41, +£2,... -

. ST . R
4. Niech aw= 1— ]/ 2 bedzie funkeja analityezng odwrotna wzgledem
2= (1—w?)?. Wykazad, se jest to funkeja 4-znaczna i ze punkt z=1 jest regularny

dla pewnyeh jej elementéw, a osobliwy dla innych.

5. Wykazaé¢, ze gdy g A, jest szeregiem bezwzglednie zbieinym o wyrazach
réznych od zera i gdy {u"}l jest ciggiem punktéw okregu |z'=1, wéwezas szereg
,g.:l“/ (z—n.z,l) przedstawia pewnya funkeje analityezna g(z) wewnatrz okregu i pewna

funkeje analityczng w(=) zewnatrz okregu. Funkeje te sa przediuzalne jedna w druga,
gdy zbidr punktéw {a,} nie jest wszedzie gesty na okregu; w przeciwnym razie funk-
cje sp nieprzedluzalne i okrag jest ich naturalng granica.

ROZWIAZANIA.

1. Oba szeregi sp réwne 1/(1—az), pierwszy w kole |az|<1, drugi w obsza-
rze |(a—1)z|<<|1—2l; przedluZenia sa bezposrednie, Lo obszary nie sa rozlaczne.
— 2, Pierwszy w kole |z|< 1 réwna sie —Log(l—z2), drugi w kole |z—2|<1 réwna
#ig 2ni ~Log(1—z). — 3. a) Przyjmijmy aresinz=w, arccosz=mw’; wWéwezas
2=ginw = cogw’ = sin (n/2—w’), skad w+w =wn/2+42k=, b) niech aretgz=w,
arcetge=w’; woéwezas s=tgw=ctgw =ig(n/2—w’), skad wtw'=r2+km. —
4. Kazdy punkt g5 0 jest érodkiem dwdéch elementdw funkeji p(z)=1— ]/ z, a wiec
érodkiem 4 elementéw funkeji J/ p(@), o ile p(z)#0. W punkeie #=1 jeden z elementéw
funkeji p(2) ma wartodé 0, a wiee punkt ten jest érodkiem dwdch elementéw danej
funkeji. — 5. Zastosowaé przyklad 4, str. 77; gdy # zdaza z woetrza lub z zewnetrza
okregu do pewnego punktu a,, wéwezas funkcje @ iy rosna nieograniczenie.

T. Leja, Tunkeje Analityezne — 8
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