CZBSC DRUGA
CALKI FUNKCJI ZESPOLONYCH

ROZDZIAL V
Calki funkcji ciaglych

22, Calka zwyczajna. Niech D(t)=o(f)+iyp(t) bedzie funkeja ze-
spolona zmiennej rzeczywistej 1 okreélon@ w przedziale domknigtym
[a,f]). Podzielmy przedzial [a,f] na n czedei punktami a=t,<t,<...<t,=4,
obierzmy w kazdym z przedzmléw i1, t] dowolny punkt §; i utwérzmv
sume .

1) 8n=£¢(ﬁj) (t—t1)

Jedli ciag (1) dazy do pewne]j granicy, gdy n—>co i jednocze$nie naj-
dluzszy z przedzialéw [f;_,, {;] maleje do zera, granica ta za$ nie zalesy

(n=1,2,...).

od doboru punktéw podziatu #; ani od punktéw posrednich 6;, to dana'

granice oznaczamy przez
(2) f@(t)dt

i nazywamy calkq ewyczajng funkeji &(t) w przedziale [a,f].

Definicja ta nie rézni sie od znanej definicji catki Riemanna funkeji
rzeczywistej. Zauwazmy, ze sume przyblizong (1) catki (2) mozna na-
pisaé w postaci ‘

ZIP(Gy‘) (ty—1—1) -H'Z’P(Bj) t—t_1)-

Poniewaz lims,, lstme]e wtedy i ty]ko wtedy, gdy osobno cmsé 1zeezy- .

wista 1 osobno eze§é urojona s, daza do granic, wige:

Funkeja @ (t)=o(t)+ip(t) jest catkowalna w preedeiale [a, 8] wtedy

i tylko wtedy, gdy funkcje o(t) i w(t) sa catkowalne ; zachodzi pray tym
2wiqrek

(3) f &)

f t)dt-]—szp (&) dt. .

icm

g

23. Calka krzywoliniowa. 47

7 twierdzenia tego i ze znanych wlasnodei calek funkeji rzeczy-
wistych wynikaja nastepujace wnioski:

1° Funkcja &(t) ciggla w przedziale domknigtym (lub ogélniej: ogra-
‘niczona i majaca skoriezong ilodé punktéw nieciggtodei) jest catkowalna.
Witedy bowiem funkeje ¢(f) i ¢(f) sa, jak wiadomo, catkowalne.

2° Jedli funkecja @(t) jest calkowalna w przedziale [a,f8], to jest
catkowalna w kazdym przedziale czedciowym, i gdy a<y<p, wowezas

f-1+f

3° Jedli funkeja B(f) jest calkowalna, to jej modut |B(t)|=) ¢*+v*
jest funkeja catkowalng i

B 8
(4) U@D(t)dt‘ <[I®()dt.

Nieréwnogé (4) wynika wprost z nieréwnosei

1)‘,<§1¢<6 I

t—t ).

23, Calka krzyWoliniowa. Niech f{z) bedzie funkcja zmiennej ze-
spolonej # okre§long wzdluz krzywej regularnej C, danej réwnaniem
(5) z=2(t) (a<E<H).

Podzielmy krzywa na n tukéw punktami z;=2(%;), j=0,1,2,...,n (rys. 17},
gdzie a=i,<t,<.. <t =g, i utwérzmy sum¢

(6) {In=§,;f<c,-) (4—2)

gdzie {; jest dowolnym punktem luku z;_,%,
czyli §;==2(0;), gdzie t;_,<6;<y;.

Jezeli suma (6) dazy do pewnej graniey I,
gdy m—>oco i jednoczesnie najdtuzszy z prze-
dzialéw [t;,_,,%] dazy do zera, i jezeli granica
ta nie zalezy od doboru punktéw # i 6;%), to
granice I oznaczamy przez

(1) ' [Hzide
o]

Rys. 17.

i nazywamy catkq kreywoliniowq funkeji f(2) wzdluz drogi C.

1y Tzn. dla kazdej liczby e>0 1stme;]e taka liczba &, ze dla dowolnego podziatu
a=t<t,< ...<t,=f przedziatu [a,f], w ktérym max |t,—1,_ 1< 8 i dla dowolnie obra-
nych liezb 6; w przedziatach [#,_,,#] jest |I,— —I|<e.
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48 ROZDZIAYL: V. Calki funkeji ciaglych.

Wykazemy, ze:

Jezeli funkejo f(2) jest ciagla wedbus kreywej reqularnej O, to calka (7)

istnieje 4 daje sig wyrazié preez catke zwyczajng

B
) [Herde= [fl=(t)1e' (1) dt
[e] a

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze C jest lukiem regularnym. Wéwezas
pochodna #'(¢) istnieje i jest ciagta w catym przedziale [a,f], a wige
calka po prawej stronie (8) istnieje. Sumy przyblizone tej calki maja
postaé

—Zf[z V12 (6) (5 —t_y),  gdzie  t_ <6<t

Przyjmijmy
D
9 g (6=
(9) 4t 2'(0;) =3
wéwezas na mocy (6) otrzymamy I,— —Zf(c, )ni{t;j—ti_y) . Tloraz ¥éani-

cowy po lewej stronie (9) jest dowolnie bhskl 2'(%), jezeli tylko przedsziat

[t;1, ;] jest dostatecznie maly. Poniewaz funkeja 2/(t) jest ‘jednosta,jniﬂ,

ciggla w przedziale [a,f], wiec wszystkie réznice #; 83 dowolnie mate,
jezeli tylko przedzialy [t;_,, ;] sa dostatecznie male, czyli jezeli » jest
dostatecznie  duze. Niech bedzie |n;|<ce dla j=1,2,...,n, gdy n>N(e),
i niech M oznacza maksimum modutu jf(2)] na tukw C. Wéwezas

ursnlsMgt(t,—t,-_l)=M(ﬂ—a>e, gdy n>Ne).

Sumy I,, r6znig sie wiec dowolnie malo od sum s,. Te ostatnie daza do
cadki po prawej stronie (8), a zatem catka (7) istnieje i zachodzi (8).
Gdy C jest krzywa regularng, woéwezas catka (7) réwniez istnieje

i réwnosé (8) pozostaje prawdziwa, bo wtedy catka (7) jest sumg skon-

czonej ilofei catek wzdiuz tukéw regularnyeh Twierdzenie jest wiec
ndowodnione.

Przyjmijmy w sumie (6) fle)=wu(zy)+w(z,y) oraz z=a;+iy
i C,—§,+'m7, Po wykonaniu mnozen otrzymamy I,=q,+iz,, gdzie

—21"(675777 wf—l) (511777)( .1/7_1)

Tn"zﬂ(fy)"iy (w7_mi——1)+u(517777)( —¥Yj—1).

Sa to sumy przybhzone calek krzywoliniowych

o T

o
Im 23. Catka krzywoliniowa. 49

(10) fudw—@dy, fvdm—{—udy.
c (2]

Zatem z réwnolci I,=o,+1i7, wynika twierdzenie:
Calka Krezywoliniowa (6) funkeji f(z)=u-iv distnicje wiedy ¢ tylko
wtedy, gdy istnieja catli kraywoliniowe reeceywiste (10). Zachodzi pray tym

- rduwnosé

(11) ff(z)dz:fudm—vdy—{—ifvdm—l—udy.
¢ ¢ 1

‘Catka krzywoliniowa (7) ma nastepujace wiasnofei, z ktérych dwie
pierwsze wynikajg wprost z definieji:

1° Oznacemy preez —C kraywq O, w kiérej zmieniono jej zwrot na
preeciwny, o preez Oy @ Oy dwie Treywe, na jakie dowolny punkt deieli
kreywq, C; wowceas
(12) £=-f, f f+f

— ¢ ¢ G

9° Jeseli A jest stala, @ f(2) & g(2) s funkejams catkowalnymi wedbuz

krzywej O, to

(13) [4f@)de=a[1@)de,  [(f+a)de=[fde+ [qdz
(o] (o] o] (2] c
3° Jegeli |f(2)| <M na kreywej C, a dlugo$é krzywej réwna sig d, to
(14) ‘ | [#(e)de|< M@
(o]

Dowéd. Stosujac wzory (4) i (8) mamy
8 8
| [ae|< [1fz0]- 1 ()| at< M [ 12 B,
. C a a
z czego wynika (14), bo

g ]
i @lds= [V aa) +y* (@) di=d.
4° Jeseli swereg J(2) =D fa(e) 0 wyrazach ciagtych na krzywej C jest
1
jednostajnie zbiegny na C, to =

(15) [tde=3 [fute.
¢ 1é

Dowoéd. Catka po lewej stronie (15) istnieje, bo funkeja f jest
ciagla na C. Przyjmijmy nastepujace oznaczenie:

T ffdz—f‘ ffkdz=f[f—2n‘fk]dz
151 k=1¢ Iol k=1

F. Leja, Funkecje Analityczne
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50 ROZDZIAE V. Calki funkeji eiaglych.

n
Poniewaz szereg jest jednostajnie zbiezny ma C, wige |f— 3 fx|<e, gdy n
. 1

jest dostatecznie duze. Zatem, na mocy (14), |7,|<ed. Réznica r, jest
wiec dowolnie mala, gdy = jest dostatecznie wielkie, z czego wynika
réwnosé (15). i

PrzYELAD 1. Niech K hedzie okregiem  |z—z)|=7 skierowanym
dodatnio. Wykazemy, ze

(16) f o,

2—2,
K

Istotnie, réwnanie okregu X mozna napisaé w postaci z=z,t-re, gdzie
01 2x (str. 17 1 31). Stosujac wzér (8) otrzymamy

2 . 2n
dz 1 .. .
= | —prétidi=i | di=2ni.
22— 7€
K o o

PRZYKLAD 2. Niech € i ¢’ beda dwiema liniami laczacymi punkt 0
z punktem 1+4¢. Nieeh C bedzie odeinkiem o réwnania zi(l—i-'[) 1,
0<i<1, a ¢’ — liniy lamang, zlozona z dwéch

vi

144 odeinkéw z=t, 0<Ci<1, oraz z=1-f, 01
(rys. 18). Stosujge do funkeji « f(2)=Re=2
/ wzor (8), otrzymamy
1 1
3 ~ :
vde= |(X+i)idi=(1+1) [tdt==(1}4
= s Of J (9] g+,
N
Rys. 18. fmdz=ftdt+ﬂ1+1lt)dt=%(3+i).
¢ 0 ] )

Uwaga. Calke (7), w ktérej C jest krzywa o poczatku a i koricu b
oznaczamy réwniez przez ’

(17) [ 1.
. a
Przyklad poprzedni wskazuje, Ze catka ta moze zalezeé od drogi j
rogi k
, ey ) g g1 13cza0e])

24, F@kcja pie?wotna. Niech f(2) bedzie funkejs okreslong w obgza-
rze D Kazdg funkeje F(z), rézniczkowalna w obszarze D i spelniajaca
E (;nm wgrmllnezz)l?’ (#)=f(2), nazywamy funkejq pierwotng funkeji f(z)

odajac do 2) dowolng staly, otrzymamy znowu f j i -
Wby, 2o y y unkeje pierwotng.

Im 24, Funkecja pierwotna. 51

Jeseli funkeja f(z) jest ciagla i ma funkeje pierwotng F(z) w obszarze D,
1o catka (17) wedtuz dowolnej drogi (regularnej) C zawartej w D o poceatku
a i kohow b nie zaledy od drogi © wyraia sig wzorem

b
(18) - [fae=[fae=F(b)~F(a).
: C a
Dowdd. Niech z=z(t), a<{t<p, bedzie réwnaniem drogi C; zatem
z(a)=a, 2(f)=b. Przyjmijmy F[z(t)]=>0(1); stad
D' (t)=F"[2(1) ]2 (1) =[[2())]2'(2).

Stosujac wzor (8) otrzymamy
B
[fde= [ & (t)dt=B(B)— (o) =F(b)—F (a).
C a

Funkcja F(2) majgea w calym swym obszarze istnienia pochodng réwna
zeru jest stala.

Istotnie, przyjmijmy we wzorze (18) f(z)=F'(2)=0 oraz b=z Otrzy-
mamy 0=F(z)—P(a), a wiec F(z) ma w kazdym punkecie .z danego

_obszaru warto$é stata F(a).

PrzYKEAD 1. Stala 4 ma funkeje pierwotng Az, a wieec w mysl (18)
. b
(19) [Adz=A4(b—a).
a

PrzYKEAD 2. Funkeja A(z—2,)", gdzie n jest liczba calkowity rézng

1 '

od —1, ma funkcje pierwotna m(z—zn)"“. Gdy C jest dowolng krzywa
regularng zamknieta, wéwezas

(20) [A(z—z)"dz=0 (n=0,1,42,43,...).
St

Wynika to z wzoru (18), bo z zalozenia jest a=b. Gdy n=-—1, 0 zas

jest okregiem o érodku 2, skierowanym dodatnio, wowezas w my$l (16)

caltka (20) réwna sie 2nid.

PRZYELAD 3. Szereg potegowy > a,2" ma w swym kole zhieznosci
0

Ed a + . -

funkeje pierwotng Z—fﬁz’”*l; gdy wiee O jest dowolng krzyws regu-
~ n-+1

larng zamknieta zawarts wewnabrz kola zbieznosei, wowezas w mysl (18)
(21) [(Baw)as=o.

c
4%
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ROZDZIAL V. Catki funkeji ciaghych.

PrzYkEAD 4. Calkujac po dowolnej drodze zawartej w kole |z{<1
obie strony rozwinieé

1 1

—_— ] 2281 ,.. =1t — .

1+2 l—atat—ett.. 1422 +
otrzymamy na mocy wzoréw (15) i (18)

Z z
dz @2 28 2t . dz 28 2
22 — = b ——— ... e = g o —
22) Ji=" 5T 1T )12 375
CWICZENIA.

1. Obliezyé catki
; g
f sindtdt, f ™.
. a o
2. Wykazaé, ze suma przyblizona (6) catki [#zde, gdzie O jest dowolna krzywa
(o}

regularng o poczatku o i koheu b, dazy do granicy (b*—a?)/2, gdy n— oo,
3. Obliczyé catke

I= f[z!dz,

gdzie droga calkowania jest a) odcinek prostoliniowy, b) pélokrag [¢|=1, Rz>0.
4. Znalesé funkcje pierwotne dla ¢, e, cosz, sin(az+b).

5. Obliczyé calke
1
I= f (z—!— —) dz,
? 1
¢

gdzie O jest a) okregiem |¢—2]|=1, b) brzegiem kwadratu o érodku 0 i bokach do-
wolnej dlugodei, réwnolegtych do osi wspéirzednych. .
6. Obliczyé wartodé Sredniy funkeji
o0
f(Z)=%'anz"
po okregu z=re¥, 0t 2w, zawartym wewnatrz kola zbieinokci szeregu, tj. calke
1% L
P of f(re*)dt.
7. Wykazaé, ze wartosé érednia funkeji [f(z)[% gdzie f(e)= ﬁanz", po oqugu'
B 0
z=re", 0<t<2nm, zawartym wewnatrz kola zbieinodel szeregu, tj. catka
1 2n :
) P ety |2
ag ] Heera,
©
wyraza sig wzorem I=Ya,|[*r™.
0

. [Wskazéwka: |f(2)P=1{) f(2)]-

im 24. Funkeja pierwotna. 53

8. Wykazaé, ze jezeli okrag z=re", 0<Lt<<2om, lezy wewnatrz kil zbieznosel
dwoéch szeregéw f(2)=Xa,2", g(2)= Xb,7", to zachodzi nastepujaca réwnosé Parsevala :

L T[f(mﬂ)m e glret)] dt= 3@, B, +3,b,)7™.
27y o

o0
9. Wykazaé, ze gdy funkeja w=Y'q,2" odwzorowuje jednokrotnie koo K {jzi<r}
0
na obszar D, to pole obszaru D wyraia sig wzorem
|D]=n(|a 27+ 2@+ U L S
Ze wzoru tego wynika, ze gdy lml>1, to kolo K przechodzi w obszar o polu
piemniejszym.

ROZWIAZANIA,

1. i(cosif—cosia), i(e™—e"P)n. — 2. Przyjaé we wzorze (6) raz L_‘:,_-;z!, drugi
raz §=%. i utworzyé érednig arytmetyczna tyeh sum. Istni_enie greuncy‘Jssis~za.~
pewnione, bo funkeja podcatkowa jest ciagla. — 3. a) 4, b) 2. — 4. €, —ie”, sinz,
— (1/a) cos (az+b). — 5. Przy dodatnim skierowaniu drogi a) I=0, b) I=2xi. —

o . .
6. ag. — 7. |f('re“)|2=(Eaﬂ'r"e"")(Zo’od"v"e""“)——: X a,d,r" ). Calkujae wyraz po
) 0 Hy=0

27
wyrazie otrzymamy szukany wzér, bo calka | é®¥dt réwna sie 2w, gdy p=n,

o
wzglednie 0, gdy uzv. — 8. Zob. przyktad poprzedni. — 9. Przyjmijmy w=u-1v;

wéwezas
D(u,v)
|D|= fod/u,dv= Jl;fp(zly)dzdy.

Na mocy réwnah Cauchy-Riemanna jakobian pod ostatnia catky réwna sig | (@)1

r 2T
a ‘wige |D|=1j;_[|f’(z)|’dwdy=£g]f’(ge")l’gdgdt; zob. éw. 7.
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ROZDZIAYL VI

Twierdzenie calkowe Cauchy’ego

teorﬁ%.f ]l"II‘l;;fiﬁrdzeni_e catkowe, A. Cauchy, jeden z gléwnych twércéw

e, n:gz@ ;ﬂlﬁahﬁycz@ych, wyprowadzil zasadnicze wiasnofei tych
Z ujacego twierdzeni g i A ;

s Honchar oy zenia, ktére nosi nazwe twierdeenia calko-

Jezeli funkcja f(2) jest analit ; "
i ] yezna wewnaqirz i na brzegu ob. j
spbjnego D ogramiczonego krzywa regularng samknietq C gto saark foino:
b

@ [#z)az=0%).
¢

Idea podanego nizej dowodu i ‘ .

A 1 N pochodzi od E. Goursat ginal 6
nCiz;}wllly ego opl‘eral si¢ na zalozeniu dodatkowym, ze pochada.;a ?’lg) o b dOVY'OQ
nk é};,“ecz ]es.t ciagta wewnatrz i na 0. Wéweszas, jak to zauwaiylt Ri:an o
" ) wymka: ze wzoru (11) na str. 49, bo calki krzywoliniowe po ma]'ln’ rdVYv
dg(,J. WZOTU MOZna, na mocy znanego twierdzenia Greena?), z ot e o i

o » zamienié na ealki po-
— — ; i
{f( ,— ;) dxdy i éf(uz—v,)dmdy, .
a te 83 réwne zeru na mocy réwnaf Cauchy-Riemanna

Dowéd. 1. Przypadek j
. 5 , 8dy C jest tréjkatem. Podzi
tréjkat € na 4 tréjkaty przystajace (rys. 19) i oznaczmy ich brz(ﬁgzilzﬁay
rowane dodatnio, jak na rys. v
O Woworns I ys. 19, pI‘Z?Z Gl‘a 0, 0,

\ ’ I=([f<z)dz=c[+f+f+f,

. . T C; c‘” O{”
bo4ca1k1 wzdluz linii podziatlu znosza gie. Jedna
z 4 calek po prawej stronie ma najwigksz
dul, np. pierwsza, wiec : vome

~

—

Rys. 19 [I{Sqffdzl.
[

1‘) Na stronies 51 dowiedliémy juz te,
szereg;nem potegowym (przyklad 3).
) Zob. F.Leja, Rachunek rézniczkowy i calkowy

go‘twierdzeuia W przypadku, gdy f(z) jest

wyd. II, Warszawa 1949, str. 334,

o A
lm 25, Twierdzenie catkowe. 55

Dziela,c’ Znowu C, na 4 trojkaty przystajace i oznaezajac ich brzegi
prIez 0, Oy, Cy, C; otrzymamy przy odpowiednim doborze C, nierdw-
nogé | Gf |<4| Cf’ |, skad |I |<42‘le. Postepujae tak dalej otrzymamy ciag

tr6jkatéw o brzegach Oy, Oy,..., 2 ktérych kazdy nastepny jest czwarta
czedeia poprzedniego, gdzie
[ 1a|.

Cn

Oznaczmy przez d dlugodé brzegu C, a przez d diygosé C,. Kazdy
brzeg nastepny jest 2 razy krétszy od poprzedniego, zatem d,=d/2". Niech
%, bedzie punktem wesp6lnym wezystkich tréjkatéw domknigtych o brze-
gach 0, 0y, 0,... W punkcie tym istnieje pochodna f'(%), a wiee dla
kazdej liczby &>0 istnieje taka liczba 60, ze gdy 0<|z—z|<d, to

&)~ o |

2—2

czyli f(z):f(zo)—lf—f’(zo)(z——zo)«{—n(z—z‘,), gdzie n zalezy od #z i speinia
w kole |z—2|<<é nieréwnodé |nl<s. W kole tym leza wszystkie tréj-
katy O, poczawszy od pewnego n=N. Zatem, gdy n>=N, wéwezas

[ fde= [ fle) e+ [ F () =) de-t [ nle—) .
Cn Cn On Cn

@) I|<4”

f'(2)|<<e,

DWie pieﬁvsze calki po prawej stronie s@ réwne zeru (str. 51, wzér (20)).
Stosujac do trzecie] nier6wnosé (14) na str. 49 otrzymamy | J fdz|< odn,
bo |2\ <d,, a droga cafkowania ma dugo$é d,. Poniewaz d,=d/2",
wiec na mocy (2)
, I=dez}<ad2,
i}

z czego wynika (1), bo & jest dowolnie mate.

9. Przypadek, gdy C jest wielobokiem. Gdy C jest czworo-
bokiem, wéwezas catka (1) réwna sie zeru jako réwna sumie catek wzdiuz
brzegéw dwoéch trojkatéw (rys. 20). Podobnie, twier-

. dzenie (1) jest prawdziwe dia dowolnego wieloboku, . T
bo kazdy wielobok daje sie podzieli¢ na tréjkaty
przekgtnymi lezacymi wewnatrz wieloboku. j /

3. Przypadek ogélny. Sprowadzimy go do
przypadku poprzedniego?). W tymn celu oznaczmy
przez D, wnetrze krzywej C powiekszonme o Sume Rys. 20.

1) Inny dowéd (bardziej szezegdlowy) w ksiazee: L. L. Priwalow, Beedenue
@ meoputo PYNEYUU KOMNAEKCHOZO nepemertozo, Moskwa 1948, str. 169-172.
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56 ROZDZIAL VI. Twierdzenie catkowe Cauchy’ego.

Xz)zyjs;;ilc:n;;’);ylcz~z0|<r, gdy 2, przebiega krzywsg C. Poniewas funkeja

: Zna wewnatrz i na €, wiec jest analityczn

domknietym D,, gdy jest dostatecz;ﬂe male. yesma . obszarro
Utwérzmy sumy przyblizone dla catki (1), tj.

3 ~3 ‘
(3) L=216)—4), gdde I [fde,
o]

i niech n bedzie tak wielkie, aby bylo
) |[de—1,] <.
& 2

Punkty 2, #,...,2, leza na O i sa kolsi i
wierzchotkami Iinii wielobocznej, ité:ziejrzs;l?
Czymy przez W (rys. 21). Gdy n jest dosta-
teeznie duze, wéwezas diugodei odeinkéw 2 e,
83 dowolnie mate i cata linia W lezy Wewni;tlrzf
obs{zam} D,. Mozemy przy tym zalozyé, ze
odcmlg e sg tak male, ze w punktach kaiée (13
Rys. 21. 2z odeinkéw 2;_,2; zachodzi nieréwnogd ¢

(5) 1f(z)—f<cf>1<§é, .

gdzie d jest dlugodcig krzywej .
" ywej C; wynik : NV
tunkeji f(2) w obszarze domkniastyl;l D,. 8 o 2 jednostajnej ciaglogoi

ca&hU:Vv;gzzr‘gypzizzecgﬁe fhnnll)cc%‘(iéﬂz) wzdluz linii W i rozZtézmy jg na
: golnyc! 0 . Przyjmuj
lezy na odeinku %1%, Otrzymam;r T TGt By ®

n % n %
Jia=g [ 102=3 | vermite=rt 3 [na,
gdzie-n;=f(2) —1(%) zalezy od 2 i spelia nieréwnogé ]1;:1

231

a1 |<ef2d. Zatem
lu[fdz—fnkigllﬂflﬂidzjggéza fzf—zf—1|<2f’
I3 a_uh - .
bo dtugodé linii W jest niewieksza od d. Uwzgledniajac
(6 -
[~ J1<lf |-z <e.

Lecz poniewaz w mygl poprzedniej ezgéeiW dowod
sig zeru'), wiec modut catki wazdhuz ¢ slnie s
ta réwna sie zeru.

(4) otrzymamy

¢ atka wzdtuz W réwna,
jest dowolnie maty, a przez to calka

L 1? Linia W mose sie
linii ‘wieloboeznych zamkni
W réwna sie zeru.

obecnie ze soba przecinaé

; ;. jest i
etych nie przeeinajacyeh si . s e umg kilkn

@ z6 s0ba, a wiee calka wzdiuz

" (str. 17), z ktéryeh kazdy lezy zewnatrz

@
lm 26, Uogélnienia twierdzenia catkowego. 57

26. Uogoélnienia twierdzenia calkowego. 1. Twierdzenie catkowe
mozna wypowiedzieé w nastepujacej (nieco ogélniejszej) formie:

Jeseli funkcja f(2) jest analitycena w obszarze jednospdjnym D, a C
jest kraywa regularng zemknigle 2awarte wewnatr D, to catka (1) réwna
sig =eru.

2. Niech O bedzie brzegiem obszaru jednospdjnego D jak w ustepie 25.
W dowodzie wzorn (1) przyblizaliémy calke (1) przez catke wzdiuz linii
wielobocznej W, ktérej wierzchotki leza na C. Dowéd moina przepro-
wadzié tak, aby cata linia W lezals wewnatrz D. Zalozmy, ze funkeja
f(2) jest analityezna wewnatrz D i ciaglta w D+-0, oraz ze W lezy cal-
kowicie wewnatrz D. Wéwezas catka (1) réwniez istnieje i jezeli W lezy
dostatecznie blisko €, to nieréwnofé (6) pozostaje prawdziwa. Calka
wzdtuz W znowu réwna sie zeru, a zatem:

Jeseli funkcja f(2) jest analitycena w ob-
searze D, Kkiorego brezeg jest kraywq regu-
larng O, i ciagte w D+, to catka (1) réwna
sig #eru.

3. Niech ¢, 03, ..., 0, beda konturami

pozostalych i niech wszystkie leza wewnatrz
nowego konturu C, (rys. 22). Wykazemy, ze:

Jeseli funkcja f(2) jest analitycena w obszarze D ograniczonym kon-
turami Cyy Oy,..., Cp 4 ciagla wewnglrz & na brzegu D, to

™ ffd2=ffdz+ffdz+...+ffdz.
2, e ¢ ch

Rys. 22.

Dowé6d. Niech p=1. Podzielmy obszar D dwoma fukami regular- |
nymi %, i I, na dwa obszary, jak na rys. 22. Poniewaz funkeja f(2) jest
analityczna wewnatrz kazdego z tych ohszaréw oraz ciagla wewnatrz
i na brzegach, wige suma calek po obu brzegach, skierowanych jak na
rys. 22, ré6wna sie zeru. Przy sumowaniu, caltld wzdluz tukéw I, i1, obie-
ganych dwukrotnie W kierunkach przeciwnych znosza sie i pozostaje
suma éf -+ _j;’ , gdzie —C, ma kierunek przeciwny niz C,. Poniewaz

f:—f, Wiée wzér (7) jest prawdziwy dla p=1. W przypadkn p>1
-c,
dowdd jest analogiezny (zob. rys. 22D).

Uwaga. Jezeli zmienimy kierunek krzywych wewnetrznyeh Ci, Cyy...s Op D2
przeciwny, to méwimy, e 83 one skierowane dodatnio wegledem obszaru D. Oznaczajac
przez ¢ gume wazystkich krzywych brzegowych obszaru D skierowanych dodatnio
wzgledem D, mozna twierdzenie (7) napisaé w postaci (1), gdzie catka wadiuz O
oznacza sume calek po wszystkich krzywyech brzegowych.
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WNIOSEK. 1. Jezeli funkeja f(2) jest anmalitycena w obszarze jedno-
spbjnym D 2z wyjgtkiem punkiu 26D, to
®) [ tie=[tdz,

¢ & -
gdzie C i O sq dowolnymi konturami zawierajacymi wewnairs punkt 2
i zawartyms wewnagirz D. !

Istotnie, niech K bedzie okregiem o §rodku 2, skierowanym dodatnio
oraz zawartym jednoczesnie wewnatrz ¢ i wewnatrz 0. Na mocy twier-
dzenia poprzedniego [=[ i [=], z czego wynika (8).

¢ & ¢ K

WNIOSEK 2. Jeteli f(2) jest funkecja analityceng w obszarze jedno-
spdjnym. D © jedeli a jest ustalonym punktem obszaru D, to-funkcja P(2)
okreflona przez catkel)

z
® ®(z)=[f(0)aL
a

nie zalety od drogi- catkowania (zawartej] w D) 1 jest funkcjq analityceng

pierwotng wzgledem f(2), tj. D'(2)=f(2).

Dowéd. Niech ¢, i 0, beds dwiema drogami o poczatku a i kotcu 2

(rys. 23). Woéwezas 0;4(—C,) jest krzyws regularng zamknietg zawartg
wewnatrz D, a wiec catka po niej réwna sie
zeru i dlatego catka wzdiluz C, réwna sie calce
wzdluz C,. Funkcja @(2) zalezy wiee tylko od
punktu 2.

) Niech 2, bedzie dowolnym punktem obszaru
D i niech h bedzie liczba tak mata, aby caly od-
cinek Iaezgey punkty 2, i 2,+h nalezal do D. Na
mocy (9) mamy

Rys. 23. Comth 8 ath

B(z+h)—Ba)= [ — [ = [ Hp)dc.
a a 2

Drogs calkowamia od 2z, do 2+h moze byé linia dowolna, np. odeinek
lgezacy te punkty. W mysl (19), str. 51, mamy
2tk 2k

1
Jar=h, wiee fla)=; [ fa)dL;

2

zatem

o " 1 %tk
HELDE =3 [ 0~z

') Zmienny catkowania oznaczamy tu przez [ dla odréznienia od gérnej granicy
catkowania z.

@
Im 27. Funkeja logz wyrazona calkg. B9

Funkeja f(¢) jest ciagla w punkeie 2, & wiee |f()—F(a)l<e, gdy h jost

Jostatecznie ‘mate, np. gdy |h|<é(s). Dhugosé drogi catkowania rdwna
sie |hl, a wiee (str. 49, wzor (14)) gdy |h|<6(e), wéwezas mamy

df(fﬂlﬂbl:‘ip(f") —f(2) <»1.

glh|=e.
i <t

Zatemn pochodna @' (2) istnieje i réwna sig f().

927. Funkeja logz wyrazona calkg. Uzupelniajac. okreslenie funkeji
logz podane na str. 32, wykazemy, ze: ‘

W kaidym obszarze jednospdinym D mie zawie):ajatcym pqm'ktéw 0
ani oot) istnieje jednoznacene gataé logarytmu 1 daje sig wyrazié preez
calke

“d
(10) 1ogz=f—§+10ga,

gdeie - jest dowolnym punktem obszary D, o wartoéé loga jest dowolnie
ustalona. Ponadto mamy

ogey =1
(log#)' =

Dowéd. Oznaczmy. prawg strong (10) przez U(z). Jest Fo fui?k'(gra.
analityezna, a wige ciagla w obszarze D, na 'mocy poprzedmeﬁo Wl'est
dzenia, bo funkeja podeatkowa 1/¢ je.st; 3na]%t§§zna ;;j i),z ik;;%l(z niem

1. ponadto U(e)=1/z. Wystarezy wigc GOWIESC, zgodni ;
iz?:a;mlj ostr 32 Z(e)e’(”):-—:z. Tloraz 2/¢® jest staty W obszarze D, bo jego

L. 24,
ochodha
P [# e—l(z)]/ =10 — 2l (2) U

: ie z= =loga
stale réwna si¢ zeru, gculyz #l'(z)=1. W punkeie =0 ma,my‘l(a) oga,
i o) 1i F=e. :
a wige #/e”'=1, ezy ' ) ,

7 twierdzenia tego wynika, Ze W.kalzdym. olzlszaizlfgﬁ]edxgii?mnjﬁ:;
nie iawieraj@cym punktéw 0 i oo igtnieje fu{lkc]a z3=7e , g 7
liczba rzeczywista lub zespolong (str. 33) 1 Ze (str. 37)

' ' B el
(11) (=) ;—e*‘l"g“;wyz .
skad wniogkujemy, ze 2 jest funkcja analityczng w danym obszarze.

nceniu jednej potprostej
1y Obszarem takim jest np. cata plaszezyzna po odrz j

wychodzgeej z punktu z=0.
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U— 2 Y . . . .
ogolnienie. Niech f(z) bedzie funkcja analityczng 16zng od zera

w A
- ;b:ﬁf;?z )I) ézn;s:h.w=logf(z) bedzie funkejy ciagly spemiajacy wara

"=f(2). Cz Inik wykaze, ze jezeli ob j j j ,
funkeja logf(z) istnieje i daje S;Q wyrazié eaflzzr Prlest JedmospGiny, to

‘1)
PRG)

i .fllnkcla' ta ma w ObSZaJI'ZG D ocho wIng ’ 2 ' 2). Wzér (12 est
P Ppoc. dn@ rown ! j
llogolmenlem WZOTl (10) i dOWéd ego est a:nallog(i(})z/n(y) ( )
1% ObSZaAIZB, W kt}él‘ym istniej ] y ] -
tnieje 1o, 2 okregla m. j
l/ ‘ al g ( ), él funke, [} anali;

. 1
(13) Vim=e .

(12) logf(z) = allogf(a), gdzie aeD,

CWICZENIA.
1. Obliczyé catke [de i j
@é[ fe, gdzie O jest a)okregiem z=ré*, 0<<t<2m, b) brze-

giem kwadratu skierowane i
o &
ok 2y o wspéthdnyc}gL odatnio o érodku z=

0 i bokach dtugosci 2¢ réwnole-
2. Obliezyé catke ¢ d i
——df, gdzie K j i
| 1'[ > Jest: okregiem ¢=re*, 0<Ct<{2r, a punkt
2 lezy a) wewnatrz K, b) zewnatrz K.

8. Obliczyé catke [ ——n ie K krégiem
‘g j i
Kf Tit—s’ 8976 X jest okregiem f=re", 0<t<2r, a punkt

2 lezy a) wewnagtrz K, b) zewnatrz K

4. Obliczyé s S =
ezyé catke funkeji f(z)—_—Z'”_b + ¥ 5
k=1

Z—a —
L= bl

0 ki ierajacy: Yy Wew!
po konturze zawlerajaecym punkty a,,..., a ewnatrz, a punkty b
'm s Y 01,..

5. Obli yé logi oraz log(—1 stosujac wzér (10) dla a=1.
blicz .-} 2( ) C ( )
.
- a) dl . - N . - -
) ) , b) ) 0, ) / 4, &
1. a) 2mi, D) 2ni 2. a) 2xiz2, b) O 3.a)0, b 2mifz. Ozn; czZmy

przez K, okrgg o érodku a; zawarty wewnatrz

- Y 2 i i j
téw a, i slnerowa.ny dodatnio; na mocy (7) G mle sawigeajacy posostatyeh punk-

— 3 A ‘
gfjmdz_,_zlKfji«idz=9ﬂw‘+“"+4 )

bo funkeja B,/(z—b) j i
| ja By/(z—b)) jest analityczna wewnatrz i na G & wige 5,
3 cfg_;;dz:O dla

22

j=0,1,meeim. — - V
e = B logi=(2k+1/2)mi, log(~1)=(2k-+1)mi, k=0, &1 ;
) k=0, 41, 2

cm

ROZDZIAE VII

Wazér catkowy Cauchy’ego i zastosowania

28, Wzér calkowy Cauchy’ego. Opierajac si¢ na twierdzeniu catko-
wym, wykazemy, ze:

Jeseli funkeja f(2) jest analitycena wewngirz t 1o breegu obszarw D,
ogramiczonego kraywe regularng Jordana C skierowang dodainio, to w kaé-
dym punkcie wewngirznym obszaru Wyrada si¢ ona WIOTEM

. 1 (1)
(1) f(z =5 C-———zdc .
&

Dowéd. Niech z bedzie punktem dowolnie obranym wewnatrz D,
a K — okregiem o frodku 2 zawarbym
wraz ze SwWym wnetrzem wewnatrz D i skie-
‘rowanym dodatnio (rys. 24). Funkeja pod
cafkg we wrzorze (1) jest — jako funkeja
zmiennej ¢ — analityczna wewnatrz i na
brzegu obszaru zawartego miedzy krzywyml
¢ i K; zatem na mocy Wzord (8), str. 58,

- 10 5. (1) o ®
@) Z—_Edc* cfc__zdt- Rys. 24
K

stronie lewej mozna przedstawié jako sume dwoéceh calek

fmdc_{_ fm__)jl(_zld€=11+127
t—z2 {—2
i74 K

-2mi, bo f(z) mozna wyjaé przed znak
str. 50. Wystarezy wykazad,

Catke po

7 ktérych pierwsza Iy réwna sie f(2)
catki i zastosowaé nastepnie wzér (16),
ze I,=0.
Promiern
male, aby w kole |¢
funkeja f(£) jest ciy

» kola K mozmna obraé dowolnie maty. Obierzmy 7 tak
—z|<r bylo (&) —f(e)l<ef2m, eo0 jest mozliwe, bo
gla w punkeie 2. Na okregu K mamy [L—2|=1,
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a wige modut ilorazu pod catky I, jest niewiekszy od e/2mr. Dlugogé
drogi catkowania réwna sie 2mr, a zatem |I,|<2nr¢/2nr=c. Poniewas
modut I, jest dowolnie maty, wiee I,=0. . '

‘Wzér (1) nosi nazwe weorw catkowego Cauchy’ ego. Pozwala on obliczyé
warfosel funkeji analitycznej wewnatrz obszaru, gdy znamy jej wartodei
na brzegu. Funkcja analitycena w obszarze domknigtym jest wige okreslona
Dpraez swe wartoSei na braegu obszaru, co jest bardzo znamienng wlasnodeia
funkeji analibtycznych. o

Brzeg ¢ obszaru D nie musi byé jedna krzywa zamknigty (jak na rys. 24a)
Motze sig on sldtadaé z kilku takich krzywyeh (0=0,+C, na ry8. 24b). W tym przy-
padku catka we wzorze (1) oznacza sumg calek wzdtuz kasdej z krzywych brzegowych
skierowanych dodatnio wzgledem wnetrza obszaru D, bo wéwozas wzlr (2) pozostaje
prawdziwy na mocy wzoru (7), str. 57.

Uwaga. Gdy punkt z lezy zewnatrz obszaru D, wéwezas  calla
Po prawej stronie wzoru (1) rGwna si¢ zeru na moey twierdzenia catko-
wego Cauchy’ego, bo wtedy funkeja podeatkowa — jako funkeja zmien-
nej { — jest analityczna wewnatrz i na brzegu obszaru D.

Ze wzoru (1) Wwyprowadzimy wazne ‘wnioski, opierajac sie na naste-
Pujacym twierdzenin pomogniczym: S

Jedeli @(C) jest funkejq ciagly na dowolnej krzywej regularnej O zam--
knigtej lub nie, a punkt z nie lezy na O, to funkeja B(2) okreslona waorem

o) .
3 D(2)= . =0,
®3) (2) ] (E_z)pdé (p=0,+1,+2,...) |
jest analitycena wszedeie poza krzywg C 4 jej pochodna wyraie sig wzorem
#(£)
4 D' (z)=p | —25_dr.
. = [t
Dowéd. Nieeh\ punkt gz, lezy poza krzywy C. Utwérzmy iloraz
réznicowy '
PE)—P(z) _ [ (L) P—(f )
oz —J‘P(C)““:zo—*——'dc

i nastepnie rézniee '

D()— Bz, [(c~zr”~<c—z.,r” )

A o A i ]

gdzie I, oznacza prawy strone (4) dla z=g¢,. Rézmice w nawiasie kwadra-
towym pod os{:atnia, catks oznaczmy kréeej przez r({,2). Gdy 22y,
wowezas réimica 7{{,2) dazy do zera i to jednostajnie wzgledem fe( 1),

!) Dowdd tego, ze zbieznodé jest jednostajna, Pozostawiam czytelnikowi.

k i ogélnie dla n=1,2,...

H . . « Doteso 63
Im 29, Rozwijalnosé funkeji analityeznej w szereg potegowy.

ji zmi j keie 2, réwna

—2)? jako funkeji zmlenm}a] 2 W pun A :
1()Cec tigo zachodzi nieréwnosé |r(C,#)|<e .dla, Wszyst
gdzie & zalezy tylko od e. Ozna.ez,aga{c przez M

) krzywej O, a przes d dtugosé tej krzywej,

bo pochodna potegi
sie pl(C—a)". Wo
kich €0, gdy [z—2| <9
maksimum modutu |@(Z)] na
otrzymamy

B (2) —P(2) LI, <Mds  dla |e—z|<0.
22 i

i j ie maly.
Zatem twierdzenie jest prawdziwe, bo iloczyn Mde jest dowolnie Y.
ji i j tegowy. Zasto-
i analitycznej w szereg po asto-
Je do funkeji analitycznej f(z) wyrazone]
pochodna f'(z) wyraia sie wewnatrz O

29, Rozwijalnosé funke i

j ie twierdzeni
sujmy poprzednie 1
przez catke (1). W mysl wzorn (4)

alk
przez catke ) f © N
=5 e

pochodna f'(2) ma dalsze pochodne, mianowicie

12 040,
f"(z)=2—m7f(?_z)3 s

c

Na moey wzori (4)

w10 g
®) 6= 55 ) e

Zatem:
Funkcja analit
szq pochodng) ma w. tym obszarzé wszyst o
Niech 2, bedzie punktem we@@ﬂznypt o
nego obszaru D, W ktorym fm:lkc]a,l f(z)l]e; -
i i 2—2,| =
i niech K bedzie okregiem o >
wanym dodatnio i zawartym wraz ze swy.m_ wnsvt;:;rz
wewnatrz D (rys. 25). Gdy punkt z lezy we

K. wowezas w mysl wzorn catkowego (1)
7 M
(6) f(z)=§;c_ix f—z

Wowezas iloraz, 1/(—2) mozna rozwinagé

7 j iadajaca w nim pierw-
mym. obszarze (1j. PosIa
e, ohecar kie pochodne.

tyczna,

Rys. 25.

Niech |z—2g|=e<?=|{—2l.
w szereg zbieiny

d 1 1 S (a—2)" )
1 — __1.7 e T e 8 = - — ol
@ (e (L) —(e—m) % 2R 2 (f—2)
L—2
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Zbieznosé ta jest jednostajna wzgledem ( przebiegajacego okrag K, bo
moduly wyrazéw szeregu (7) sy niewieksze od wyrazéw szeregu geo-

metrycznego %:9"/7"“. Podstawmy rozwiniecie (7) do catki (6). Catkujac

Wyraz po wyrazie 1 oznaczajgc

Tomi) ay T wl

(n=0,1,2,...),

otrzymamy rozwiniecie funkeji f(z W szereg potegowy
(9) Hel=aytafz—a)+ ...+ an(e—r) -+
Zbi(.%Zfly lwewna,trz K. Promien kola K moze byé dowolnie bligki naj-
mniejsze] odleglosei punktu z, od brzegu obszaru D. Dowjedlismy
wiee, ze:

.Funkoija, f(2) analitycena w pewnym obszarze D fjest roewijalna w oto-
czem%o kazdego punkiu zeD w szereg potegowy (9) o wspdlozynnikach
wymz’ony?h wz?rem.(S). Szereg ten jest zbiezny w kole o $rodkw z,, ktdrego
promiet jest niemniejszy niz odleglodd punktu 2, od brezegu obszaru D.

Szereg (9) nazywamy sezeregiem Taylora funkeji f(z).

Dwa ostatnie twierdzenia wekazuja na zasadnioz

a 16z

_j(a;) zmiennej rzeczywistej #, posiadajaca pochodnsy f(x) w ;?;ﬁyf Q;IZY fuﬂkc}ﬂ:
i funkeja f(2) zmiennej zespolone;j 2, pomada]@cq pochodna f(2) W pewnym obs
Pierwsza moze — jak wiadomo — nie posiadaé sadnej dalszej pochodnej w ]_)I“ZG

dziale P, druga posiad
wotaony, ga posiada w obszarze D wszystkie Ppochodue i jest rozwijalna w szereg

Za’lézmy, 76 funkcj.a, f(z) jest a.na.lityczna, i ograniczona w kole

%t?m)]kstt ylélv (sz—zo|<f:~m£ z6 na okregu  [z—g|=r spelnia nieréwno§é
Wezas cja ta jest rozwijalua w

i na mocy wzoru (8) jest : Szel'eg POtQEOWY @

_ 1 1(2) 1 M
laq|= 271:' Wdcl\%'m2m'

Zatem wspélezynniki -a,, spemiajas nieréwnosei
(10)

<M ; -
lanl <z (  (n=0,1,2,...).

Nieréwnosei te noszy nazwe nierdwnosei Cauchy’ego. .
ﬁ*""

PrzykzAD 1. Funkcja 1/ —2z)

jest  analifyczna na. calej ' plasz-
czyZnie poza punktem z=1. W otoczeniu punks N
rozwiniecie w szereg ? " ML posiada one

a1y A 1 i (z—zo)"'\

1—2 (I—a)—(z—2) & 1—z)"!

2]
Im 30. Punkty zerowe funkeji analitycznej. 65

zbieiny w kole |g—2o|<<|1—z, ktérego promien réwna sie odleglosci
punktu 2z, od jedynego punktu brzegowego 1. ‘Wipélezynniki rozwinieeia
obhczyhémy tu droga bezposrednia nie stosujac wzoréw (8).

PRroYEEAD 2. Wiemy (str. 59), ze w kazdym obszarze jednospdj-
nym D nie zawierajgeym punktéw 0 i oo istnieje funkeja anahtyczna

w=logz i ze daje si¢ ona przedstawié¢ przez catke logz= de/g—}-loga,
gdz1e a jest dowolnym punktem obszaru D. Mamy przy tym w'=1/z,

w''=—z? i ogbluie w™=(—1"*'(n—1)!¢", & wigc na IMoCy WO
6w (8) i (9) rozwiniecie w szereg Taylora ma postaé

z—a 1[z—a (=1 [z—a\®
(12) 10gz=10ga+ -~(——~) + ...+ ) (_«) +...

2\ @ n a

Szereg ten jest zbieiny w kole |2— a|<[a|, ktérego promien réwna si¢
odleglodei punktu o od punktu 0.

Przyjmujac a=1 i zastepujac z przez 1-+2, otrzymamy dla wartoscl
glownej logarytmu rozwinigcie

2 z"
1) Log1+")=f—~i+...—}-(—l)"_‘—;—',—... da [gl<1.

PrzyKIAD 3. Funkcja w=2" jest analityezna w kazdym obszarze -
Jednospomym nie zawierajacym punktéw 0 i co. Poniewaz

w=pt,  w =u(p—1)2 w(")=n!(%)z“‘",
wiec szereg Taylora tej funkeji w otoczenin punktu a0 ma postaé
z—a z—a\"
(14) =g {1+(")——+...+(“)(T) +]

i jest zbiezny W kole g—al<ial. W szezegblnofc, zastepujac ¢ przez 1
i # przez 142, otrzymamy ala wartodei gléwnej potegl (1+2)° rozwinigeie
(15) (1+zjﬂ:1+(’l‘)z+...+(n) S, dla <l
' Qzereg (15) nazywamy sweregiem dwumiennym.

*30. Punkty zerowe funkeji analitycznej., Punkt, w ktérym funkeja

f(2) przyjmuje wartogé 0, nazywamy punkiem zerowym Iub krécej zerem
danej funkeji. W rozwinieciu (8) W otoezenin punktu zerowego z, mamy

zawsze a,=0.

Jezeli réwnoczefnie ay=a,= ..=a;_;=0, natomiast a, 70, to 2
nazywamy zerem k-krotnym dame; funkeji. W punkeie takim mamy
F(e0)=F'{z0) = . .. =1""zp) =0 oraz 1% (20) 540, szereg zaf Taylora (9) ma
postad

5

F. Leja, Funkeje Analityczne

‘
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(16) fle)=ale—a) -t (e—2) T .= () p(2),

gdzie ¢(,.z)=a{6+ak w(e—2g)+... jest funkejg analityczng rézng od zera
w punkeie z, i (wobec ciggloei tej funkeji) w pewnym otoczeniu le—2,| < &
danego punktu. Wynika stad, ze:

Punkty zerowe funkejé analityczmej (wie réwnej togsamoSciowo zeru)
sq odosobnione ).

Innymi stowy, zbiér punktéw zerowych funkeji analitycznej w pew-
nym obszarze D nie moze mieé punktu skupienia wewnatrz D, chyba
ze funkcja stale réwna sie zeru?).

) D’wie funkeje z‘(z) i g(2) analityczne we wspdlnym obszarze D i ma-
jace rdwne wartosct w ciggu punkiow majgeym punkt skupienia wewngirz D
sq identyczne. . ’
) Istotnie, réznica f(z)—g(2) jest w obszarze D funkeja analityczng,
r6Wng zeru w Ifu:oktajch danego ciggu; zatem f(2)—g(2)==0, czyli f(2)=g(2).

w sz‘c‘zegolnc.)ém funkeja analityezna nie moze mieé wartodel stalej
W gowo]me matej czedei swego obszaru istnienia, ani na dowolnie matej
linii, chyba ze jest stala wszedzie.

) 31, Twierdzenie Morery. Jezeli f(2) jest funkeja ciagl w- obszarze D
i catka Gf )AL wedtuz kaszdej drogi zamknigtej € zawarte] w ‘ﬂ‘i‘fréwna sie

zeru, to f(z) jest funkeja analitycznq w D.

Dowd6d. Niech a bedzie punktem obszaru D. Funkeja F(2) okre-
§lona przez catke .

Ple)=[fo)ac

- a

nie zal'eZy od d:t.og‘i Iacezace] punkty a i 2 i zawartej w D, bo jezeli 0, i Oy

ssd'dvm?ma. takimi drogami, to krzywa O=0,+(—C,) jest droga zam:

k_PJQtae 1_ea&ka wzdluz niej réwna sie zeru, a zatem catka wzdhz O

réwna sie catce wzdiuz C,. i ’
Stad wnioskujemy, powtarzajac rozumowanie ze w6 ixtmisjo

’ str. 58, ze istnieje

pochodna ‘F. (2) réwna f(z). Funkcja F(z) jest wige a;nallity’czna. w 0‘3)-

szarze D i jako taka ma drugg pochodng F''(2)=f'(2). Zatem funkeja

f(z) ma pierwsza pochodna, czyli jest analityczna w obszarze D. :
Twierdzenie to jest odwréceniem twierdzenia c (

. I . atkowego C !

i nosi nazwe twierdeenia Morery. ¢ . Py e

1) I podobnie punkty, w ktérych dana funkeja przyjmuj é
ho sg to punkty zerowe réinicy f(z)—a. i prayjmuge dowolna wartpéc @
) %) .Na. brzegu obszaru D mogs istnieé punkty skupienia zer. Np. funkeja sinl/z
réwna sie zeru w punktach l/nm, n=1,2,..., majacych punkt skupienia 0 lez
na brzegu obszaru istnienia funkeji. ey

okl

ir:m | |
. 31. Twierdzenie Morery. 67

CWICZENIA.

1. Znalezé wsp6lezynniki ag, @y, ., 05 rozwiniecia funkeji tgz w szereg ga”;"
i, promien zbieznosci tego szeregu. ’

2. Niech szeregi f(z)=zo'oa"z", g(z):f'bnz” beda zbiezne w otoczeniu punktu
2=0. Wykazaé, ze gdy b°=b10=...=bp_1=8 id,#0, to funkeja I(z) okrelona wzo-
rami: I(z)=2"f(z)/g(z) dla =340, I(0)=a/b,, jest analityezna W otoczeniu punktu
2=0, i znalezé kilka pocz;adtkow:ych wsp6tezynnikéw rozwinigeia I (z):jjcnz“.

3. Wykazaé, ze funkeja @(2) okreflona wzorami: P(r)=2z/(€—1) dla 230,

=

®(0)=0, jest analityczna w otoczenin punktu z=0; oznaezajac P(z)= —;‘::" zZna-
n!
0

lezé B, dla n=0,1,...,6 i wykazaé, Ze B,,,,=0 dlav=1, 2,... Wspdlezynniki B,
nosza nazwe liczb Bernoulliego.

4. Wykazaé, ze funkeja F(z) okreflona wzorami: F(z)==zctgz dla 250, F(0)=1,
jest amalityczna dla |e|<w i ze w tym kole ma rozwiniecie

toz=1 B, P 2+B‘ 28—
zotge= ~——2-!(~z) —4—!(~) cees

&y gdzié wspélezynniki B, sa liczbami Bernoutliego (p. éwiczenie poprzednie).

5. Opierajac sig na éwiczeniu poprzednim wykazaé, Ze funkeja tgz ma w oto-
esonin punktu z=0 rozwiniecie .

® 2 (2¥—1)B,,
tge= 5 (— 1 gy

y=1
6. Wykazaé nieréwnogfoei Cauchy’ego (10) opierajac si¢ na przykladzie 7, str. 52.
7. Znalesé rozwiniecie w szereg potegowy funkeji a) sinz w otoczeniu punktu
nn, b) cosz w otoczeniu punktu (2n+1)7/2.
8. Wykazaé, ze gdy » i 1" sa promieniami sbieznoéei odpowiednio szeregéw
He)=Za,2" 1 g(z)=2b,2", to promief - zbieznosci szeregu F(Z)=Za,b,z" jest nie-
mniejszy od 71 i ze

pa= [0 g,
4 ¢

gdzie O ‘jest dowolnym konturem zawierajacym wewnatrz punkt 0 i takim, ze

itl<r i l#f¢]<r’ na C.
9, Wykazaé, ze gdy szereg f(z)=Za,z" jest zbiezny' w pewnym kole [z[<r,

o
- to prayjmujae @(2)="Za,2"/n! mamy fz)= [e™* B(et)di.
0

10. Sprawdzié, ze szereg hipergeometryczny (str. 33) spelnia w kole ll<1

réwnanie . .
af df .
2(1—5) =5 +ly—(a+B+1)] g — aff=0,

zwane réwnaniem résniczkowymn hipergeometrycanym.



Yakuza


68 ROZDZIAE VII. Wzér calkowy Cauchy’ego i jego zastosowania.

ROZWIAZANIA.

1 2 © ) s .
1. tgz:z-}—gz-“—{-ﬁz‘{— s r=nf2, — 2. I(z)———(z‘auz”)/(z,‘bﬂnz”}; suma Y'b,, 2"
0 0 o

jest funkeja analitycsna réng od zera w pewnym otoczeniu punktu 0, a wige W pew-

nym otoczeniu tego punktu istnieje pochodna I'(2). Z tozsamoSei
(Za,2")[(Zb,,,") =Zc,2"
otrzymamy: ¢oby =y, €10yt Cobpr1=ay,..., by +u_1bpr ... F0obpia=0a,, stad zas

' SR B
mozna obliczyé ¢,¢1,...,¢, — 3. P2 =1/ e == =22, wi
y6 5,01 =) OZ‘(M—I)! ; 12 i
B, B, 1 2z
Byt e+ —24 . |+ =+ = =
( TR TR )(1:+2!+31+'”)“1’
B, 1 B, 1 B, 1
skad B,=1, -—r‘-—-+_“.-=o i ogdlnie —%.- By L. -Iﬁ-_l-—_—.o
11 o 2l al 11 (m—1)1 2! 0! (n+1)!
al . 1 1 1 1
a n>1; zatem Blz—é, B":E’ B,=0, Bd=—~3—0, Bs=0, Bs:ﬁ"" Spraw-
L z z 2 B, mBn e . )
dzié, ze suma e’——1+§=;‘_—-l_l_!z=1+2 ;Iz jest funkcja parzysta, a zatem

wspdlezynniki B, dla n>2 i nieparzystych sa réwne zeru. — 4. Stosujac wzory Eulera

. . &z o B
i praykiad poprzedni (t]. P -+ 5= 1+Z (2:)”' zﬂv) otrzymamy
=1 :
fte ™ eELl 0 2z 2z - B
zeotgr=1z =12 = =1 Y (9 =
i e L R A 1“’“;‘ )1 2

B, . . B
=17 (@ (2

5. Wynika to stad, ze

cos?z —sin®z

2etg 2= =ctgz—tgz.

sinz cosz

o
6. Poniewaz Yla | r"<<M?, wige |, r*<<M®, skad |a,|<<Mr™
0

3t 5!
(F—2)  (@—=a)

TR "]
gdzie z=(2n+-1)n/2. — 8. Dla malych £>0 zachodzy nieréwnosci |a,(r—e)"|<M
i b, (r—e|< M, gdzie M jest pewna stala, skad lim sup f/}a"b,__]él/(r—a)(r’—s);
podstawié g(z/2)=Xb,z";™™ do calki i calkowaé wyraz po wyrazie. — 9. Calkowad

1. a) sinz:(—l)"[(z—'im)—w+ (i_n—")ﬁ—]

b) cosz=(— 1)"“[(3——2,,)~

e
wyraz po wyrazie i uwzglednié wzér [t"e~'di=n!.
0

icm

LZESC TRZECIA
WEASNOSCI OGOLNE FUNKCJI ANALITYCZNYCH

ROZDZIAY VIII

Wnioski z wzoru calkowego

32. Funkeje calkowite i twierdzenie Liouville’a. Funkeje anali-
tyezna na calej plaszesyznie (otwartej) nazywamy funkejq  catkowitq.
Funkeja catkowita f(z) daje sie przedstawié jednym szeregiem potegowym
postaci

1) fle)=ap+ae+ ...+ ad"+...,

zhieznym na calej plaszezyZnie. .

Funkeje  catkowite dzielimy na wielomiany (czyli funkeje catkowite
wymierne) i na funkcje catkowite przestepne zaleznie od tego, czy W roz-
winieciu (1) ilo§é wspélezynnikéw a, réinych od zera jest skoriczona,
czy nieskoficzona. Np. ¢, sinz, cosz sa funkcjami catkowitymi prze-
stepnymi. Wykazemy nastepujace wazne

TWIERDZENIE LIOUVILLE’A. Kaida funkeja calkowita ogrami-
czona jest stata. ‘

Dowéd. Niech funkeja f(2) bedzie calkowita i niech spelnia na calej
plagzezyinie nieréwnosé [f(2)| <M, gdzie M jest pewna stalg. Na mocy
nieréwnosei Cauchy’ego (str. 64) mamy dla dowolnego r>0

M
}anlg;ﬁ (n=-0, 1,...).

Poniewaz promier » moze byé dowolnie wielki, wiec modut |a,| jest do-
wolnie maty, gdy n>0; zatem @,=0 dla n=1, 2,... 1 dlatego f(z) redu-
kuje sig do wyrazu statego a.

Twierdzenie powyzsze orzeka, ze kazda funkcja catkowita rézna
od stalej przyjmuje wartofei o module dowolnie wielkim, eczyli ze
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