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CZESC PIERWSZA
LICZBY I FUNKCJE ZESPOLONE

' ROZDZIAL 1

Liczby zespolone

1, Liczby zespolone i punkty plaszezyzny. Zakladamy, Ze. czytel-
nik jest obznajomiony z liczbami zespolonymi, Dla ustalenia tetmino-
logii przypomnimy zasadnicze oznaczenia i definicje.

Kazda liczba zespolona a ma postad

@ a=a-+fi,

gdzie a i f sa pewnymi liezbami rzeczywistymi; ¢ oznacza jednostke uro-
jong. Liezby « i f nazywamy odpowiednio ceesciq recceywisiq i cagdoiq uro-
jong liczby a. Liczbe zespolong a--0-7 piszemy krécej o i nazywamy liczba
recoeywisty, liczbe za§ 0-+p-4 piszemy krdcej Bi-i nazywamy licebg uro-
jongl). Zamidgt o--fi piszemy réwniez a-+1p.

Liczbie zégpolonej a4 p¢ odpowiada na plasz- 2
czyinie ukladu wspélrzednych prostokatnych

towi o wspbhzednych #,y odpowiada liczba
zespolona z=x+yi (rys. 1). Plaszezyzne, ktorej
punktom przyporzadkowano liczby zespolone,
nazywamy plaszczyzng licebowg. Zamiast mo- ‘ Bys. 1.

wié ,,punkt odpowiadajacy liczbie 2%, méwimy

krétko ,,punkt 2. Punktom osi & odpowiadajg liczby rzeczywiste, punk-
tom osi 4 liczby urojone, to tez of @ nazywamy osiq rzeczywista, of y
ogiq urojonq.

z

%

punks o wspélrzednych a,f. Na odwrdt, punk- : v

o] x

1y Termin liczba wrojona nie jest zbyt szezesliwy, bo nasuwa bledne przypuszeze-
pia; uzywamy go ze wzgledéw tradycyjnyeh. Warto zaznaczyé, e jak liczby ujemne
nie 83 ,,gorsze” od dodatnich, tak liczby urojone i zespolone nie sg ,,gorsze’ od liezb
rzeczywistych i oddaja doskonale ustugi w opisywaniu zjawisk realnyech, np. ciepl-
nych, elektrycznych itd. .

¥. Leja, Funkeje Analityczne 1
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ROZDZIAL 1. Liezby zespolone.

Jezeli liczbe a-+fi oznaczymy jednsa liters a, to liczby a—fi i —a—fe
0zNACZAMY PrZez

y d=a—pfi 1 —a=—a—pi
a
/T i pierwszg z nich nazywamy licebg spregéona
PR z a, druga za$ — symetryceng do a. Gdy a0,
0/,-~ 1 ' x wbwezas przez l/a oznaczamy liczbe
< \j_ “o, i } - B i
. @ \\ i a o a”+/32
g e
- & nazywany licebg odwrotng do a. Rys. 2
Rys. 2. wskazuje wzajemne polozenie punktéw a, —a,
a i 1a.
Dwie liczby zespolone
(2) a=at+pi 1 b=ad+p¢

sa réwne whedy i tylko wtedy, gdy a==a’ i f=p’. Sume, réznice, iloczyn
i iloraz liczb (2) okreflamy wzorami

a+b=(a+a)+(B+8')1,

=(a—a')+(B—F),
3) a- b=(aa'— )+ (af'+pa')i,
a1 _ad'+Bf af—pa’,
Z:a"g= Iz+[312 a't-pt eagE

Tloraz ma sens tylko wtedy, gdy b£0. Rys. 3 wskazuje wzajemne polc
zenie liczb a-+b, a—b, a-b i afb. ;

y a+b
b
’ /
t / //
/ /
- x
4 / -
/ /
/ 7
’ 7
R S )
d--1" "8~
-b

Z wzordw (3) wynikaja dla liezb zespolonych a, b i ¢ nastepujgcoe
prawa:
a+b=b+4a i
(a+b)+e=a+(b+ec) 1
(a-+b)e=ac+Dbe

ab=ba
(ab)e=a(be)

(prawo przemiennodci),
(prawo tqcsnoset),
(prawo rozdzielnodcs).

icm

2. Modut i argument lezby. 3

Toczyn dwu liczb sprzezonych a=a+pi i G=a—pi jest zawsze liczba
rzeczywista nieujemny

‘ a-d=a%+4p2
Kwadrat liczby urojonej i==0--1-4 jest liczba ujemns
i2==—11),

2, Modu! i argument liczby. Liczbe rzeczywista nieujemns Vot
nazywamy modulem lub wartoéeiq bezwzgledng liczby z=2--yi i oznaczamy
przez |zl _

) : el =V a*+y?

Modut liczby z réwna sie odleglodci punktu z od poczatku ukladu

wspolrzednych (rys. 1). ’

Liczbe rzeczywista ¢ okreflong réwnaniami .
s
(%) cwosp=—, smg—1-
| B C

nazywamy argumentem liczby z=az-+yi~0.

Argument liczby 2 oznaczamy przez ,argez’; jest on miary kata na-
chylenia wektora Oz do osi # (rys. 1). Kazda liczba 20 ma nieskothcze-
nie wiele argumentéw; jezeli ¢ jest jednym z nich, to kazdy inny wyraza
sie wzorem

argz=g@-+2nk (=0, 41,42, ...}

Dok}adme Jeden z argumentéw spelnia nieréwnogé —m< arge< m; Nazy-
wamy roggnentem giownym liczby 2 1 oznaczamy przez ,,Argz". Argu-
mente 0 nazywamy kazdg liczbe rzeczywista o.

| 7 wzorovggp) wynika, ze z=|z| cosp i y=/|¢|sing, wiec kazdej liczbie
zespolonej z= +y4, mozna nadaé postaéd
(6) ' 2=|z|(cosp+ i sing),
gdzie p=arge. Liczba 20 jest wyznaczona, gdy znamy jej modul i jeden
z argumentdw. Stad wniosek:

Duwie liczby =espolone rééne od zera sq réwne 'wiedy i tylko wiedy, gdy
majg réwne moduly © gdy ich argumenty rééniq sig o catkowitq wielokrotnodé
liczby 2.

1) Potrzeba wprowadzenia liczb zespolonych powstala na grunecie rozwigzy-
wania réwnah kwadratowyeh postaci
) —ap4pr=0 (B#0)
skad z=a+fi lub s=q—fi. Liczbami tymi postugiwano sig juz od czazéw R. Des-
cartesa (1596-1654). Wlaéeiwe jednak ujecie teorii liczb zespolonych pechodzi od
W. R. Hamiltona (1805-1865) i K. F. Gaussa (1777-1855).
1k



Yakuza


4 ROZDZIAL I. Liczby zespolone.

Niech beds dane dwie liczby a i b 0 argumentach ¢ i y

a=/la| (cosp--ising), b=|b| (cosy+¢siny).

Stosujae dwa ostatnie wzory (3) otrzymamy po przeksztatceniach

(] ab=|al- |b|[cos (p+y)+isin(p+y)],
e la ..
© 2 e o (p— )+ $sinly— )]

Zatem:

Modut ilocaynu (ilorazu) dwich liezb réwna sig tloczynows (ilorazowi )
moduléw, argument za$ réwna sig sumie (rdénicy) argumentdw obu ceynmi-
kéw (deielnej & deielnika).

7 wrzorn (7) wynika, ze kwadrat liczby o wyraza sie wzorem
a?=|af? (cos 2p+i8in2p), i ogblnie, n-ta potega a", gdzie m=1,2,...,
wyraza sie wzorem '

(9) a"=|a|" (cosnp+ ¢ sinng).
Przyjmujac tu a=1 otrzymamy ré6wno$é zwana wzorem Moivre'a

(10) (cosp-i sing)"=cosnp+isinng.

ki

Kazda liczbe zespolong z spelniajaca réwnanie Z'=qa nazywamy

n-tym pierwiastkiem liczby zespolonej a i oznaczamy przez ’f/a Niech
liczba z=|e| (cos 6-+4&inf) spelnia to réwnanie, tzn.
3!@ 0o wie-

(k=0, 41, £2,...),

12]™ (cosnO-- sinnfd)=|a| (cosp+-14 sing).

Moduly obu stron muszg byé réwne, a argumenty moga
lokrotnogé 2w, czyli |¢"=la| i nb=g-2nk, skad

w A=y, 0=T

n
gdzie 'i/|a1 oznacza tzw. pierwiastek arytmetyczny, tj. liezbe nieujemna,
ktérej n-ta potega réwna sie |al. Wiréd argumentéw (p--2km)/n, gdzie
k=0, 41, &2,..., istnieje dokladnie n takich, ktérych réznice nie sa
wielokrotnogciami liczby 2w. 83 to np. liczby

(12) O = ——— (k=0,1,2,...,m—1).
Zatem: ’
Istnieje dokladmie m pierwiastkow n-tych liczby a0, mianowicie

as z=Y]al (cos O +isind;)  (k=0,1,2,...,n—1).

icm

3. Nieréwnoéei. 5

. Wszystkie liczby (13) majg réwne moduly, a wige lesa na okregu kola
zatoczonego z poczatku ukladu wepélrzednych promieniem T]'/l_;[ Dziela
one okrag na n réwnych czefci (rys. 4, n==6), bo argep,— argH= 2n/n.

Rys. 4.
3, NieréwnoSci. Dwie dowolne liezby a i b spelniaja nieréwnosei

1 la-tbi<lal +- b, la-+bl>lal—bl.

Moduly bowiem |a|, |3] i Ja-+b| sa bokami tréjkata o wierzchotkach 0,
aia-+b (rys. 3), a kazdy bok tréjkata jest niewigkszy od sumy i niemniej-
azy od réznicy bokéw pozostatych.

Md#ut réznicy dwu liczb s=a-+yi 1 Zy=mp+Yyyi Wyraza sig w mydl
(3) i (4) wzor

le—2o| =V (@—0)2+ (¥ —¥0)*

i przed to§¢ punktéw z i 2,. Stad wniosek:
Zbidr wszystkich punkidw z na plaseczyénie licebowej spetniajacych
nierdwnosdé

(15) le—ag| <7 (r>0),

tworzy wngtree kola o Srodlu 2, © promiewiv 7.

Podobnie, rownanie |z—zo|=r przedstawia dla zmiennego 2 okrag
kola, nier6wnofé |z—z,|> r przedstawia zewnetrze kota (15), a nieréw-
nofei r<|g—zo| <R, gdzie 0<r<R, przedstawiaja woetrze pierdcienia
kolowego o frodku g, (rys. 5).

Czedé rzeczywista liczby s=w®+-yi oznaczamy przez Rz, czesé uro-
jong przez Iz, czyld

(16) : Re=u, Iz==y.
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6 ROZDZIAYL I. Liczby zespolone.

‘Wobec tego nieréwno$é Rz>>a, gdzie o jest pewna liczba rzeczywista,
przedstawia poélplaszezyzne lezaca na prawo od prostej w=a (rys. 6).
Podobnie nieréwno§é Iz>0 przedstawia. pél-

A
y ; plagzezyzne gérna, tj. lezaca powyzej osi rze-
; czywistej.
PrzZYKEAD. Nieréwnodei a<Iz<f przed-
0 x Stawiaja pas nieograniczony zawarty migdzy
Ta dwiema prostymi réwnolegltymi do osi .
Nieré6wnofei o< arge < przedstawiajy kat
2 o wierzchotku z=0 i o ramionach nachylonych
Rys. 6. do osi z pod katami « i .

4, Ciagi liczbowe. Przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnej n
pewng liczbe zespolong #,=ux,+1%,. Otrzymamy ciag nieskoliczony,
ktéry oznaczamy przez {e.}:

{1mn {2n} =21, 22y 25,

Ciag {zn} nazywa.my ogramiczonym, gdy istnieje taka liczba M >0, ze dla
kazdego n mamy |2,|< M, czyli gdy wszystkie wyrazy ciagu leza w kole
lel<< M.

' Moéwimy, ze ciag (17) jest zbiesny do gramicy g=a--pi, co zapisu-
Jemy

limz,=g lub krécej .z,—~g,

n—)O‘O .
jezeli dla kazdej liezby ¢>0 istnieje taki wskaZnik N=2N(e), %
(18) ln—gl<e, gdy n=X, |

ezyli jezeli w kazdym kole |z—g|<e o frodku g lez
wyrazy ciggu (6j. wszystkie z wyjatkiem skorczonej

Liczbe s nazywamy punktem skupienia ciggu {z,,}, jezell W kazdym
kole [z—s|<<& 0 frodkn s lezy nieskoliczenie wiele wyrazéw ciagu (unie-
koniecznie prawie wszystkie). Granica ciagu jest wiee jego punktem sku-
pienia, lecz niekoniecznie na odwrét.

Podobnie jak dla ciagéw o wyrazach rzeczywistych, dowodsi sie, ze
kazdy ciag zbiezny jest ograniczony. Wykazemy, ze:

Ciag |2}, gdeie 2,=2,--4y,, jest wtedy  tylko wiedy 2biesny do gramicy
g=a-+if, gdy jednoczesnie ‘

{19) Tp>a T Yg>f.
Istotnie, niech #,—g. Warunek (18) jest wige spelniony. Mozna go
napisaé w postaci

Vian—ap+ua.—pr<e ,

"

gdy n>=N,

cm

e

S

4. Ciagi Yozbowe. T
stad za§ wynika, ze |r,—ci<e i |yn—Bl<<e dla 3N, a zatem Z,—>c
i 9,—B. Na odwrét, zal6imy zbieznosé (19). Dla kazdej liczby >0 istmieje
wiee takie N;>0, ze |z,—a|<ef2, gdy n>N,, oraz takie N,>0, ze
{yo—pl<ef2, gdy n=N,. Niech N=max(N,, N.); wowezas dla n=N
zachodzg obie nieréwnofei: |o,—al<<ef2 1 lyn—Bl<<e/2, skad dla n>N
mamy |o, —a| +|yn—pl<e Lecz ‘

LG“gl<lwn_“a‘ +lyn-‘ﬁ|1
wiee |e,—gl<e dla n=N, cgy]i g,
Méwimy, Ze ciag (¢} spelnia warunek Cauchy'ego, jezeli do kazdej
liezby >0 mozna dobraé taki wskasnik N, ze

(200 [n—2ml<<e, gdy m in=N.
Wykazemy, ze: 3
Ciag {z,,} jest wiedy © tylko wtedy zbiezny, -gdy spetnia warunek Cau-

* chy’ ego.

Dow6d., Warunek (20) jest konieczny, bo gdy 2n,—>f, wéwezas do
dowolnej liczby &>0 mozna dobraé takie N, ze

& .
f—gl<y 1 lem—gl<y gly min>N,

a wiec

B [zn~zml<]zn—gl —|—|zm—g[<e, gdy m i n>N

. Zalormy. teraz, ze warunek (20) jest spelniony. Wéwezas ciagi rze-
czywiste {@,) 1 {yn), gdzie za=2n+n, spelniaja réwniez W'ar}mek Cau-
chy’ego. Wiadomo, Ze ciagi o wyrazach rzeczywistych speiniajace W‘fml-
nek Cauchy’ego sg zbiesne!). Zatem na mocyitwierd‘zlenia poprzedniego
ciag |z} jest zbiezny. :

Niech beds dane dwa ciagi {a,} i {ba} © wyra,zach_ zespolonych,
Tierdzenia o granicach sumy {a,+b,}, réimicy {@n—Dn}, 119czyn1.1 {a-b}
i. ilorazu '{a"/bn} znane dla ciagdéw rzeczywistych pozostaja wazne dla
ciagbw zespolonyeh, tj. ,

]jm(a,,j:bﬁ:]ﬁna,,ilimbn,
lim (a‘n bn):‘ (hm ay)" (hmbn) 1
a, lima,

iRt p—

dv b.o£0 i limb, 0.
b fmp, & ™7

Metoda dowodu jest taka sama jak dla ciagbéw rzeczywistych.

1) Zobh. F. Leja, Rachunek réimiczkowy i catkowy, wyd. 11, Warszawa 1949; str. 176,
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8 ROZDZIAL I. Liczby zespolone.

PrzYKEAD 1. Ciag {2 +E} jest zbieiny do granicy 2. |

PRZYKEAD 2. Ciag |1+(—1)"} jest rozbiezny; ma dwa punkty
skupienia: 144 oraz 1—3.
PrzykeAD 3. Ciag {<"} jest zbiezny do zera, gdy lel<1; gdy

l2|l>1 1'2%1, ciag ten jest rozbiezny.

5. Szeregi liczhbowe. Szereg

(21) ,ao+a1+“z+---=2;an
o Nem
o dowolnych wyrazach zespolonych nazywamy zbieinym do sumy s, co

piszemy > a,=s, gdy ciag sum czgstkowych @y
n=0 ‘

n=0,1,2,...
Da, lub Ya,.
0

Szereg X'a, nazywamy 1° besweglednie zbietnym, gdy szereg Z|a,|
jest zbiezny; 2° warunkowo zbietnym, gdy jest zbiezny, lecz nie jest bez-
wzglednie zbiezny; 3° rozbieinym, gdy nie jest zbiezny. W podobny spo-
86b jak dla szeregéw o wyrazach rzeczywistych dowodzi sie, ze:

Sp=0y+ A+ ...
s

n=0

1. Jezeli szereq Xa, jest zbieiny, to a,—0.

2. Szereg bezwzglednie ebiedny jest zbiesny prey dowolnym wporzadio-
waniu wyrazdw i suma jego nie zaledy od porzadkw wyrazdw.

Wykazemy, ze:

3. Seereq Zay, gdeie a,=a,--if,, jest wiedy ¢ tylko wiedy 2bieény do
sumy s=a--ifS, gdy seeregi Xay, © 2B, sq #bieine i gdy

(22) - Jw=a, 3 f.=p.

Dowdéd. Niech szereg (21) bedzie zbiezny do Sumy s=a-+1i8. Wow-
czas ciag
Sp=@F ...+ ay=(dg+ ... 4an)+5(Bo+ ...+ By)

dazy do granicy a+if, a wiee (p. str. 6) ay+...+ay>a i fo-+ v ot-Bn>B,
czyli Xa,=a i Zf,=f. Na odwrét, jezeli szeregi (22) sg zbieime, to
@+...tay>a i fyt-...Hf>p, skad wynika s,—~>a-+if, a zatem za-
chodzi réwnosé Za,=a-ip.

Bedziemy czesto korzystali z nastepujacych kryteridw ebiesnoder
szeregéw (dowody tych kryteriéw sg takie same jak dla szeregdw o wyra-
zach rzeczywistych, wiec je pomijamy):

, jest zbiezny do granicy s. Zamiast 3 @, piszemy krocej

icm

5. Szeregi liczbowe. 9

I. KRYTERIUM POROWNAWCZE. Jeseli wyrazy szeregow Za,
t XA, spelniajg dla prawie wszysthich n nierdwnosé |a,| <A, © szereg
XA, jest zbieiny, to szereg Za, jest bezwzglednie zbiesny.

II. KRYTERIUM D’ALEMBERTA ). Szereg Za, o wyrazach réé-
nych od zera- jost 1° bezwszglednie zbieny, gdy limsupla, i/a,|<<12);
2° rozbieiny, gay |Gn,1ja,|>1 dla prawie wszysikich n.

III. KRYTERIUM CAUCHY'EGO3) Szereg Za,, dla kidrego

. T
lim sup Y/ |an| =,
jest zbieény, gdy y<<l, a rocbiesny, gdy y>1.

PrzYEEAD 1. Szereg S’i"/n*‘ ]esﬁ bezwzglqdme zbiezny na mocy

kryterium poréwna.wczego, bo szereg 21/71.9 jest zbiezny.

PrzZYKEAD 2. Szereg Zz, Zwany szeregiem geometrycznym, jest
0
bezwzglednie zbiezny dla |2|<<1 na mocy kryterium Cauchy’ego i ma
sume 1/(1—=), bo ciag sum Sp=142+ ... "= (1—2""1)/(1—2), dla
l¢|<1, dazy .do 1/(1—=z). Gdy |2|>1, szereg 22" jest ozbieiny, bo ciag
wWyrazow 2" nie dazy do zera.

PRZYEKEAD 3. Szereg Y% nl=1-+z/114+232!14-... jest bezwzglednie
1
zbieiny dla kazdej wartogel 2z na mocy kryterium d’Alemberta; podob-

nie dla kazdej wartodci 2 sg bezwzglednie zbiezne szeregi

0 zz» z;z z&
%‘)(_1) ST TR

Sl 23 25

,Z CTEETT R TR

PRZYKEAD 4. Szereg Zz n jest bezwzglednie zbiezny dla [#]<C1,

1ozblezny dla |z|>1.
1) I. d’Alembert (1717-1783).
2y’ Okreflenie lim sup ciggu o wyrazach rzeczyvnstych znajdzie czytelnik

w ksigzce cytowanej na str. 7.
%) A. Cauchy (1789-1857).



Yakuza


10 ROZDZIAL 1. Liczhy zespolone.

Powyisze kryteria nie rozstrzygaja, ©zy szereg X2"n jest zbiezny
na okregu |¢|=1. Zobaczymy, ze szereg ten jest zbiezny na calym
okregu |¢|=1 poza jednym punktem z=1, W ktérym jest rozbiezny.
Wynika to z nastepujacego

KRYTERIUM DIRICHLETA.Y). Szereg Dlaph, jest wbieény, jeseli
. T i . :
wyrazy &, $4 TeecRywiste, dodatnie © malejg ze werostem n do zera, a cigg
sum czgstkowych szeregu D by, jest ogramiceony.
. 1

Dowéd. Niech op=a1bi+...+0nbny 8p=bi+...+Dn i niech be-
dzie |s,|<M dla wazelkich n. Z tozsamogel

On— O =y 1 Omp1 7 -+ 0D =0y 1(Sm 11 — &) - oo U (S — 8 ) ==
Rk 3mam+1+ 3m+1(am+1 - am+2)+ ae +'9n—1 (a'n—l - an) '!"Snaﬂ
i 7 zalozenia az—a +1‘>0 otrzymamy dla n>m nieréwnosé
|G — Ol < M (G 1+ Cmi1— Onig 2 et Oy — Oy ) =2 My

Poniewaz a,—>0, wiee |o,—o,|<e, gdy m jest dostatecznie wielkie,
a zatem ciag {Un} jest zbiezny, bo spelmia warunek Cauchy’ego.

PRZYEZAD. Szereg 3 <"n jest zbieiny da [¢|=1, 21, bo przyjmu-
. 1 : .

jac a,=1/n, by==2" |2|=1 i |1—2|>7, otrzymujemy

o o 1-2" 2
Sp=ledet ...+ = il <-3

. 1—=2 n

tzr. zalozenia kryterium Dirichleta sa speimione.
Siech beda dane dwa dowolne szeregi
23) ‘wa, i 3%,.
%1 i %’1 " 7

Nowy szereg
(24) Zo'c,,, gdzie ¢,=a,by+ an_1b1+...+aobn,

nazywamy sloceynem Cauchy’ego szeregow (23). Wykazemy, ze:
Jeseli oba sceregi (23) sq zbieine, Za,=A4, Z‘bnt‘ i preynajmnic)
jeden 2z wich jest bezweglednie zbieiny, to szereq (24) jest 2biegny @ Xeo,=AB.
Dowéd. Niech np. szereg Fa,—=A bedzie bezwzglednie zbieiny

i niech %‘m,,[:K. Oznaczmy przez A, B, i O, ‘sumy cz@stkowe 8ze-

1) P. G. Lejeune Dirichlet (1805-1859).

icm

-5. Szeregi liczbowe. - 11

regow Za,, Zb, i Xe,; wowczas
O =agbo+(agh1+a1bo) ..+ (@bt - .+ Gnbo)=
=0,Bp+01Bp 1+ .-+ Bo;
skad
Cp—AnB =ay(B,—B)+0;(Bp_1—B) + ...+ aa(Bo— B). ,
Poniewaz B,=B,—B->0, gdy n—oo, wige do kazdej liczby >0
mozna dobraé taki wskasnik p, ze dla n>p jest |f|< /2K, a zatem

(O AnB|< oz (al+ -1 pa)Hanofp - aafil

Pierwszy skladnik po prawej stronie jest < ¢/2, drugi za§ jest sumag p+1
wyrazéw, z ktérych kazdy dazy ze wzrostem n do zera. A wiec drugi
skladnil jest < /2, gdy n>q, gdzie g zalezy od &. Gdy wiee n>max(p,q),
wowezas |Op—A,B|<e, a zatem C,—AB, bo A,B—~>AB. |

o0 foc]
PRZYEEAD. Szeregi Y a'fn! i Xb"[n! sa bezwaglednie zbiezne dla do-
[} 0 !
wolnych wartodei a i b. Stosujac twierdzenie poprzednie otrzymamy

@) DEIDE

[1] 0
bo

n n—1 n (3
bl + ? b —I-...—i——b—;=i'la”+(71b)a“"1b+...+(n)b"‘]=(a+b) .
n. Nl n

n!

GWICZENIA. )
1. Kiedy kwadrat licaby a-pi jest liczba a) rzeczywista, b) ujemng, ) urojona?

2. Jakie musza byé argumenty liczb as50 i b#0, aby a) iloczyn a-b, b) iloraz
afb byt Hezba rzeczywista?

3. Wykazaé, ze: atb=a-+b, a-b=a-D, @:b=a:b.

4. Wykazaé, ze iloraz (—1)/(z+1) jest whedy i tylko wtedy liczba a) uro-
jong, gdy {z|=1 oraz 120, b) rzeczywista, gdy Iz==0.

5. Wykazaé, ze gdy » jest liczba rzeczywista rézna od a, to modul ilorazu
(r—a)(z—a) da kazdej wartosei a réwna sig 1. .

6. Wykazaé, #e w punktach okregu |#|=1 réinych od « modut  ilorazu
(¢—a)/(@z—1) réwna sig 1 dla kazdej wartoécel a.

7. Udowodnié wzér |a—b|2=!al=—2Ra‘b +1{b%, gdzie Rab oznacza czedé rz‘e-
ezywista iloczynu ab. ’
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12 ROZDZIAL 1. Liczby zespolone.
8. Udowodnié nastepujgce wzory:
cosnp= cog"p— (;) cos"2p sinp -+ (Z) cog™ *prinp—...,
sinng= (";) cos" tpeing— (g) cos™ g sinscp-l-(’:) cos" S sin’p—...
9. Wykazaé, ze w kazdym punkcie okregu |z]=1 réinym od 1 ciag sum czast-
o0

kowych szeregu 3’2" jest ograniczony.
. [

. o0 00
10. Wykazaé, ze gdy ezereg 'a, jest bezwzglednie zbieiny, to szereg 5 a"i jest
0 ¢ "
teznhezwzglqdm'e zbiezny.
w .
11. Wykazaé, ze szereg ) '2"/(1—2"), zwany sceregiem Lamberta, jest bezwzgle-
1

dnie zbiezny, gdy |2]<1, a rozbiezny, gdy [z]|>1.

ROZWIAZANIA,
L. a) a=0 lub B=0, b) a=0, §#0, ¢) a=f5#0. — 2. a) arga+ argb=knr,
b) arga— argb=kxn, k=0,4-1,4-2,... — 3. Zastosowaé wzory (3). — 4. Znaleié czesé

rzeczywisty i urojong ilorazu dla z=w-+yi. — 5. Licznik i mianownik sg dla z rze-
czywistego liczbami sprzezonymi, a wiee maja réwne moduly. — 6. Gdy |2|=1, to
1/z=%, a wiec mianownik jest réwny —z(F—a) i ma ten sam modul co licznik. —
7. Oprzeé sie na wrzorach |z|°=2% i 24+2=2Rz. — 8. Zastosowaé wzér Moivre’a, —
9. Bo [14z+...42" Y =]|(1—2%/(1—2)|<2/|l—2|. — 10. a0, wiec poczawszy
od pewnego n mamy |a,’<|a,|. — 1. Gdy |z|<1, wéwezas |¢"]|<|2[, a wige
1—2*|>1—|2]">1—|z|. Zatem [&"/(1—2")|<|#"|/(1—|2|); zastosowad kryterium
poréwnawcze. Gdy |2|>1, -to ciag wyrazéw szeregu nie dazy do zera.

cm

ROZDZIAL 11

Zbiory punktéw na plaszezyinie

6. Zbiory dowolne. Obszary. Punkty plaszezyzny bedziemy ozna-
czali tymi samymi literami, co odpowiadajace im liczby zespolone a, b,2,...
Odlegtogé dwu punktéw a i b wyraza gie wiec wzorem |a—b|. Wnetrze
kola |z—a|<r o frodku o i dowolnym promieniu r>0 nazywamy  ofo-
ozeniem punkiu a.

Niech E oznacza dowolny zbiér punktéw plaszezyzny (ezyli zbidr
plaski), np. zbiér punktéw pierscienia 2<|z—1|<3, zbiér wszystkich
punktéw postaci

p+gi,

gdzie p i ¢ s3 dowolnymi liczbami wymiernymi, itd. Zbiér E nazywamy
preeliczalnym, gdy wszystkie jego punkty mozna uloiyé w ciag nieskon-
czony, a ogramiczonym, gdy istnieje kolo |2| <R zawierajace caly zbidr.
Sredmicq zbioru ograniczonego nazywamy kres gérny wszystkich odle-
glogei |a—b|, gdzie a i b sa punktami zbioru.

Jezeli punkt a nalesy do zbioru E, piszemy ael; jezeli zbiér F jest czeécia
innego zbioru F’, piszemy B CE lub E’DE.Majac dane dwa zhiory B, i B, oznaczamy
przez B+ B, ich sume (tj. zbiér punktéw nalezacych badz do E,, badz do B,), a przez
E, E, ich iloczyn (tj. zbiér punktéw nalezaeych réwnoczeénie do B, i do B,). Zbiory
E, i B, sa rodgeene, gdy ich ﬂoczyn jest zbiorem pustym.

. Punkt ¢, nalezacy do zbioru E lub nie, nazywamy punktem skupie-
nia ebiorw B, jezell w kazdym otoczenin [¢—aj<r lezy nieskorniczenie
wicle punktéw zbioru. Punkt zbioru, ktéry nie jest jego punktem sku-
pienia, nazywamy punkiem odosobnionym zbioru. Zbiér B, do ktérego
dolaczono wszystkie jego punkty skupienia, oznaczamy przez E.

Dowolny punkt a mozie mieé wzgledem  zbioru E trzy polozenia:
jest punktem 1° wewnglranym zbioru, jezeli nalezy do E wraz z pewnym
swym otoczeniem; 2° sewngtrenym, jezeli wraz z pewnym swym otocze-
niem nie nalezy do E; 3° brzegowym, jezeli nie jest ani punktem we-
wnetrznym, ani zewngtrznym.

Zbiér B nazywamy 1° ofwartym, gdy kazdy jego punkt jest punktem
wewnetrznym zbioru; 2° domknigtym, gdy zawiers wezystkie swe punkty
skupienia, tj. gdy E=1; 3° spdjnym, jezeli nie daje sie rozdzielié na ta-
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kie dwa zbiory rozlaczne E; i E,, ze zhiory F,iE, oraz B, i F, sa
réwniez rozlaczne.

Kazdy zbiér otwarty i spéjny nazywamy krétko obszarem®); zbiér
wazystkich jego punktéw brzegowych nazywamy breegiem obszaru.

Brzeg obszaru jest zawsze zbiorem domknietym, bo gdy 2 jest:

punktem skupienia punktéw brzegowyeh, to 2z, nie jest ani punktem

wewnetrznym obszaru ani punktem zewnegtrz-

a nym, a zatem jest punktem brzegowym. Brzeg

B obszaru D nie nalezy do obszaru; jezeli go

@ dolgezymy do obszaru, to zbiér .D-+B nazy-

D D i .
wamy obszarem domknigtym.
b @ Obszary dzielimy na jednospdéjne i wielo-
spéjne. Obszar ograniczony D nazywamy
Rys. 7. jednospdjnym, jezeli jego brzeg B jest zbiorem

spéjnym (np. wnetrze trdjkata lub elipsy);
obszar jest n-spéjny, jezeli jego brzeg B jest sumg n zbioréw domknie-
tych rozlgeznych, a nie jest sumg n-+1 takich zbioréw?2). Na rys. 7
obszar pierwszy jest jednospéjny, drugi — tréjspéjny.

PRZYEEAD 1. Zbiér punktéw. pierscienia 2<|z—1|<3 jest obsza-
rem ograniczonym. Jego brzeg sklada sie¢ z dwéch okregéw |¢—1{=2
i Je—1|=3; 4rednica tego zbioru wynosi 6. '

PRZYEEAD 2. Zbiér zlozony z okregu [¢/=1 i punktu 2=3 nie ma
punktéw wewnetrznych i nie jest spéjny. Jest zbiorem ograniczonym
i domknietym; punkt 2=3 jest punktem odosobnionym zbioru. :

PRZYEEAD 3. Zbifr wszystkich punktéw p-gi, gdzie p i ¢ sa licz-

. bami wymiernymi, jest przeliczalny?) i nieograniczony; kazdy punkt
plaszezyzny jest punktem skupienia tego zbioru.

W dalszym ciggu bedziemy korzystali z nastepujacych twierdzeni®):

TWIERDZENIE BOLZANO-WEIERSTRASSA. Kaidy ebidr nie-
skoticzony i ogramiczomy ma preynajmniej jeden punkt skupienia.

TWIERDZENIE BORELA (o pokryciu). Jezeli kasdy punkt a zbiorw
ograniczonego i domknigtego E pokryjemy pewnym obszarem D, 1o z ro-
dziny wszystkich tych obszardw moina wyjaé skonczong iloéé takich, Kidre
lacenie pokrywaja- caly 2bidr E. ¢

e
1) Inaczej: obszar jest to zbi6r otwarty, ktérego kazde dwa punkty @ i b daja
si¢ polaczyé linia lamana nalezgca do zbioru (rys. 7).
%) Sp6jnoké obszaru nieograniczonego bedzie okreflona w ustépie 9.
%) Wiadomo, ze zbidér liczb wymiernych (oraz zbidr par liczb wymiernych) daje
sig wloiyé w ciag.
4) Dowody w ksigice cytowanej na stronie 7.

icm

8. Krzywe regularne. Kontury. . 15

7 pierwszego z tych twierdzer latwo wyprowadzié wniosek, ze:

Z kasdego ciggu ograniczonego {a"} moina wyjaé ciay czedciowy =bieiny.

Jezeli bowiem w ciggu {an} istnieje nieskoriczenie wiele wyrazéw
réwnych, Dp. @n , Gn,,..., t0 Wyrazy te tworzg cigg czefciowy zbiezny.
W przypadku przeciwnym zbidr wyrazéw réznych jest nieskoﬁcz'ony,
a wiec ma pewien punkt skupienia s i wtedy istnieje ciag czesciowy
zbiezny do s.

7. Funkeja zespolona zmiennej rzeczywistej. Jezeli kazdej liezbie
rzeczywiste] ¢ mnalezacej do pewnego przedziatu I') przyporzadkujemy
pewng liczbe zespolong z(t)=a(t)+iy(t), to méwimy, ze W danym prze-
dziale okreglona jest funlkcja zespolona zmiennej rzeceywisie] 2(1).

Granice i ciaglosé funkeji 2(f) okreflamy podobnie jak dla funkeji
rzeezywistych. Funkeja 2({) ma w punkcie #, granicg réwWna 2==Ze+Wo,
co zapisujemy

: lim 2(8) =%,
>ty
jezeli dla kazdego ciagn liezb {t,} danego przedziatu I, gdzie 1,71,
i ty—>t, mamy 2(t,)—>%-
Funkeja 2(t) jest ciggle w punkeie fyel, jezeli ]ilfz(t):z(to).

Tub  2(t)—>=,

Mozna przy tym wyréznié granice oraz cigglodé lewostronng, prawc-
gtronng i zwykla (obustronng).
Pochodng funkeji 2(t) w punkcie ?, okreflamy wzorem
. 2(t)—2(h) _ .. [m(t)—w(to) .y(t)—y(in)]
(2,)=lim ——————=Hm | ————— -t ——— |"
#'(t) ]‘131 t—t,  tsh L t—Ty + t—1,
7 §4 (str. 6) wynika bezposrednio, Ze funkeja
2(t)y=m(t)-+y (?)

ma granice, jest ciagla lub rézmiczkowalna w punkeie % wtedy i.tylko
wtedy, gdy obie funkeje rzeczywiste #(t) i y(t) maja w tym punkcie gra-

“nice, s ciagle lub réimiczkowalne. Mamy przy tym

2" (to) =" (t) + 3y’ (%) -
8. Krzywe regularne. Kontury. Zbiér punktéw okreslony réwnaniem
1 z=2(t),

gdzie 2(t) jest funkeja zespolong zmienne] rzeczywistej t3 ?iaagla W pew-
nym przedziale a<{t<f i rézng od statej, nazywamy linig lub - kreywa

1) Np. dla o< Tub a<i< B.
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0 poczgihu z(a) i kotieu 2(f). Kierunek wzrastajacego parametru nazy-
wamy kierunkiem krzywej. Gdy przedzial jest otwarty, wéwezas krzywa
nie ma poczagtku ani korica. Przyjmujgc. z=x-+4iy mozna réwnanie (1)
zastgpié ukladem dwu réwnan s=a(t) i y=y(t).

‘W szezegdélnodel réwnanie
2) 2=2z,--at (—oo<t<oo_),

gdzie zy=a,+1iy, i a=2i+iu sy dowolnymi liczbami zespolonymi i a=£0,
przedstawia prosta przechodzacy przez punkt z,. Prosta ta daje sig przed-
stawié za pomoca dwéch réwnai rzeczywistych w=wmy+At i y=y,-+ut,
a zatem jej kat nachylenia ¢ do osi # wyraza sie wzorami
A A . 4

P= == = — T e o

Vit lal Vit lal
Ze wzoréw tych otrzymamy a=A21--iu=/|a|(cosp--isinp). Zatem:

Kt nachylenia prostej (2) do osi @ jest réwny argumentows wspdicayn-
nika a.

Niech funkeja z(f) ma w punkcie ?, pochodna 2'(f)70. Réwnanie
siecznej przecinajacej krzyws (1) w punktach 2(ty) 1 2(t;) ma postaé

2(ty)—2(t) "

cos

g=2(t,
A+
Gdy -4, wéwezas sieczna zdaza do prostej (rys. 8) ¢ réwnanin
3) z=z(to)+z'(tn)t.

Jest to rdwnanio stycenej do krzywej (1) w punkeie 2(t). Styezna do krzy-
wej (1) w punkeie 2(i,) tworzy wige z osia = kat p=2argz (1,).

Krzywy (1), gdzie 2(¢) jest funkecjg ciagla w przedziale domknie-

tym [a,8], nazywamy 1° fukiem zwyklym, jezeli nie ma punktéw wielo-

krotnych, tj. 2(t,)#2(ls), gdy t,%t,; 2° tukiem

4. 4. reqularnym, jezeli nie ma punktéw wielokrot-

nych i w przedziale. domknigtym [a, 3] istnieje

ciggla pochodna 2'(t), wszedzie rézna od zera.

4 Jezeli przedzial [a,B], daje sie podzielié

na skofiezony ilogé takich przedziatéw [a,a,],

oy, aa);..-, [ages, B, gdzie a<ay<<.. . <ap_1<f,

ze 'w kazdym z nich linia (1) jest tukiem re-

gularnym, to - lini¢ (1) nazywamy kreywq regularng o wierzcholkach

#(ay)y #(as)y- .« s2(ap): Krzywa regularna ma wiee wazedzie styczna précz

swych wierzchotkéw (punkty A,,4,,4, na rys. 8); w wierzcholkach

styezna moze nie istnied, istnieje natomiast styezna prawostronna i le-
wostronna. Np. kazda linia wieloboezna jest krzywa regularng.

Rys. 8.

icm

9. Punkt w nieskohczonosei. 17

Linig (1) nazywamy kreywq zamknigta, gdy 2(a)=2(B). Jezeli ponadto
mamy =z(f;)7z(l;) dla i,%it;, to kraywa zamknieta nie ma punktéw
wielokrotnyeh i nosi nazwe kreywej Jordana. Krzywy taka jest np. okrag
je—2o|=r, dajacy sie przedstawié réwnaniem parametrycznym

(4) =2, (cost-+% sint) (0t 2m).

- Kazda krzywa Jordana dzieli, jak wiadomo, plaszezyzne na dwie
czedei: wnetrze D 1 zewnetrse D' (rys. 9). Méwimy, ze krzywa Jordana
jest skierowana dodatnio (wzgledem swego wne-
trza), jezeli w czasie obiegn po krzywej w kie-
runku odpowiadajacym wzrastajgcemu parame-
trowi mamy wnetrze D po stronie lewej (kierunek
strzatki na rys. 9). Np. okrag (4) jest skiero-
wany dodatnio. Wiadomo, ze wnetrze krzywej
Jordana polozonej w obszarze jednospéjnym na-
lezy do tego obszaru. .

Krzyws regularng Jordana, skierowang do-
datnio bedziemy nazywali krétko konturem (krzywa C na rys. 9).

9. Punkt w nieskoniczonosei. Oznaczmy przez @ powierzchnie kuli
o dowolnym promieniu, styczng do plaszezyzny liczbowej w punkeie
#==0. Nazwijmy biegunem pénocnym punkt N kuli przeciwlegly punk-
towi 2=0 (rys. 10) i przyporzadkujmy kazdemu punktowi z na plasz-
czyznie ten punkt 2N na kuli, w ktérym prosta laczgea punkty zi N
przecina kule Q. s . :

Punktom na plaszezyinie odpowiadajg wéwezas punkbty na kuli
rézne od N. Otrzymane w ten sposéb odwzorowanie plaszezyzny na kule
@ bez punktu N jest wzajemnie jednozna-
czne 1 mosi nazwe reutu stereograficznego
plaszezyzny na kule. Réwnoleznikom na kuli
odpowiadaja na plaszezyZnie kola wspélsrod-
kowe o srodku z=(, poludnikom odpowia-
daja proste przechodzace przez punkt z=0.
Jedynie biegunowi N na kuli nie odpowiada
na plaszezyZnie zaden punkt. Gdy punks 2
na kuli zbliza sie do bieguna N, woéwczas
jego obraz 2 na plaszczyZnie oddala sie
w nieskonficzonosé.

Okazato sie rzecza praktyczng dla teorii funkeji analityeznych uzu-
peinié plaszezyzne liczbowy jednym nowym punktem, ktdry przy rzucie
stereograficznym przyporzadkowujemy biegunowi N na kuli. Punkt ten

Rys. 10.

oznaczamy przez oo i nazywamy punkitem w nieskornczonosci. Méwimy
5 B N PRI Y

F. Leja, Funkoje Analityczne i 2
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przy tym, ze gdy punkt 2’ na kuli dazy do XV, to jego obraz z na plasz-
-czyZnie dazy do punktu oo.

Otoczeniem punktu oo nazywamy zewnetrze dowolnego kota, np.
[2|>R. O ciggu liczbowym [z,) méwimy, ze dazy do nieskoriczonodci,
cO oznaczamy : ]
) Zp—>00,

gdy |#,]—>o0, czyli gdy dla kazdego R>0 prawie wszystkie wyrazy z,
spelniaja nieréwnoé |2,|>R. Jezeli nier6wnodé te spelnia dla kazdego
R>0 nieskoniczenie wiele wyrazéw (niekoniecznie prawie wszystkie),
to méwimy, ze oo jest punktem skupienia ciggu {e,}.

PrzyxiAD 1. Cigg a,=1-+ni dgzy do oo.

PrzYREAD 2. Ciag b,,—-:]/ n+1fn dazy réwniez do oo.

PRZYERAD 3. Ciag 6,=2+ [1-(—1)"]ni nie dazy do oo, bo jego wy-
razy nieparzyste sg stale réwne 2. Dla niego oo jest punktem skupienia,

Plaszczyzne liczbowa uzupelnions punktem oo nazywamy plasz-
czyzng domknigiql). Plaszezyzne bez punktu co nazywamy plaszczyzng
otwarte lub krétko ,,plaszezyzng’.

Obszar nieograniczony moze mieé punkt co wewnatrz lub na brzegu.
Np. zewnetrze kola |2/>R na plaszezyZnie domknigtej ma punkt. oo
wewnatrz, obszar za§ R<|¢|<oco ma punkt eo na brzegu.

Sp6jnosé -obszaru nieograniczonego okrelamy tak samo jak spéj-
nofé obszaru ogramiczonego, nalezy jedynie rozstrzygnaé, czy punkt oo
jest punktem wewnetrznym obszaru, czy brzegowym. Np. zewnetrze
kola jest obszarem jednospéjnym, gdy punkt oo zaliczymy do obszaru,
a jest obszarem dwuspéjnym, gdy punkt co nie nalezy do obszaru (bo
wtedy brzeg sklada sie z okregu i z punktu odosobnionego oo). .

10. Symetria wzgledem okregu lub prostej. Dwa punkty p i ¢ sa
symetryczne wegledem prostej, gdy sa jednakowo odlegle od kazdego

punktu prostej (rys. 11). Punkty p i ¢ nazy-
3;’ wamy symetrycenymi wegledem okregu |e—zy|=71,

gdy sg rézne od #z,, lezg na jednej pélprostej wy-
chodzacej ze frodka z,, tj. arg(p —z,)=arg(q¢—=2y),

i gdy iloezyn ich odleglogci od frodks réwna
- sie kwadratowi promienia, tj. |p—=2|-|q—=2|=7*
Rys. 11. (rys. 11).

4

1) W przeciwiehistwie -do osi liczbowej nie wyréiniamy na plaszezyinie dom-
knigtej dwéch punktéw w nieskoficzonobei + oo i —co. Na plaszezysnie domknietej
istnieje tylko jeden punkt co. Zgodnie z tym ciag {( 2)"} dazy do co (na osi liez-
bowej ciag ten jest wahajacy)- i

10. Symetria wzgledem okregu lub prostej. 19

Niech beda dane dwa rézne punkty pig oraz liezba A>0. Gdy A=1,
wéwezas réwnanie

)

z—plzl
2—q
przedstawia prosta, wzgledem ktérej punkty p i ¢ 83 symetryczne. Wy-
kazemy, ze:

Gdy As£1, to rdwmanie (5) preedstawia okrag |z—z|=7r, wzgledem
ktdrego punkty p © q sq symetrycene. Srodek i promied tego okregu wyraiaje
sie wzorami

: : p—4q A
(6) =T r= (et lp—ql-

Istotnie, mnozgc obie strony réwnania (5) przez |¢—g| i podnoszac
do kwadratu, otrzymamy (zob. przyklad 7, str. 11)

22 +1p|*— 2R Be =2*(Je|*+-|¢|*— 2R 32),

skad
e 2R@E—X7 _ —Ip|"+2lg’
2"~ Pl = 7 !
1—2 12
czyli po przeksztatceniu
|z_ p—#q"_ Xlp—gl’,
| T e
1—4 (1—2%)

réwnanie (5) przedstawia wiee okrag. Z wzoréw (6) otrzymamy
p—2=2(¢—%) i |D—2)-|q—2]=7"

Z pierwszego z tych réwnan wnosimy, Ze arg(p—2,)=arg(¢—z), & wiec

punkty p i ¢ sa symetryezne wzgledem danego okregu.

‘Na odwrét, kazda prosta i kazdy okrag mozna na nieskonczenie
wiele sposobéw przedstawié¢ za pomocs réwnania postaci (5), dobierajac
odpowiednio p, ¢ i A>01). .

Proste nazywamy inaczej okregami niewtasciwymi, albo okregami
przechodzgeymi przez punkt w nieskoriczonofei.

1) Dla. okregu |z—z|==7r wystarczy obraé¢ punkt p dowolnie poza uerglem
i jego frodkiem i przyjaé

g=n+7/(p—z),  A=|p—2lr.

Dla kazdego punktu z=z,-+r(cosp+ising) na danym okregu zachodzi wéwezas
zwiagzek (5).

2%
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CWICZENIA.

1. Kiedy trzy réine punkty a, b i ¢ lesa na jednej prostej?

2. Napisaé warunek na to, aby proste 2=z +at i z=2,-+a’t, gdzie — oco<t< cos
byly a) réwnolegle, b) prostopadle.

3. Napisa¢ réwnanie prostej postaci z=z-at a) przechodzacej przez punkty
2, i 23, b) polowigcej odcinek laczacy punkty z, i 2, i do niego prostopadlej.

4. Jaks linie przedstawia réwnanie a) Ref=r, b) Izt=7r, ¢) [#¢—1|=w,
d) |2+1]+[z—=1=7r, #>0.

5. Wykazaé, 26 gdy liczby 2y, 21, %, 12, 82 réine, to leza one na jednym
okregu lub prostej wtedy i tylko wtedy, gdy dwustosunek

21— Ry Ry 2y

B— Ry B2

ma warto$é rzeczywista.
2—

[Wskazéwhka: Argument stosunku jest katem miedzy wektorami

22— 2
2% 1 2524].
6. Wykazaé, ze wezystkie punkty

3‘61z1+ozzz+ +6n,.v

gdzie liczby 2,,%,...,2, sa stale, a liczby 01,0,,,...,6,, 8 liezbami zmiennymi,j 170~
czywistymi, nieujemnymi i spelniajacymi warunek /

020yt ... +0,=1,

wypelniaja najmniejszy obszar wypukly 4,, obejmujacy punkty 2i,2,...,%,
(zbiér F jest wypukly, gdy wraz z dwoma dowolnymi punktami zawiera odeinek
taczacy te punkty).
7. Wykazaé, ze gdy liczba z spelnia réwnanie
1

2—2, B2y

+ot —-_—0,

to punkt 2 lezy w najmniejszym obszarze wypuklym obejmujacym punkty 2;,2s,...,%,.
8. Wykazaé, ze z kasdego ciagu {z,,} moina wyjaé ciag czefciowy, zbieiny do
granicy skohczonej lub do oo.
9. Wykazaé, ze dwa okregi, z ktérych jeden przechodzi przez dwa punkty sy-
metryczne wzgledem drugiego z okregéw, 83 ortogonalne. %

ROZWIAZANIA.

1. Gdy stosunek (b—a)/(¢c—a) jest liczba rzeczywista. — 2. a) arga’= arga+krw,
ozyli o'fa jest liczby rzeczywista, b) arge’=arga-- (2k+1)n/2, czyli a’/a jest Mezba
urojona. — 3. a) 2=2z,4(fa—21)t, D) 2=(21+2.)/24 (8. —2,)4. — 4.- a) hiperbole

—y?=r, b) hiperbole 2zy=r, ¢) lemniskate o ogniskach —1 i 41, d) elipse
o ogniskach —1 i 41, gdy »>2. — 5. Katy <222 1 2122, albo sy réwne,
gdy dwustosunek jest dodatni, albo ich suma réwna sig =, gdy dwustosunek jest
njemny; zastosowaé twierdzenie o katach obwodowych w kole. — 6. Dla n==2
zbiér 4, jest odcinkiem 2,2,; zakladajac, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n=p,

10. Symetria wzgledem okregu lub prostej. 21
przejéé do przypadku m=p+1, korzystajac z uwagi, ze kazdy punkt obszaru Ao
lezy na pewnym odeinku zz,,,, gdzie zed,. — 7. Jezell ¥1/(z—z)=0, to

_ z—2,
Z =z, 2 —zlt
Przyjmujac
1 ; . A
| =
et * ! Zi

ma:my Zh(e—2)=0, skad 2=0.2,-+02+...+0,2,. Zastosowaé przyklad poprze-
dni. — 8. Gdy ciag jest ograniczony, zob. § 3; gdy nie jest ograniczony, wéwezas
dla kazdej liczby naturalnej k istnieje taki wyraz 2, 26 ]z,,k|>k, a wiec By =00, —
9. Sprawdzié, ze gdy |¢—z|=r jest okregiem (5), a okrag |2 —2,|=r, przechedzi przez
punkty p i g, to |z—2|*= 21l
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ROZDZIAL IIL

Funkeje zmiennej zespolonejy

11. Funkeje ciggle i odwzorowania zbioréow plaskich, Niech & be-
dzie dowolnym zbiorem plaskim, np. obszarem. Jezeli kazdemu punktowi
zeE przyporzadkujemy pewng liczbe zespolona

w=f(2),

to méwimy, %e w zbiorze F zostala okvedlona funkcja zespolona f(2)
zmiennej zespolonej z. Zbiér E nazywamy polem lub obszarem istnienia
funkeji f(2), zbiér B’ zlozony z wszystkich wartodei w nazywamy zbiorem

wartooi funkeji f(2) i oznaczamy przez f(H).

Méwimy, ze dana funkeja f(z) odwzoro~
wuje (przeksztalea) zbiér B na zbior B =f(H).
Na odwrét, kazde odwzorowanie jednego zbiorn
plaskiego B na drugi zbiér B’ (rys. 12) wyzna-

cza pewng funkeje zespolong zmiennej zegpolo-
nej, ktérej polem jest E, a zbiorem wartodei B,

Funkeje f(z) nazywamy 1° jednokrotng, gdy dla 2, 52, mamy f(2,) #f(2s);
2° wiclokrotng, gdy nie jest jednokrotna?); 3° ogramiczonq, gdy zbiér
E’ jest ograniczony.

PRZYEEADY. 1. f(z)=2=0%—y2-+-20yi.

.2, g(2) =z =y 2> +°. 3. h(2)=F=w—iy.
Polem tych trzech funkeji jest cala plaszezyzna. Druga z nich przyj-

muje tylko wartodci rzeczywiste. Trzecia funkcja jest jednokrotna,
pierwsza i druga sy wielokrotne.

Rys. 12.

Funkcje postaci aye”--a;2" '4...+a, nazywamy wielomianem n- g0
stopnia, gdy a,#0. Tloraz dwé6ch wielomiandw nazywamy funkeja wy-
mierng. Polem funkeji wymiernej jest cata plaszezyzna bez tych punktéw,
w kitérych mianownik jest réwny zeru.

1) Funkeje jednokrotna {univalente, schlicht) nazywamy inaczej jednolistng,
a wielokrotng — wielolising.

11. Funkeje cisgle i odwzorowania zbioréw plaskich. 23

Nazwijmy otoczeniem pierscieniowym punkiu 2, dowolne koto o §rodku

2, po odrzuceniu $rodka z,, tj. zbiér punktéw 2 spelniajacych nieréwnosé
0<le—2l<r (r>0).

Niech 2, bedzie punktem skupienia zbiorn B, w ktérym jest okreslona -
funkeja f(2). Méwimy, ze funkcja f(2) ma w.punkeie 2, granicg réwna
liczbie g, co piszemy

limf(z)=g lub  f(z)=g dla 2z,

232,
jezeli jest spelniony jeden z dwéch nastgpujacych warunkéw:

I. Dla kaidego ciagu punkidw [z} zbioru B réinych od z, jeteli
2y, 10 f(2n)—g.

II. Do hkasdej liczby >0 moéna dobrad take licebe 4>0, Ze dla
wseystkich punktdw zbioru E naleiacych do otoczenia pierscieniowego
0<|pg—2p| << 6 mamy

If(z)—gl<e.

Te dwa okredlenia granicy sa réwnowazne, podobnie jak w przy-
padku zmiennej rzeczywistej, i nie réznia sie formalnie od okreslenia
granicy funkeji zmiennej rzeczywistej. Wobec tego pozostaja wazne
znane twierdzenia o granicy sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu dwéch
funkeji f(z) i g(2) okreflonych w tym samym zbiorze. Mianowicie:

Jezeli dla 2z, mamy f(z)—a 1 g(2)->b, to w punkcic 2, istniejq granice

a
frovots,  fgvan 1ol
Przy dlorazie zakladamy, e b~0.
Funkeje f(z) nazywamy 1° ciagla w punkeie z,, gdy Hmf(z)=f(z);
. Z2,

9° ciggla w ebiorze, gdy jest ciagla w kazdym punkcie zbioru; 3° jedno-
stajnie ciagla w zbiorze, gdy dla kazdego >0 istnieje takie 6>0, ze dla
kazdych dwéch punktéw 2, i 2, danego zbioru, odlegtych o mniej niz 4,
mamy [f(z,)—f(2)|<e Ta sama droga, co dla funkeji zmiennej rzeczy-
wistej, dowodzi sig, ze:

Funkeja f(z) ciagla w zbiorze ograniczonym & domknigtym jest w mim
jednostajnie ciaglta.

Méwimy, ze funkeja f(z) dazy do oo, gdy #—z, co piszemy
lim f(2)=o0, jezeli dla kazdego ciagu 2.} liczb nalezacych do pola funk-

22,

¢ji f(2), réznych od z, i dazacych do &, mamy f(z,)->oo. Analogicznie

. okreflamy granice

: gm‘f(2)=g, Eglof(Z)=
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PrzyKEAD 1. Funkecje f(z)==const i f(z)==#¢ s oczywifcie ciagle
w kazdym punkcie. Wykonujae na nich cztery dziatania mozna otrzymaé
wszystkie wielomiany i funkcje wymierne, a zatem z twierdzert poprzed-
nich o granicach wynika, Ze wielomiany i funkeje wymierne sq ciagle
w swych obszarach istnienia. '

PRZYKEAD 2. hr)ll;_];—;»—:oo PRrzYERAD 3. 'gliizloz’l'=oo (n=1,2,...).
Przyjmijmy f(2)=wu-iv. Wartodei » i » niech bedy rzeczywiste;
zalezg. one od zmiennej #z=wx-4y lub — co na jedno wychodzi — od
dwé6ch zmiennych rzeczywistych z oraz y, co zapisujemy
L He)=u(@,y)-+0(z,y).
Funkecje » 1 v nazywamy odpowiednio ceedcia rzeceywisty i czedciq uro-
jong funkeji f(2); pole ich jest oczywidcie to samo co pole B funkeji f(2).
Np. dla funkeji #=a®—y?4-20y¢ mamy u=a*—y? v=2wxy; dla funkeji
bl =V 2249 mamy u=Ya*+y?, v=0.
Wykazemy, ze: .
" Jeseli funkcja f(2) jest ciggla w pwnkew zo=wo+zyo, to obie funkeje
(2,9) ¢ v(z,y) sa ciggle w punkeie (y,%,) ¢ na odwrdt.
Dowd6d. Niech funkeja (1) bedzie ciagla w punkeie z,. Woweza
dla kazdego ciagu #,==®,+Y,—>2, mamy f(z,)—>f(z), czyli

@) Uy Y OBy Y (0, Yo) -+ 0(2 )
skad
(3) Uy Yu)> U@y %) L O(Bay Y0 (T o).

Zatem funkcje u i v sg ciagle w punkcie (w,,%,).
Na odwrét, jezeli s3 spelnione warunki (3), to jest spelniony waru-
nek (2), ezyli f(2)—>f(%), a zatem funkeja f(2) jest ciggla w punkeie 2y

Niech funkcja w=f(z) bedzie jednokrotna i.niech odwzorowuje
zbiér F na zbiér B’'. Wéwezas odwzorowanie to jest wzajemnie jedno- !
znaczne. Przyporzadkujmy kazdemu punktowi w zbioru B’ ten punkt :
2=F(w) zbioru H, dla ktérego f(¢)=w. Otrzymamy nowsa funkeje F(w),
ktérej polem jest zbiér E'; nazywamy ja funkejg odwrotng wzgledem
f(2). Oczywiicie, funkeja odwrotna wagledem F(w) jest funkeja f(2), tzn.

4) . Flfz)]=2

PrzyEEAD 1. Funkcja w=az-+-b, gdzie az:0, nosi nazwe funkeji
liniowej 1 jest jednokrotna na calej plaszczyinie, bo gdy az,+b=az,-b,
to #,=2,. Przeksztalca ona calay plaszezyzne w siebie, przy czym: 1° gdy
a=1, wéwezas odwzorowanie to jest preesunigeiem; 2° gdy |aj=1 i b=0,

12. Ciagi i szeregi funkeyjne. 25

wéwezas odwzorowanie jest obrotem dokola punktu 2=0 o kgt p=arga,
bo wtedy punkt z i jego obraz maja te same moduly i zachodzi réw-
noéé argw=argz--arga; 3° gdy o jest liczba dodatnig i b=0, wéwezas
odwzorowanie jest homotetiq, czyli podobienstwem S$rodkowym o Srodku
2=0 i o stosunku podobietstwa réwnym a.

W przypadku ogélnym odwzorowanie w=az-+b jest zlozeniem po-
dobienistwa, obrotu i przesuniecia.

PRZYKEAD 2. Funkeja w=3 jest jednokrotna i wyznacza odwzoro-
wanie calej plaszezyzny w siebie, zwane symetriq wzgledem osi 2.

PrzykeAD 3. Funkeja w==2? jest wielokrotna na calej plaszezyzZnie, jest
jednak jednokrotna w kazdym obszarze, ktéry z dwu punkitéw symetrycz-
nych z i —2 zawiera eo najwyzej jeden (np. w pélplaszezyinie 12>0),
bo gdy 2i==23, to (s}2) (s1—2)=0, lecz poniewas z,=—z;, wiee 2,=2,.

12. Ciagi i szeregi funkeyjne. Ciag {s.(2)} oraz szereg }'f.(2), kto-
n=1

rego wyrazami sg funkeje okre§lone we wspdinym zbiorze F, nazywamy
ciggiem weglednie szeregiem funkeyjnym?).
Jezeli ciag [s,(2)} jest zbiezny w kazdym punkcie z zbioru H, to
jego granica lims,(z)=s(z) jest funkejg okreflong w zbiorze F. Zbiez-
h—ryo0

nog¢é ta jest jednostajna, jezeli dla kaidego &>0 istnieje taki wskaznik
N(e), ze W catym zbiorze E mamy |s,(2)—s(2)|<e, gdy n>N(e).

Szereg E Fa(2) na.zywamy 2bieinym (jedmostajnie zbiesnym) w zbiorze
B, jezeli ciag {sn(z)—z 1.(2)} jest zbiezny (jednostajnie zbiezny) w zbio-
rze E. Granica hmsn(z) jest woéwezas sumg danego szeregu.

Bedziemy korzystah z trzech nastepujaeych  krytericw jednostajnej
zbieznoser.

KRYTERIUM CAUCHY'EGO. Cigg {sn(z)} jest wtedy 1t tylko wiedy
jednostajnie zbiciny w 2biorze E, jeseli dla kazdej liczby >0 istnieje taki
wskaénik N(e), 3¢ w calym zbiorze E jest

]sn( Yy—s,(2)|<e dla n i m>N(s).
EKRYTERIUM WEIERSTRASSA. Szereg 5‘ fal2 yest jednostajnie zbie-
sny w zbiorze B, jezeli jego wyrazy spetniajq w zbwme E nierdwnosei |f,(2)| <A,,,

n=1,2,..., gdeie liceby A, A,,... sq wyrazami szeregu?) zbietnego _Z’A
1

1) Zamiast g:fn(z) piszemy ffn(z) Iub krécej 37,(2).

2) Szereg YA, nazywamy woéwezas majorantq szeregu ', ()
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KRYTERIUM DIRICHLETA. QSzereq Zanfn 2)  jest jednostajnie

ebicsmy w ebiorze B, jeeli wspdlezynniki an sq liczbami dodeinimi ma-

lejgoymd stale do zera, a ciag 8,(2)=F1(#)+.. +fulz) jest jednostajnie ogra-
niczony w zbiorze E ).

Dowody tych twierdzer sa analogiczne do dowodéw dla funkeji
zmiennej rzeczywiste]. W podobny tez gposéb dowodzi sie, Ze:

Granica ciggu (suma seeregu) jednostajnie 2bicémego funkcji ciagtych
jest funkeja ciggla.

ProviEAD. Szereg ) 2"/n jest jednostajnie zbiesny w zbiorze K,
1

ktéry otrzymamy wycinajac z kola domknigtego |21 kolo |¢—1|<e
o dowolnie malym promieniu ¢>0. Wynika to z kryterium Dirichleta,
bo przyjmujae a,=1/n i f,(2)=¢", otrzymamy @,>a,.1, a0 Oraz

n

n(2)=2+A+ .+ 2" rep i
1z’

a wiee w obszarze K, jest |s,(2)|<<2/e. Suma tego szeregu jest wigce funk-
cja ciagla w kole |2|<<1 po odrzuceniu punktu 2=1.

13. Szeregi potegowe. Szereg‘ postaci
() : S,
n=0

gdzie ay,a;,... sa dowolnymi liczbami nazywamy szeregiem potegowym
o Srodku 2=0. Szereg ten jest zawsze zbiezny w swym frodku; poza
grodkiem mogg istnieé punkty zbieinofci lub nie. Wykazemy jednak, ze:

Jeseli seereq (5) jest bieiny w pewnym punkeie 2,50, to jest bexwzgled-
nie zbiesmy w kole |2|<< o, gdrie g=[2,|, oraz jednostajnie @bieiny w Lkaidym
kole |2|< 0g, gdzie 0<B<1, jeseli jest rozbiedny w punkcie 2y, to jest roz-
biezny dla |2]> 0.

Dowéd. Niech szereg X ane} bedzie zbiezny. Wéwezas cag {21
dazy do zera, a wiec istnieje taka liczba M >0, Ze |a.ei|<M dla wszyst-
kich n. Zatem

(6) ‘ [@a2"

<M0", gdy |21<be.

Szereg geometryczny ZMH" ]est, jak wiadomo, zbiesny, gdy 0<6<1,
a wiee zbieznogé bezwzgledna szeregu (5) w kole |#|<<¢ wynika z kryte-
rium poréwnawezego (str. 9), a zbieinodé jednostajna w kole 2| —
% kryterium Weierstrassa. ‘ )

1) Tj. istnieje taka liczha M >0, ze |s,(2)|<< M dla wszystkich 2¢ B i dla n=1,2,,.. "

13. Szeregi potegowe. 27

Niech teraz. szereg Xa,?7 bedzie rozbiezny. Gdyby szereg (58) byt
zbiesny w jakim§ punkeie z,, gdzie [2,|>[#], to uma mocy poprzedniej
czesei dowodu bylby zbiezny w punkme 2y, whrew zalozeniu. Twierdze-
nie jest wiec dowiedzione.

W mysl tego twierdzenia, jedli szereg (5) jest zbiezny w jakimg
punkeie 2, to jest zbiezny w kole o érodku 0, ktérego okrag przechodzi
przez dany punkt z, (rys. 13). Najwigksze koto
] l2l<r,

w ktérym szereg potegowy (B) jest zbiezny, nazywamy Fkolem 2bieéno-
$0i, & jego promien — promieniem zbieinoSei tego gzeregul). Zewnatrz
swego kola zbieznosei szereg potegowy jest
oczywiscie rozbiezny. Na okregu kola zbiez-
nodei moga istnieé punkty zbieznofei i punkty

o0
rozbiesnodci. Np. szereg Y 2"/n na okregu swego
1

kola zbieznodci jest w punkecie z==—1 zbieiny,
a w punkeie z=1 rozbiezny.
Jezeli szereg (B) jest zbiezny na calej
plaszezyZnie, to méwimy, Ze jego promier _/
zbieznodei r=oo, a gdy jest zbiezny tylko
w punkeie 2=0, wéwezas piszemy r=0.
Kaidy szereg postaci

8 Z aa(z—2)"

nazywamy szeregwm potegowym o $rodku 2,. Zastepujac w nim 22—z
przez z otrzymamy szereg (5), a zatem szerveg (8) jest zbiezny wewnatrz,
a rozbiezny zewnatrz pewnego kola |z—z|<<r. Kolo to nazywamy ko-
lem zbieznodel szeregu (8).

Suma szeregn potegowego jest funkeja ciagla wewnatrz kola zbiez-
nodei, co wynika stad, ze wyrazy szeregu sy funkejami ciaglymi, a zbiez-
nofé jest jednostajna.

Promieri zbieznosei szeregu Za,2" zalezy oczywiscie od wspélezyn-
nikéw a,. Zaleznogé te wyznacza nastepujace

TWIERDZENIE CAUCHY-HADAMARDA. Promieh zbieinoSci r
szeregu potegowego (B) wyrada sie wzorem

Rys. 13.

1 ",
9) r=I, gdzie 2=]imsup]/|an|.

N0

Preyjmujemy przy tym r=oo, gdy i=0, oraz r=0, gdy A==co0.

1) Zakladamy, e istnieja punkty zbieznoéei rézne od zera i punkty rogbieznoéei.
Liczba r jest najwieksza z takich liczb >0, Ze szereg (5) jest zbiezny w kole |z[<g.
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Dowdd. Zatézmy najpierw, ze A#oo. Na mocey kryterium Cauchy’ego

(str. 9) szereg Xa,2" jest bezwzglednie zbiezny dla tych 2, dla ktérych
tim sup /Ja,2"] = lim sup Y o] Jel =212l < 1,

a-rozbiezny dla Aje|>1. Wynika stadd wzér (9), bo jezeli 1540, to szereg
jest zbiezny dla |2|<1/4, a rozbiezny dla |¢[>1/1, wigec r=1/A. Gdy
A=0, woéwezas nierdwnodé Ale|<<1 jest spelniona na calej plaszezyznie,
a wiee r=o0

W przypadku A=oco, niech 2, bedzie dowolnym punktem réznym
od 0. Nierdwnogé 7/]—67J> 1/l2,] zachodzi wéwezas dla nieskoriczenie
© wielu n, & wige ciag {a.f} nie dazy do zera, a przez to szereg Xa,ol
jest rozbiezny dla kazdego z,#0, skad r=0.

*TWIERDZENIE ABELA. Wiemy, ze suma szeregu potegowego
(10)  f@=Sag
jest funkcja eciagly w kazdym punkcie wewnetrznym kola zbieznodci
|e]<r danego szeregu. Wykazemy za Abelem, ze:

Jezeli szereg (10) jest zbiesny w punkeie breegowym 2=z, swego kola
" ebiedmodei |z|<<r, to istnieje gmm’aa

Limf(z) Zanzo,
R
gdy = dagy do 2, po dowolnej drodee zawartej mie-

dey dwiema cigeiwami danego kola, wychodz@chz
2z punkiu z, (rys. 14)%).

Dowéd. Podstawmy w szeregu (10} 2z W miej-
sce z; otrzymamy szereg Za,éy 2", zbiezny w punk-
cie z_l 1 majacy promieri zbieznosei 1. Mozemy
wige zalozyé, ie r=11i =1, czyli ze szereg Za, jest zbiezny. Oznaczmy
La,=$ oraz s,=ay+a;+...+a,. Dla [¢]<1 mamy

T =80+ (81— 80)a + (82— )P+ ... =
=8y(1—2)F-8,(2—22) +F 84(22—253) ...

Wyciagajac 1—z przed nawias otrzymamy dla J¢|<1,
= —z)Z’s,,Lz

7 drugiej strony 1=(1--2 Z‘z, a wige s=(1—2) Z’sz Zatem

1). Mozna zalogzyé Ze promien Oz, przepotawia kat miedzy danymi c1chwa,m1,
jak na rys. 14.

13." Szeregi potegowe. 29

(11) f(z)—s=(1—z)§‘(sn— 8)d=(1— z)2+ 1— zm%

Dobierzmy. liczbe m do dowolnie obranych liczb >0 i K>0 tak, zeby
dla »>m bylo |s,—s|<<¢/2K. Jest to mozliwe, bo s,—>s, a zatem ostatnl
wyraz we wzorze (11) spelnia dla |2|]<<1 nieréwnofé

x® e |1—
1— <|i— = m+1
]( z)n%;l\l ﬂ%ll ! 2K 1— ]z|[ !
Zatézmy teraz, ze obok warunku |¢|<C1 zmiemna z spelnia nier6wnosé
[1—2|

12 K
(12) 1__M< ’
skad [ff"'<1 oraz | (1—=2) > ‘ < ; .

. mid 2

Modut Aprzedostatniego wyrazu we wzorze (11) jest réwniez < gf2,

gdy tylko z jest dostatecznie bliskie 1, np. gdy [1—2z{< 4, bo dla |z]<1
m m

modul sumy D '(s,—s)2" jest niewigkszy od stalej Y|s,—s|. Zatem, gdy
Q 0

2 spetnia nierédwnosé (12) i nalezy réwnoczesnie do kola |2j<1 i do kola

[1—2|< 4, gdzie & zalezy od e, wéwezas

<e.

[F(2)—s]< ! 1 —~z)§'l + ‘ (1 —ziﬂéj

Wystarezy teraz wykazaé, ze gdy z dazy do 1 pozostajac miedzy
dwiema cigciwami (AR i AR’ na rys. 15), to istnieje taka liczba K>0
7e zachodzi nieréwnosé (12). W tym celu wy-
kre§lmy okrag o $rodku O styezny -do obu
cieciw i oznaczmy przez R i R’ punkty stycz-
noéei. Niech 2=P znajduje sig zewnatrz tego
okregu w obszarze ARR', gdzie A=1 (rys. 15).
7 punktu O zatoczmy nowy okrag przecho- B[ D]
dzacy przez punkt P i z punktu A wykre-
§lmy - dwie sieczne ACD i APQ przechodzace
przez punkty O i P. Wéwezas AP=|1—z|,
AC=1—|2| oraz AP-AQ=AC-AD, skad

|1_z‘ AD< 9 Rys. 15.
1—je] AQ ~A4AR’

bo AD< 2 i AQ> AR. Gdy wiec punkt 2 lezy miedzy cieciwami w obsza-
rze ARR', to spelnia nieréwnosé (12), gdzie K=2/AR.*
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14. Funkcje e®, sinz, cosz. Obok wielomianéw i funkeji wymier-
nych do najprostszych funkeji zmiennej zespolonej nalezy funkcja wy-
Kladnicza ¢ okredlona szeregiem potegowym

. 2 22 0o N
zhieznym na calej plaszezyZnie. Na mocy wzorn (25), str. 11, spelnia
ona dla kazdych dwéch liezb zespolonych a i b zwiazek
(14) &%l = 2P -
Dla wartosei rzeczywistych 2 jest ona identyczna ze znang funkejs zmien-
nej rzeczywistej €.

Funkeja & nie prayjmuje nigdzie wartoses 0.

Gdyby bowiem dla pewnej wartofci 2==a bylo e¢*=0, to iloczyn
¢* ¢ miathy warto$é 0. Lecz na mocy (14) * ¢ “=e"=1, z czego wyni-
klaby réwnodé 0=1. Zatem ¢ 0.

Funkeje trygonometrycene sinz i cosz okreflamy dla wszystkich war-
todei zespolonych z za pomocy szeregbw potegowych

za zs ) 2v-+1
) sing=z — 3—1‘—i— TR =J§( —1) (_—*21:—}-1)!’
cogz=1 2 -+ i = f’( iy it
e Tn T TA ()]

@ wzoréw tych wynika natychmiast, ze sinz jest funkeja nieparsy _/sm,u

a cosz funkeja parzysiq, tzn. sin(—z)=—sing, cos(—2)==00s82.
Miedzy funkejami ¢°, sinz i cosz zachodzg wazne zmayzkx

{16) 6" =cosz+ i sing, ) 6= cosz—1 siniz

i

W mysl wzoru (13) mamy bowiem
’ o g e L
; ig__ Non® P _ -
F= =2 2v)'+4,§ @+

z ezego wynika pierwszy z wzoréw (18), bo i*=(—1)". Drugi z Wzérﬁw
(16) otrzymamy zastepujaec w pierwszym 2 przez —z. Dodajac i odej-
mujge réwnania (16) otrzymujemy zwigzki

&% L gt ] i iz
it 8Ing == "
2 2

(a7 COBZ ==

zwane weorami Hulera, a z tych ostatnich — zwigzek sin?z- cos?z=1,
znany dla rzeczywistych wartodei 2.

15. Logarytm i potega. 31

Wykazemy jeszcze, Ze:
(18) =1 wtedy i tylko wiedy, gdy 2=2kni, k=0,4+1,4-2,...

Istotnie, stosujae (14) i (16) otrzymamy

=" 6¥=c"(cosy+isiny),
a wiec réwnofé e¢*=1 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy e“cosy=1
oraz €°siny=0. Stad wynika siny=0, bo >0, a zatem y=n=, gdzie
n=0,41,42,... Gdy = jest liczbg nieparzysts, woéwczas cosy=cosnw
jest liczbg ujemnsg, aby wiec bylo ¢®cosy=1, musi byé n liczby parzysta;
a zatem y=2kn oraz ¢°=1, gdzie k=0,4-1,4-2,... Funkeja ¢° zmiennej
rzeczymste] @ przyjmuje, jak wiemy, wartosé 1 ty]ko dla x=0; zatem
2=+ ty=2kni, '

czego nalezato dowiedé.

Z twierdzenia tego wynika, ze

PR o8, g2l g2

7 drugiej strony, jezeli &€=¢€%, to € T°=1, a wiec 2'—2=2kmi, czyli
¥ =242kxi. Zatem: ‘

Funkcja & jest okresowa; kasdy jej okres jest wielokrotnodcia licz-
by 2ni. Na mocy (17) funkcje sinz i cosz sq ez okresowe; kaidy ich okres
jest wielokrotnodeiq liczby 2.

Funkeje tgz i ctgz okred§lamy, podobnie jak dla wartosei rzeczywi-
stych 2, wzorami: tgz=sinz/cosz, ctgz=cosz/sinz.

Uwaga. Wiemy, ze kazdej liczbie zespolonej @ mozna nadaé postaé
|a|(cosp-1 sing), gdzie p=arga. Zatem, na mocy pierwszego z wzoréw
(16), mamy

(19) a=la|d¥, ' gdzie p=—arga.

15. Logarytm i potega. Niech a bedzie dowolng liczba zespolong.
Kazdg liezbe zespolong 2z, spelniajacg réwnanie ¢°=a, nazywamy loga-

rytmem liczby a i oznaczamy przez loga.

Logarytm liczby O nie istnieje, bo ré6wnanie ¢’=0 nie ma rozwig-
zanh (str. 30). Gdy az£0, wéwczas réwnanie e*=a, czyli 6*-6¥=|a|e'*®",
ma nieskoriczenie wiele rozwigzan. Istotnie, jest ono spelmione, gdy

¢*=la| oraz y=arga
Wiemy, ze istnieje dokladnie jedna liezba rzeczywista = spelmiajaca réw-
nanie ¢*=|al. Oznaczmy ja przez Log la]; ~wbéwezas liczba zespolona
z=Log |a|+ 7 arga spelia réwnanie ¢’=a. Zatem, zgodnie z okreélemem
logarytmu,

(20) loga=Log |a|+ 4 arga.’
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Argument liczby a0 ma, jak wiemy, nieskoriczenie wiele wartogei réz-
nigeych sie o calkowite wielokrotnogei liczby 2w, a zatem:

Katda liccha a0 ma nieskoniczenie wiele logarytméw wyrasonych
weorem (20), Kaide dwa logarytmy tej samej liczby rééniq si¢ o calkowila
wielokrotnos$é liceby 2mi.

Te sposréd liczb (20), w ktérej arga jest argumentem gldwnym
liczby @, nazywamy logarytmem gléwnym i oznaczamy przez Loga, tj.
(21) Loga=Tog |a|+iArga (—r< Arga<im).

Dowolna liczba a0 ma dokladnie jeden logarytm gléwny; kazdy
inny logarytm tej liczby ma postaé loga=Loga-+ 2knt, k= 0,4-1,42,...

PrzyxeaD 1. logl=XLogl+iargl=2%kni, k=0,+1,42,...

PRZYEEAD 2. logi=TLogl--jargi=(2k~+1/2)ni, k= 0,4-1,4-2,..

Niech ¢ i-b beda dowolnymi liczbami zespolonymi, byle by bylo
a#0. Przez o® oznaczamy kazdg liczbe zespolong okreslong wzorem
(b=0,4-1,4-2,...)

i nazywamy ja potgge o podstawie a i wykladniku b. Liczbe e“‘"“ b na-
zywamy wariosciq gldwna potegi al.

Potega (22) ma na og6l nieskoriczenie wiele wartosei, rdznisdeych
sl czynnikami 6%, k=41,4-2,... Jedynie wtedy, gdy b jest liezba

(22) a _ebloga_gb(Logm 2lervi)

catkowita, potega ma dokladme jedng wartodd, bo woéwezas ¥ Fr=1 -

Jezeli b jest liczba wymierng postaci m/n, to potega (22) ma doklaﬁni@"n
réznyeh wartofei, odpowiadajgcych liczbom k= 0,1,2,. ,’n —1; gdy
zaf b jest liczby rzeczywisty niewymierng lub Liczba memeczlestap, wéW—
czas potega (22) ma nieskonfczenie wiele wartodei réznych.

W przypadku b=1/n mamy (ePVEs)=gloBo—g, Wtedy powyzsze
okreglenie pOthl ™ jest identycané z okreélemem pierwiagtka l/af

(str. 4), a zatem al"=V g,

PRZYKEAD. Pomewa.z il gtloBt WIQO, na moey poprzedniego pmy :

khadu, mamy §'= ¢ @FHUDT f—0, {149,

16, Funkcje log z i 2#, Niech ¥ bedzie dowolnym zbiorem spéjnym
na plagzezysnie (np. obszarem) nie zawierajacym punktu z= 0. Kazdg
funkeje I(z) okreflons na zbiorze B, ciagla i spelniajaca dla wazystkich
ze B warunek ¢®=z (o ile taka funkeja istnieje) nazywamy galgziq (jed-
noznacznq) logarytmu zmiennej z i oznaczamy przez loge. Mamy wige

(23) : d%®'=z  dla kazdego #cH.

16. Funkeje logz i z4. 33

Zobaczymy pézniej, ze nie w kazdym zbiorze spéjnym E igtnieje
jednoznaczna galaz logarytmul). Jezeli jednak istnieje jedna taka funk-
¢ja U(z), to istnieje ich nieskoriczenie wiele, bo wéwezas kazda funkcja
Ux(2) postaci

L(2)=1(2)+2kmi (k=41,£2,...),
jest tez jednoznaczng galezia logarytmu?), jest to bowiem funkcja ciagla

i spelnia warunek
k@) o gl (D) 2kni . )

Z warunku (23) wnosimy, ze logz jest funkcjq odwrotng weglegdem
funkeji wykladnicezej ¢”, rozwazane] w zbiorze wszystkich wartosei
w=1logz, gdzie z¢K.

Niech E bedzie dowolnym zbiorem spéjnym, w ktérym istnieje
jednoznaczna gatys logarytmu, i niech x4 bedzie dowolng liczbg zespolong.
Kazdg funkcje ciagla, okreslona na zbiorze E wzorem

(24) P =gtloE,

nazywamy fjednoznaczng . gateziq potegi o wykladniku g i 6znaeza,my

przez #*; potege '™ oznaczamy tez przez ]/ zi nazywamy jednoznaczne

galezia n-go pierwiastka zmiennej z3).
CWICZENIA.
1 W ktérych punktach plaszezyzny funkeja —(z—}-) przyjmuje wartosei

a) rzeozywwte, b) urojone? Na jaka krzywa przeksztalca ona okrag |¢l=r1t
2. Jeshi 7, i r, 83 promieniami zbieznofci szeregéw Za,z" i Xb2", to jaki jest
promiefi zhieznosei r szeregu X'(a,+b, )"t
3. Znalezé promien zbieznodel szeregu
O !

N e
a) E‘z )

b)

ale+1).. (a+n 1)-B(B+1)...(B+n—1) 2"
1 .
+g; Y@+ (y+n—1) - !

v(ézereg drugi nosi nazwe szeregu hipergeometrycenego).

1) Nie istnieje np. w pierécieniu r<[|2|<R, ani w zadnym zbiorze zawieraja-
cym pewien okrag |2|=p¢, bo jezeli logz=Log|2|+4 argz zmienia sie w sposéb
ciagly, gdy # opisuje raz caly okrag |2 =|z,| wychodzac z punktu z,, to argz wzrasta
o 2w, wiec i loge wzrasta o 2r i nie dazy do wartoSei wyjéciowej logz,, choé 2->2,.
Natomiagt istnieje jednoznaczna galaz loge w kazdym obszarze jednospéjnym nie
zawierajacym punktu 0.

3) Na odwrét, mozna dowiesé, ze kazde dwie ]ednoznaczne gatezie logarytmu
réinia sie o staly postaci 2kni, k=41,42,.

8).Z okredlen tych wynika, ze jezeli funkeje logz i V; istnieja w pewnym obsza-
r7e, t0 83 one wyznaczone dopiero wtedy, gdy ustalimy ich warto$é w jednym punk
cie danego obszaru.

T, Leja,” Fankcje Analityczne : ' 3

'Y

°
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4. Dowie&é, ze a) funkcja e’ jest w pasie —n<lz<n jednokrotna i jej war-
todei pokrywaja cala plaszezyzne hez polosi Re<<0, b) funkeja 2/(1—=z)* jest jedno-
krotna w kole |¢|< 1. .

5. Znalezé wszystkie pierwiastki réwnamnia a) sinz= 0, b) cosz=:0.

6. Udowodnié dla wartodei zespolonych ¢ i b zwiazki:
sin(a-4-b)=sina cosb+ cosa sinb,
cos(atb)=cosa cosbTsina sinb.

7. Wykazaé, ze réwnania sinw=z i cosw’ =2 maja dla kazdej wartodei z nie-
skofczenie wiele rozwigzan w i w’ i wyrazié te rozwiazania za pomocy logarytmu
stosujac wzory Eulera. :

8. Wykazaé, ze réwnania tgw=z¢ i otgw’=z majg dla kazdej wartodei # réinej
od 44 xieskoficzenie wiele rozwigzan w i w’ i wyrazié te rozwigzania za pomocy lo-
garytmu, ‘

: oo
9. Wykazaé, ze funkcja f(z) okreflona w kole |zj<Cr przez szereg f(e)=3 a,2"
o

o0
jest jednokrotna, gdy a;|> Y nla,|r 1
2

oo
[(Wskazbéwka: Rozwazyé réwnanie Za"(z’l‘——z;‘)= 0, gdzie 2, i 2, 53 punktami
1

kola [¢]<< 7], .
- 10. Obliczyé a) log(1—d), h) 175
1. Wykazaé, ze wszystkie wartoei potegi a®, a0, a) 83 whedy i tylko

wtedy rzeczywiste, gdy suma Bloga-+aArga jest wielokrotnogeis, liczby = i gdy
2a jest liczba calkowita, b) majs réwne moduty, gdy f=0.

‘12. Wykazaé, ze gdy w pewnym obszarze -istnieje jedna gataZ jednoznaczna
pierwiastka ’Vz_, to istnieje doktadnie n takich galezi; czym sie one réznia?

o}
13. Bzereg }'u,2" nazywamy nadzbieznym, jezeli pewien ciag czefciowy {snk(z)}
[
ciagu sum czastkowych szeregu jest zbieiny w pewnych punktach zewnatrz kola
[=+3
zbieimofei szeregu. Wykazaé, ze szereg potegowy otrzymany z szeregu S z(1—2)4"
0
przez opuszezenie na,wiaséw,”gdzie 1/e, jest mnajwiekszym modutem wspdlezynnikéw
wielomianu w,(2)=[2(1—#)]¢", ma kolo zhieznosei l2l<1i Ze jest on nadzbiezny
(przyklad A. Ostrowskiego). :

et N
14. Szeregi postaci Yae ™, gdzie liezby a, 83 dowolne, a liczby A, 83 rzeczy-
s p

wiste i spelniaja wartinek A< A,<..., 4,500, nazywamy seeregams Dirichleta '), Wy-

kazaé, ze jeseli szereg Dirichleta jest bezwzglednie zbiezny w punkeie 2y=w,+iy,,
to jest bezwzglednie i jednostajnie zbiezny w péiptaszezysnie Re>w,..

ROZWIAZANIA. i’

. L. a) Na okregu |2/ =1 i na osi rzeczywistej, b) na osi urojonej .bez punk-
o D 1
etéw i, —i. Gdy rs£1, na elipse o pélosiach E‘H—}l i é
B . . . . r

o1
P
r

i oguiskach I

') Szereg Dirichleta Xu, e~ jest uogdlnieniem szeregu potegowego, ho jolli

przyjmiemy A,=n i zastapimy e™* przez z, to otrzymamy szereg potegowy Zaz".

icm

16. Funkeje logz i 2#. 35

i —1; gdy r=1, na odeinek [—1,1]. — 2. r=.min('rl,rg), gdy vy #re; gdy rllzrz,
wéwezas r moze byé dowolna liezbs 'niemniejsza od 7. — 3. .a.) r:e,1 b) r’= .-
4. a) Gdy = przebiega o& rzeczywista od —oo do oo, a y jest st}e{m e, gm.;vcz;;s
¢*== "t = ¢"(cosy -4 siny) przebiega pdlprog.tq P wy.chodzqcad Z pun tu ] va ];a;;
chylong do osi # pod katem y; gdy nastepnie y przebiega przedziat (—m, T;)’ wéwe
pélprosta p obraca sie wokét punktu 0 i zatacza cala I?Iaszczyzne bez~p20 Ofl rlzecfy);
wistej ujemnej, b) sprawdzié, ze gdy 2,12, lei.ag w kole 121_< %, to 2,/(1—2,) _~2/(~:;,-2— .
wtedy i tylko wtedy, gdy 2;=2,. — 5. Stosujac wzory (17) i (18) otrzymamy a) =k,

k=0,41,42,..., b) 2=(k+1/2)w, k=0,41,+3,... — 6. Oprze¢ sie na wzorach Eu-

lera. — 7. w:—ilog(iz:F]/'iig)=n/2+i log (e 22 —1), w'=—ilog(ety#—1). —
8 —-ilorri_—z w’=ilovz-t1; istnieje nieskoficzenie wiele rozwiazan, ho loga-
TR T P

rytm ma nieskoficzenie wiele wartoci. — 9. Gdyby bylo f(z,)=f(=2), cz}Th

fau(z:_z:)__‘ 0 dla 2,52,
1

% .

to dzielge przez z,—2, otrzymaliby$my
a,—l—fa"f,,d: 0, gdzie f,.:z’: 42 2t et2,

skad |f,_J<ne" "t Zatem

x & a1l
lml=| Xaf, < Xnla,ir"
3 B

‘ jeni —i)= S (2h—14)mi, k=0,4+1,+2,...,
brew zatozeniu. — 10. a) log(l-—7) Log]/2+(. ; :
‘:) AT = 0,4-1,4-2,... 1w myél (20) i (22) mamy a“”ﬁ=e‘:,1/n§ﬁ:1f
w=aLogla| —farga-+i(fLogla|+aarga). — 12. Gdy istnieje galad gy (z)=¢ .
to kazda .inna galaé ma postaé ’
Gole) = o) Qo) = ¢ g, (2,

i &ré ich’ istniej i 6znych galezi, np. go(2),.--»
odzie k=0,1+1,42,... Wéréd nich' istnieje dokla.dr‘ue n T 1yel I e
; (2); stosun;k dwéch galezi jest staly i réwna sie ca,l'kovme]. po.tqdze liczby e'i L
Igleoduly wspélezynnikéw otrzymanego szeregu X 2" sa t}le.mqks?e ?dA 1, x]\jl(ic
j2]< 1 jest kolem zbieznosei. Ciag czesciowy {s,.,(2)} jest zbieiny réwnies W :0 &
|1—2j< 1, bo wielomiany w,(2) nie ulegajs zmianie, gdy za,st@plm.y % praez 1—z. —
14. Dla Re>z, mamy lae <la,le”%. Zastosowaé kryterium Weierstrassa

. = i i :
(str. 25).

g%
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ROZDZIAL IV

Funkeje analityczne

17. Pochodna zespolona. Niech f(z) bediie funkeja okreflong
- w pewnym otoczeniu punktu z,. Méwimy, ze ma ona w punkcie
pochodng eespolong lub krétko pochodng f'(2,), jezeli istnieje skon-
czona granica )
.zt 42)—f (%)
1 lim A =
1) lim e JCHA
gdzie — zgodnie z definicja granicy (str. 23) — przyrost: dz dazy do zera
przez dowolne wartofei zespolone dz=Ax+idy rbéine. od zera. Funkeja
f(2) jest résmicekowalna w obszarze, gdy ma pochodng f’(z w ka,‘dym
punkecie obszaru. 3.

Okreélenie pochodnej f'(z,) nie rdéini sie fo:ma,lme od okreslenia pochodnm
funkeji zmiennej rzeczywistej; réznica polega jedynie na tym, Ze przyrost Az moze

obecnie przebiegaé wartodci rzeczywisté i zespolone. Rézmica ta pociaga za soba —

jak to pézniej zobaczymy — daleko idace konsekwencje.

Funkcja stala ma oczywiscie pochodna réwng 0, funkc]a, ¢
ma wszedzie pochodnae réwng 1, i ogdlnie dla » calkomtych amy

(2) (&) =ng" (n=0,£1;42,..). ‘

TFunkeja f(2) moze mieé pochodny tylko w takim punkcie z,, w kbbrym
jest ciggla, bo jezeli istnieje granica (1), to prawa strona tozsamodei

f<‘zo+Az)_f(zo)=‘f_<@%~_ﬂ@ 4

dgzy do zera, gdy Adz—0.

Wiele jednak ptostych funkeji ciaglych zmiennej zespolonej nie  ma po-
chodnej. Np. funkeja g(2)=7==z—1y jest ciagla i nie ma nigdzie pochodnej. Iloraz
réinicowy ma bhowiem postaé

N gt A7) —gz) Az —idy
Az Am—(—uiy

gdzie. dz=Ax-+idy,

i ma wartosé 1, gdy Ay=10, a wartodé. —1, gdy da=0, a zatem nie da‘Zy do tej sa~
mej granicy, gdy 4z dazy do zera raz po wartodciach rzeczywistych, drugi raz po
wartosciach urojonyeh.

18. Réwnania Cauchy-Riemanna. ' 37

W ten sam sposéb jak dla funkeji zmiennej rzeczywistej dowodzi
sie nastepujacyeh regul rézniczkowania:

1. Jeseli funkeje f(z) ¢ g(2) maje w pewnym punkcie pochodne, to
istnieja w tym punkeie pochodne swmy, réénicy, ioczynu i dlorazu, T wyra-
sajq sig wrorami

(oY =fxg,  GaY=Fot+ig, (-2):

f'g—1y
__qz,,.
Pray ilorazie zakladamy, 2e g+ 0.

II. Jeseli funkeja g(z) ma pochodnq w punkeie z, a funkeja f(w) ma
pochodng w punkeie w=g(2), to funkejo 2lozona flg(2)] mae w punkcie z
pochodng WYrazong wIOTem

IR g} =1 (w)g'(2).

TIT. Jeseli funkcja w=f(z) w pewnym otoczenin punktu z jest tiqgla
i jednokroina, jesli ma pochodng f'(2,) 70 i przeksztalon otoczenie punkiu 2,
w otoczeniel) punktu wo=71(2), to funkcja F(w ), odwrotna wzgledem f(z),
ma w. punkcie w, pochodna wyratong przez w20r?)

F'(wy) =
’ f(zo)
PRrzYKEZAD. Stosujac wzér (2) i regule I otrzymamy
2\ -2z
3 2z+1) =322—2 .
i i b o
iany i fnm;cje wymierne sa 'w swyeh obszarach istnienia

Ogélnie, “wielo:

rézniczkowalne.
18. Réwnania Cauchy-RJemanna. Zbada.my, ]ak za,chowuje SlQ czedé

rzeczywista 1 cze§é urojona funkeji

(3) ; fle)=u(z,y)+ iv(2,y)

w punkcie z=x-+14y, w ktérym istnieje pochodna f'(z). Niech przyrost

-Az=An-+idy dazy do zera przez wartosci rzeczywiste. Wowezas dy=0,

a wiec !
fla+d2)—f(z)  u(a+do,y)—ulz,y) _v(@+ds,y)—o(@,y)
+1 .

Az Az _ Ax

%,
1) Otoczenie punktu oznacza tu dowolny obszar zawierajacy dany punks. ,
1) Dowé6d tego wzoru (jak dla funkeji zmiennej rmczywwteg) opiera sie na
réwnobei
F(wy+ Adw)—F(wp) Az

. Aw /( u+j§ f(~u)
gdzie F(w;+Aw)—F(wy)= 4z, czyli F(ws+ Aw)=z+ A2, skad Wy Aw=f (2 -+ 12).
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Gdy dz=Az->0, wowczas istnieje granica strony lewej, & przez to i pra-
wej, a zatem istnieja pochodne czastkowe uy i vy 1 zachodzi réwnosé
(4) fl(z)=um+7;'ux~
Niech feraz Az dazy do zera przez wartodei urojome. Woéwezas
Az=0 oraz
fle+a0)—1(2) _u@,y+dy)—ulz,y) | o@y+4y)—v@y)
Az i dy 14y

skad, gdy de=idy—0, czyli gdy Ay—0, otrzymamy
1 .
(5) f(z)= i (2 + 10y).

Prawe strony réwnosci (4) i (5) sa z zalozenia rowne, a Wige Uy=u,
i wy=—v,. Zatem: :

Jezeli funkeja (3) ma w pewnym punkcie pochodng, to w tym punkeie
istniejq pochodne czastkowe funkeyj u 1 v i spelniajy zwigeks
du v ou a

6 =y —=
() ox oy oy

o
Zwiazki (6) nazywamy réwnaniami. OCauchy-Riemanna'). Ozytelnik
sprawdzi je dla funkcyj .

& Yy

1 .
P

7= (a*—y*)+2ayi,

Zauwazmy, ze pochodna f'(z) funkeji f(z)=wu-i moze nie istnieé,

c¢hoé istnieja pochodne czastkowe obu funkeji u(z,y) i »(z,¥), bo muszg
byé nadto spelnione réwnania (6). Np. dla funkeji f(z)=Re=2 mamy
=1, u,=0, v,=0, v,=0, lecz f'(2) nie istnieje, bo nie sa spemione
réwnania (6). .

‘Warunek (6) jest wprawdzie konieczny, lecz nie jest wystarczajacy
dla istnienia pochodnej funkeji f(z)=wu-+i?2). Wykazemy jednak, ze:

1) A. Cauchy (1789-1857), B. Riemann (1826-1866).
) Wskazuje na to przyklad: Dla funkeji j(z):)/ |y| mamy u=]/~[a;‘17f iv=0.
W punkecie #= 0 istnieja pochodne u,=wu,=v,=v,=0, a wigec réwnania (6) sa gpel-
nione. Natomiast pochodna f/(0) nie istnieje, bo gdy z dazy do zera po pélproste]
w=at, y==Pipgdzie t>0, wéwezas iloraz
16 =1©)_Viay]

7 @-Faiy

Vb
a+if

dazy do granicy ; °

zaleznej od kierunku pélprostej.

19. Funkeja analityezna. 39

Jesli funkeje w © v majg w pewnym obszarze D ciagle pochodne czqst-
Towe spelniajgce zwiaeki (6), to funkcja f(2)==wu-+iv ma pochodng w kazdym
punkcie zeD. i

Dowé6d. Niech z=z-+1iy bedzie punktem obszaru D. Stosujac do
funkeyj % i v znane twierdzenie o wartodel $redniej otrzymamy

Au=u(w+ A,y -+ 4y) —u(®,y) = (4s+e) A+ (u,+&') Ay,
Mv=v(z+ Az, y+4Ay) —o(2,y)=(0s+7) do-+(0,+0') 4y,
gdzie &, &, 7, ' zalesn od prayrostéw Az i Ay i dazy 7z nimi do zera.
Uwzgledniajac tu zwiazki (6) otrzymamy »
Au—-34v=(uy~+v,) (dz+idy)--46,
gdzie 6=/(e+in)dw+-(¢'+in’)dy, a zatem
fle+42)—1(2) Au+-ido
Az T Axtidy

(7

Modul ostatniego ulamka jest niewiekszy od le|+Igl+1e'1+1n'], & wige
dazy do zera, gdy Az—0. Zatem iloraz (7) dazy do ug+iv,, gy Adz—0.

19. Funkeja analityczna. Funkcje f(2) okreflong w pewnym obsza-
176 nazywamy analityceng W tym obszarze; jesli ma ona pochodny f'(2)
w kazdym punkcie obszaru.

Moéwimy, ze funkcja jest analitycena w punkcie, gdy jest ona anali-
tyczna w pewnym otoczeniu tego punktu. Funkeje analityczna (w obsza-
rze, W punkcie) nazywamy inaczej funkcja regularng lub holomorficzna
(w danym obszarze, punkeie). ' :

‘Wielomiany i funkcje wymierne majg wszedzie w swych obszarach
istnienia pochodng, a wiee sa funkejami analityeznymi. Wykazemy, ze:

00
Fagdy seereg potegowy D ay2" jest wewnagirz swego kola 2bieénodet
0

funkeja analityczna; jego pochodma wyrada sie wzorem
) ’ o]
(8) (Z anz”) = Dna
0 1
Dowéd. Niech |z|<r bedzie kolem zbieznosci szeregu F(2)=D a,2".
0

Biorge pochodne wszystkich wyrazéw szeregu otrzymamy nowy szereg
o0

g(2) =Zazanz"“1 zwany szeregiem pochodnym szeregu f(z). Poniewas
T

lim sup 7]%/a/b[a"| = lim sup’f/l?u;i, wiee szereg ¢(z) ma to samo kolo zbiez-
nofei co f(z). Wykazemy, ze gdy % jest dowolnym punktem kola
lz|]<r, to f'(2,) istnieje i réwna sie g(2).
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Istotnie, dia kazdego 272 zawartego W kole [¢|<e, gdzie |2l <o<T,
mamy
2" —2y

1 n—1
=l T |<ng",
HER oo

2 poniewaz szereg Z’n]anlg"—l jest z zatozenia zbiezny, wige Szereg
00

GHz) =X (" e A X
1

jest jednostajnie zbiezny w kole |z]<e w my$l kryterinm Weierstrassa
(str. 25). Istnieje zatem granica

lim G(2) =), a, Hm (2" 22" 4 +2h) = Y nandy T =g(%).
532y 1 Z-¥%, 1
Dalej, dla z7#z mamy
f(z)—f(z) —j“ z"““z;:G(z)’
- = n

2—2, T 2—2,

a wiec istnieje granica lewej strony i réwna sie g(%), co nalezalo udo-
wodnié. :

7 twierdzenia tego wynika, ze obok wielomianéw i funkeji wymier-
nych funkeje ‘¢, sinz i cosz sy analityczne na catej plaszezyinie jako
sumy - szeregéw potegowyeh. Rézniczkujac odnosne szeregi (str. 30)
. ofrzymamy '

9) ey =¢, (sinz)’ = €08z, (cos#) =—sinz.

Zobaczymy péiniej, ze okreslone wyzej funkeje logz i z* maja W swych
obszarach istnienia pochodne o

1
(10) (loga)'=—s (@) =pe"

wiec 'sg funkejami analityeznymi. .

Suma, réznica, iloezyn i iloraz dwéch funkcji fl2) i d(z) anahtycznyeh
w pewnym wspdlnym obszarze (iloraz poza punktami zerowymi mia-
nownika), jest funkejs analifyczng w tym obszarze; wynika to z regut
résniczkowania (str. 37). Zatem tges i ctgz sg funkejami analifycznymi
na calej plaszezyZnie poza punktami, w ktorych cosz wzglednie sinz
réwna gie zeru.

Natomiast funkeja f(2)=2 nie jest analityezna w zadnym obszarze,
bo nigdzie nie ma pochodnej (str. 36).

cm
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20. Interpretacja pochodnej. Odwzorowania réwnokatne. Niech
funkeja

(1) w=f()

bedzie rézniczkowalna (a wige analityczna) w pewnym otoczeniu punkbu 2,
i niech przeksztalca to otoczenie na otoczenie punktu w,=f(%)*)-
Zalésmy nadto, ze f'(2)70. :

Tuk regularny ¢ o réwnaniu z=2(t),
gdzie f,<i<t,, wychodzacy z punktu
2,=2(f,), przechodzi przy przeksztaiceniu
(11) w krzywa I' o réwnaniu w=f[2(1)]=
=w(t), wychodzaca z punktu w, (rys. 16).

Styczna do ¢ w punkeie g, tworzy, jak
wiemy (str. 16), z osia @ kat p=args’(t,).
Z tozsamosei '

w(t)—wiy) _fla(t)]—1l2(t)] () —#(h)
t—1, () —z(ly) - t—t,

gdy t—>t;), otrzymujemy w’(t)=f(2)# (t,), @ wiec styczna do kyzywej I
w pgnkcie w, tworzy z osia x katb '

(12) D=argw’ (to)=argf'(2)+

bo arg[f’-2']=argf +4-argz’. Zatem:

Nachylenie do osi x kaidego uku regularnego wychodeacego z punkiu 2
werasta pray odweorowaniu (11) o staly .kat réwny argumentows pochod-
nej f'(z)- ) _

Stosunek odleglogei  |w —w,|=|f(2)—f(2)| do odleglofei |2—z| dazy
oczywigcie do modulu pochodnej f'(z), gdy z—>z,. A wige:

Odleglodei punktow bliskich 2z, od punktu =z, werastajg prey odweorowas
niw (11) w stosunku réwnym (w preybliseniu) modulowi pochodnej f'(2).

Niech fﬁnkcja w=f(z) bedzie ciagla w pewnym obszarze D i niech
przekszpalca ona ten obszar w pewien obszar D'. Méwimy, ze to od-
wzorowanie jest w punkcie zeD réwnokaine 2 zachowaniem zwrotw, jeshi
kazdym dwém lukom regularnym € i ¢’ wychodzgeym z punktu z,
odpowiadaja w obszarze -D' dwie krzywe I' i I" majace w punkeie
wy=1(z,) styczne i jedli zachodzi réwnodé

(13) {(I;F,):@:(anl))

1) Zobaczyny péiniej, ze zalozenie drugie wynika z pierwszego.


Yakuza


42 ROZDZIAYL IV. Funkecje analityczne.

gdzie <C(C,C’) jest katem o wierzcholku z,, ktérego pierwszym ramie-
niem jest styczna do C, drugim styezna do (', a <(I,I") ma znaczenie
analogiczne (rys. 16). Jezeli natomiast

(14) @:(F,F'):{(C',C),

to méwimy, ze dane odwzorowanie jest réwnokgine ze emiang zwrotu.

Zalézmy teraz, ze f(z) jest funkejg analityczng w obszarze D i ze
f'(%)#0. Niech krzywe C i (' tworzg z osia # w punkeie 2, katy ¢ i ¢,
krzywe za§ I'i I z osia «# w punkeie w, katy @ i &' (rys. 16). Na mocy
(12) mamy @'=argf’'(z)+¢’, skad &' —O=¢'—¢. Jest to réwnodé (13).
Zatem:

W kazdym punkcie 2, w kidrym J'(2,)520, odwzorowamie w=f(z) jest
réwnokatne z zachowaniem 2wrotu.

Warunek f'(z,) 0 jest istotny, bo np. przy odwzorowaniu w=f(z)=2%,
w ktérym 1'(0)=0, kat miedzy osia rzeczywista i pélprosta p o réwna-
niu z=¢", 0i<oco, Zogtaje podwojony, gdyz of rzeczywista przechodzi
w siebie, a pélprosta p — w polprosta w=e?"f, 0L t<oo.

PRrzYEEAD 1. Odwzorowanie w=az+b, gdzie as£0 (str. 23), jest
w kazdym punkeie réwnokatne z zachowaniem zwrotu, bo funkeja ag-+b
jest analityezna na calej plaszezyinie i jej pochodna jest wszedzie 16204
od zera. ' :

PrzyxzAD 2. Odwzorowanie w=2", n=2,3,..., jest réwnokatne
z zachowaniem zwrotu wszedzie z wyjatkiem punktu z=0.

PrzyErAD 3. Funkcja w==2 nie jest analityczna; odwzorowuje ons
cala plaszezyzng w siebie. Odwzorowanie to. jest -réwnokatne ze zmiang
zwrotu. : '

) Prosty interpretacje geometryezng maja réwnania Cauchy-Riemanna.
ylech bedzie dana funkcja analityezna f(z)=w-@ i niech krzywe

u(@,y)=c i o(x,y)=¢’, gdzie ¢ i ¢’ sa stalymi, przecinajg sie w punkecie
(24%o). Styezne do tych krzywych dane sg réwnaniami

uz(mf‘xn)‘f‘uv(y —¥%)=0, V(% —Tp) 0y (Y — ) =0,

a Wige przecinaja si¢ pod katem prostym, bo na mocy réwnat (6) mamy

UV 42y Uy=0. Zatem: :
Réwnania Cauchy-Riemanna orzekaja, e katda kreywa rodeiny
u(x,y)=c jest ortogonalna do kaidej kraywej rodziny v(z,y)=c'.

. PRZYRLAD. 22=(22—y2)+22yi. Krzywe —y=g¢ vtworzad rodzine
hiperbol ortogonalnych do rodziny hiperbol 2xy=c'.

icm
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21. Odwzorowanie homograficzne. Funkeja

az+b
w= -
cz-+-d

(15) ,  gdzie ad—-be#0,
nosi nazwe funkeji homograficznej. Odwzorowuje ona caly plaszezyzne
domknietg w siebie; zakladamy przy tym, ze punktowi z=—'—d/c odpo-
wiada punkt w=oo, a punktowi z=oc0 punkt w=ale, wzglednie oo, gdy
¢=0.

Przeksztalcenie plaszezyzny okredlone wzorem (15) nazywamy od-
weorowaniem homograficenym. Jest ono jednokrotne, tzn. réwnosé

et _asith
oo, +d  ceyt-d

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy #;==%,, bo wtedy

(az,~4-b) (625 +d)=(az,+D) (c2,-d), skagd (ad—bc) (2, —2,)=0,

a wiee #,=#,. Pochodna funkcji (15) réwna sie (ad—be)/(cz+d)?, a wiee
jest wszedzie rézna od zera. Zatem odwzorowanie homograficzne jest
wszedzie réwnokgtne z zachowaniem zwrotu.

Przypadkiem szezegblnym odwzorowania (15) jest przeksztalcenie
lindowe
(16) : w=az-+Db

oraz przeksztalcenie postaci
(17) w=

zwane inwersjq. Ogélne odwzorowanie (15), gdzie ¢=£0, mozna napisaé
w postaci

Odwzorowanie to jest wiec ztozeniem przesunigcia #’'=z--df¢, nastepnie
inwersji i przeksztalcenia liniowego.

Wykazemy, ze:

1. Kaide przekszialcenie homograficane przeprowadza' zawsze  okray
(whasciwy Tub nie) w okray, & punkty symetrycane wzgledem okregw w punkty
symetrycene wegledem jego obrazu’).

1) Zob. str. 18. Srodek okregu i punkt co nazywamy.réwniez punktami sy-
metrycznymi wzgledem danego okregu.
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Dowéd. Okrag, wzgledem ktérego punkty p i ¢ sg symetryczne,
daje sie przedstawié (str. 19) réwnaniem

T S

2—p
2—q

=].

(18)

Po wykonaniu przeksstalcenia odwrotnego do przekszta.lcenia (16) Iub
(17) réwnanie (18) przechodzi w réwnanie
w— b —1
w—(@p+h) =1, lubw IE»—W/!&{:Z[-Q
w—(ag+Db) w—1/g p
co mozna stwierdzié prostym rachunkiem. Sg to znowu réwnania okre-
géw, wzgledem ktérych punkty ap-+b i ag-+b wzglednie punkty 1/pi1/g
53 symetryczne. Twierdzenie jest wiec udowodnione, bo kazde prze-
keztalcenie homograficzne daje sie zlozyé z przeksztatcend (16) i (17).
2. Dla katdych dww okregéw K i K' istnieje preeksztatcenic homo-
graficene przeprowadecjace K w K'. ) : )
' Istotnie, obierzmy trzy dowolne (rézne) ,y‘ﬁmnl’:ty ?1y%3,2;3 na okregu I
1trzy dowolne punkty w,,w,;w, na K'irozwigziny wzgledem w réwnanic

(19) e s s S e W o U S
W—Wy Wy—Wy &—Ry By~

Ofrzymamy przeksztalcenie homograficzne przeprowadzajace punkty
%15 %3, % odpowiednio w punkty w,,w,, w,, a wiee okragg K w okrag K'.

Wnetrze okregu K przechodzi oczywiseie przy przeksztatceniu. (19)
albo catkowicie we wnetrze okregu K, albo catkowicie w zewnetrze,

CWICZENIA.
1. Dowiedé, ze funkeja f(2)=1z|* ma poc’hodnaj tylko w punkeie 2=0.
2. Wykazaé, ze funkeja

_retiy)
oyt
nie ma pdthodnej w punkeie 0, mimo- e iloraz réznico
ma 1 . 3 wy [f(2)—f(0))z dazy d
okreslonej granicy, gdy 2-+0 po dowolnej prostej. )1 day do
. B 3. Wykazaé, ze gdy funkeja f(z)=u-iv ma i
“ 3 g = pochodny w punkeie 2, to
, funkeja g(z)=u%—iv ma Pochodng ¢’(2,) wtedy i tylko wtedy, gdy j’(gu)m(). "

4. Wrykazaé, ze funkeja analit jmuj
. ¢, yezha. przyjmujaca w oal s
istnienia. wartodei rzecsywiste musi byé stala. o T Frym obesaras

1@ dla 20 i f(0)=0

3. Znalezé GZQéG rzeczywisty i cze&é urojong funkeji cosz i Sprawdzié, ze funkejo
] a
J &, )

) 6. Wykazaé, 2e funkcja f(2) okreslona wzorami: fle)
Jest analityczna na calej plaszezyznie.

=(sing)/z dla 20, f(0) =1,

icm
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7. Wykazaé, ze punkty zerowe pochodnej wielomianu W(z) leza w najmniej-
szym obszarze wypukiym obejmujacym punkty zerowe wielomianu W (z).

8. Zalkiadajac, ze funkeja f(2)==f(x+1iy) jest analityezna, obliczyé tangens
kata p, jaki tworzy z osia { normalna w punkeie z-iy do powierzchni o réwnaniu
{=If{@+iy)P=F (x,y).

9. Znaleié a) takie przeksztatcenie homograficzne odwzorowujace okrag |zi=1
na o rzeczywista, aby punktom 1,i,— 1 okregu odpowiadaly punkty -1,0,1 na osi,
b) najogdluiejsze przeksztalcenie homograficzne odwzorowujace of rzeczywista na
okrag |lwj=1.

10. Wykazaé, ze a) stosunek tréjki punktéw =, 2, 25, tj. iloraz

2e—2
S = (21, %, 23),

Ry —%y

jest niezmiennikiem przeksztalcehr linjowych w=az+b, tj. (1, 23, 2a)== (W, Wy, Ws),
gdzie w,=a2,+b, b) dwustosunek czwérki punktéw zy, 2,, s, 2, tj. iloraz

(%15 235 73)

(215 %25 24)

jest niezmiennikiem przeksztalceti homograficznych.

ROZWIAZANIA. )

1. Iloraz réinicowy w punkeie z,=z,+1iy, dazy do 2z, albo do —2y, gdy
przyrost Adz—>0 poprzez wartosei rzeczywiste albo urojone; granice te sa wtedy
i tylko wtedy réwne, gdy =, +iy,=0. — 2. Iloraz réznicowy réwna sie zy*/(x®-+y*)
i dazy do 0, gdy 2—0 po prostych, natomiast dazy do 1/2, gdy 2—0 po paraboli
y*=m. — 3. Zastosowaé réwnania Caunchy-Riemanna. — 4. Jezeli dla f(z)=u-iv jest
=0, to na moey réwnai Cauchy-Riemanna mamy w =0 iu,=0, a wige u=const. —

1 1. - . .
5. Rcosz=§eosm-(g'+e"), I<-,osz=—E sinz-(¢¥—e™¥). — 6. f(z) réwna sig sumie
ELEY A s . , . o1
szeregu 1~§—[+5-’>—... zbieznego na calej plaszezyznie. — 7. Jezeli
T (o) =a(z—2) (=) .(6—2,),
to
n 1
Wiz)=W(z .
( )ﬁ (2) )él iz
Zastosowaé wynik éw. 7, str, 20. — 8. tg2y=11’:+1"3, a wiee tgy=2|f(2)|-f (). —
9. a) w:—iﬂ: b) w=e"”f:—£;, gdzie a jest dowolna liczba nierzeczywista,
2+ 2—d

¢ — dowolng liezbg rzeczywistag. — 10. Wystarezy sprawdzié.
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