*DODATEK.

Paradoksalny rozklaci kuli.

Zajmiemy sig tu. wyprowadzeniem jednej z najbardziej paradoksal-
nych konsekwencji pewnika wyboru.

Bedziemy rozpatrywali zbiory polozone na powierzchni K kuli
tréjwymiarowej o promieniu 1.

Méwimy, ze zbiory X i ¥ zawarte w K sa preystajoce, jesli istnieje
taki obrét ¢ kuli dokola frodka, ze p(X)=2Y. Piszemy woéwczas X=X,

Zbiory X i Y sa praystajgce przez rozktad skonczony (dokladniej:
przez rozklad na n czedei), jedli istniejy zbiory X,..., X, roztaczne miedzy
sobg i zbiory ¥,,...,¥, réwniez rozlaczne miedzy sobg i takie, ze X=2XX,,
Y=2Y;, oraz X;=Y; dla ¢=1,2,...,n. Piszemy wéweczas X~ Y.
‘ Méwiac bardziej obrazowo, zbiory X i Y przystaja przez rozklad,
jesli mozna jeden z nich, rip. X, podzieli¢ na skoticzona liczbe czesci tak,
aby — dokonujac .odpowiednich- obrotéw — mozna bylo z tych czesei zto-
zyé zbiér Y. ‘ '

Mozna wywnioskbwaé stad bez trudnosci, ze stosunek = jest prze-
chodni; '

jeSli Xa~Y i sz'Z, to Xm~Z.
Twierdzenie, ktéremu pogwiecony jest ten dodatek brzmi:
‘ ,"_Mierdzen/ie 1. Powierzchnia K kuli rozklada sie na sume dwu
2biordw roztacenych K=X+Y takich, ¢ X~K i Y~K?1).
TW_ierdzenie to mozna tez wystowié w taki sposdb: istnieje rozklad
m - n
K =i§ .Xi-{— i‘—‘:’; :Yj
zbioru.K na skladniki rozlaezne taki, ze dokonujac odpowiednich obrotéw
na zbiorach X, X, ...,X, otrzymamy z nich zbiory rozlaczne dajace

N 1) Twierdzenie to udowodnili 8. Banach i A. Tarski w pracy Sur la décompo-
.sn‘zm:n, des ensembles de points en parties respectivement congruentes, Fundamenta Mathe-
‘, maticae 6 (1924), str. 244—277. Zasadnicze idee tego dowodu pochodza od F. Haus-
dorffa. Ob. Grundziige der Mengenlehre, Lipsk 1914, str. 469—472. ‘
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w sumie caty zbiér K i —podobnie — dokonujae odpowiednich obrotéw
na zbiorach Yy, ¥,,..., ¥, otrzymamy z nich zbiory rozlaczne tez dajace
w sumie caly zbiér K. .

Jest to wniosek nad wyraz paradoksalny, przeczacy na pozér na-
szym wyobrazeniom o pojeciu pola (lub, og6lniej, miary). Nalezy jednak
zaznaczyé, ze pojecie pola jest nam bezposrednio dane tylko dla figur
,regularnych”, np. takich jak wielokaty sferyezne i zbiory powstajace
7 nich przez dodawanie i mnozenie skoniczone lub przeliczalne. Nie mozna
bynajmniej twierdzié a priori, ze pojecie pola daje sie okrefli¢ dla
wszystkich podzbioréw K; przeciwnie, twierdzenie 1 wykazuje, Ze na
pewno tak nie jest. '

Twierdzenie 1 nie prowadzi wiec do sprzecznosci, wykazuje tylko
zawodnodé intuicji, jake wiazemy z pojeciem pola, gdy pragniemy . ja
stosowaé do zbioréw dowolnych.

Dowb6d twierdzenia 1 wymaga wprowadzenia pewnych pojeé po-
mocniczych z teorii grup?).

Niech I' bedzie zbiorem, ktérego elementami sg wzajemnie jedno-
znaczne przeksztalcenia jakiegokolwiek zbioru A na siebie. Jako 4 mo-
zemy przyjaé np. zbiér K, a jako I' zbi6r wszystkich obrotéw kuli do- -
kola §rodka. * ' )

Na funkecjach nalezaeych do I' dokonywaé mozna dzialania skla-.
dania, zwanego tez mnozeniem: jesli ¢ i’y 83 elementami I', to gp jest
przeksztalceniem okreslonym wzorem y=o(p(x)). Przeksztatcenie od-
wrotne do @ oznaczamy przes ¢—. Iloczyn pp—1 jest przeksztalceniem,
ktére kazdemu wed prayporzadkowuje ten sam element . Przeksztal-
cenie to nazywamy tozsamosciowym i oznaczamy symbolem 1. Iloczyn
@P...p 0ZNACZAMY symbolem ¢=. Zamiast (qo")"'1 piszemy ¢ i przyjmu-
jemy ¢?=1. Z latwofcia dowodzimy, Ze (pp) =y

Zbiér G przeksztalcen wzajemnie jednoznacznych zbioru A na siebie
nazywamy grupq, jesli czyni on zado#é nastepujacym trzem warunkom:

191G, 20¢9eG>gled, 3° (pe@)-(pe@—(gye@)

Grupg jest wiee np. zbiér wszystkich obrotéw kuli (o ile przeksztat-
cenie tozsamogciowe uznamy za obrét). Réwniez zbiér obrotéw kuli
dokola stalej osi jest grupa. .

1) Na fakt, ze u podstawy twierdzenia 1 less wilasnoéei grupy obrotéw prze-
strzennych, zwracal uwage juz Haus dorif w ksiazce cytowanej w odsylaezu na str. 228.
8. Banach wykazal, Ze na plaszezyznie nie jest mozliwy paradoksalny rozktad zadnej
figury majacy wlasnodei takie, jak rozklad oméwiony w twierdzeniu 1. Pochodzi o stad,
Ze grupa obrotéw plaszezyzny ma inng strukture, niz grupa obrotéw przestrzeni. Por:
8. Banach, Sur 'le probléme de la mesure, Fundamenta Mathematicae 4 (1923), str.
7—33 oraz J. v. Neumann, Zur allgemeinen Theorie des Masses, Fundamenta Ma-
thematicae 13 (1929), str. 73—116. : ) T :
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Niech G bedzie grupg przeksztatcen zbioru A na siebie. Dla kazdego
zed oznaczamy przez P, zbi6r Wszystklch elementéw ¢(xz), gdzie qoeG.

Z 1° wynika, ze
1 Z € Py.
Z 20 i 3° wyprowadzimy:
(’2‘)’ ‘ Jesli P, ~Py==0, to Pr=Py.

. " Istotnie, za&ozmy, ze zeP 1z2ePy. Istme]ag zatem takie przeksztal—
cema ¢ iy nalezgce do @, ze z=g¢(z) i z—zp(y), skad wynika, ze p(2)=1y(y),
a wiee o=¢-lp(a)=¢(y(y))=¢'p(y). Dla dowolnego #e@ wynika
stad, ze H(z)=>d¢'y(y), co wobec dg—lype@ dowodzi, ze ¥ (w)eP,. Po-
niewaz elementy #(z) tworzg caly zbiér P., wiec wnosimy stad, ze
P.CP,. Podobnie P,CP,. Wzér (2) jest wiee udowodniony.

Element 2 e A nazywa sie punktem stalym grupy @, jesli 1stme]e
takie nietozsamosciowe przeksztalcenie ¢ e G, ze g(x)=a. Zbiér tych ele-
mentéw oznaczymy przez D. C

Udowodnimy, ze:

3). Jesli weD, jto, P.CD.

Istotnie, jesli ze P, to 2=®(z), czyli =9 () dla pewnego ¥¢@.
ZxeD Wymka, ze dla pewnego feG' jest £=11 &(z)=u. Podstama]aéc
tn s=9""(z) otrzymamy & (z)=90" (z), skad Wynlka, ze 9E N (2)=
Element 2 jest wiec punktem statym grupy G; istotnie, przeksztarlceme
#E nie jest tozsamosciowe, gdyz z 9&0 4 =1 wynikaloby E=6— 19=1.

Opierajac sie na (3) udowodnimy, ze jefli zbiér M zawiera dokladnie
po jednym elemencie WSpélnym z kazdym ze zbioréw P, gdzie x ¢ A—D, to

(4) A—D= Z o(M).

Istotme, jesli te g(M), to
t=o(w),

gdzie z¢ M; wtedy te Py, przy czym, jak wynika z (2)i (3), P,CA—D,
a wigec te A—D.

Zal6zmy na odwrét, ze te A—D. Iloczyn Py M zawiera w my£l
zalozenia dokladnie jeden element np. . Poniewaz ¢ i # 89 elementami Py,
wige istnieje takie ge@, ze t—-g(w), co wobec x € M daje teo(M), a zatem
te Xo(M), e. b. d.o.

Dla ilustracji twierdzen (1)—(4) oObierzmy A=K i przyjmijmy
za @ grupg obrotéw kuli dokola stalej osi. Zbiory P, sa wéwczas réwno-
leznikami kuli, a D sklada si¢ z dwu punktéw; za M przyjaé mozemy
np. polowe dowolnego poludnika zawartg miedzy dwoma biegunami.
Twierdzenia (1)—(4) sa wéwezas geometryeznie oczymste ‘
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Niech ¢ i p beds dowolnymi przeksztaleeniami wzajemnie jedno-
znacznymi zbioru' A na siebie. Istnieje wowezas najmniejsza grupa Gy
zawierajaca @ i p. Grupa ta sklada sie mianowicie ze wszystkich prze-
ksztalcern ksztattu :

*) - | phylighyl .. grryla,

gdzie n>1, a kyl,...,kn,l, sa liezbami catkowitymi, z ktérych tylko
ky i 1, mogg byé réwne 0 (dla n=1 i k=70=0 otrzymujemy wiec
w szezegblnosel przeksztatcenie tozsamosciowe). :

Dla dowodu wystarezy zauwazy¢, ze kazda grupa zawierajgca ¢ i p
zawiera wszystkie iloczyny (*), zbibr zas wszystkich tych iloczynéw czyni
zadod§é warunkom 1°—3°, a wiec jest grupa.

Przeksztalcenia ¢ i p nazywajg sie elementamsi tworzgeymi grupy Gopy.

‘Grupa 0 dwu elementach tworzacych jest zatem przeliczalna, gdyz ilo§é

wszystkich iloczynéw (*) jest przeliczalna.
Grupe Gy nazywamy wolng, jesli kazdy iloezyn (*) jest rézny od 1
z wyjatkiem przypadku, gdy n=1 i k=L=0.

Twierdzenie 2. Jeslki grupe Gy jest wolna, to dla kaidego O € Gopy
istnieje dokladnie jedna liczba n>=1 i dokladnie jeden taki uklad liczb
catkowitych kl,ll, yknyln, 2 Ktorych co majwyzej ky i 1, mogq byé réwne 0,
a pozostate sq rééne od 0, %e

) ' B = griylighayh ... ghayin. .

Dow6d, Istnienie co najmniej jednej liczby » i ukdadu %y,by...,kn,ln
spelniajacego warunek (5) wynika z definicji grupy wolnej. Zalézmy, ze
= @P1y ... gPryfr.

Mnozge te réwnosé prawostronnie przez y—9, a nastepnie przez ¢—Pr,
otrzymamy

gyl .. grnyln

@Pr—1yir—1.

Rl ... gyl 9r g~ Pr=gP1yp% ...

Powtarzajge r—1 raiy to samo przeksztalcenie dojdziemy do réw-
nosei postaci

n ’tp‘ln-qr g Pr...p U “P1=1.

(6) phiph ... ok

Gdyby l,—gr+0, to réwnosé (6) nie inqglaby zachodzié w mysl
definieji grupy wolnej. Musi byé zatem l,=g, i (6) redukuje sie do

prplt ... @R Prytr—1gPr—1 . g Pi=1..

19*%
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Z réwnofei tej wynika podobnie, ze k,=gp,. Powtarzajac dalej to
rozumowanie wnosimy, ze lhy=gr—1, kpe1=p,— itd. Gdyby bylo ' n>r,
to po 2r krokach doszliby$my do réwnosei '

(p‘l'lpli T (pkn—r'q)tn—-r = l,
ktéra w grupie wolnej mozliwa jest tylko, gdy I,—r=0. To jednak prze-
czy zatozeniu, ze zadna z liezb ky,l,...,kn,ln, précz ewentualnie pierw-
szej i ostatniej, nie jest zerem. Podobnie dowodzi sie, ze nie moze byé
- r>n. A zatem n=r i wobec udowodnionych réwnofeci: I,=g¢,, kn=p:,
ln1=Qr—1, bn1=0i—1,..., dow6d twierdzenia 2 jest zakonhczony.

Sume [Fy|+ [l 4 kol - G| 4 -+ |nl + 1] modutéw wyktadnikéw wy-

stepujacych po prawej stronie wzoru (5) nazywamy stopniem elementu .
7 twierdzenia 2 wynika, ze dla grup wolnych stopier & jest wyznaczony
jednoznacznie przez 4. Stopniem przeksztatcenia tozsamosciowego 1 jest 0.
Jedli 4 ma stopied n-+1, to d=g*lp lub $=y+lp, gdzie ¢ ma stopieh M,y
przy czym g jest wyznaczone jednoznacznie przez &. Na odwrét, jesli o
ma stopien m, to ¢*lp i yptlp majg stopien n-+1 albo n—1.

Nastepujace twierdzenie stanowi podstawe do dowodu podanego
dalej waznego twierdzenia 5:

Twierdzenie 31). Grupg wolng Guy moina preedstawié jako sume
takich trzech skladnikdw roztqeznych

. Gpy=A~+B+0C,
% dlo kazdego 9 € Gy spelnione sq réwnowasinodcs
() | (9 € 4) = (g8 e B+0),
(8) ’ ' (0 e A) = (ypd ¢ B) = (v%) € O).

. Dowéd. Niech Ggﬁ, bedzie zbiorem tych przeksztalceri nalezacych
do grupy Ggy, ktére majg stopied n. Przyjmijmy Ay={1} i By=0,=0.
Zbiory Ay, B, i O, s3 wige rozlgezne i

; G0 =4,+B,+0,.
Zatbzmy, ze dla n>0 zbiory A, B, i C, sg rozigezne i dajg w su-
mie 6. Okredlimy podobny rozklad zbioru G jak nastepuje.

~ Niech 4 bedzie elementem stopnia n-41. ¢ moze wiee byé przed-
‘Stawione jednoznacznie jako iloczyn ¢*lo lub pElo, gdzie ¢ ma stopien n
(por. twierdzenie 2). Jesli ¢ =g+1p, to zaliczymy & do Anyq, jeSli o e By+Cy;
jesli za8 e Ay, to ¢ zalicaymy do B,yy. Jefli natomiast B=1wp, to & zali-

cezymy 40 Bpiyy Cpyq lub A,y w zaleznodei od tego, czy o jest elemen-

tem A, By, czy On. Wreszcie, jesli =y, to 9 zaliczymy do Crtty Apra

lub B,yy w zaleznofei od tego, czy o Jest elementem A4,, B,, czy C,.
1) F. Hausdorff, ibid., str. 471. .
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Kazdy element ¢ stopnia #4-1 zostal w ten sposéb zaliczony do
jednego ze zbioréw Ay, Bryi, Cpys i przy tym tylko do jednego z nich.
Rozklady na zbiory rozlgcezne ‘

Goy=An+Bn+Cn

sg zatem okreslone przez indukcje.

Przyjmijmy A=ZX4,, B=3B, i (=X(C,. Zbiory te sa oczywiicie
rozlaezne i daja w sumie caly grupe Goy.

Pozostaja do udowodnienia réwnowaznogei (7) i (8).

Zalézmy, ze deA, tj. 26 HeAd, dla pewnego n. Przeksztalcenie ¢
moze byé stopnia #+41 lub n—1, przy czym, aby zbadaé, do ktérego
z trzech zbioréw A, B, C iloczyn ten nalezy, trzeba przedstawié go w po-
staci ptlp lub y+lp, gdzie ¢ ma stopien nizszy niz . Jedli ¢¢ ma stopieh
n—+ 1, to przedstawieniem tym jest oczywiscie o, gdzie p=49, i z definicji
zbioru Bpyy wnosimy (wobec #eA4,), ze @oe Bryy, 2 Wige po=g¢fe B+C.
Jedli pd ma stopien n— 1, to mozemy & przedstawié w postaci =g gd)=
=g~1p, przy czym stopien elementu g (réwnego iloczynowi @) jest niz-
szy niz stopied 4. Gdyby g bylo elementem 4, 4, to mieliby§my zgodnie
z definicja ¢—1p ¢ By, czyli 4 € B,, wbrew zalozeniu. Zatem ¢ jest ele-
mentem B, i+ 0ny, skad otrzymujemy ¢@ e B,—1+Cryg CB4C. W ten
sposéb ustaliliSmy wynikanie

(& € A)—> (¢ € B--0).

Zalbzmy teraz, ze ¢ ¢ B+C, tj. ze dla pewnego n jest ¢feB,
Tub ¢d e Cn. Jesli 9 jest stopnia n—1, to z & € Bp1+0Cnry wynika, ze
g9 e A,, whrew zalozeniu; wnosimy stad, ze ¢ e A, 1CA. Jefli nato-
miast 9 jest stopnia n-+1, to z' ¢d € Bp+Cp i d=¢¢?) wynika na
mocy definicji, ze 9 e Anp. W kazdym wiec przypadku jest & e 4, co
dowodzi implikaeji '
(pde B+ C)—(BeA).

Réwnowaznosé (7) jest w ten sposéb udowodniona.

W podobny sposéb dowodzi sie réwnowaznosei (8). Zaldimy, ze
DeA, tzn. ze dla pewnego n jest & €A, Jesli pd ma stopied n+1 to na
moey definicji y9 € Bpty. Jesli natomiast ypd ma stopiexél .57'1,-—1,3 to WOb?G
S=y~1 (y?) i 9 A, wnosimy, ze yd e B,—;. Udowodnilismy zatem, ze

(8 ¢ A)— (yb ¢ B).

Na odwrét, jesli pd e B, tj. jedli istnieje takie n, ze pi € By, to # moze
byé albo stopnia n—1, albo stopnia n+1. W pierwszym. ?rzypa.dku
wnosimy wprost z definicji, ze & € 4,; jeshi zag ¥ ma stopied n-1, to
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z 9=y 1(pd) wynika, ze ¥ e Ad,yy. Wyprowadzilismy w ten sposéb
implikacje (y9 e B)— (% € A), a zatem i réwnowaznosé

(% e A)=(yp? ¢ B).
Zupelnie analogicznie dowodzi sie poiostalej réwnowaznosei
(p? e B)=(y*} € C).

Twierdzenie 43). Istnicjq takie dwa obroty ¢ 1y kuli K, ze grupa Goy
jest wolna.

Dow6d. Umie§émy poczatek prostokatnego ukltadu wspéhzednych
w srodku kuli i obierzmy jako przeksztalcenie y obrét o kat o dokola
osi Oz, a jako przeksztalcenie w — obrét o kat = dokola osi lezace]j
w plaszezyznie #0z i nachylonej pod katem 6/2 do osi Ox. Zaléimy przy
tym, ze kat a nie jest wymierng wielokrotnoscig kata prostego Kat 0
pozostawimy na razie nieokreflony.
Przy przeksztatceniach x*, w, y"w punkt (=,y,
wiednio na punkty (#/,9',¢), (@",y",2"), (@' y"
niami

2) przechodzi odpo-
,#""") okreslone réwna-

&' == 608 na—y sin na,
%3 y'=uwsin na-+y cos na,

‘@' = cos 042 sin 0,
w1y =—y,

#'=z, #"'=wsin §—z cos 6,
#'"'=uw cos 0 cos na-+y sin na+2 sin 6 cos na,,

x"o ! y'"'=w cos 6 sin na—y cos na-+z sin 6 sin na,
#'"=wsin 0 —zcos 6.,

Wykazemy, ze mozna tak obraé kat 6, aby dla zadnego ukladu
réznych od 0 liczb catkowitych s,,...,s, nie zachodzila réwnosé

1o y20... Pro=1 A(n=1,2,...).

Obierzmy w tym celu dowolny — lecz na przeciag dalszych rachun-
kéw staly —uklad n liczb catkowitych s,...,8, réznych od 0 i oznaczmy
przez Pp,P,y,...,P; punkty, na ktére przechodzi punkt P(0,0,1) przez
zastosowanie don obrotéw

yinw, Xen—10 yPnw, ..., YHOY2O.. xsn(/_)

Udowodmmy przez lnd.llkCJQ, 76 Wspoh'zedne a:,, Y1, # punktu P,._H_;
(1=1,...,n) maja nastepujgca wtasnosé:

g2 8in 9 oraz y;:sin 6 sa wielomianami stopnia §—1 Wzgledem cos 0;
natomiast z; jest wielomianem stopnia ¢ wzgledem cos 6. Wspélezyn-
niki tych Wlelomlanow zalezg przy tym od a.

1) F. Hausdorff, ibid., str. 470.
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Inaczej méwige ndowodnimy, Ze

(9) w@;=-sin6[e;cos™—16-1...], y;=sinO[bcos™10+...], 2'=¢ cosif-+...,

gdzie kropki zastepuja wielomiany wzgledem cos 6 stopni. co najwyzej
i—2 lub i—1 -
Tmerdzeme to jest prawdziwe dla 1,——1, gdyz punkt P, ma wspol-

rzedne

%, =sin 0 cos s,a, Y, =sin Osin spa, 2 =—cosb.

Zal6zmy wzory (9) dla pewnej wartosei i. Ze wzoréw na przeksztal-
cenie y*n—io Wnosimy, ze

D1 = @; COS 0 €OS Spya—+Y; SIN Spya12; sin 6 ¢os §p—za
= sin O[(a;+¢;) €08 Sp—a - cos? 6+ ...],

Y141 =22; COS 0 8IN 85—;a—Y; COS Sp—y a2 gin 6 sin $p—z0
=sin 6[(a; +¢) sin sp—a - cost 0+ ...],

#ep1 =@ Sin f—z; cos 6 =sin® O[a; cost1t §4...]—[e; costt 6+ ...]
=—(a;+ ¢;) costHL 64 ...

Wynika stad, ze wzory (9) spehnone sg tez dla nastepnej war-

togei 4. Dla wspélezynnikéw ay, by, ¢; Otrzymujemy przy tym wzory

zwrotne '
ppy= (@i + €1) COS 8ny@,  Diys=(a:+¢;) $IN S 0

‘ Cipe =— (@14 ¢1),
z ktérych wynika, ze .
((IrH_j_ -+ 0H..1) == — (ai + Oi) [1—— COS 8p—i a]=—‘)(aq—l— ¢ sin? $p—g a,’2.
Whnosimy stad przez indukeje, ze

i O = (L2200t ) - nsm2 592,

© a zatem, wobec ;= COS 8pa, ¢;=—1,

' n
On—q + Cn—1= (—1)"—? 2"—11g2 sin? s;af2.
Wiynika stad na podstawie wzoréw zwrotnych dla a;, b; i ¢, ze
Q= (—1)r—1271 ﬁ sin2 §;af2 « €08.8; 0,
1=2
bp=(—1)—12n-1 ﬁ sin? s}af2 -8in $; a,
' . =2

n
Cn=(—1)"201 [] sin? 8;a/2.
i=2 .
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W mysl zalozenia, kat a nie jest wymierng wielokrotnoseig 2
a wiee a,, b, i ¢, 88 rézne od 0.

Wynika stad, ze jesli dla dowolnego (stalego) ukladu liczb s, s'z,...,s,,v'

réznych od 0 zachodzi réwnogé
(10) rogRo..tro=1,
to liezba cos 6 spelia réwnania

@y COS™ L G+ ...=0, bycos"16+4...=0, ¢,cosn b+ ...=0,
ktore nie sa spelnione tozsamoseiowo. Dla danego ukladu 81y..+y8p iStnieje
wige co najwyzej skorezona liczba wartosei dla cos o, przy ktérych spet-
niona jest r6wnos¢ (10). Poniewaz za$ istnieje przeliczalnie wiele r6znych
uktadéw (sy,...,8,), wiec istnieje nieprzeliczalnie wiele takich wartosci
dla cos 6, ze wzér (10) nie jest spelniony dla zadnych 81y.-.y8n TOZNyCh 0d 0,
Grupa Gy, nie jest wolna, gdyz np. w®=1. Fatwo jednak z prze-
ksztalcenn y i o utworzyé grupe wolna. Przyjmijmy mianowicie

(11) p=q0%, Y=xr'wyi

Przypusémy, ze istnieje taki uklad liczb catkowitych Fyylyyeeeyony 1,
rézny od ukladu 0,0, ze '
(12) PRyl L prnyplh =1,

Na podstawie wzoréw (11) otrzymujemy stad

R ogE Loy eyl gt 1wyt ...
| 2] 14]

Zil wxil xila)xil . xiz wxi?' xiz wx:t2=1:
| &, M

. Jest.to jednak niemozliwe, zadna bowiem réwnogé postaci (10) nie
_Jest Spelniona przez y i w. Wnosimy stad, ze nie zachodzi zadna réw-
nosé postaci (12), tj. ze grupa Gpy jest wolna.

Opifaraxjabc si¢ na tych twierdzeniach pomocniczych wyprowadzimy
‘teraz twierdzenie o tzw. paradoksalnym rozktadzie Hausdorffa:

 ° Twierdzenie 5%), Powierschnie K Touli mosna roztosyd na 3 2biory
rozl@czr%e: K=P+Q+D takie, e zbidr D jest preeliczalny, a zbiory P i Q
przystajg do K—D przez vozklad: PaK—D 4 QxK—D.

1) F. Hausdorff, ibid., str. 479,

iom
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Dowéd. Niech ¢ i » beds obrotami takimi, ze grupa Ggy jest
wolna. Rozlézmy te grupe na trzy czeci 4, B, C w taki sposéb, by spel-
nione byly réwnowaznogei (7) i (8).

Zbiér D punktéw stalyech grupy Gyy jest przeliczalny, poniewaz
grupa Gyy jest przeliczalna, a dla kazdego przeksztaleenia #==1 tej grupy
istniejg tylko 2 punkty zeK czynigce zado$é réwnodei Hz)=2.

Na mocy (1), (2) i (3) zbiér E—D rozklada sie na sume zbioréw

© roziacznych i niepustych:

K—D= } P,.

x€eK—D

W mysl pewnika wyboru istnieje zatem zbi6r M , ktéry z kazdym
ze zbioréw P, (gdzie z e K—D) ma dokladnie jeden punkt wspélny.

Przyjmijmy
(18) Es=Xo(M), EKp=3o(M), Ke=J3 o(M),
Q€A o€ 0eC
(14;) .P=.KA, Q’=’KB+K0. o

Wykazemy, iz zbiory te czynig zadodé tezie twierdzenia.
Z (4) wynika przede wszystkim, ze

oA

KE—D= 3 (M) + 3 o)+ 3 o(M) = Eut K+ Ko=P+¢,
€ o€
gdyz G=A+B+0. A zatem
(8} E=D+P+Q.

Zbiory K4, K i K¢ sg rozlgezne miedzy soba. Istotnie, gdyby przy-
puseié, ze we K, - Kp, to istniatyby elementy m,,m,e M i przeksztalcenia
01, 0, takie, ze g ed, g€ B 1 2= py(m)=y(m,). Wynikaloby stad, ze
my = 07 0a(My), & Wiee m, € Pp,, €0 z uwagi na zalozenie, ze M ma tylko
jeden element wspélny z kazdym ze zbioréw P, daje My =my. Wzbr
my= 07 0y(Mm,) wskazywalby wige na to, ze albo gr'e,=1, albo m, jest
punktem statym grupy Ggy. Pierwsza mozliwodé nie zachodzi, gdyz
daje ona p,=p,, podezas gdy zbiory A i B sy rozlgezne, druga — réw-
niez nie zachodzi, gdyz zaden z punktéw zbioru M nie jest punktem
stalym grupy Gpy. - :

Zbiory K, i Kp sa zatem rozigczne, Podobnie mozna wykazad,
ze Kp-Ko=K¢ K, =0. Wynika stad, ze rozklad (15) jest rozkladem na
zbiory rozigczne, : .
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Pozostaje do udowodnienia, ze PxE—D i QxH—D. ‘Za,uwa,Zmy' ’

w tym celu, ze
qﬂ(JT-’)—*—@;;l peo(B).

Zgodnie z (7) iloczyny go przebiegaja zbiér B+-C, gdy ¢ przebiega
zbiér A. Zatem _
¢(P) = ; o(M) =Y o(M)+ 3 o(M)=Kp+Kc,
geB4+C ceB ceC
- e0 dowodzi, Ze
(16) . _P = KBO"!‘KC-

7 pierwszej réwnowaznosei (8) wnosimy podobnie, ze y(P)=y(K 4)=Kp,
zaé z drugiej — ze y2(K,)=K¢. Otrzymujemy stad

KBE_P, KCEPEKB+K0=Q

Wzér (16) wykazuje zatem, Ze zbior P mozna rozldz’:yé na dwie -

czesci, z ktérych jedna przystaje do P a druga do Q. Wynika stad, ze
P~P+Q=K—D.

Zupeknie podobnie wykazemy, Ze Q~K—D. Istotnie, Q=Kp+Kc,
przy czym.Kp=_P, za$ Kc¢=Q. Twierdzenie 5 jest zatem udowodnione.
Aby od twierdzenia 5 przejéé do twierdzenia 1, udowodnimy

Twierdzenie 61). Jesli D jest zbiorem preeliczalnym zawartym
w K, to E—D~K. v

Dowéd. Obierzmy za o obrotu jakakolwiek prosts L przechodzacy
przez ¢rodek kuli i roztaczng z D. Niech A bedzie plaszezyzng przecho-
dzacq przez L i roztaezng z D. : :

. Niech &,@g,...;%n,... bedzie ciggiem nieskoriczonym punktéw two-
rzacych zbiér D, zas f — katem miedzy plaszezyzng A a plaszezyzng po-
prowadzong przez prosta L i punkt @. ‘

Zbiér liczb
+BrtBi+2mn ’

n

17

gdzie n,k,1 przyjmujaé wartofei 1,2,3,... a m wartosei 0, 41, +2,...,
jest oczywiscie przeliczalny; istnieje zatem liezba B rézna od wszystkich
liezb (17). ; '

1) Ob. W. Sierpifiski, Sur I'équivalence des ensembles par décomposition en deus
parties, Fundamenta Mathematicae 35 (1948), str. 150—158, twierdzenie 8.

icm
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Niech ¢ bedzie obrotem kuli o kgt § dokola prostej L. Wykazemy, ze
(18) Zbiory ¢m(D) i ¢*(D) sy rozlgezne dla m==n (m,n=0,1,2,...).

Istotnie, zatézmy np., ze m>n i ze zbiory ¢7(D) i ¢*(D) nie s3
rozlakcznfa. Wynika stad, ze istnieje punkt @, e D taki, ze xeg@=2(D),
tzn. taki, ze x,=¢™"(z;) dla pewnego l. Po dokonaniu m—u obrotéw ¢

~ punkt @; przechodzi w taki punkt &’ powierzehni kuli, ze kgt <z utwo-

rzZony przez plaszezyzng A i plaszezyzng wyznaczons przez L i o', wynosi
B+ (m—n)p+2hx  albo  (2z— B;) + (m—mn)f+ 2h=,

gdzie h jest liczbg caltkowity. Poniewaz za§ punkt ; przechodzi przez

przeksztalcenie g2 na punkt , wiec wnosimy stad, ze ‘
Br=PF1+ (m—n)B+2hn  albo  fr=(2a— i) + (m—n)B+ 2hx,

skad wynika, ze

ﬁ":'ﬁk_wf_l_:fhn

albo ﬁzﬂk-l- Bi—2(h+1)7 ‘

Lm—mn

Wniosek ten pozostaje w sprzecznosci z zalozeniem, ze j jest {liczba
réing od wszystkich liezb (17). Wzér (18) jest wiee udowodniony.
Przyjmijmy

R=D+¢(D)+¢*(D)+...= S gn(D),
n=0

=]

§=p(D)+g¥(D)+ D) + ... = 3 ¢7(D).

n=1

Jest jasne, ze p(R)=S, co dowodzi, Ze
(19) R=2¢.

Poniewaz zbiér D jést rozlaezny z kazdym ze zbioréw ¢n(D) dla
n=1,2,..., wigc R—8=D i otrzymujemy

(20) K—D=K—(R—8)=(E—R)+8.

Z drugiej strony
(21) K=(K—R)+Ek.

* Wzory (20) i (21) dowodza wobec (19), Ze zbiory K—D i K moga
byé podzielone na dwie czesei odpowiednio przystajace. Wynika stad,
26 K—DZRK, c. b. d.To. )
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Dowdéd twierdzenia 1. Ze wzoru (15) wynika, ze
K =(D+P)+9.

3 Zbiér D+ P przystaje przez rozklad do K, gdyz P;QK—-D Zag
zbiér Q Przystaje przez rozkiad do K—D, a wiec tez do K d.z iy
mocy tw.lerdzenia, 6 K—Dws K, a stosunek » jest przedhodni i

Twierdzenie 1 jest w ten sposéb udowodnione. '

Na zakoticzenie zauwazmy, 2 jac '

. ze1 ¥, Ze zastepujac punkty na powierzchni
ful(lifrze-z promienie (otwarte) Iaczace te punkty ze §rodkiem mozna b:;
dl;u. 9écl Win.D’,'IOSkOWE.Lé z twierdzenia 1, ze wngtree kuli (bez $rodka)
myeszzgﬁpodzwl;c. n;z takie dwie czgéci, ze & kasdej z nich mosna praez podzial

czong licebg czeéei i dokomanie odpowiednich obroté ;
: X o otow zlosyé k
g:zezzzriqu é identyceng 2 kulg wyjsciowq. Tatwa modyfikacja pozwyolila,?{)l;
stapi¢ kule bez Srodka przez pelng kule (otwartg lub zamknigty) 1)

1 .
thoma tz ca:i‘ ;\;[ gi};mson w pracy On the decomposition of spheres, Fundamenta Ma-
Zna, podzielié kl(llQ W),tZE Sii(:’—i)%o]; wykazal, e minimalna ilod¢ czeSei, na ktére mo
C ; 6D, a : . L . "
sy yror iy, st B o o e yle okgd e kals o g

icm

+

N

o |

z

€
C
S(4)
P(A)
2A
E
{a,b}
by
X
P
Xn
:YX
,f—l
s
(X))
)

Lim sup Xp granica gérna ciagu zbioréw 70.

n=co

SKOROWIDZ WAZNIEJSZYCH SYMBOLI

Liczby ozna,ézajak stronice.

koniunkeja 1; iloczyn zbioréw 7; iloczyr liczb kardynaloych 110; iloczyn
typéw porzadkowych 159

alternatywa 1; suma zbioréw 6; suma liezb kardynalnych 109; suma typow
porzadkowych 159.

implikacja 1.

réwnowaznodé 2; przystawanie 288.
negacja 2; uzupelnienie 18.

r6%nica zbioréw 6; réznica liczb kardynalnych 112; réznica liczb porzadko-
wych 205.

réznica symetryczna 8. .

sdanie falszywe 2; zbiér pusty 9; zero algebry Boole’a 34; zero struk-
tury 172. . :

zdanie prawdziwe 2; zbids jednostkowy 18; jednosé algebry Boole’a 34;
jednogé struktury 172. ,

kwantyfikator ogélny 39; iloczyn sbioréw 63; iloczyn liezb kardynalnych
130; iloczyn typéw porzadkowyeh 170.

kwantyfikator szczegélowy 39; suma zbioréw 63; suma liezb kardynalnyech
125; suma typéw porzadkowych 161.

relacja nalezenia 5.

relacja zawierania 8.

suma zbioréw rodziny 4 44.

iloczyn zbioréw rodziny A4 46.

rodzina podzbioréw zbioru A 44. :

zbi6r elementéw ‘spelniajacych funkeje zdaniowa 45.
para nieuporzadkowana 46.

para uporzadkowana 51.

iloczyn kartezjafiski dwu zbioréw 52.

iloezyn kartezjaniski dowolnej liczby zbioréw 73.
zhiér ciagdw n elementowych o wyrazach nalezacych do X 56.
rodzina funkeji, odwzorowujaeyeh zbisr I na podzbiér zbioru ¥ 55.
funkeja odwrotna 57. : . .

funkcja czeSciowa 58.

obraz zbioru X 60.

przeciwobraz zbioru ¥ 60.
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