250 ROZDZIAE V. Zbiory dobrze uporzadkowane.

12. Dia kasdej relacji R dobree porzadkujacej swe pole istwieje do-

Kladnie jedna 1. p. N. uporzadkowana prees stosunek inkluzji podobnie do B,

Dowdd. Niech Z bedzie polem relacji B za§ H zbiorem tych ze¢Z,

dla ktérych istnieje dokladnie jedna 1.p.N. N, spelniajaca warunek:

N, jest uporzadkowane przez stosunek inkluzji podobnie do odcinka O(z)

zbioru Z; w skrécenin: N,~ O(z). )

Zatézmy, ze O(w) CH. Wykazemy, ze #e¢H. Wobeec 11 istnieje

o najwyzej jedna L p. N. podobna do O(z); wystarezy zatem okazad,
e ¢o najmniej jedna taka L p. N. istnieje.

Przyjmijmy .

: ¥ =§[;’(z<w)-(X=Nz)]~

Wykazemy, ze N, jest 1. p. N. Istotnie, warunek 1 jest oczywiscie
spelniony. ’

Jefli N,eN, i YeN, to ¥ jest L p. N.; zarazem, poniewaz
Y ¢ N,~0(2), wigc na mocy 11 Y jest podobne do pewnego odcinka
zhioru N,, a wiec do pewnego odeinka O(t) zbioru O(z). Wobec tego, ze

12¢2z, mamy te0(x), a wiec teH i ¥ ~Ny, skad (wobee 11) ¥Y=Ny;

poniewaz za$ NieN,, wiec ¥ eN, A zatem N.CN,, tj. N, spehia
warunek 2. ‘

Warunek 3 wynika bezpodrednio z 10 i 7.

Niech B bedzie niepustym zbiorem zawartym w N, i niech 2, bedzie

najwezesniejszym elementem Z takim, ze N, ¢ B. Gdyby istniato ¥ ¢ N,

takie, ze Y e B, to byloby ¥Y=XN,, gdzie 23z, wbrew definicji #,.
Zbiér N, jest wige L. p. N. Jesli 2y <2, <, t0 N,,~0(2) i N,~0(2),
a wige N, jest podobne do odeinka N, skad wnosimy na mocy 11,
ze N,CN, i N,=+N,. A zatem N,~ O(z), co dowodzi, ze x ¢ H.
W my$l zasady indukeji (§ 1, str. 187) mamy zatem H=Z. Zbidr

N=E[3(@e2)-(X=N)]

jest 1. p. N. uporzadkowang podobnie do Z. Dowc’x_i jest amnalogiczny do
dowodu przeprowadzonego- dla zbioru N,.

7 twierdzern 12, 11 i 8 wynika, ze 1. p. N. istotnie czynig zadogé
wazystkim wymaganiom stawianym liczbom porzadkowym.

W zwigzku z przeprowadzonym tu rozumowaniem warto zanwazyé,
2e w dowodzie twierdzenia 12 czynimy istotny uzytek z aksjomatu za-
stepowania (aksjomat VIII). Bez tego aksjomatu nie mozna by dowie§é
istnienia zbioréw N, i N.

icm

*ROZDZIAL VL

Niesprzeczno$é i niezaleino§é aksjomatéw.

§ 1. Uklad aksjomatéw teorii mnogosel. W wystowieniu
aksjomatéw V i VIIL (str. 44 i 49) wystepowalo Dblize] nie sprecyzowane
pojecie funkeji zdaniowej!). Obecnie podamy zupelnie precyzyjny. opis
aukladu aksjomatéw dla teorii mmnogosei (jednego z wielu mozliwych).

Pojeciami pierwotnymi systemu sa

0 (zbiér pusty) i e (stosupek nalezenia).

Poza tymi dwoma pojeciami w systerie wystepuja tylko pojecia
logiczne (m. in. identycznogé).
Funkejs zdaniows regdu 0 nazywamy wyrazenia postaci

= (1) rey, =Y,

gdzie z 1 y sg dowolnymi symbolami (tzw. zmiennymi). Litery 4 i y moga
byé przy tym zastgpione symbolem 0 (dla gbioru pustege). O zmiennych
& i y méwimy, ze 55 wolne W wyrazeniach (1).

Zalézmy, ze p jest liczbg naturalng i ze okreslone juz sa funkeje
zdaniowe rzedéw 0,1,..,p—1. Funkeja zdaniows regdu p nazywamy
Xkazde wyrazenie jednej z nastepujacych pestaci:

(2) @, OLY, 0¥, 6>V, 0=V,
(3) . ITe, 29,

1) Pierwszy uklad aksjomatéw teorii mnogoéci podat E. Zermelo; ob. Uniersu-
chungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre, Mathematische Annalen, 65 (1908), str.
261—281. Niejasne sformulowanie pewnika podzbioréw (por. rozdziat II, § 2, str. 44)
wywolalo ozywione dyskusje, wwyniku ktérych powstalo kilka (nieréwnowaznych) metod:
uéciflenia tego pewnika i spokrewnionego z nim pewnika zastepowania. Metoda, ktérfa]
uzywamy w tym rozdziale, pochodzi od Th. Skolema; ob. Einige Bemerkungen zur axio~
matischen Begriindung der Mengenlehre, VWissenschaftliche Vortrige gehalten anf dem
V Kongress der Skandinavischen Mathematiker, Helsingfors 1923, str. 217—232.
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przy czym @ i ¥ we wzorach (2) sg funkejami zdaniowymi rzedu co
najwyzej p~—1 i jedﬁa ma rzad dokladnie p-~1, za§ @ we wzorach (3)
jest funkejy zdaniows rzedu p—1. Zrmoienne, ktére s3 wolne w @ lub ¥,
sg tez wolne w funkcjach zdaniowych (2); zmienna « jest. wolna w funk-
cjach zdaniowyeh (3), jesli jest ona wolna w funkeji zdaniowej @ i przy
tym jest rézna od x. W ten sposéb pojecie funkeji zdaniowej (dowolnego
” naturalnego rzedu) jest catkowicie okreslone.

PRZYKELAD. Z, I {ues=[(u=2x)+(u=y)]} jest funkecjs zda-
niows 4-go rzedu o zmiennych wolnych z,.

Przy pomocy opisanych tu funkeji zdaniowych mozna wypowiedzieé
wszystkie twierdzenia teorii mnogosei. S

Funkeje zdaniowe bedziemy .oznaczali duzymi diterami greckimi,
wypisujge obok nich zmienne wolne. Tak np. symbol &(z,y, :..z %) 0Znacza
funkeje zdaniows o zmiennych wolnych a,y,...,u. Symbol &(s,t,...,w)
oznacza wéwezas funkeje zdaniows powstajaca z D(z,y,...,4) przez wsta-
wienie liter s,t,...,w w miejsce liter z,v,...,u.

Funkeja zdaniowa bez zmiennych wolnyeh nazywa sie zdaniem.

Zapiszemy teraz w postaci zdan aksjomaty teorii mnogodci. Wpro-
wadzimy najpierw kilka pomocniczych definicji:

1. Z(z)=(z=0)+ %,’ (vewm)

2. R(@)=Z()-[][(y € 2)—~Z(y)] [z jest rodzinae zbioréw],
¥

3. (mCy)EZ(m);Z(y)’- I][(u € )~ (u e y)]

4. [w=a<y>Jag{uewE§[(u 2)-(zey)]}

[ jest podzbiorem y],

[# jest sumg zbioiéw
nalezacyeh do yl;

5. (x=20)= [t] [(tex)=(tCy)] [x jest rodzina podzbioréw zbioru Y],

6. (x=y-2) E,It] [(tew)={(tey)-(tez)] [= jest czescia wspélng ¥ i 2],
7. o) =Z(@)-(@=0)- [ [][(y ¢@)-(2x)—>(y=2)] [# ma dokladnie
v ’ jeden element].

Nastepujaca definicja odnosi sie do dowolnej funkeji zdaniowsj
D=D(&,Y, %4y, ...,Un) O CO najmniej dwu zmiennych wolnych 2,y, w ktorej
mogy jednak wystepowad i inne zmienne wolne Uy eeeyUp?

8. Jaltyy..ytiy)= ygg{@(m;%;’%: cveyUomt) - ¢(w,?/2,u1,,---,v4&n)~+(:l/z=1/2)17

czyli funkeja zdaniows @ wyznacza' jednoznaczne przyporzadkowanie,
tj. kazdemu 2 odpowiada eo najwysej jedno y takie, ze D(x,y,uy,...%)-

[@ jest zbiorem],
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Uzywaé bedziemy, jak poprzednio, duzych liter 4,B,...,X,Y,... fio
oznaczania. zbioréw, a liter 4,B,...,X,¥,... do oznaczania rodzin zbio-
réw. Znaczy to, ze

zamiagt Y [Z(z)-&(x)] piszemy %’(D(X),

zamiast %‘[R(m)-@(a’:)] piszemy‘ g}@(X).
Podobnie, uzywajac ogéluych kwantyfikatoréw,

zamiast J]}I[Z(m)—>¢(m)] piszemy g (X)),

zamiast g [R(»)—D(x)] piszemy g@(X). .
Przy uzycin tyﬁh definieii i skrétéw mozemy nadaé aksjomatom

teoril mnogosei postaé nastepujaca: :
Aksjomat I (jednoznacznosei):

NI (@eX=5e¥)>X=T)]..
XY x
Aksjomat II (zbioru pustego):
‘ ) [l (z €0).
Aksjomat IIT (sumy): R
y 2 [X=8(X)].
. x
Aksjomat IV (zbioru potegowego):
IPESES
Aksjomat V (nieskqﬁczonoéci):‘ L )
S0 [ X D) > FUT  X)-(XCD)(X+T)
x -
Aksjomat VI (wyboru): ’ _ ‘ _
[1{(0 e X)'-(X+0)- [[[I[(X X) - (¥ e X) - (X£T)(X-T=0)]
X . XY N ]
I JIXeX)- (T=W -X)~1(X)]}.
WX Y
.. Aksjomat VII (zastepowania): 7
1 ...H(J@(u%,i..,un)a]g;g{ye yag[(éem-q)(m,y,ul,...,u,,)]}).

£ ap
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Aksjomaty te objasnione byly w rozdziatach I (str. 6) i I (str.45
i 50—b1). Jedynym nowym aksjomatem jest aksjomat II, ktéry musie-
lismy tu wprowadzié, gdyz zbiér pusty przyjelismy za pojecie pierwotne
(podezas, gdy w rozdziale IT byt on zdefiniowany przez ogélne pojecie
zbioru). : i

-Na uwage zastuguje w szezeg6lnosei aksjomat VII, ktéry w naszym
ujgeiu nie jest pojedyriczym zdaniem, lecz schematem zdan: kazda funkeja,
zdaniowa @ 0 co najmniej dwu zmiennych wolnych pozwala nam utworzyé
jeden przypadek szczegélny aksjomatu zastepowania, )

Sposéb, w jaki z powyzszych aksjomatéw wyprowadza sie twier-
dzenia teorii mnogofei, oméwiony zostal w rozdziatach poprzednich.

W szezegélnosel, widzielismy w rozdziale II, § 3, str. 51, ze z pew-
nik6w zastepowania mozna wyprowadzié pewnik podzbioréw (ktéry —
podobnie jak pewnik zastepowania — naleiy traktowaé jako schemat
aksjomatéw).

Widzieliémy réwniez, ze twierdzenia, w ktérych nie wystepuja ogélne
pojecia liczb kardynalnych i typéw porzadkowych, mogs byé wyprowa-
dzone z aksjomatéw I—VII. Twierdzeria odnoszace sie do liczb kardynal-
nych i porzadkowych okreslonej mocy (np. przeliézalnych lub mocy c¢on-
tinunm, albo moecy 2% moga byé réwniez wyprowadzone z aksjomatéw
I—VII, gdyz liczby kardynalne i typy porzadkowe okreglonej mocy moga
byé zdefiniowane (por. rozdziat III, str. 97 i rozdziat IV, str. 144).

Wreszcie, twierdzenia dotyczace liczb porzgdkowyeh mozna — jak
to wykazalismy w rozdziale V, § 16 — wyprowadzié z aksjomatéw I—VII.

Opisany powyzej system teorii mnogosei nazwiemy systemem (8).
W § 5 bedziemy badali system (§*) zawierajaey précz aksjomatéw I—VIT
jeszeze aksjomat nastepujacy: ‘ ' :

VIIL. Istnieje nieskothezony #bidr, Ktdrego elementy nie sq 2biorami.

Wksymbola.eh mozemy zapisad ten aksjomat jak nastepuje

23 ((xcex) -(X=l=o)-y{yex—>%' [(Z e X)-(YCZ) (Y+2)}-

UWAGI. 1. W odréznieniu od innych aksjomatycznych systeméw
rozwazanych zazwyczaj w matematyce system () opiera gie na nieskon-
czenie wielu aksjomatach. Mozna wykazaé, ze systemnu (S) nie mozna
oprzed na skoriezone] liezbie aksjomatéw 1). Natomiast mozna uznaé poje-
cie funkeji zdaniowej za nowe pojecie pierwotne teorii mnogosei i schara-
kteryzowad jego wilasnofei aksjomatycznie. Otrzymmje sie w ten sposéb

o *) H. Wang, Non finizability of impredicative principles, Proceedings of the Na-
tional Academy of Sciences of the TSA 36 (1950), str. 448—453. .
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gkoriczong ilo§é aksjomatéw, na ktérych mozna oprzeé caly teorie mno- -
gokei; w aksjomatach tych jest jednak mowa nie tylko o zbiorach i sto-
gunku nalezenia, lecz takze o funkcjach zdaniowyeh?).

2. Nalezy odrézniaé przypadki, w ktérych wudywamy funl'zoji zdanio-
wych, od przypadkéw, w ktérych méwimy o funkejach zdamowy'ch.

W calej teorii mnogofci uzywamy oczywiseie réZnyc?h specjaln?ch
funkeji zdaniowych przy wypowiadaniu twierdzen, méw:my'natomlefst
nie o funkejach zdaniowych, lecz o zbiorach i o st(?sunkach nngdz_?r zbio-
rami. W przypadku.natomiast, gdy badamy akS]O{Jantka. teorii mno-
gosei, méwimy o funkejach zdaniowych, zdaniach .1t?. Widaé s’.caed, e
rozwazania obecnego rozdziatn nie wchodza wladciwie do gfmlt\e]‘t;eon.l_
mnogofeci, leez do dziatu logiki badajacego aksjomatykg‘ j;eoru _mnogoécl.

Nieodréznianie przypadkéw, kiedy uzywamy fun%(cn zdam(?w,yizh od
przypadkéw, kiedy o nich méwimy, bylo przyezyna me-l.)orozumlen iwy-
wolalo pozorne sprzecznofei znane pod nazwa antynomii semantyeznych.

3. Wiele twierdzen dotyczacych funkeji zdaniowych daje sie u(}owod—
nié przy pomocy zasady indukeji. Twierdzeni.e o funkecjach zd.a.,mowy_ch
jest prawdziwe, jedli 10 zachodzi ono dla na,]prostﬁzych f.llIIkC]l zd&pl;—
wych zey i o=y 1 2° ze stusznosei jego dla funl’mp zdam?wych D, 1 Dy
wynika jego stusznodé dla funkeji zdaniowyeh &1, fZil-dig i 2., o

Zasada ta pochodzi stad, Ze wezystkie funkc](? zdm.nowe"d:a.]ag sie
zdefiniowaé przy pomocy operacji logicznych: negaeji, kopmnkcp ikwan-
tyfikatora X z najprostszth funkeji zdg.niowych zey i =Y. .

4. Przyporzgdkowania, o ktéryeh wielokroi?nie bedzit.a mowa
w dalézym ciggu, rozumieé-nalezy jako funkeje zda,n}owe. Pomedfzeme,
ie pewne przyporzagdkowanie istnieje, oznacza, ze moz1.13, e'felFtywn.le;}Da-
pisaé te funkeje zdaniows. W wielu przypadkach wypisanie .]e] zaje oby
sporo miejsca, zawsze bedzie jednak widoczne z dowodu, ze jest ono
mozliwe.

5. W -calym rozdziale bedziemy gie zasa,dniczg gajmowau dowo-
dami nie twierdzen feorii mmogosei, lecz dowodami theI‘dZBLil. orzekva-
jacyeh, 7e pewne zdania napisane przy pomocy pewnych fun;;‘en é(éaa;iz:
wych sg (lub tez nie 5a) twierdzemm?n systeméw (ﬁ?) lub ( ). 7 e
ktérych przypadkach dla uproszezema sformulowan, bedziemy ;?Wl

1) Por. J. v. Neumann, Eine Axiomatisierung der Mengenlehre, Joml'nalmfﬁ;
die Teine und angewandte Mathematik 154 (1925), ‘sh;\ 21ZQ‘—-240,‘ ora;l %ﬁaéczegsgeg;: 3.2691
ie Amiomatisierung der Mengenlehre, Mathem.a.msc e Zeitschrift » ST -
' 17-);; Pz?.’ tes P. Bernays, A sysiem of aziomatic sel-theory 1, Journal of Symbolic Logxfz
2 (1937), str. 66—777 :
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dzali samo zdanie, Inb wyprowadzali jego dowdd z aksjomatéw Systemu,
zamiast — jak byloby poprawniej — stwierdzaé, ze zdanie to wynika
z aksjomatéw. Tak np. bedziemy czasem pisaé (niepoprawnie): zbiér

E,[®(x)] spelnia funkeje zdaniowa ¥ zamiast poprawnego zwrotu: zdanie .

Y{E.[®(»)]} jest konsekwenejg aksjomatow systemu (8) lub (8*). Jeszcze
poprawniej nalezaloby powiedzieé: zdanie

[!{Z(S') Tz € s = D(z)] >¥(s)}
: x
j‘ést konsekwencjg aksjomatéw systemu (§) lub (8*).

‘§ 2. Metoda interpretacji. Najwazniejssym zagadnienietn doty-
czgeym: aksjomatéw teorii mnogodei jest zagadnienie ich niesprzecz-
nofel; jak wiadomo, intuicyjne pojmowanie zbioréw doprowadzito do
antynomii. Systemy aksjomatyczne stworzono wiasnie z mysla uchro-
nienia si¢ od sprzecznodei. ’

Zadna antynomia nie powstala w. tych aksjomatycznych syste-
mach. Nasuwa sie jednak pytanie, ezy mozna udowodnié ich nie-
sprzecznosé. . . . -

Od czasu prac K. Gddlal) wiadomo, ze dowdéd niesprzecznofci
Zadnego systemu aksjomatycznego nie daje sie przeprowadzié prZy wy-
Igeznym korzystaniu z tyeh frodkéw logieznych i matematycznych, ktére
wyrazone 83 w systemie poddawanym dowodowi niesprzecznogei.

. Wynika stad, ze niesprzecznosei systemw (§) nie mozna dowiesé
korzystajac tylko ze §rodkéw dajacych sie wyrazié w systemie (§). Nie
Jest wige mozliwy dow6d niesprzecznofci systemu (§) oparty np. tylko
’ na arytmetyce liczb naturalnych lub rzeczywistych, gdyz oba te dziaty
matematyki daja sie wyrazié w systemie (§). : I L

Twierdzenie Godla stwierdza, ze w dowodzie niesprzecznogei 8y~
stemu (§) interweniowaé musi jaki§ aksjomat nie nalezacy do (8).

Jedyny dotychezas znany dowéd niesprzecsznosei systemu (8) po-
woluje si¢ na aksjomaty réwnowazne aksjomatom systemu () na jeden
jeszeze dodatkowy aksjomat, stwierdzajacy istnienie liczb meoéi&gémych
(por. rozdziat V, § 12, str. 223). Dowdd taki nie ma je&iiak gle,bszej wat-
tosei, gdyz opiera sie na zalozeniach silniejszych, niz zalozenia lezace
u podstawy systeru (S). To. tez podawad g0 nie be,dziemy..‘ :

) Wykazemy natomiast w § 3, ze jesh arytmetyka liczb naturalnych
nie jest sprzeczna, to system (S) bez aksjomatu nieskoriczonofci nie jést
sprzeczny. St

1) K. Godel, [ber fofmal wnentscheidbare Sdtze der Pﬁneipia Mathematwa wnd
verwandter Systeme. I. Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38 (1931), str, 173-—198.
p 4 Benc iy S Al M
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Niesprzecznosé éalego systemu (8) pozostaje — zgodnie z poprzednio
, podanymi uwagami—dotychezas zagadnieniem otwartym. Istniejg jednak
ciekawe wyniki czedciowe dotyczace tego zagadnienia. Najdonioflejszym
~ z nich jest podany w 1939 r. przez Godla dowéd niesprzecznosci catego
systemu (8) przy zalozeniu, ze bez pewnika wyboru jest on niesprzeczny.
Dowdéd ten podamy w § 6. Doniostosé jego pochodzi stad, ze pewniki
systemu (S) poza pewnikiem wyboru przyjmowane 53 na ogét za intui-
cyjnie jasne, pewnik wyboru zad od pierwszej chwili, gdy sformulowano
go wyraZnie, byl odezuwany przez wielu matematykéw jako zalozenie
nieoczywiste 1 dosé dowolne, a ponadto doprowadzit on do wynikéw bar-
dzo paradoksalnych i nieintuicyjnych, jak np. do paradoksu kuli (por.
Dodatek, str. 288). ) )

Mniejsze znaczenie teoretyczne majs zagadnienia wzajemnej nieza-
leznogci pewnikéw. I te zagadnienia sa jednak wazne, gdyz rozstrzy-
gniecie ich pozwala wyjasnié role, jaks poszezegblue pewniki graja w sy-
stemie teorii mnogosei.

Zagadnieniami niezaleznofei zajmiemy sie w §§4 1 5.

Zaréwno w dowodach niesprzecznodei, jak i w dowodach niezalez-
nodci korzystaé bedziemy z tzw. metody interpretacji. Jest to metoda
nastepujaca: aby udowodnié niesprzecznoéé ukiadu pewnikéw nalezy
wskazaé takie przedmioty, zbiory i relacje, ktére spelniajg aksjomaty; aby
udowodnié niezaleznosé jednego z pewnikéw od pozostalych, nalezy
wskazaé takie przedmioty, zbiory i relacje, ktére nie spelniaja wybranego
pewnika, lecz spelniaja wszystkie pozostate. :

Dokladniej mozna scharakteryzowaé metode interpretacji jak na-
stepuje: ) L )

Bedziemy sig zajmowali tylko niesprzecznofeia i- wzajemna nie-
zaleznodcia aksjomatéw systemu (). Aksjomaty tego systemu sg wy-
razeniami, w ktérych poza stalymi logieznymi wystepuja znaki 01 e
oraz zmienne Teprezentujace nazwy zbioréw i ich elementéw. Przy mt;e.ar-
pretowaniu teorii mnogofci nadajemy zatem nowe znaczenie stalym 0 1 e
oraz zakresowi przebieganemu przez zmienne. Zakres ten interpretowany
jest jako wiasnofé, stala e —jako relacja dwuczlonowa,,‘stala ze}é 0—
jako element. Inaczej méwiac, interpretacje okreflaja dwe funkeje zda-
niowe (z ktérych pierwsza ma jedns a druga dwie zmienne wolne) oraz
jedna stata: . )

@) , B(z), E=,y), 0.

Funkeje zdaniowe (1) i definicja stale] 0 nalez przy tym do pewnego
systemu (), ktérym moze by¢ np. arytmetyka liczb naturalnych albo
jeden z systeméw (8) lub (8%). ) :
Kurs Teorii Mnogoécl.

17
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258 ROZDZIAE VI. Niesprzeeznoéé i niezaleinosé aksjomatéw.
Tlklad (1) zlozony z dwu funkeji zdaniowych B i & i ze stalej naszy-
wamy modelem. Funkeje zdaniowe tworzace model mogg zawieraé pricz
@ 1 y jeszcze inne zmienne wolne, grajgee role parametréw.

Zatézmy teraz, ze @ jest funkejy zdaniowa systemu (8): Utwérzmy
funkeje zdaniows @ w nastepujacy sposéb: funkecje zdaniowe rzedu 0,
wystepujace w O, a mianowicie funkeje zdaniowe ksztattu

rey 1 o=y,
zastepujemy przez B
 Blzy) 1 a=y,
zachowujac te same litery 1y, ktére wystepowaly w . Staly 0 zastepu-
jemy przez 0. Kwantyfikatory postaci II, I X, wystepujace w & zaste-
pujemy odpowiednio przez

(2 I][E’(m)-%n] i %’[B'(w)

Operacja ta nosi nazwe relatywizowania kwantyfikatoréw do funkeji
zdaniowej B().

W ten sposéb z funkeji zdaniowej @ systemu (S) powstaje funkcja
zdaniowa @ systemu (N)1).

Bedziemy moéwili, ze model (1) spelnia funkeje zdaniows @ w 8y-
stemie (W), jedli @ Jest twierdzeniem systemu ().

Dowody niesprzecznodel i niezaleznodei oprzemy na nast¢pujacych
dwu twierdzeniach znanych z logiki®?).

Twierdzenie 1, Jesli sysiem (N) jest niespraeceny 4 istnieje model,
spetntajaey w (N) wseysikie aksjomaty systemu (T'), to system (T) jest nie-
spraeczny. ' )

') Aby przy opisanym tu postepowaniu, prowadzacym od @ do &, byly spelnione
twierdzenia 1 i 2, muszg zmienne wystepujace w & byé réime od zmiennych zrwigza-
nych (por. str. 42) i od parametréw, wystepujacych w funkejach zdaniowych modelu,
tj. w funkejach zdaniowych (1). )

Gdyby np. w @ wystepowalo wyrazenie p € g a zmienne p i ¢ po wstawieniu na
miejseu & i y do E(m y) stawaly sig zmadzane, to nie mozemy wstawiaé do & za,mmst
p € g wyrazenia Ep,q). .

Bedziemy zatem stale zakladali, ze zmienne wystepujace w rozpatrywanych
przez nas funkejach zdaniowych Bystemu () sa rézne od zmiennych zwigzanych i od
parametréw, wystepujacych w funkcjach zdaniowyeh (1) tworzgeych model. Zalozenie
to nie jest istotnym ograniczeniem nalozonym na rozpatrywane funkcje zdaniowe,
gdyz wybér liter stuzacych za zm;lenne jest zupehue dowolny i nie wplywa na sens
funkeji zdaniowych.

%) Por. np. A. Mostowski, Logika matematyczna, Monogra.ﬁe Ma.tema.tyczne 18

-{1948), str. 274 i 280.

L

M

Niesprzeczno&é systemu (S) bez pewnika nieskoriczonodei. 259

Twierdzenie 2. Jesli system (N) jest niesprzeceny, @ jest aksjomatem
systemu (T) 4 isinieje model spetniajacy w (N) adanie @' oraz wszystkie
rdéne od D aksjomaty systemu (T), to aksjomat @ jest niezaleiny od rés-
nych od @ aksjomatéw systemu (T).

§ 3. Niesprzecznoéé systemu (§) bez pewnika nieskori-
ezonosel. Uzywaé bedziemy nastepujacych oznaczeri:

w(x) oznaczad bedzie wartosé bezwzgledns funkeji Mobiusa (tj.
w@)=0, jedli z jest podzielne przez kwadrat liczby pierwszej, a u(l)= -
= u(q,-.-q,)=1, gdzie ¢,,...,q, 83 réznymi liczbami pierwszymi).

Pn lub p(n) oznaczad bedzie n-ta liczbe pierwsza.

E(z,y) oznacza, ze p(a)ly, tj. ze p(x) jest dzielnikiem y.

O liczbie » moéwimy, ze jest dz1edz1ezme Wo]na od kwadratéw,
jesli w(2x)==0 i przy tym dla dowolnych z,..

D() | 5] [P(%) | @3]+ .. [P(Bn1)|@n) - [p(n) [ @] — [ (1) = 0].

Piszemy woéwcezas B(m)._ -
Przyjmujemy wreszcie 0=1.
Udowodnimy przy tych oznaczeniach

Twierdzenie 1. Funkcje zdaniowe B, E i stola 0 stanowiq model
dla aksjomatéw I—IV, VI 4 VII.

Dow6d. Przeprowadzimy najpierw relatymzaejq kwantyfikatoréw
w funkecjach zdaniowych 1—7 podanych w §1, str.252. Oznaczajac
kresks te operacje i zakladajae, ze @, y i 2 sg dziedzicznie wolne od kwa-
dratéw, stwierdzamy z latwodciy, ze )

1) Z(z) = B(),
2) , E(z) = B(a),
‘(3) #Cy=uly (tj. © jest dzielnikiem y),
z=N(y) ={z jest najmniejsza wspélng wielokrotny liczh 2;...,%
(#) okteslonych réwnaniem y=p(#)...p(2) lub z=1, o ile y=1},
(8) r=2" = {z=p(h)...p(ts), gdzie t,...,1 58 wszystkimi dzielnikami g},
(6) w=y -z ={w=(y,2)}, tj. © jest najwigkszym wspSlnym dziel- .
nikiem y i ¢,
. (7) I(x) = {w jest liczby pierwszaé}.

TUdowodnimy obecnie, ze W rozpatrywanym przez nas modelun sg
spelnione- aksjomaty I—IV i VI.
17*
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260 ROZDZIAL VI. Niesprzecznoéé i niezaleinosé aksjomatéw.

Aksjomat I, Jest on réwnowazny twierdzeniu

g[y][(XCY)-(YCX)—r (X=Y)].

Po przeprowadzenin w tym twierdzeniu relatywizacji kwantyfi-

katoréw i uwzglednieniu (3) i (1) ofrzymujemy twierdzenie arytmetyczne
QQ{F(X)-E(Y)—>[(XIY)~(YIX>~—>(X=Y)]}-

Aksjomat II. Po przeprowadzeniu relatywizacji kwantyfikatoréw
otrzymujemy oczywiste twierdzenie

[11B@) ~ (@[ 1)']

Aksjomat ITI. Po przeprowadzeniu relatywizacji kwantyfikatoréw

otrzymujemy
[[{B(X) ~ 3 (B(X) - (X=NX))])

Jest to twierdzenie arytmetyczne. Jedli bowiem X=p(z1)...p(z,,')k,
to najmniejsza wspélna wielokrotna X liezb 2y,...,2; jest dziedzicznie
wolna od kwadratéw, a wiec spelnia warnnki B(X) i X=8(X).

Aksjomat IV. Dowdd jest analogiczny jak dla aksjomatu III.

Aksjomat VI. Po przeprowadzeniu relatywizacji kwantyfikatoréw
otrzymamy wyrazenie réwnowazne nastepujgcemu :

JIBX)-(p ()X (Xo1) - [] [TUBE)-BOD)- (0(X)|X)-(p( TV X)X+ X) >
X ¥=01-3 (B(W)-[J[{B(X)~>[p(X)| X~ (W, X) jost liczba pierwsza]})]

Jest to twierdzenie arytmetyczne. Jegli bowiem X=yp(X,)...p(X})
spelnia poprzednik powyzszej implikaeji, to obierajac dla kazdego X;
#; ezynigee zadodé warunkowi p(a)| X, 1 przyjmujac W=p(z)...p(2s), be-
dziemy mieli spelniony nastepnik.

) Aksjomat VII. Niech @(w,y, uy,...,%,) bedzie dowolng funkejs zda-
niowy i niech uy,...,u, beda liezbami dziedzicznie wolnymi od kwadra-

tow. Zaloézmy, ze Jg(uy,...,un), tj. 2e :
(8) 5(“':?/1; Uy ey Uy) '6(37: Yoy Uy ooy Un) —>Y1 =Y

dla dowolnych liczb ,y,,y, dziedzieznie wolnyeh od kwadratéw.

Nieeh X=p(w)... p(a;) bedzie dowolng liczby =1 dziedzicznie wolng
od kwadratéw. Dla kazdego a, istnieje w my¢l (8) co najwyzej jedno ¥
dziedzicznie wolne od kwadratéw i takie, ze B(,yy,uy,..., Un)

Modele normalne. 261

Niech Y hedzie iloczynem wszystkich réznych miedzy soba plyn)
lub tez ¥=1, o ile takie #; nie istniejs. Przyjmijmy nadto ¥=1, jesi
X=1. W obu przypadkach ¥ jest liczba dziedzicznie wolng od kwadratéw i

p(y) | Y= ;EB(Q") . (P(m)IX)'E(@%%V'-:W)]-

Réwnowaznosé ta dowodzi, ze relatywizujae kwantyfikatory w aksjo-
macie VII otrzymujemy dla kazdej funkeji zdaniowej ¢ twierdzenie
arytmetyki. ’ :

Twierdzenie 1 jest w ten sposéb udowodnione.

Fatwo wykazaé, ze aksjomat V (nieskonczonogei) przechodzi przy
relatywizowaniu kwantylikatoréw w zdanie, ktére na gruncie aksjoma-
t6w arytmetyki mozna obalié. Opierajac sie na twierdzeniach 1 i2z§2,
str. 258 —259, otrzymujemy. wiec nastepujace

Twierdzenie 2. Jesli arytmetyka licsb naturalnych jest niesprzecens,
to pewniki I—IV, VI % VII sq miespreeczne, o pewnik V jest od nich
niezalesny.

§ 4. Modele normalne. W obecnym paragrafie oméwinmy pewna
kategorie modeli, ktérymi postugiwaé sie bedziemy w dalszym ciggu.

Funkeje zdaniows M bedziemy nazywali zupeing, jesli w systemie (8)
mozna udowodnié twierdzenia -

M(0), IJ{I[M(w) “(y em) > M(y)]- -

Dla funkeji zdaniowej zupelmej M i dla dowolnej funkeji zdanio-
wej W(u) nastepujace twierdzenia daja sig udowodnié w systemie (8):

@) M(z) {3 [(w e 2)- ¥(u)] E§ [M(w)-(u < 2)- ()]
(i1 M(@)— ([[[(u € 2) > P(u)] = [T {M(w) > [(u ¢ &) > Flw)]})-

7 twierdzen tych wynika, ze relatywizujac kwantyfikator X, lub IT,
do funkeji zdaniowej M mozemy pomijaé czynnik M(u), jesli za zna-
kiem X, znajduje sie koniunkeja postaci: (v €®):..., & za Znakiém IT,
implikacja postaci: (u e2)—... .

Korzystajae z tej uwagi mozemy latwo uprofcié funkeje zdaniowe
powstajace z funkeji zdaniowyeh 1—7 (§ 1, str. 252) przez relatywizacje
wystepujacych w nich kwantyfikatoréw do funkeji zdaniowej zupeinej M.
Zakladajae, ze M(z), M(y) i M(2), otrzymujemy nastepujace réwnowaz-
nofei (ktére daja sie. wyprowadzi¢ w systemie (8)):

o
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262 ROZDZIAL VI. Niesprzecznosé i niezaleinoé .aksjomatéw.

(i) Z(w) = Z(2),

{iv) E(z) = R{z),

@) wCy =aCy,

(vi) z=8(y) =(v=8(y)),

(vii) 2=2"={o= E[ uwCy) M(w)},
(vii) v=y-z=(2=Y92),

(ix) 1(z) =1(2).

Kazdy model okreflony staly 0=0 i funkcjami zdaniowymi
E(m) = M(x), E(w:y) =rey-

bedziemy nazywali normalnym, jesli M jest funkeja zdaniows zupelng.
Méwimy, ze jest to model wyznaczony przez funkcje zdaniows .
7. réwnowaznofei (ili)—(ix) wynikaja nastepujace twierdzenia:
1. Aksjomaty I i II sq spelnione w kazdym modelu mormalnym.
2. Na to, by aksjomat IT1 byt spelniony w modelu normalnym, potrzeba
i wystarcea, by dla kasdej rodziny zbioréw X implikacja
M(X)—~ M(S(X))

dawala sig udowodnié w s;ystemie (8).
3. Na to, by aksjomat IV byl spelniony w modelu normalnym, po-
trzeba 1 wystarcza, by dla kazdego zbioru X implikacja

M(X) ~M(E(UCX) M(TU)])

dawala si¢ udowodnié w systemie (S’)
4. Na to, by aksjomat V byl spetniony w modelu normalnym, potrzeba
i-wystarcza, by w systemie (8) dawato sig udowodnié nastepujace twierdeenie:
Istnieje rodzina zbiordw X bez elementu masyconego taka, se M(X).

8. Na to, by aksjomat VI byl spelniony w modelu normal'rbym, po-
ireeba i wystarcza, by w- systemie (S) dawdalo sig udowodnié twierdzenie:

Dia kazdej rodziny X zbioréw niepustych i roztacenych takiej, se M(X),
istnieje zbicr W spelniajaoy worunek M(W) i posiadajacy doklddnie
po jednym elemencie wspdlnym =z kasdym ze zbioréw Xe X,

Modele normalne. 263

6. Aksjomat VII jest spelmony w- modelu, jesli dla kasdej funkcji
2daniowe] Oy Y, Uy, e yUn) nastepujace twwrdzeme daje sig udowodnié w sy-
stemie (8):

Jesli M(X) - M(ty)e s M(un) i dla kazdego @ takiego, ze M(x), istnicje

) na]wyzey jedmno y takw, g6 M(y) i Oy, Uy, tin), 10 2BIOT

Y= E[M(y Z@(w,y,ul, )]

spelnia warunek M(Y).
7 6 wynika nastepujacy wniosek:
7. Jedli w (8) mozna udowodnié, te 2 zatosen:
(a) X jest obrazem jedmoznacznym zbwm X takiego, 46 M(X)y
(b) (Z € Y)—~>M(Z),
wynike M(Y),
to aksjomat VII jest spetniony w modelu.
Zastosowania.
Twierdzenie 1. Jedli system (S) jest niesprzeceny, to aksgoma.t II1

jest miezaieény od pozostatych ). . )
Dowéd. Zdefiniujemy przez indukeje pozaskoniczong eigg zbioréw

Ag, jak nastepuje:
- Ay=0, A§+1=2A§, A,z.——:E.A.g.

Przez mdukcm wzgledem & wykazujemy, Ze dla kazdego &
Aopt=

or. rqzd’ziaékV § 15, str. 242).
o Méwimy, z,e zbi;r X eAg spelnia dziedzicznie funkeje zdaniows @

jefli 10 B(X) i 20 z Ye Ty ewvne Yo e X wynika &(To); czyli

{X spelnia dziedzicznie warunek @} =
=¢(X)- HH H[Yos Yie..€ Y,.eX—>§D(YD)]

Z latwoécla wykazujemy, ze jesi w (8) mozna udowodmé tmer-

dzenie @(0), to funkeja zdaniowa
» spelnia dziedzicznie warunek @
jest zupelna.

1) Por. P. Bernays, 4 system of awiomatio set-theory VI, Journal of Symbohc
Logic 13 (1948), str. 67—179.
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264 ROZDZIAL VI. Niesprzecznodé i niezaleinosé aksjomatéw.
Niech w szezegélnosei @(X) bédzie funkejg zdaniows
*) é‘,’[(XEAg) (X<aw)]

Wykazemy, ze w modelu normalnym okfelonym funkejg zdaniows,
My(»)={= spelnia dziedzicznie Warunek'(’i‘)}

' spelnione. 83 wszystkie aksjomaty z v?yjaétkiem aksjomatu ITI.
Aksjomaty I i IT sg spelnione (por. twierdzenie 1, str. 262).

] A]:rsj'o.ma,t IV. Niech X e¢d; bedzie zbiorem takim, ze M,(X)
1 przyjmijmy ¥ =EBp[(UCX) . M,(U)]. Oczywifcie X Cde, a wiee
YC24=Asq, skad_Yedgy Z X<a, wynika, ze dla pewnego
jest X<an, & Wiee 2% any1, skad Y<<qo. Zbiér ¥ spetnia dziedzicznie

nieréwno§é ¥<a,, gdyz z warunku
YoeYye.e¥pe ¥

wynika, ze My(Yy,), a wiec ¥, i wszystkie zbiory ¥; dla i< : niaj

funkeje zdaniows M, . v "R
W'yk.azahérc}y'wigc,' ze” My(Y), eo w mysl t\iﬁerdzenia 3 (stf. 262)

dowodzi, ze aksjomat IV jest spetmiony w modelu. B

Aksjomat V. Wystarezy zauwazyé, ze zbiér A, spelnia warunek
M(4,), przy czym ‘zbi,yér ten jest rodzing bez elementu nasyconego.

AkS]O.HJ&t VI. Niech. X ¢ 4; bedzie niepustg rodzing zbioréw roz-
l.ac?ny(?h. niepustych taka, ze M (X). W systemie (§) mozna udowodnié
ze istnieje zbibr W, ktéry ma dokiadnie po jednym elemencie Wspélnyn;
z kazdym ze zbioréw X e X. Oeczywiscie WeX<qp i WCS(X)ed
co.dov.vodz.i, ze W spelnia warunek (*). Zbiér ‘W Spelnia ten Waruneﬁlé
dziedzicznie, gdyz z ZyeZye...€ Zne W wynika, ze M(Z,), awiee M(Z,).

Ak'sjc{ma.t VIL, Zalézmy, ze X jest zbiorem takim, ze M;(X), i niech
Y bedzie jednoznacznym obrazem X speliajgeym warunek .

(ZeX)—>My2).,

Wynika stad, s dla kasdego Z ¢ ¥ istriéje =#2) takie, 26 Z ¢ d;;
oznacza?g A}_)rzez 7 liczbe porzadkows wiekszg od wszystkich £(Z), o‘arzyz
mamy vy @ Wige ¥ e Apyq. Nadto Y<T<a,, Wynika s Z i6
Spelng warmaek (4. 7 : < yuika stad, ze zbiér ¥

Y spelnia nadto ten warunek dziedziczmi 7 ;

) e, gdyz z ZyeZe...
wynika, na mocy zalozenia, ze My(Z,), a wigc .’Mf(Z};). eecthel

IAksgomat 1T tm'e jest spelniony w modelu.

stotnie, rodzina X={4,,401,4; i iedziczu aru-
: tnie, ro( doydot1ydisye,...} spelnia dziedziczmie waru-
nek (*), lecz 8(X) tego warunku nie speia, gdyz S(X):Vc'u,,-.' '

i

iom
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Twierdzenie 2. Jefli system (S) jest niesprzebzny, to aksjomat IV
jest miczaleény od pozostalych ).

Dow6d. Rozpatrujemy funkeje zdaniows
W(X) = T[T edy)- (TKap))

Latwo wykazaé, ze w modelu normalnym okre§lonym przez funkcje
zdaniows ' : :
My(w)={w spelnia dziedzicznie warunek ¥()}

gpelnione sy wezystkie aksjomaty z wyjatkiem IV.

Aksjomat IV nie jest spelniony w modelu, gdyz My(do), leez zbidr
Ep[(UCA,) My(U)]=Ep[UCA,]=Asyq nie jest przeliczalny.

UWAGI. 1. W dowodach niezaleznosei aksjomatéw ITI i IV korzy-
stalidmy z pewnika wyboru (Wykazuj@e, ze pewnik VI jest spelniony
w rozpatrywanych modelach). Natomiast twierdzenia 17 (str. 262—263)

_ byly udowodnione bez pomocy pewnika VI.

2. Rozwazania tego paragrafu pozostaja w moey, jesli system (8) za-
stapimy systemem obszerniejszym np. systemem (§*). Réwniez definicje
zbioréw A; mozna nogblnié, przyjmujac za 4, dowolny zbibr, ktérego
elementy nie 83 zbiorami, a pozostawiajac definicje zbioréw Agyq 1 Az
niezmieniong. Jesli zbi6r A4, jest nieskonczony, to w modelach normalnych
wyznaczonych funkcjami zdaniowymi M; i M, jest spelmiony réwniez
aksjomat VIII (str. 254). ) )

3. Definicje zbioréw Ag i funkeji zdaniowyeh M, i M, byly sformu-
lowane przy uzyciu liczb naturalnych.i porzadkowych oraz definicji

" indukeyjnyeh. Teoria wylozona w rozdziatach ITT (§ 9, str. 133—136) 1V

(§4, str. 198—199.1 § 16, str. 247—250) pokazuje, ze definicje te mozina
sformutowaé réwnowaznie przy wylacznym uzyciu pojeé ,zbi6r” i ,.e’-

4. Niezalezno§é aksjomatu I daje sie dowie§é przy uzyciu modelu
nie normalnego 2). Niezaleznosé pewnika IT latwo wykazaé, interpretujac 0
jako dowolny zbiér niepusty. Niezalezno$é pewnika V byla udowodnionar
w § 3, a niezalezno§é pewnika VI bedzie udowodniona w § 5. Odnognie
pewnika VIT, ktéry, jak wiemy, jest wladeiwie schematem dla nieskon-
czonegp ciggu aksjomatéw; to udowodniono’(por. str.-254, uwaga 1), ze
jakakolwiek skoriczong ilo§é praypadkéw szezegblnych tego pewnika do-
laezyé do aksjomatéw I—VI, to zawsze znalezé mozna taki przypadek

" szezegdlny tego pewnika, ktéry jest niezalezny od pewnikéw I—VI i do-

Iaczonych przypadkéw szezegblnych pewnika VII.

1) Por. odsylacz na str. 263. i

) A, Robinson, On the independence of the axioms of definiteness (Axiome der
Bestimmithéit), Journal of Symbolip Logic 4 (1939), str. 69—72. -
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W ten sposéb wszystkie zagadnienia niezaleznosei dla systemu ()
sy zasadniczo rozwigzane. 7 niezaleznofeia pewnika VI wiazg sie. jed-
nak jeszcze pewne wazne zagadnienia, kiérych dotychezas rozwigzac nie
umiemy (por. uwaga 2, str.272). '

§ 5. NiezaleinoS¢ pewnika wyboru. W obecnym paragrafie
_zajmiemy sie dowodem nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Jesli sysiem (8*) jest niesprzeczny, to pewnik wy-
boru VI jest niezaleiny od pozostatych pewnikéw systemu (8).

Dowé6dl). Niech A bedzie nieskonczonym zbiorem, ktérego ele-
menty nie sg zbiorami. Rozpatrzmy zbiory A zdefiniowane przez in-
dukeje pozaskorczong jak nastepuje (por. § 4, str. 263):

A6=A7 ‘
Agyr 24,
A,z=§ % A (dla A granicznych).

Niech f bedzie funkeja, odwzorowujaca zbiér 4, na siebie w spo-
s6b wzajemnie jednoznaczny. ’

Dla elementéw @ € 4, wartodé f(#) jest wiec okreflona. Rozszerzymy
to okreflenie przez indukeje pozaskorczong na elementy e Az, gdzie &
jest dowolng liczbg porzadkows. Mozemy zakladaé, ze £ nie jest liczby
graniezng, bo najmniejsza liczba & taka, ze weAg, nie jest graniczna.

Zalozmy wiec, ze f(¥) jest okreslone jednoznacznie dla ¥ e 3 A4,

.. -, . <EH
injech X edgy—A,. Zatem X CAg, a wiec f(Y) jest okredlone dla?Y eX;
przyjmujemy

@ ' AHX) =§'§[(Y6X)'(T=f(y))]-

W ten sposéb wartodé f(X) jest okreflona dla X e Agy. . ,
UWAGA. Przy okreflaniu f(¥) chodzi o zdefiniowanie ciagu poza-
skonczonego funkeji @5, bakiego, zeby dziedzing @g, Dy zbibr Ag, 1 ktéry

czynitby przy tym zadosé nastgpujacym warunkom :

(po,f= .f 3
‘Pg.H’f(Y):q’gJ( Y) dla YéA§+1‘-A-£7
P V)= L IUZ ) (T=0,(2)] dla ¥edgp—4y,
Pap= : V
af §%;¢§J

1) Mysl tego dowodu wywodzi sig z pracy: A. Fraenkel, Der Begriff ,definit”
und die Unabhdngigheit des Auswahlazioms, Sitzungsberichte der PreuBischen Akade-
mie der Wissenschaften, Phys.-math. Klasse 1922, str. 253—257. Por. tez A. Linden-
baum i A. Mostowski, Uber die Unabhiingigkeit des Auswahlazioms und ei iger seiner

Folgerungen, Sprawozdania Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydziat IIT,
31 (1938), str. 27—32.- ' : '

iom
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7 twierdzenia o definiowaniu przez indukeje pozaskofczons (roz-
dzial V, § 4, str. 198) wynika, ze taki cigg pozaskotriczony istnieje i ze
jego definicja moze byé zapisana przy wylaeznym uzyeciu pojeé ,,zbiér”
i ,€”’, a wige w postaci funkeji zdaniowej w rozumieniu § 1 (por. str. 251).

Lemat 1. Jesli h=fg i X ¢ Az, to MX)=F(g(X)) dla kaidego £.

Dowéd. Lemat jest oczywisty dla £=0. Aby zastosowaé indukeje
pozaskoriczony, zatézmy, ze a jest liczba porzadkowa i ze lemat jest
shiszny dla wszystkich liczb &< a. Zalézmy nadto, ze Xed, i Xnoned,
dla n<a. ' ,

Jedli =0, to lemat jest spelniony. Jefli a >0, to

WX) = E ZUT e X)-(T=MT))].

W mysl zatozenia i z uwagi, 26 ¥ e X—>Y e Xycody, wnosimy, ze
dla YeX jest H(Y)=f(g(Y)). Jesli wiee Z ¢h(X), to istnieje ¥ ¢ X takie,
se Z=F(g(Y)), skad Z ¢ f(g(X)). Na odwrét, jesli Z f(g(X)), to istnieje
U takie, ze Z=f(U) i Ueg(X), a wiec Z=f(U) i U=g(Y), gdzie ¥ e X.
Stad Z=7(g(¥))=nT) e KX). Zatem AX)=f(g(X)), e.b.d.o. . :

UWAGA. Lemat 1 mozna zapisaé wzorem: <p§’h(X)=‘<p§,,(qa§’g(X))
(por. str. 266).

Wniosek 2. [ (f(X)=f(/" (X))=X.

Lemat 3, Jesli X € Ag, to f(X) € A;.

Dowéd przez indukeje wzgledem & nie nastreeza trudposci.

Niech A(z) bedzie funkejg zdaniowa Zg(w e Ag). Bedziemy ozna,czaj]i
gwiazdks obok symbolu funkeji zdaniowej operacje relatywizowania
kwantyfikatoréw do funkeji zdaniowej A.

Lemat 4. Dla kazdej liczby porzadkowej &, kazdej fumkcji adaniowe]
B(5,9,...,2) © kaddej funkeji | odwrorowujace] zbior A na siebie w sposdb
weajemnie jednoznaceny mosna udowodnié w (8*), e -

@*(w,y,...,z) E(D*(f(m),f(y),..,f(z)) ¥

dla dowolnych z,y,...,% € Ag. .

Dow6d. Rozpatrzmy najpierw funkeje zdaniowe & ey iz=y.

Jesli zey, to j(m)ef({l'/) wobec definicii funkeji f. Jesli f(w)ef(y), 1;.({
FL@) e 1 (f(y), a wiee-  ey. Lemab jest zatem sluszny' dla ‘fm:\kcjl
zdaniowej @ e¢y. Podobnie dowodzi si¢ go dla funkeji zdanloye] r=9.

Jest jasne, ze z prawdziwosei lematu dla funkeji .zdamowych.(b
i ¥ wynika jego prawdziwodé dla funkeji zdaniowych &’ 1 <D.+’I’, a wige
tez dla funkeji zdaniowych &%, &-F i &=V (gdyz daja sie one zdefi-
niowaé przy pomocy -alternatywy i negacji).
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Rozpatrzmy funkeje zdaniowa Z,9(w,y,...,2), ktéra zapiszemy
jako ¥(y,...;2). ) s

Jesli y,...,2 naleza do jednego ze zbioréw 4; i ¥Xy,...,2), to istnieje
takie @, ze A(z) i O¥(z,y,...,2), skad wynika na mocy zalozenia, ze

@) ’ D), 1), -, 1(2)-

Z lematu 3 wnosimy, ze A(x) > A(f(x)), co dowodzi, ze z (2) wynika,
EH(Y), - (). , |

Na odwrét, jesli ¥*(f(y),...,f(2)), to wykazujemy w ten sam Bposéh,
28 WX (f()), ., (f(2))), o daje WH(g,...,q).

Lemat 4 jest w ten sposéb udowodniony dla funkeji zdaniowej
2:®(2,9,..,2). Przypadek funkeji zdaniowej IT,®(z,y, ...,e) sprowadzamy
do poprzedniego przy pomocy wzoréw de Morgana.

Dowdd lematu'4 jest w ten sposéb zakoriczony.

Zbiér X eAg (lub — w przypadku gdy =0 — element zed)
Dazywamy symetryeznym wzgledem funkei f, jesli (X)=X.

Niech G bedzie grupa funkeji przeksztaleajacych zbiér 4 na siebie v

w sposéb wzajemnie jednoznaczny i czynigea zadogé nastepujacemu wa-
runkowi: ' '

Dla kazdego skoriczonego zbioru H ={®y,...,02}C4 1 kazdej palrjr
(*) elementéw x,y ¢ A—H istniejs w G takie funkéje f, ze flin) =
dla ¢=1,2,..,0 i flz)=y. NI :

Zbidr funkeji f, ktére speiajg réwhosci fw)=m dla i=1,2;...,a,
bedziemy oznaczali przez G(3, ..., 2,) lub kréeej G(H ), gdzie H={zy,...,a,}.
Przykiadem grupy @ spelniajacej. warnnek (*) jest grupa wszystkich
przeksstatced wzajemnie jednozna-cznyeh‘ zbioru A na siebie. Innym
przykiadem jest grupa tych przeksztalcen 1; ktére czynia zadogé wa-

runkowi
* Elw)Fai<a. -
& toonz N
Niech &(x) bedzie nastepujacy funkejg zdaniowsg: ‘

Alz) - (f[<a . m.=m

o) 3 (7 <o) [T Ulol=o1)
(_slownie:’ _istnieje liezba porzadkowa & i zbidr skofczony HCA tak:i;,'
Ze » e A; 1 przy tym f(2)=gx dla kazdej furikeji fe GH ))

) Lemat- :5,_Jeéli g jest weajemnie jednoznacenym - preeksstatoeniom
biorw A na siebie, to d(w) ~®(g()) dlas kasdego @edg i katdej liczby po-
reqdkowej £. .

@ - . :
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Dowb6d. Z wed; wynika na mocy lematu 3 g(z) e Ay, Zalbzmy,
e H jest skoriczonym podzbiorem A i ze f(z)=w dla wszystkich 7 G(H).
Jedli fi e G(g(H)), to g7'f19 € G{H), a wiee g-lfg(2)=u, skad wynika, ze
Julg(®))=g(2). Zatem : |

re G(ﬂﬂ»[f (g(@)) =g(x)],

co dowodzi, ze D(g(x)).

Oczywidcie, zbi6r pusty spelnia funkeje zdamiows &, gdyz f(0)=0
dla kazdego f i przy tym 0 eA,. Wynika stad (por. § 4, str. 263), ze funkcja
zdaniowa

M(@) =D(@)- [TI] - [1[Yo € Y1 € ... € Yn € 2> D(y,)]
ng O
(stwierdzajaca, ze x spelnia dziedzieznie funkcje zdaniows &) jest zu-
pelna, a wige okrefla model normalny.

Wykazemy, ze w tym modelu spelnione sg wszystkie aksjomaty
préez VI. Wystarczy . oczywidcie zbadaé tylko aksjomaty IIT—V i VIL

Aksjomat ITI. Zgodnie z twierdzeniem 2 z § 4 (str. 262) wystarczy
okazaé, ze .

3) M(X)— M(S(X)).

Dowé6d. Jedli Xedgp—Ad;, to S(X)CAe, a .VViQO' S(X) e Agys.
Jedli (X)=X, to f(S(X))=8(X), gdys na mocy (1) i wniosku 2

o € f(8(X)) =17 ()  A) = F (' (@) ¢ T)(¥ e X)]
=3 l(@ < /(7)) (F T) e (X)) =w e S((X)).

Wyniké,- stad, ze zbidr S(X) speinia funkeje zdaniows Q): Jesli
YpelYe.. eyne S(X), to istnieje takie ¥, 76 yne ¥ X, a Wiec na
mocey zalozenia, ze X spelnia dziedzicznie funkcje zdaniows &, otrzy-
mujemy P(Y,). o o

Wzér (3) jest w ten sposéb udowodniony.

Aksjomat IV. Zalézmy, ze X ¢ A i M(X). W mysl twierdzenia 3
z § 4 (str. 262) wystarczy udowodnié, ze -

M{g (UCX)- M(U)}.

Przyjmijmy X=Bp[(UCX)-M(U)]. Z X <A wfynika, e X(_TAg,
2 wiee XeAgre. Jeli yge...eyneX, to M(g!n), a wiee Q.i(’yo)', g'dyz. Yn
spelnia dziedzicznie warunek @. Pozostaje wiee ndowodnié, Ze istnieje
zbibr skonczony H taki, ze f(X)=X dla kazdego feG(H).
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Z zalozenia istnieje zbi6r skoneczony HCA - taki, ze f(X)=X dla
kazdego fe G(H). Jefli U e X, to UCX i M(U), skad na mocy lematu 5
wynika, ze dla feG(H) jest (U)CHX)=X i M(f(U)), a wiec f(U)eX.
Podobnie z f(U) e X wynika, ze U eX, co dowodzi, ze f(X)=X, ¢.b.d.o.

Aksjomat V. Niech X bedzie rodzing skoriczonych podzbioréw

-zbioru 4,. Oczywiscie XCA4,, a wige X ¢ 4,. Kazdy zbiér HeX speknia,
funkeje zdaniowa @, gdyz z feG(H) wynika, ze j(H)=H. Podobnie
z aeHeX wynika, ze ®(a). Wreszeie sama rodzina X spelnia funkeje
zdaniows 9, gdyz dla kazdego fe G jest f(X)=X; kazda funkeja f
przeksztatea bowiem zbiory skoriczone w zbiory skohczone.

Rodzina X nie ma elementu nasyeonego, gdy# A non < a. Dowodzi
to, ze aksjomat V jest spelniony w modelu (por. tw. 4, § 4, str. 262).

N Aksjf)mat VIL Zalbzmy, ze @(,y,%,,...,%,) jest funkejs zdaniows,
1 ze spelnione s3 warunki M(X), M(u,), M (), ..., M(un). Zaéimy dalej
Ze dla kazdego = takiego, ze M(z), istnieje co najwyzej jedno y takie zé
M(y) i O(@,9,%y..., %) (kreska oznacza operacje relatywizowania kw7an~
tyfikatoréw do funkeji zdaniowe] M(z)). Przyjmijmy :

Y= 5: [M(y) ,2; D@, Yyt ey ).

. Aby udowodnié, ze aksjomat VIT jest spelniony w modelu, wystarczy
udowodnié, ze M(Y) (por. § 4, twierdzenie 6, str. 263).

Kazdy element zbioru ¥ spelnia funkeje zdaniowa M; jesli wiee
Zoer e eze ¥, to O(z)). Wystarezy zatem okazaé, ze DY), tj. ze

(4) %’(Y € de),
(5) istnieje skoriczony zbiér HCA taki, ze [] [{¥)=TX].

FeGH)
Dowdd warunku (4). Z definicji ¥ wyni 2 Z
oo nku. ynika, ze dla kazdego ye¥
1stn'leje E=£(y) .takle, ze yedg. Jesli n jest liczbg porzadkows przewyz-
szajacy wazystkie &(y), to ¥ CA,, a wiee Yed,y,.

Dowéd warunku (5). Z zalozenia istnieja takie zbiory skoficzone
Hy,H,,...,H,, 2
fsc%)[f(x)=X], m!gqi)[f(u:)-:ui] (1=1,2,...,n).

Przez indukcje wagledem rzedu O latwo e W j
_ wykaza, *
si¢ udowodnié réwnowaznogé 7 b 0w (9 duje

(6) A 67*(w,y,1¢1,‘..,un) =0(2,Y, Uy, ry Up).
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Suma H=H,+H, -+ ...4H, jest skoriczonym podzbiorem A. Jegli
fe@H), to feG(H) (1=0,1,...,n), a wieec # ¢ X =f(z) ¢ X oraz w mysk
(6) i lematu 4 :

O,y Uy, vy ) = O(F(), F(y), Uy, e.ey ).
* Wnosimy stad, ze
Zé(wf%un'“,un) = Zé(a};f(y): Ty «ors Un)y
xeX xeX
a poniewaz M(y)= M(f(y)) na mocy lematu 5, wiee
, T ge¥=f@y)eT,
tj. ¥=HY). . s
Dowéd (5) jest w ten sposéb zakorezony.
Wykazemy wreszeie, ze pewnik VI nie jest spelniony w modelu.
7 pewnika wyboru wynika, jak wiadomo, ze kazdy zbi6r nieskon-
czony daje si¢ roztozy¢ na sume dwu zbioréw nieskoticzonych rozlgeznych.
Oznaczajac wige przez Inf (X) funkeje zdaniows: X jest zbiorem nieskor-
ceonym, czyli przyjmujac

Inf (X)=F {(XC2%) (X=0)- [T 2 [(YF2) (YCZ),

’ moiemf z pewnikéw I—VII wyprowadzié twierdzenie

(M [0t (D)~ 3 SUT; T,=0)Inf () Inf (F,)-(X=T,+ T)T).

Gdyby pewnik wyboru byt sp‘elnionyv w modeln, to i t\ﬁerdzenie‘(T)
byloby w tym modelu spetnione. Inaczej méwige, w systemie (8*) dawa-
loby sie udowodnié twierdzenie

Q{F@)—;};[M( Y,)- M(X,) (¥y ¥p=0) - 1nf (¥,)- Inf (V) - (X=T+ 1)1},

gdzie kreski oznaczajy relatywizacje kwantyfikatoréw do funkeji zda-
niowej M. )

Poniewaz w systemie '(8*) daje si¢ Iatwo .udowodnié implikacja
Inf (X)—1Inf(X), & nadto Inf(4) jest twierdzeniem gystemu (8*) (por..
dowéd, ze aksjomat V jest spelniony w modelu, str.270), wige wno-
simy stgd, ze w systemie (§*) mozna udowodnié twierdzenie:

D [M(Y,)- M(Xy) (Y- ¥,=0)-Inf (¥;) - Inf (¥p) - (A=Y, + Ty)]-

YXJYZ

Z M(‘Yi) wynika istnienie - zbioréw skofiezonych H; takich, ze
[reawy[f(X)= X dla 4=1,2. Obierzmy dowolne elementy z e Y,—H,
i @, ¢ ¥,—H,. Zigodnie z (*) istnieja f e G(Hy) takie, ze f(u;)=, Wobec
f e G(H;) jest H(Y)=TY,, a z drugiej strony 2y=f(m,) € [(¥y)=X¥,, O d.o-
wodzi, ze zbiory ¥, i ¥, zawierajs wspolny element @, whrew zatozeniu.
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Przypuszezenie, ze twierdzenie (T) jest spelnione w modelu prowadzi
zatem do sprzecznosci.
Dowéd twierdzenia 1 jest w ten sposéb zakoriczony.

UWAGI. 1. Obierajac w rézny sposéb grupe G mosna uzyskad
rézne modele, w ktérych spetmione sy pewniki I—V i VII, lecz w ktérych
nie jest spetniony pewnik VI. Modele te moga stuzyé do dowoddéw nie-
zaleznogel (od aksjomatéw I—V i VII) réznych twierdzen, dowodzonych
Drzy pomocy pewnika wyboru. Np. mozna tg metods wykazaé, ze réwno-
wazno$é zwyklej definicji zbioréw skoriczonych i definicji Dedekinda
{por. rozdziat II1, § 9, str. 136) nie moze byé wyprowadzona z samych
tylko aksjomakéw I~V i VII). Mozna réwniez udowodnié w ten sposdéb,
Ze na gruncie aksjomatéw I—V i VII pewnik uporzgdkowania (por. roz-
dzial V, §10, str. 223) nie jest réwnowazny pewnikowi VI, lecz jest
istotnie od niego slabszy 2).

Ilogé réznych zagadnier niezaleznogei, ktére mozna tg metody roz-

. Wigzaé, jest znaczna. Istniejg jednak zagadnienia, do ktérych metods
ta nie da sie prawdopodobnie zastosowad. Jako przyktad podamy na-
stepujace — dotychezas nierozwigzane — zagadnienie: czy twierdzenie

m=m-m dla kazdej nieskoiezonej liczby m

jest réwnowazne. pewnikowi VI (na gruncie aksjomatéw I—V i VII)
<zy tez jest od niego istotnie stabsze?

7

2. Dowdd twierdzenia 1 moina by w taki §poséb  zmodytikowad,
aby nie korzystaé z niesprzecznosei systemu (8%*), lecz z niesprzecznogei
systemu (8). Wynika to stad, ze do aksjomatéw systemu (S) mozna bez
Sprzecznosei dotaezyd aksjomat VITI 2). . ‘

Jefli natomiast wzmocnimy system (8) aksjomatem. ustalajacym
1losé elementéw nie bedacyeh zbiorami, a wige np. jednym z nastepujgcych
aksjomatéw: ‘

(a) zbibr elementéw nie bedacych. zbiorami jest pusty,

(b) zbiér elementéw nie bedacych zbiorami jest przeliczalny,

(¢) zbiér elementéw nie bedgeych zbiorami jest moey continuum,
to otrzymamy systemy, w ktdérych niezaleznofci pewnika VI dowiedd
dotychezas nie potrafimy. W przypadkach (b) i (c) mozna w powstajacych
systemach skonstruowaé modele dla systemu (8), nie speliajace aksjo-

Y A Mostowski, O nisealesnodei definicji skonoeonotei w systems logiki, Do-
datek do Roeznika Polskiego Towarzystwa, Matematycznego 11 (1938), str. 47.

?) A. Mostowski, [ber die Unabhéingigheit des Auswahlawioms vom Ordnungs-
prinzip, Fundamenta Mathematicae 32 (1939), str. 201252, .

iom.
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matu VI, t3 samg metodg, ktéra zastosowaliémy wyzej , ale w modelagh
tych nie 83 spelnione nowe aksjomaty (b) lub (c), wobec czego nie uzy-
skujemy zagdanego dowodu niezaleznogei. }

W zwigzkn z tym nie umiemy tez dotychezas udowodnié nieza-
leznofci (od pewnikéw I—V i VII) zadnego z twierdzet nastepujacych:

{i) Jedli X= ¢, o istnieje relacja dobrze porzadkujaca zbiér X,

(i) Jedli X=2¢, to istnieje relacja porzadkujaca zbiér X,

(i) <N, .

(iv) Istnieja liezby nieosiggalne m<c,

i wielu innych. B

) Wykazanie niezaleznodci tych twierdzen od pewnikéw I—V i VII
nalezy do najwazniejszych w tej chwili zagadnien podstaw teorii mnogosei.

§ 6. Niesprzeczno$é pewnika wyborul). W obecnym para-
grafie zajmiemy si¢ wykazaniem, ze jeli system (S) bez aksjomatu VI
jest niesprzeczny, to pozostanie on-niesprzeczny po dolgczeniu aksjo-
matu VI. Rozpatrzymy w tym celu pewien rodzaj modeli no_rmalnyeh.

" Oznaczad bedziemy przez (§) system powstajacy z (8) przez od-
rzucenie pewnika wyboru. o : .

Niech F' bedzie przyporzadkowaniem, na mocy ktérego kazdej
liczbie porzadkowdj a odpowiada rodzina zbioréw .F¢._ Zalézmy, Ze spel-
nione sg warunki hastepitjgce: :

k(l) ‘ F.CFp i Fo:Fy -dla m;ﬂ,
(2) Fy= 2 F; dla liezb A granicznych,
. i< o :
3) jedli’ X eFy, to XCF,,
(4) dla kazdego « istnieje takie f>a, Ze FxeFy,
.(5) istniejy takie «a, ze 0 e Flav - -

. Niech: &(z) bedzie funkeja zdaniowa&:' ) ‘
® o ZweR)
7 (3) i (5) wynika, ze funkcja zdaniowa difai') jest zupeina, a zatem'

okre§la ona model normalny. Nazywamy go modelem §p§gjglpy¥n wy-
znaczonym przez przyporzadkowanie F.

6 b i B i hoice and of the gmmhzed
1) Por. K. Godel, The consistency of the awiom of chot L of the alis
continuum-hypothesis with the awioms of sei-theory, Annals of Mathematics Stwdies 3,
Princeton 1940.

Kurs Teorii Mnogosci.
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. Jak . wykazemy, wysbarczy, aby zbiory Fa speinialy pewien bardzo
prosty warunek, aby w modelu specjalnym wyznaczonym przez przy-
porzadkowanie F spelnione byly wszystkie a,kSJomaty gystemu (S) poza —
byé moze — aksjomatem wyboru VI.

TUiywaé bedziemy nastepujacej symboliki:

Kreska nad funkeja zdaniowsg oznaczaé bedzie relatywizacje kwan-
tyfikatoréw do funkeji zdaniowej O(w). Wskasnik f przy funkeji zda-
niowej oznaczaé bedzie relatywizacje do funkeji zdaniowej @ ¢ Fp.

Niech ¢ bedzie przyporzadkowaniem, na mocy ktérego liczbie po-
rzgdkowej a odpowiada Hezba porzadkowa g(a). Przyporzaydkowa.me takie
nazywamy rosnqeym, jeshi

a<f— g(a)<@(f).

Liczbe graniczna o nazywamy osobliwg dla przyporzadkowania g,
jesi czyni ona zado$é¢ warunkowi

f<a—> p(f)<a.

TLemat 1. Dla kaidego przyporzadkowanisa rosngeego ¢ 4 kaidej
liczby B istnieje liczba osobliwa a> f.
Dowéd. Przyjmijmy

Bo=B+1, Bi=9(fo)s - ﬂn+1=qo(ﬁ,.)‘

Cigg ten jest rosnagy. Niech a bedzie najmniejsza liezba przekra-
ezajgcy wezystkie B,. Jest to oczywiscie hczba, gramczna wieksza od §i

< a—>.§ 5<ﬂn)'—>n2 (P(8) < Bas1) = p(E) <

Lemat 1 jest. w ten sposéb udowodniony.

Twierdzenie 2, Dla dowolnej funkeji zdaniowej O(w,y,...,2) istnieje
prayporzadkowanie rosnqce ¢ takie, ze w systemie (8') daje sig udowodnié
twierdzenie nastepujaoe: jesli B jest liczbq porzadkowa, @,y,...,2 eFg i a jest
liczbg osobliwg, dla prayporzedkowanie ¢ taka, 2e a>f, to

) O(,y, . 2) = Ou(@,Y;-y2)-

~Dowéd. Jefli O jest funkejgy zda.mowaé bez kwantyflka,torow, to
przyjaé mozemy jako ¢ przyporzadkowanie tozsamosciowe, tj. takie,
e p(£)=¢ dla kazdego &. Istotnie, w tym przypadku zaréwno 6(,9,...,2),
jak Oa(z,y,...,2) 83 réwnowazne O(z,y,...,z).
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Zatbzmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla funkeji zdaniowych
0(@,y,...,2) i 6D (w,y,...,u,p,...,s). Istnieja zatem prayporzadkowania
rosnace ¢ i ¢, takie, ze dla dowolnych @,¥,...,2, p,...,s ¢ Fg 1 dla kazdej
liczby a wzgl. o osobliwej dla przyporzadkowania ¢ wzgl. <p1 daje sie
udowodnié w systemle (8’) réwnowaznosé (7) wagl.

(8) @“)(w,...,u,p,...,s)E@&f(w,‘..,u,p,...,s).
7 (7) wynika w (8’) réwnowaznosé

é’m,y, )= @;(09,?/, "'72)3

ktéra §wiadezy o tym, ze twierdzenie jest stuszne dla funkeji zdaniowej 6,
Niech y(£)=¢(£)+gy(£). Przyporzadkowanie to jest rosngce, gdyz

E<n—[p(&)<e)]- [ &)< eu(n)] = [@(&)+ e E)<@ln)+ulm)].

Niech o> p bedzie liczba osobliwg dla przyporzadkowania p. Jesli
E<a, to @(E)p(d)<a i g(&)<yp(E)<a, co dowodzi, ze a jest liczba
osobliwg dla przyporzgdkowan ¢ i ¢; a wiec dla dowolnych «,y,...,2,
P,...,8 eFlg zachodzg réwnowaznodei (7) i (8). Wynilkh z nich réwnowaznosé

[B(@, Yy 0y 2)FOD (@, ey Dy evry8)] = [Oa(@, Yy vy D)+ OP (@ 0y hy Pyery )]y

ktéra dowodzi twierdzenia dla funkeji zdamowe] 0+069,

Pozostaje wykazaé, ze twierdzenie jest prawdziwe dla funkeji zda-
niowej Z.0(x,y,...,2), ktéra dla skrétu zapiszemy jako ¥(y,...,2).

Konstrukeja przyporzadkowania , spelniajgcego dla funkeji zda-
niowej ¥ warunki wymienione w twierdzeniu, przebiega jak nastepuje.
Niech g bedzie dowolng liezba porzadkows. Rozpatrzmy uklady ¥,...,2eFg,
dla ktérych ¥y, ...,2). Dla kazdego takiego ukladu y,..,z istnieja wiec
& i weFy takie, ze O(m,y,...,2). Najmniejszg z liczb & o tej wlasnosel
oznaczymy symbolem &(y,...,2). Niech {(8) bedzie najmniejszg liczba prze-
kraczajaca wszystkie liezby postaci #(y,...,2), gdzie y,...,# ¢ Fg, i niech

" p(B)=L(B)+o(B).

Bez tfuduoéci‘wyka,zujemy, se B<p—L(B)<l(p,). Poniewaz ¢ jest
z zalozenia przyporzgdkowapiem rosngeym, vgi@c B< pr—>v(B)<p(B1)s
tj. przyporzadkowanie y jest rosngce.

“Niech « bedze liczba osobliwa dla tego przyporzadkowania taks,
7e a>p i zaléimy, 28 y,...,z ¢ Fa. Liczba a jest osobliwa dla przyporzad-
kowania g, gy E<a—>plE)<ylf)<e.

Jedli Ply,...,2), to istnieje takie £ (mianowicie &=y,...,2)), 26
dla pewnego @ ¢ F; jest .

9 O(@,Ys0eny8).
18*

e
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7 definicji przyporzadkowania { wynika, ze
E<(f<v(p),
zad p(B) < a, gdyz o jest liezby osobliwg dla y, a f<a. Wobec (1) wynika

stad, ze weFa. Z (7), (9) i z uwagi, 7 #,4,...,2 e Fuax(ep & o jest liezhy

osobliwg dla przyporzadkowania ¢, przy czym o>§& i a>f, wynika, e
Oul(2,Y,...y2).

Wobec tego, ze @ eFo, wnosimy stad, ze Zy[(ZcFq) - Ou(®,Y,...,2)],
tj. ze Yel(y,...,2). Zatem

(Y, ooy )= Pally eey?).

Zatbimy, ze Pu(y,...,2), tj. ze istnieje takie © e Fq, 26 O(2,Yy,...,2).
Poniewaz a jest liezba graniczng, wige zgodnie z (2) istnieje takie £<a,
7e ¢ € F;. Wynika stad, ze jefli y=max (§f), to #,9,..,2eFy 1 y<a. Z(7)
wynika wige wobec 04(2,7,...,2), ze O(2,Y,...,2), & zatem ¥(y,...,2). Udo-
wodniliémy wiee, ze -

Yaly,. 42)—> Hy,...,2),

¢o lgeznie z udowodnions wyzej implikacjg odwrotng daje zadana row-
nowaznosé )

Yy ens?) = Pal(y, ..y ®).
Twierdzenie 2 jest wige udowodnione catkowicie.

Lemat 3. Jesli O(w,y,..,2) jest dowolng funkcjg 2danmiowq, to
w (8') daje sig udowodnié nastepwjace twierdzenie: jesli a jest liczbq po-
reqdkowa i ®,Y,...,% € Fa, 10 :

* C Ba(®,9,2) = 0u(,;...,2).

Funkeja zdaniowa @, powstaje wiet z @ przez podwojng relatywi-
zacje kwantyfikatoréw: najpierw do funkeji zdaniowej #eF., a potem
do funkeji zdaniowej @(x).

Dowdd. Twierdzenie jest oczywiste, jesli © jest funkeja zdaniowa
bez kwantyfikatoréw, gdyz wtedy operacje relatywizowania 6, i @, nie
zmieniaja w ogéle tej funkeji zdaniowe;j.

Zal6zmy, ze twierdzenie zachodzi dla funkeji zdaniowych @(z,y,...,2)
i O0(s,...,u, ¢,...,8). Précz (*) zachodzi zatem dla dowolnych w,...,u,
gy...yS € Fp TOWDOWAZDOSE

(**) 0L (@,..yt, 4,y 8) = OD (2, ..., 1, g, ..., 8).
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Z (*) i (**) wynikaja réwnowaznosci

) . éix(myf'/r-’)z)E@;(%y:'--yz):
(Ou(@, Yy ey 2) + D@, ..., u, g,..8)] = [0(®,Y,...,2) + 0D, ..., u, ,...,8)],
tzn. ze lemat jest prawdziwy dla funkeji zdaniowych @' i @4+60.
Pozostaje zatem rozpatrzyé funkeje zdaniowa ¥(y,...,2) postaci
Z0(@,Y,..,2). '
7 definicji wynika, ze
y}a(:‘h ) =2 [D(z) - (2 EFu)‘('_)u(m:?/r“:z)]i
Wa(yens?) = Ze[(@ € Fa) - On(,,...,2)].
7 (*) wynika wiee, ze

Doy ry) = Pall, 0y ),
gdyz (# e Fq)— D(z) wobhec (6).

Twierdzenie 4. Na to, aby w modelu specjalnym byly spelnione
aksjomaty I—V 4 VII potrseba i wystarcza, by moina byto w (8') udowodnic,
2e dla dowolnej fumkeji adamiowe] O(t;uy,...,us), dla dowolnej liceby porzad-
kowej o i dla dowolnych uy,...,us € Py 2bidr
(*+*) ' b=t o) Oultity-..,1)]

spetnia warunek B(D), ten. warunek Zg(b <Fe).

_Dowéd. Koniecznosé Z aksjomatéw I—V i VII wynika pewnik
podzbioréw (por. rozdziat IT, § 4, str.51). Jedli wiee aksjomaty te sg
spelnione w modelu, to réwniez spelniony jest pewnik podzbioréw. Znaeczy
to, ze jesli @ jest zbiorem takim, ze P(a), za§ P(t;wy,...,w;) dowolng
funkeja zdaniows i jesli ®(wy),...,H(w;), to istnieje taki zbiér b, ze O(b) i

(10) [1{0(t)—[(t € b) = (¢ € @)- P(t301,..., 00 ]}-
" t
Wzér (10) daje sie uproscié na podstawie twierdzen (i), (ii) z § 4

(str. 261) i zalozer ®(a) i O(b). Otrzymamy wowezas

T11(t €b) = (¢ €0)- Pt 0y, w)],

1
czyli _

b=Fl(te @) - Pty w)]-
3

Przyjmijmy za ¥(t;wy,..,w1) funkeje zdaniowa Og(t;uy,...,Ur) tra-
ktujae F, (wystepujace w Oa) jako jeden 7z parametréw w,. Z lematu 3
wynika, ze _ :

@,,(t;u;l,.‘.,uk)E@a,(t;ul,‘..,uk).

Zbidr b 6kreé10ny wzorem (*,*) spelia wiec warunek &.

FsEma e e R
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Dostatecznosé. Zaldzmy, ze spelniony jest warunek wymieniony
w twierdzeniu 4. Wystarczy udowodnié, ze w modelu sg spelnione aksjo-
maty III-V i VIL -

Aby dowiedé, ze spelniony jest aksjomat III, nalezy wykazaé (por.
§ 4, twierdzenie 2, str. 262), ze &(X)—> B(S(X)).

Zalézmy w tym celn, ze X eF;. Ze wzoru (3) wynika, ze kazdy
element X jest zawarty w Fy, a zatem S(X)CF,.

Oznaczmy przez A(t, X) funkeje zdaniows

Slte D) (¥ X)),
Zgodnie z zalozeniem zbiér
Z=F(t<Fy)- 452, X)]

speinia funkcje zdaniowy .
Mamy jednak '

Aglt, X) = JU(T eFy)-(6 T)-(¥ e X)),
skad wobee wzoru (3) dla zbioru Fg i zalozenia X ¢ Fy wynika
44, X) = St V)-(¥ < X)] =t 8S(X)1.

A wige Z=F;-8(X)=8(X), co wabec ®(Z) daje &(8(X)), ¢.b.d.o.

Aby udowodnié, Ze spelniony jest aksjomat IV, zatézmy, ze X I,
i przyjmijmy

P=]U§'[(UCX)-¢(U)].
i Nalezy wykazaé (por. § 4, twierdzenie 3, str. 262), ze B(P), tj. ze
istnieje takie B, ze P ¢ F.

Kazdy element zbioru P nalezy do pewnego F,. Niech ¢ bedzie

liczbg porzadkows wieksza od kazdej z tych liczb 5. Dla liezby ¢ zachodzi
zatem inkluzja P CFy, ktéra dowodzi, ze

(11) ) P——-[l]{' [(UeFy) - (UCX)].
Oznaczmy przez B(T,X) funkeje zdaniows
[UT < 1)~ (¥ e X))
Zgodnie z zalozeniami twierdzenia zbi6r
Q=£‘,‘[(T5F;)~B;(T,X)]
spelia funkeje zdaniows @.
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Wykazemy, ze P=@. Istotnie, z (3) wynika, ze
UeF;—>[(YeU)=(YeF;)+ (YD),
a zatem na mocy (11)
| UeP=(UcF)-(UCK)=(U < Fy). [I[(T «U)~>(¥ e X)]
. E(UeF;%IK][(Y «Fy)- (Y eU)—>(Y e X)]
=(UeFy)-By(U,X) =T eQ.

Zatem wzbér &(Q) daje P(P), ¢.b. d. o.

Aby sprawdzié, ze spelniony jest aksjomat V wystarczy wykazaé,
e istnieje rodzina zbioréw X bez elementu nasyconego taka, ze O(X):

W mysl (4) dla kazdego & istnieje n takie, ze #>& i IL[({<§)—
—(FyeFy)]. Oznaczajac najmniejsza z tych Lezb 7 przez (&) otrzymu-
jemy przyporzgdkowanie niemalejace i takie, ze &<g(£).

Przyjmijmy o=, o=¢(a)+1, ea=(a)+1,... Ciag ap jest wiee
rosngey. Niech g bedzie najmniejsza liczba porzadkows przekraczajaca
wszystkie a,. Oczywiscie p jest liczba graniezng i

(12) E<f—>3 (E<an) >3 (&) < plan) > 3 (9(E)<ones) > p(E) <.

Zhiér Fg spetnia wobec (4) ‘warunek @(Fy). Wykazemy, Ze nie ma
on elementu nasyeconego. Istotnie, jesli X e Fp, to zgodnie z (2) i uwaga,
28 B jest liczbg graniezna, istnieje takie g<p, 26 X eF;. Poniewas za
FyeFyp, wige ze wzoru (3) wynika, ze X CF}CFye, przy czym X %F,(g),
gdyz z (1) wnosimy, ze Fz+Fyg. . -

7 (12) otrzymujemy @(£)<f, a wiec tez @(p(&))<p. Poniewaz zad
‘ng(g) EFW(QCFg, wiee

XChypeFs i X+Fop,

co dowodzi, ze' X nie jest elementem nasyconym zbioru Fa.
“Wykazemy wreszcie, ze speiniony jest aksjomat VII. )
Niech @(@,y; ay,...,ax) bedzie funkeja zdaniows o k42 zmlenn_yojh

wolnych; U—zbiorem takim, ze &(U). Zatbzmy, ze @(a}),...,di(a.). Istnieje

zatem taka liczba &, Ze .

T, tyyeeey Ok 5F§'

Zatézmy, ze dla- kaidego o takiego, ze D(2), ist‘nita!'e c0 najwyzej
jeden element y taki, ze O(y) i O(w,y; Oy, ..., G). Przyjmijmy

(13) V= E{0@) 3@ ¢ U)-B0@,; G- w1}
v x
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Zgoduie z twierdzeniem 6 z § 4, str. 263, dla dowodu, ze pewnik VII
jest spelniony w modelu, wystarczy udowodnié, ze &(V), tj. ze istnieje
liczba 7 taka, ze VeF,. ~ . :

W tym celu zauwazmy przede wszystkim, ze istnieje liczha ¢>¢&
taka, ze VCFy. Istotnie, kazdy element zbiorn V nalezy do pewnego F,;
wystarczy wiee obraé za £ liczbe przekraczajaca & i wszystkie liezby 7.

Wezmy dalej pod uwage funkeje zdaniows

J‘2[(w eU)- @@,g; Gyy ooy Og)],

ktiérg dla krétkofei zapiszemy jako I'(U,y; ay,...,a5).
Zgodnie z twierdzeniem 2 istnieje liczba porzadkowa a>{ taka,
ze dla U,y, ay,..., a3 ¢ Fy zachodzi réwnowazno$é

. f(U,fl/; alr--y“lz)&f'u(U’f’/‘; Gy 2oy Bp),
czyli

JP@)-(@e U)-0(2,y; ar,...,wa)] = (U945 .., ).

Po lewej stronie mozemy opufcié czynnik @(2) pod kwantyfika-
torem, gdyz z &(U) wynika wobec zupelnosei funkeji zdaniowej &, e
(2 e U)—d(x). Otrzymujemy wiec réwnowazno§é

U@ e 0)-6(@,y; ayy...,03)] = Te(T,y; tn, .., az),
z ktérej wynika réwnodé
(14) g’_{(y eFu)-g'[(ﬂveU)’- O(a,y; %---,ak)]}=§[(y eFo) - To(U,y; 04,0, )]
Zgodnie z zalozeniami twierdzenia zbiér
0=§[(y*eFa)-1‘a(U,y; G1yeery )]

speinia funkeje zdaniowa @. Z (13) i (14) wnosimy, 2 -

: j y, ze OC=F,- V=V
gdyz VCF:CF,. Otrzymujemy stad &(V), e. b. d.o. ’ ’

Defimicja 1. Rodzina zhioréw X Jjest zupelna, jeli X e X XCX.

Def_’m'ifzi-a 2. Dla kazdej zupelnej rodziny X 0znaczamy przez
F(X) najmniejsag rodzine funkeji taka, ze:

’1. Kaaz'dai ful‘lkcja; nalezagea do &(X) ma skoliezong liczbe argu-
mentéw przebiegajacyech X i wartosei jej sa podzbiorami X.

2. Fankcje (jednoargumentowe) Fi @ takie ze Fla)= =
dla katdego a < X, naleis, do F(x), 0= Gla={a)

icm
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3. Jefli funkeja F(ay,a,,...,ax) nalezy 'do F(X), to kazda funkeja
powstajagca z F przez utozsamienie (wszystkich lub niektérych) argu-
mentéw, jak réwniez kazda funkeja powstajaca z F przez dowolne per-
mutacje argumentéw tez nalezy do F(X).

4. Jezeli funkeje F(ay,..,az) i G(by,...,bs) nalezg do F(X), to
nastepujace funkeje H, K, L tez nalezg do &(X):

H(ay,...,05) =X —F(ay,...,a3),
K(a,l,...,a,h, bl,...,bk)—__—-F(al,...,ah)-G(bl,...,bk),
L{ay,...,ap) = %F(al,...,ah).

a, €.

Rodzina F(X) jest oczywideie przeliczalna. Mozna bez trudnodei
zdefiniowad ciag nieskoriezony utworzony ze wszystkich jej elementéw.

Fankecje nalezace do rodziny &(X) sa matematycznymi odpowiedni-
kami funkeji zdaniowych zrelatywizowanyeh do funkeji zdaniowej # ¢ X.
Wynika to z nastepujacego twierdzenia: :

Twierdzenie 5. Niech X bedzie rodeing zupetng, K rodzing zbio-
réw postaci F(ay,...,an), gdzie F e F(X), 208 ay,...,ape X. Prey tych zato-
zeniach mosna dla kasdej funkeji zdaniowe] O(t; uy,...,un) udowodnié w sy-
stemie (8'), 26 ~

‘ v E[(mGX)'QX(w; a'lr",“h)]sK:

gdzie symbol Ox oznacza funkeje zdaniowq O o kwdntyfikatorach zrelatywi-
zowanych do funkeji zdamiowe] » e X.

~ Dowé6d. Twierdzenie zachodzi dla funkeji zdaniowej O ksztattu
teu,, gdys whedy Bi[(s e X)-Oxle,0)]=X a;=a, za$ funkeja Fla)=a
nalezy do rodziny & (X). Podobnie wykazuje sie, ze twierdzenie zachodzi
dla . funkeji zdaniowe] O ksztatu t=wu,. Bowiem E,[(z eX)~9X(m,.wl)}=
—B(0eX)-(v=a,)]={a} < K. o

Zatéimy, ze twierdzenie = zachodzi dla funkeji zdaniowych

OW(t; Uy, ..., up) 1 OB (85 vy,...,v1). Wynika stad, ze

) Fl@ e X)-09(0; tyy oyt =Fa; .., ),
(i) Fl(@eX) 0% (w; by, .., b)) = G{by, ... bi),

édzie F i G 83 pewnymi funkejami nalezacymi do rodziny &(X).
7 (i) wynika, ze _
E {(” eX) [@%)(m; a’11'--za'h)]’}:'x—-zﬂ(aﬁ’--',a'h)v

a wige tvs;ierdzenie zachodzi dla funkeji zdaniowej [O®T'.
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zdaniowej 0@, Zalozmy zatem, ze

OB =00 (4 y,, ..., up),
OO = OBt uy, ..., 45, Vj11,.00,08),
) oL O =0(1; tyy..cyUn, Vi, eer, Vg):
Przyjmijmy N
B=§'[(w € X)' @x(w; @y, ....,d},, b].]_], ...,bk)].
Poniewas 0=01.0®), wieo

B:xE[(meX)-G)f})(m; tyyo0n)] B (@ € X) 09 (35 @y, ..., 0, Brity e ba)].

Wynika stad na mocy zatozer (i) i (ii), ze
B=F(a1, ..,‘, ap) G(al, veei gy bj.;_i, ooy DR)-

Zgodnie z punktami 3 i 4 definicji rodziny #(X) wynika stad, ze

B ¢ K. Istotnie, funkeja '
F(al,...,a,;,)- G(al,...,a,_,, b]+1,...,bk) .

Ppowstaje z funkeji o h--% argumentach Flay,...,00) G(by, ..., by) przez
.atozsamienie pewnych argumentéw.

Rozpatrzmy wreszeie funkeje zdaniows 0=2,,j@(1). Z (i) wynika, ze

§E(“’ € X)Ox(; @y, ey s, G,y )] =3 Fay, .. az),
. a6 X ‘

@ wiee zbiér ten nalezy do K na moey 3 i 4.

Twierdzenie 5 jest wiee udowodnione catkowicie.

Twierdzenie 6. W systemis (8') moéna udowodnid istnienie modely
-specjalnego, w kidrym spelnione sq wszystkie aksjomaty systemu (8) lgcenie
2 aksjomotem V1. )

Dowéd. W calym ponizszym dowodzie powolujemy sie tylko na
aksjomaty systemu (§8”), tj. nie korzystamy z pewnika wyboru.

Niech R bedzie jakakolwiek relacja dobrze porzadkujaca swe pole,
ktére oznaczymy przez €. Zalésmy, ze elementami ¢ 83 zbiory i ze
XeC—>XCO (tj. ze O jest rodzing zupels).

Jefll Xe 0 i X jest niepusty rodzing zbioréw rozlgeznych i nie-
pustych, to przez I'y(X) oznaczymy zbiér, ktéry ma z kasdym ze zbio-
16w ZeX dokladnie jeden element wspélny, a mianowicie ten element,
Kktbry jest najwezesniejszy w Z ze wzgledu na relacie B, Jesli X i B nie -
spehiaja wymienionych tu zalozen, to DPrzyjmiemy I'e(X)=0.

icm

Rozpatrzmy nastepnie funkeje zdaniowg O=00 .00, Aby rozumo-
waé w przypadku zupelie ogélnym zalézmy, ze zmienne wolne funkeji
zdaniowe] OO czedciowo’ pokrywaja sie ze zmiennymi wolnymi funkeji
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Oznaczmy przez C* zbidr skladajaey sie:

(i) ze wezystkich zbioréw F(ay,...,as), gdzie F jest dowolng funkeja
o k argumentach, nalezaca do F(C), i ay,...,ar ¢ C,

(i) ze wszystkich zbioréw I'p(X), gdzie X e C.

Udowodnimy,. ze

(15) - ocey,

- (16) CeC*

Istotnie, jesli A <0, to biorac za F funkeje Fy(w)=, otrzymamy
F(A)=A, co dowodzi, ze A e C*. Biorac zaé za F funkcje 0—a-(C—2),

.otrzymamy F(z)=0, skad wynika, ze 0« C*

Zbiér C* spelnia warunek X e O*-—>XCC*. Istotnie, jeSli U e 0¥,
40 U jest albo podzbiorem C, albo U=TIg(X), gdzie X e C. W obydwu
wypadkach UCC, gdys I'r(X)C8(X), 8(X)CC, bo 2z geXeXe( wy-
nika % € C. ] o

Zbiér U e C* nazwiemy -zbiorem pierwszego rodzaju jesli ma on po-
staé (i) dla pewnej funkeji Fe&F(C) i pewnych a,l,..'.,ake‘ C. Z‘blér, ktéry
nie jest pierwszego rodzaju nazwiemy ebiorem drugiego 'roc.lza;fu. . .

Wszystkie funkeje nalezgce do F(0) mozemy ustawié w cigg nie-
skonezony ) ‘
(17) Py FyesFnyene

Mozemy przyjaé, ze pierwsza funkcja w ciagu (17) jest_Fl(m)=.c.v.
Kazdemu zbiorowi U pierwszego rodzaju przyporzadkujemy naj-
wezefniejszg funkeje z ciagu (17), dla ktérej przy pewnych ay,...,axeC
zachodzi réwnosé ‘
(18) U=F(ay...,02).

j iczni dla ktérych za-
Porzagdkujge leksykograficznie uklady‘ (a,l,...,ak),. 2
chodzi réwnoéé (18), przyporzadkujemy kazdemu U’ pierwszego dl:"dz?mf
jednoznacznie funkcje ¥ i uklad (ay,...,as), dla kbtorych zachodzi réw:
1086 (18). : ‘ . o
l(T eé{i U <0, to najwezedniejsza funkeja, dla ktdrej zafcl.lodm wzor (1§),
jest Fy, a uklad (ay,...,as) redukuje si¢ do jednego zbiotu U. Istotnie,
F U = U. . . . =z
. )Niech o bedzie relacja porzadkujaca leksykograimzr.ue tzb:losx;; a13a,
wezystkich uktadéw (Hy,ay,...,ar), gdzie 0y,...,0p € 0. Relacja ta

. dobre uporzadkowanie zbioru 3, jak to wynika z wiasnogei uporzadko-

ania leksykograficznego. . . o
" nlJeéli SIrT jgst zhiorem drugiego rodzaju nalezacym .do ¢, to {stme]ek
"X e 0 takie, e U=Ig(X). Kazdemu zbiorowi U drugiego rodzaju mo-
! -
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zemy wiee przyporzadkowad najwezesniejszy zbiér Xe 0, dla ktérego
U=Ig(X). '
Definiujemy teraz nastepujaca Trelacje  RB* miedzy elementami
zbioru C*: UR*V zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy U,V e O* i gdy
spelniony jest jeden z nastepujacych warunkéw:

(19) U jest pierwszego rodzaju a V drugiego;

(20) U i V sa pierwszego rodzaju i ukiad (Fy,4y,...,az) przyporzadko-
wany zhiorowi U pozostaje w relacji p do uktadu (F,af,...,a7) pray-
porzgdkowanego zhiorowi V;

(21) 'TiV sa drugiego rodzaju i rodzina X, przyporzadkowana zbio-
rowi U pozostaje w relacji B do rodziny X, przyporzadkowanej
zbiorowi V.

Relacja E* dobrze porzadkuje zbiér C*. Istotnie, relacja ta ustala
uporzgdkowanie zbioru wszystkich elementéw plerwszego rodzaju po-
dobne do uporzadkowania, jakie relacja ¢ ustala w pewnym podzbiorze
zbioru 3. W zbiorze elementéw drugiego rodzaju relacja R* ustala upo-
rzadkowanie podobne do uporzgdkowania, jakie relacja B ustala w pew-
nym podzbiorze 0. Poniewas relacje p i R dobrze porzadkuja swe pola,
wiee B* ustala istotnie dobre uporzadkowanie zbioru C.

Niech B, i R, beda dwiema relacjami porzadkowymi.

Méwié bedziemy, ze relacja B, jest zawarta w Ry, jesli pole R, jest
odcinkiem pola R, i dla dowolnych %,y zachodzi wynikanie ley»mRzy_

Wykazemy, ze relacja R jest zawarta w R*. Istotnie, pole C re-
lacji R jest podzbiorem pola C* relacji R*. Jesli 2Ry, to o iy sg ele-
mentami €, a wiec tez elementami pierwszego rodzaju zbioru C*. Przy-
porzagdkowane elementom z i y uklady (Biy 0y ey ap) 1 (Fy,04,...,af) 82 réWne
odpowiednio (Fy,x) i (Fyy), co dowodzi, wobeec #Ry, ze zR*y.

Z okreflenia relacji B* wynika przy tym, ze je§li U poprzedza w O*
zbibr nalezacy do O, to U musi samo nalezeé do 0. Zatem zbidr C jest
odeinkiem C*, e. b. d. o.

Niech X bedzie rodzing relacji dobrze uporzgdkowang przez sto-*
sunek zawierania.

Bez trudnodci dowodzi sie, ze jedli wszystkie relacje nalezgee do
rodziny ¥ dobrze porzadkuja swe pola, to suma § wszystkich relaeji
(pojmowanych jako zbiory par uporzgdkowanych) nalezgcych do XY,

tez dobrze porzadkuje swe pole i pole to jest sumg pél relacji nalezg-
cych do ¥, -

icm

" jgtnieje przyporzadkowanie R takie, ze
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Stosujac twierdzenie o indukeji pozaskoneczonej wnosimy stad, ze

(22) ‘ Ry={<0,03},
23) Rya=RE,
(24) R;=2'R, dla liczb granieznych 1> 0.
n<a
Niech Fg bedzie polem relacji Rg. Z (22) wnosimy, ze
(25) - . Fo=0,
za§ z (23) 1 (24), Ze )
{26) Fe1=FE, L
oL ¥;,=237F, dlaliczb granicznych 4> 0.
: 2

Wynika stad na moey (15) i (16), ze )
(28) ) F;CFﬂ i Fgqu dla &<

Wykazemy przez indukeje wizgledem &, ze nie zachodzi zaden zwig-

taci :
zek postaci Fye¥,eTyeoeTaehy

Istotnie, dla £=0 zaden taki z?vi.adzék .zachodzié nie mozt:z,k gd;zfze
F,=0. Praypudémy, ze p jest.najx%lme]sza liczbg porzadkows 2,
dla pewnyth Y,,..., Y zachodzi wzlr .

' F”eyle...eYkEFy.
Gdyby » bylo liczba graniezna, o mielibyémy dla pewnego &<p
' S FueYie..eYpele

skad wobec (28) wynikatoby, ze
} FrePueYie..e YpeFy;
okreéleniu liczby . E o 7
Wbrevédyby natomiast x bylo postac »+1, to mlehbyém3
) . F‘,eYIe...eY;,eF:,
; biorem zbioru F,, badZ tez ma
ikato se Yy jest badz podz ) .
Sp]?sgazv y;ﬂ;;) b};dzie X ¢F,. W obu przypadkach wnosimy stad, Ze
R y 7 . ‘

dla pewnych Zy,...,Zn jest
dla p ¥ v 1900y : FHEZIE“.GZ}IEF”’
2 wiec wobec (28) By eBucZoc < Tnelo.

0 §é inicja liczby u.
Otrzymujemy w ten spos6b zn6w sprzecznosé z definicja liczby

o R T S A T

i

-
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Z udowodnionego w ten sposéb twierdzenia wynika na mocy (28)

wzér ’
(29) . Fe Feya.

Przez indukeje wzgledem & dowodzimy, ze
(30) X eF:— XCFe.

Istotnie, jesli a jest liezba porzadkows i wzér (30) zac]iodzi dla é<a, -

to badi Fo=Fy1=F§, badi tez Fo=2ZL,cxF,. W obu przypadkach
zachodzi wzér (30) dla &=aq; jest tak w pierwszym przypadku, bo jesli
O spenia ten warunek, to i C* go spelnia; jest tak w drugim przy-
padku, gdyz suma rosnacej rodziny zbioréw spelmagaeeych warunek (30)
spelnia tez ten warunek.

Wzory (25)—(30) stwierdzaja, Ze zbiory F; czynia zadofé warun-
kom (1)—(5). Zbiory te wyznaczaja zatem model specjalny.

Wrykazemy, ze jesli o jest liczba porzadkowa, O(f; uy,...,uz) dowolng
funkejg zdaniows i uy,... %z € Fla, to

B=F[(t ¢ Fa) Ou(t; tyy oy t)] € Foys.

Istotnie, z twierdzenia 5 wnosimy, ze istnieje funkeja @ o k argu-
mentach nalezaca do rodziny &(F.) i taka, ze B=G(uy,...,us), 60 zgodnie
z definicjg operacji X* i ze wzorem (26) dowodzi, 2& B e Fyyy.

Na mocy twierdzenia 4 w modeln specjalnym wyznaczonym przez
zbiory F, spelnione sg wszystkie aksmmaty systemu (8) z wyjatkiem,
byé moze, pewnika wyboru VI.

Aby udowodnié, ze i pewnik wyboru jest spelmiony w tym modelu,
wystarczy wykazaé, ze dla kazdej rodziny X0, zlozonej ze ‘zbioréw
rozlgeznych i niepustych, z warunku X eF; wynika, ze istnieje liczba 7
i zbi6r Y ¢ F, zawierajacy dokladnie po jednym elemencie wspbélnym
z kazdym ze zblorow nalezacych do X (por. § 4, twierdzenie 5, str. 262).
Ot6z zbiér I'y(X) ma dokladnie po jednym elemencie wspélnym z kag-
dym ze zbioréw nalezageyeh do X, a nadto I'x(X) eFf=Fry4.

Twierdzenie 6 jest w ten sposéb udowodnione, przy czym w do-
wodzie jego nie korzystaliémy z pewnika wyboru.

Z udowodnionych twierdzer wynika tatwo zasadmezy wynik tego
paragrafu: . .

T'ww'rdzeme 7 Jesli aksjomaty I——V i VII nie zawieraja sprzece-
nodeiy to ¢ system (8) oparty na aksjomatach I-VII réwnies nie cawiera
spraecznoder.

Dowéd. Przyjmujémy ‘w twierdzeniu 1 z § 2 (str. 258) za (N)
system (8'), a za (T) system (8) i stosujemy therdzeme 6.

i

@
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7 twierdzenia 7 wynika, ze konstrukeje wykonywane przy pomocy
pewnika wyboru nie prowadza do sprzecznofei przy zalozeniu, Ze nie
tkwi ona w pozostatych aksjomatach. Nawet wige nie przyjmujac pew-
nika wyboru mozna korzystaé z niego dla konstruowania kontrprzykla-
déw, tj. praykiadéw wykazujacych niemozno§é udowodnienia pewnych
hipotez majacych postaé zdan ogélnych (jak np. hipotezy dotyczace] og6l-
nego rozwigzania zagadnienia miary, por. rozdzial V, § 12, str. 234).

Podobny dowéd niesprzecznosei mozna tez przeprowadzié dla-
uogdélnionej hipotezy continuum?). Natomiast niezaleinod¢ tej hipotezy
pozostaje dotad zagadnieniem otwart;ym.

1) Por. ksigike K. Godla cytowans w odsylaczu na str. 273.
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