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Opisane tu dziatanie pozwala na tworzenie nowych pierscieni Boole'a
z danego pierdcienia. Postepowanie to znajduje zastosowanie m. in.
W'teorli funkeji zmiennej rzeczywistej, .gdzie nieraz ,utozsamia sig”
zbiory 1j62maéee sie 0 zbiér miary 0. Znaczy to, ze od pierdcienia 26
Wszystklch podzbioréw przestrzeni & przechodzimy do pierdcienia 26 [T,
gdzie I, jest ideatem zbioréw miary 0. o '

_@WIQZENIA. 1) Wykazaé, ze jedli I, jest idealem zhioréw miary 0,
to pierdcient 2¢/I; nie ma atoméw.

. ’2) Jesli I jest idealem pierwszym pierdcienia Boole’a A4, to pier-

Scier A/I ma 2 elementy, i na odwrdb. ’

'3) J esli »I jest idealem wszystkich skordezonych podzbioréw zbioru g,
t(IJ Dlerfcieri 27/1 zawiera continuum klas [X] takich, ze [X)O[X]=1TI
dla s==1. ' )

iom

ROZDZIAL V.

Zbiory dobrze uporzqdkowané.

§ 1. Definicje. Zasada indukeji pozaskoriczonej. Mowimy,
ze relacja R dobree porzadkuje zbidr X, jedli relacja ta porzadkuje X
i przy tym kazdy niepusty podzbiér zbioru X zawiera element najweze-
fniejszy (ze wzgledu na R)1).

PRZYKEADY. 1) Kazdy zbiér typu o jest dobrze uporzadkowany.

2) Zbiér zlozony z liczby 1 oraz z lezb postaci 1—%, n=1,2,...,

jest dobrze uporzadkowany w typ w+1 przez relacje <.

3) Niech a(n) bedzie liczba réznych czynnikéw pierwszych liezby a.
Relacja By{la(@)<a(y)]+a(@)=ay)] - [#<y]} dobrze porzadkuje zbiby
liezb naturalnych w typ ® (por. rozdzial IV, str. 141 i str. 160, éw. 6)

4) Suma uporzadkowana (por. str. 161) §=2ZyrFy, gdzie zbiér T
i skladniki ¥, sa dobrze uporzadkowane, jest dobrze uporzadkowans.

Istotnie, niech ¥ bedzie niepustym podzbiorem §. Zbiér tych z,
dla ktérych Y.F.+0, jest niepustym podzbiorem zbioru T, a wige ma
on element pierwszy 2. Iloczyn Y -F,, jest niepustym podzbiorem zbioru
dobrze uporzadkowanego. Fy,, & wiec ma element pierwszy. Ten element
jest oczywidcie pierwszym elementem zbioru ¥. .

5) Produkt dwu (a wiee tez i produkt skoneczonej liczby) zbioréw
dobrze uporzadkowanych jest dobrze uporzadkowany przez relacje po-
rzadku leksykograficznego lub antyleksykograficznego.

Wynika to z przykladu 4 i twierdzenia 6 rozdziatu IV, § 5, str. 166.

6) Kazdy podzbiér zbioru dobrze uporzgdkowanego jest dobrze
uporzadkowany.

1) Pojecie zbioru dobrze uporzadkowanego pochodzi od Cantora, ktéry wpro-
wadzit je po raz pierwszy w pracy Uber unendliche lineare Pwnktmannigfaltigkfaitm,
Nr 5, Mathematische Annalen 21 (1883), § 3. Jest ciekawe, ze Cantor wprowadzil po-
jecie zbioréw uporzadkowanych pézniej (W pracy ogloszonej w r. 1895), najwidoczniej
przy systematyzowaniu swych wynikéw z teorii zbioréw dobrze uporzadkowanych.
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Nastepujace dwa twierdzenia wynikaja bezpodrednio z definicji:

Twierdzenie 1. W zbiorze dobrze uporzadkowanym istnieje element
pierwszy; kaidy element proce ostatniego (o ile taki istnieje) ma nastgpnik.

Twierdzenie 2. Zaden podebidr 2bioru dobrze uporzadkowanego wnie
ma typu w*. ‘

° Twierdzenie 2", Jesli #2bidr uporzqdkowany A nic jest dobrze
uporzqdkowany, to zawiera podebidr typu w*.

Dowéd. Niech P bedzie podzbiorem zbioru 4, niepustym i nie za-
wierajacym pierwszego elementu. Niech

Q(w)=£? [(y<a)(yeP))

Mamy wigc @(#)+0 dla kazdego » lP. Na mocy ogélnej zasady wy-
boru (oh. rozdziat II, § 10, twierdzenie 4, str. 74) istnieje funkecja f
okreflona dla kazdego ¢ P i taka, ze f(#) e @(x).

Niech p, bedzie dowolnym elementem zbioru P. Okredlamy ciag
P1Day -y Pny - indukeyjnie przyjmujac, ze pn=/[(pn—1) da n>0.

Poniewaz f(z) <w, wiec ciag ten ma typ o*.

Twierdzenia 2’ i 2" daja lacznie;

° Twierdzenie R, Na to, seby 2bidr uporeqdkowany byt dobrze upo-
reqdkowany, potreeba i wystarcza, aby nie sawierat podebioru typu o*.

W rozdziale IV (§ 2, str. 145) zdefiniowali§my odcinek zbioru upo-
rzgdkowanego 4 jako taki podazbiér wladeiwy X zbioru 4, ze z xe X
i y <@ wynika yeX. Oczywidcie, dla kazdego x4 zbiér O(z) wazyst-
kich y poprzedzajacych « jest odcinkiem.

) l?la zbioréw dobrze uporzgdkowanych twierdzenie to mozna od-
wrécié:

Twierdzenie 3, Jesli 2bidr A jest dobree uporsadkowany, to dla
kazdego jego odeinka X istnieje element x ¢ A taki, #e

¥ e X)=(y <o),
ten. X jest postaci X=0().

Istotnie, za & obraé nalezy pierwszy element réznicy 4 —X.
Dowéd nastepujacych dwu twierdzend nie przedstawia trudnosei.

Twierdzenie 4, Sumae dowolnej rodwiny odcinkéw zbiorw A jest
badé réwna A, badé jest odeinkiem A1), '

') Twierdzenie to jest prawdziwe dla dowolnych zbioréw uporz&dkow@nych,

icm
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Twierdzenie 5, Jesli A nie ma ostatwiego elementu, to A=X,0(w),
jedli zas A ma ostaini element ay, to A=0(ay)+{a}.

Znaczenie zbioréw dobrze uporzgdkowanych pochodzi w znacznej
mierze stad, ze obowigzuja dla nich dwa twierdzenia, stanowiace bez-
posrednie nogélnienie znanych z arytmetyki zasad dowodzenia i definio-
wania przez indulkeje.

Pierwsze z tych twierdzen, zwane zasadq indulkoji pozaskodiczonef,
podamy obecnie, drugie — dotyczace definiowania przez indukeje poza-
skofczong, podamy w § 4.

Twierdzenie 6. Jeoli abidr A jest dobree wporzadkowamy, BCA.
i abidr B spetnia dla kaddego w ¢ A waruneck

(0) [0(@)CB]— (v ¢ B),
to B=A.

Dowoéd, Przypusény przeciwnie, ze A—B==0. Istnieje wiec pierw-
szy element @ zbioru A —B. Znaczy to, ze jesli y-<s, to ynone<A—B,
czyli y € B, co dowodzi, ze O(w)CB. Z (0) wynika wiec e B wbrew za-
lozeniu, %e x ¢ A—B.

UWAGI. 1. Aby blizej objagnié znaczenie udowodnionego twier-
dzenia, przypudémy, ze B jest zbiorem elementéw spelniajacych funkeje.
zdaniows @(s). Przyjmujac w (0) za @ pierwszy element zbioru 4, wno-
simy (wobec 0CB), ze » e B; pierwszy element zbioru 4 spelnia wige
funkcje zdaniows @(s).

Zatézmy dalej, ze # jest elementem 4 i ze wszystkie elementy po-

. przedzajace @ spelniaja funkcje zdaniows &(s). Z (0) wynika, ze wéw-.

czas # tez spelnia funkeje zdaniows &(s).
Wnosimy stad, ze zalozenia twierdzenia 6 moga byé wypowiedziane.

‘w nastepujacej postaci: .

10 pierwszy element zbioru A spelnia funkcje zdaniows O(s);

20 jedli kazdy element poprzedzajacy 2 spelnia funkecje zdaniows.
@(8), to » réwniez spelnia funkoje zdaniows PD(s).

Teza twierdzenia 6 orzeka, ze wéwezas kazdy element zbioru A
gpelnia funkeje zdaniows P(s)?).

Twierdzenie 6 pozostaje, jak widaé, w Seigtym zwigzku z arytme-
tyczng zasadg indukeji, ktérej mozna nadaé nastepujaca postad: jesli
liezba 1 spelnia funkeje zdaniows ®(s) i jedli z zatozenia, ze kazda liczba
nmniejsza od » spelnia funkeje zdaniows &(s) wynika, ze n spelnia te
e .

1) 7 tej postaci twierdzenia o indukeji pozaskofczonej korzystal implicite jus
Cantor; ob, Beilrdge zur Begriimdung der tramsfinilen Mengenlshre, Mathematisohe-
Annalen 49 (1897), str. 336—339. Wyrasne sformulowanie twierdzenia pochodzi od
Hessenberga; ob. Grundbegriffe der Mengenlehre, Getynga, ' 1006, str. 53.
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funkeje, — to kazda liczba naturalna spetnia funkecje zdaniows @(s).
Ta zasada indukeji- jest mianowicie szczegélnym przypadkiem twierdze-
nia 6 (dla A=9).

*2. W podanej na wstepie definicji dobrego uporzadkowania (str. 186),
orzekajacej, ze kazdy niepusty podzbiér damego zbioru zawiera element
pierwszy, postugujemy sie zmiennym zbiorem. Pod tym wzgledem defi-
nicja dobrego uporzgdkowania, fciflej méwige — definicja klasy relacyj
ustalajgcych dobre uporzgdkowanie — rézni sie od rozwazanych w roz-
dziale IV, § 1, definicy] takich klas, jak klasa relacyj przechodnich, relacyj
zwrotnyeh, porzgdkujacych itp., ktére daja sie zapisad przy uzyciu zmien-
nych przebiegajacych jedynie elementy, tj. zmiennych najnizszego typu.
Wykazemy; ze réinica ta jest istotna, mianowicie, ze klasa & relacyj dobrze
‘porzadkujgeych podzbiory zbioru J, nie moée byé adefiniowana pray usy-
ciu emiennych jedynie najnigszego typul). W tym celu wystarczy wyka-
zaé — w my§l rozdziatu II, str. 79 i 76, (B) — ze klasa & nic jest bore-
lowska w przestrseni 27° (t]. W przestrzeni relacyj zachodzgcych miedzy
liczbami naturalnymi).

Oprzemy sie na nastepujgcych trzech twierdzeniach z teorii ope-
racii (A)?2):

10 rzut zbioru borelowskiego (polozonego na plaszezyznie) daje sie
przedstawié jako wynik operacji () dokonanej na zbiorach domknietych;

20 istnieje (na linii prostej) zbiér Z, ktéry daje sie przedstawid jako
wynik operacji (H) dokonanej na zbiorach domknigtych, ale ktérego uzu~
pelnienie nie daje si¢ w ten sposéb przedstawié; ‘

3% jel zbiér BCE jest borelowski, to zbisr Bx& jest réwniez
borelowski (por. rozdzial II, str. 78, éwiczenie 1 (c)).

Stosownie do twierdzenia udowodnionego w rozdziale II, str. 85,
istnieje funkeja F,, ktéra kazdej liczbie (dwoéikowo) wymiernej r przy-
porzadkowuje zbiér domkniety C& w taki spos6b, ze punkt w nalezy
do zbioru Z (z twierdzenia 2°) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag
liczh wymiernych < 3®<... taki, ze o ey -Fo-..., tj.

(@eZ) = F[][3" <30 [w ¢ Fym).
B n

_ Warunek wystepujacy po prawej stronie tej réwnowaznodei moze
byé wyrazony jak nastepuje (por. tw. 2): zbibr E.(# < F,) nie jest dobrze

*) Ob. A. Tarski, Grundziige des Systemenkalliils, Fundamenta Mathematicae 28
(1936), str. 301. Podany tu dowéd pochodzi od K. Kuratowskiego; ob. Les types
d’ordre définissables et les ensembles boreliens, Fundamenta Mathematicae 28 (1937),
.str. 97—100. '

2) Ob. np- K. Kufatowaki, Topologie I, 2-e wyd., str. 390, 368 i 253.
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uporzgdkowany ze wzglgdu na relacje >. Inaeze] méwige — przyjmujac,.
2@ 1y,Ty... jest clagiem zlozonym ze wszystkich liezb zbioru R, (dwdj-
kowo wymiernych) — relacja
(mByn) = (ry2r.) (@ e Fpp - Ty )
nie jest relacja dobrze porzadkujacy swe pole (przy zaloseniu, ze % eZ).
A zatem
WelZ = RyeRem %‘[(K € R)(K=R,))
s %.7 {(K <) ”[(W”K%)‘“ (rm1a) (@ E-Fr,n‘lﬂr,,)]}-
K »

mn
Przyjmijmy
(@, ) w2 [(0I010) 2 (1 327) (@ € P, )]
= [(mdln) (Prm 27n)(® € Frm Frn)_l +
A (I) (P < 1) -+ (€ B )+ (@ € By ) T

Zbibr [ Pun(®, K) jest wiee sumg zbioru domknigtego
&

].? r(”blf%) (Tm =) (.’I/' € Frm ‘ Fr,l)]
K
i zbioru otwartego

,lg(m‘]\f“)/[(’rm‘i Ta) 4 (@ eFrm)/"F‘ (w e,
Xyl

bowiem zbior Hr(mKn) jest domknigty (ob. rozdzial II, str. 76, ). .
Jest to wiee zbior borelowski (klasy G). Na mocy wzoru (ii)
z rozdziatu IX, str. 79, zbiér .
E H(pm,n(m;K) = ” El'r(pm.n(wylf)

K mn mn X,

jest réwniez borelowski. o ) @

Udowodnimy obeenie, ze zbiér & nie jest borglo;zskl. Przypu m,y
przeciwnie, ze zbiér K jest borelowski (w przegbmfsm 3“2 ). Wowezas Zbl(t')l
RKXE=Hy,(K «f) jost borelowski w przestrzeni 27" x 9 (na mocy 39),
a wige zbidr

B m}!’; (K € K) [] Pruulity 1) )= (KX 6) 'g [1 Py liy K

m,n X mn

jest — jako iloczyn dwéch zbioréw borelowskich — véwiiez borelowski
(ob. rozdziat XI, éw. 1, str. 78). Wreszeie zbibr

2 =] EHK e R) [] Punl2, K,
‘ x K mn

|
3
l
:
‘
f
Q
;
\
;
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jako rzut zbioru B na 0§ & (ob. rozdzialII, str. 54, twierdzenie), bylby
w my§l 1° wynikiem operacji (A) dokonanej na zbiorach domknietych );
przeczy to jednak zalozeniu, ze zbiér Z speinia warunek 2°.

*3. WeZmy pod uwagg rodzine relacji R, rozwazang w rozdziale IT,
str. 82 (b), i oznaczmy przez P rodzine wszystkich relacyj porzadkujg-
¢ych podzbiory zbioru liczb naturalnych. Rodeina R jest nieborelowska.
Istotnie, gdyby tak nie bylo, to poniewaz rodzina P jest borelowska
(por. rozdziat IV, str. 144, éwiczenie 1), rodzina P—R réwniez bylaby bo-
relowska (bo réznica dwéch zbioréw borelowskich jest borelowska). Lecz
na mocy twierdzenia 2, P—R =K, rodzina K zad nie jest borelowska —
jak to powyzej udowodnilismy.

OWICZENIA. Zastosowamia do monotonicenych rodein 2bioréw. Niech
dany bedzie zbidr B, jego podzbiér A oraz funkcja F okredlona dla
wezystkich XCF i spelniajaca warunek

{1) F(X)CX.
; Niech Z bedzie dowolng rodzing podzbioréw zbioru H, spelia-
jaca warunki:

(i) AcZ, (iii) jedli X eZ to F(X)eZ,
{iv) jesli RCZ to P(R)¢Z.

1. Udowodnié, ze wiéréd rodzin Z istnieje najmniejsea. Oznaczad
Ja bedziemy w dalszym ciggu przez M(4).

2. Niech A* oznacza najmniejszy zbiér rodziny M(4). Udowodnié,
e F(A*) =A%,

3. Dowiesé, ze jedli funkeja F jest rosngca (tj. XCY—-F(X)CR(X)),
to zbibr A* jest najwigkszym podzbiorem zbioru A spelniajacym réw-
nofé X=F(X).

4. Udowodnié (tw. Hessenberga)®): rodeina M(A) jest monotonicena,

Wskazdwka. Udowodnié, ze rodzina Z zlozona ze zbioréw H nale-
zaeych do M(A) i spelniajacych warunek

x@ {(HCX ¢ M(A))(Y ¢ M(4)) — [(XCY)+ (Y CP(X))]},
czyni zado§é warunkom (ii)—(iv).

1) Wprawdzie zbiér ®% & lesy w produkcie 27°x& a nie na plagzezygnie &2
(jak tego wymaga warunek 1°); to jednak warunek 1° mozna stosowaé, poniewaz prze-
strzef 297 mozemy identyfikowaé ze zbiorem C Cantora, a wige z podzbiorem prze-
strzeni &. Dodajmy, ze twierdzenie 1° prawdziwe jest w produktach dowolnych prze-
atrzeni zupelnych osrodkowych.

%) Journal fiur die reine und angewandte Mathematik 135 (1908), str. 127, lub
tez K. Kuratowski, Fundamenta Mathematicae 3 (1922), str. 83,

. f
lm : Twierdzenia o podobiefistwie zbioréw dobrze uporzadkowanych. 191

5. Wyprowadzié stad, ze rodeina M(A) jest dobrze uporzadkowana
2e wagledu na stosunel D i te F(X) nastgpuje bezposrednio po X.

6. W éwiczeniach 1—5 zakladalidmy, ze funkcja F spelnia waru-
nek (i). Zastapimy obecnie to zalozenie przez warunek

(i) - XCP(X)
oraz warunek (iv) przez
(iv’) jesli RCZ, to S(R)ecZ.

Oznaczmy przez N(A) najmniejszg rodzine podzbioréw zbioru E
spelniajgca warunki (ii), (iii) oraz (iv’).
Udowodnié, ze rodzina N(4) jest dobrze uporzadkowana ze wzgledu

_ na stosunek C i ze F(X) nastepuje bezpodrednio po X. .

§ 2. Twierdzenia o podobieristwie zbioréw dobrze upo-
rzadkowanych. Niech 4 bedzie zbiorem uporzadkowanym przez rela-
cje R. Kazdg funkeje f, ktéra ustala podobieristwo miedzy 4 i zbiorem
f(4) zawartym w A, tj. spelniajaca warunek

(60 o<y —f(#)<1y),
nazywamy funkecja rosngcq.

Twierdzenie 1. Jesli funkcia § olre§lona na zbiorze dobrze upo-
reqdlowanym A jest rosngea, to dla kaddego m jest wRf(w) (ten. &< f(®)
lub. w=f(w)). : :

Dowdd. Niech B=E,[oEf(«)]. Niech O(#)CB. Udowodnimy, Ze
2 eB.

Niech wiec 4 eO(®), tj. ¥ 2. Na mocy (1) wynika stad: f(y)-<f(w).
Poniewaz zad 'y e B, wige yRf(y), skad ly<f(x). Element f(x) nastepuje
wiee po kazdym elemencie y odeinka O(x), tzn. f(#) e A—O(wz). Poniewaz
zag @ jest pierwszym elementem zbioru 4 —O(x), wiee aRf(»), tj. @eB.

Wzér (0) z twierdzenia 6, str. 187, jest w ten sposéb ndowodniony.
Wynika zen na mocy tego twierdzenia, ze A==B. A wiec oRf(x) dla
kazdego weA.

Wniosele 2. Jedli zbiory dobree uporzadkowane A ¢ B sq podobne,
to isinieje jedna tylko fumkcja ustalajaca ich podobiehstwo.

Dowéd. Zalbzmy, ze zbiory A i B dobrze uporzgdkowane przez
relacje R i § 89 podobne i ze funkeje f i ¢ ustalaja ich podobiedstwo.
Funkeja g—1f jest oczywideie rosngea w A (por. rozdz. IV, § 1, str. 142,
tw. 2). Zgodnie z twierdzeniem 1 jest wiee wRg—f(w) dla kazdego we 4.
A zatem g(x)Sf(@). Rozpatrujge funkcje f™'g zamiast g-1f, otrzymamy
podobnie f(w)Sg(x). Wynika stad, ze f(#)=g(w), poniewas relacja § jest
slabo asymetryczna. ‘
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Wniosek 3. Zaden zbidr dobree wuporzadkowany nie jest podobiy
do swego odqua. -

Istotnie, gdyby zbiory A i O(x) byly podobne, to funkeja f usta-
lajaca to podobienstwo bylaby rosnaca i czynilaby zado$é warunkowi
f(x) € O(z), tj. f()<<®, co przeczy twierdzeniu 1.

Wniosek 4. Zadne dwa odcinki zbioru dobrze uporzqdkowanego nie
sq podobne.

Dla dowodu wystarczy zastosowaé wniosek 3, biorae pod uwage,
#e 7z dwu résnych odcinkéw jeden jest zawsze odcinkiem drugiego.

Twierdzenie 51). Jesli zbi’owy A i B sq dobrze uporzadkowane, to
albo sq one podobne, albo zbidr A jest podobny do odcinka ebioru B, albo

2bidr B jest podobny do odcinka zbioru A; prey tym modliwodci te wylklu- -

craj sie weajemnie. .
Dowdd. Niech R i § beda relacjami ustalajacymi dobre uporzad-
kowanie zbioréw A i B i niech
Z=F 3[Or(#)=0sy)],
xed y:iB
inaczej mowige (ob. znakowanie na str. 145):

(# € Z) = {odcinek Og(x) zbioru A4 jest podobny do jakiegod od-
cinka Og(y) zbioru B}.

Ze wzgledu na wniosek 4, dla danego e Z, odeinek taki istnieje
tylko jeden; istnieje wiee taka funkeja j okreflona na Z, ze odeinkiem
tym jest Os(f(@)).

Udowodnimy przede wszystkim, ze zachodzg dwie mozliwodei: albo
Z=A; albo Z jest odeinkieri zbioru 4, tj. istnieje element a zbioru 4
‘taki, ze Z=0r(a). Niech bowiem #-<z' ¢ Z. Poniewas zbidr Or(z) jest
odcinkiem zbioru Og(z'), wiee funkeja przeksztatcajaca w sposéb podobny
Oz(z') w Os(f(x')) przeksztatea Og(w) w odeinek zbioru Og(f(z')), a zatem
w odeinek zbioru B; stad x e Z.

Podobnie: badZ f(Z)=B, badz tez f(Z) jest odecinkiem zbioru B:
(Z)=0s(b). Wystarczy w tym celu zauwazyé, ze

12 =E Sly=fa)l=F 3[0sly)=0z)};
y€B xeZ yeB x€A .
jesli bowiem zbiér Os(y) jest podobny do jakiegos odeinka zbioru A4,
to y jest postaci y={(x), gdzie z ¢ Z.

Zauwazmy wreszeie, ze funkeja f ustala podobienstwo zbioréw Z
i f(Z). Jak juz bowiem udowodnilidmy, z warunku <@’ Z wynika,
e zbibr Os(f(w)) jest odcinkiem Og(f{(#')), a wie, ze f(u) < f(w').

1) Twierdzenie to pochodzi od Cantora; por. Mathematische Annalen 49 (1897), i

str. 216.

iom,
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A priori zachodzié moga 4 mozliwogei:

19 Z=A4 i f(Z)=B,
30 Z=0g(a) i {(Z)=B,

20 Z=A i {(Z)=04(b),
40 Z=0p(a) i {(Z)=0s(b).

Pierwsze 3 mozliwosel odpowiadaja trzem mozliwosciom przewidzia-

‘nym W twierdzeniu. Natomiast czwarta mozliwodé nie moze zachodzié.

Mielibyémy bowiem w tym wypadku Og(a) =0g(b), a wige (na mocy de-
finieji zbioru Z) a<Z, tj. a e Or(a), co przeczy detinicji odeinka.

_ _Wniosel 6. Jeli zbiory A i B sq dobree uporzqdkowane, o albo
A< B, albo BKA. Moce ehiordw dobree uporzqdkowanyeh podiegajq wigo
proaw trichotomait.

Dowéd analogicznego twierdzenia dla dowolnych mocy wymaga
odwolania si¢ do pewnika wyboru (por. rozdziak IT, § 5, str. 113, i roz-
dzial niniejszy, § 10, str. 222).

§ 8. Liczby porzadkowe 1 ich zbiory. Liczbami porzadko-
wymi nazywamy typy zbioréw dobrze uporzadkowanych?l). Liczbs 0
{typ zbioru pustego) jest wiee tez liczba porzadkows. Twierdzenie 5 z §2
pozwala na okreflenie dla liczb porzadkowych stosunku mniejszodei (kt6-
rego nie moina w zadawalajacy sposéb okredlié dla dowolnyech typéw
porzagdkowyeh).

Definicja 1. Méwimy, ze liezba porzadkowa a jest mnmisjsea od
liezby porzadkowej §, jeSli zbiér typu o jest podobny do odeinka zbioru
typu f. Piszemy woéwezas a<<f albo §>a.

Piszemy a<f zamiast ,,a<<f lub a=p".

Twierdrende 1, Dla dowolnych Viozb porzadkowych o ¢ 8 jest a<<f,
b a=8, lub a>p i preypadki te wykluceajq sig weajemnie.
Twierdzenie to wynika z twierdzenia 5, § 2.

Twilerdrenie 2. Jesli a, B 4 y 8q licchami porzadkowymi i a<p
1 <y, to a<y, :

Dowéd. Niech 4, B i O beda zbiorami typéw a, i y. W myél za~
lozenia zbiér A jest podobny do odeinka zbioru B, a zbiér B — do odcinka
zbioru O. Zatem zbiér A jest podobny do odeinka zbioru 0, ¢, b, d.o.

Z tatwoseig dowodzimy nastepujacych twierdzen o relacji <:

(a<p)(B<a)—>(a=p), (a<p) (B<y)—>(asy)

U

1) Pojecie liozb porzadkowych wprowadzit Cantor. Ob., Mathematische Anna-
len 21 (1883), str. 548,

Kurs Teorll Mnogocl. 13
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Twierdzenie 3. Jesli zhiory A i B sq dobrze uporzqdkowane w typy
a i p i 2bidr A jest podobny do podebioru B, zbioru B, to a<f.

Dowéd. W przeciwnym wypadku byloby f<<a, a wiec zbiér B
pytby -podobny do odcinka zbioru By, co przeczy twierdzeniu 1 z § 2.

Proejdziemy teraz do badania zbioréw zlozonyeh z liczb porzad-
kowych.

Twierdzenie 4. Zbidr W{a) zloiony e wszystkich liceb porzqdkowych
mmniejseych od a jest dobrze uporzqdkowany w Wp o prees relacie <.
. Dowéd. Niech 4 bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym, ktérego
typem jest a. Przyporzadkownjac elementowi a zbioru 4 typ odeinka O(a),
wnosimy (na moey aksjomatu zastepowania, str. 49), ze istnieje zbior
Wi(a), i otrzymujemy zarazem wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
gbiorn A na ten zbiér. Przy tym nastepujace warunki sg réwnowazne:

10 g, poprzedza a, lub &= d,,

20 O(a,) jest odeinkiem zbioru O(a,) lub O(a,) =0{a,),

39 typ sbioru O(a;) jest. niewiekszy niz typ zbioru O(ay).

Dowodzi to, ze relacja < porzadkuje zbibr W(a) w typ a.

< PRZYKEADY. Kazdy zbiér typu o jest podobny do zbioru skia-
dajacego sie z liczb 0,1,2,.. W naturalnym uporzgdkowaniu; kazdy
zbiér typu w5 jest podobny do zbioru: .0,1,2,...,0,041,...,0-44.

Twierdrenie 5. Kaidy 2bidr liceb porsadkowych jest dobrze upo-
reqdkowany preez relacje <. Inaczej méwiqe: w kasdym niepustym sbiorze Z
liczb porzadkowych istnieje liceba najmniejsza. ‘

Dow6d. Niech a e Z. Jedli e nie jest najmniejsza liczbg zbioru %,
to znaczy to, ze Z W(a)==0. Istnieje wéwezas w zbiorze Z-W(a) liczba
najmniejsza f, bo zbiér W(a) jest dobrze uporzadkowany-(na mocy tw. 4.
Liczba § jest réwnoczesnie najmniejsza liczba w zbiorze Z, jedli bowiem
(e Z—W(a), to £=a, skad £> 8.

Twierdzenie 6. Dla kaddego 2bioru Z liczb- porzqdkowych isinieje
liezba porzadkowa wigksza od kaidej liceby naletqeej do Z.

- Dowdd. Zgodnie z pewnikiem zastepowania istnieje zbidr K, kt6-
rego elementami sg wszystkie zbiory W(a) odpowiadajace liczbom «
nalezacym do Z: ; : .

W) e K=aeZ.

Utwérzmy sume § wszystkich zbioréw nalezacych do K:

8= W) - - = <

eeZ
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Zbior ten jest w mysl twierdzenia 5 dobrze uporzadkowany przez
relacje <C; niech ¢ bedzie jego typem porzagdkowym.

Dla aeZ zbibr W(a) jest albo odcinkiem zbioru 8, albo pokrywa
sie z §, w kazdym wige razie a<o. Wynika stad, ze a<o--1 dla kazdej
liczby aeZ; liczba o1 jest wiec wieksza od kazdej liczby zbioru Z.

Wniosek 7. Nic istnieje 2bidr wseystkich liceb porzgdlowych 1),

Liczby porzaikowe maja wiec podobng wlasnosé co liczby kardy-
nalne: jest ich ,za duzo” na to, by mozna z nich bylo utworzyé zbidr
(por. rozdzial IXI, § 3, str. 109). ’

Wniosel 8. Wirdd liezb porzqdlowych wie” nalezacych do danego
2bioru Z istnicje liceba najmniejsea.

Niech bowiem anoneZ (liczba taka istnieje na moey wniosku 7).
Jesli « nie jest najmniejszg sposréd liezb nie nalezgcych do Z, to zbibr
W(a)~Z jest niepusty. Najmniejsza z liczb tego zbiorn (por. tw. 5)
jest zarazem najmniejszg liczba nie nalezaes do Z.

Wniosek 9. Jesli zbidr Z liceb porzqdkowych ma te wlasnosé, e
(y<&eZ)—(y e 2), to istnicje taka liczba a, 46 Z=W(a).

Mianowicie, tg liczbg o jest najmniejsza spofréd liczb porzadko-
wych nie nalezgeych do Z. ) i

Istotnie, jesli €€ Z, to £<a, bo nieréwnodd o <§ pociagataby za
soba aeZ. A wiec ZCW(a). ' '

Jesli zad BeW(a), to f<<a i wowezas feZ na mocy definicji liczby a.
A wiec W(a)CZ.

§ 4. Ciagi pozaskonczone. Definicje przez indukej¢ poza-
skoriczong. Liczbe porzadkows nazywamy liczba gramiceng, jesli nie
ma ona poprzednika.

Twierdzenie 1. Kaida liceha porzadkowa jest sumq A-++n, gdeie
2 jest licebg gramiceng, a n liczba naturalng lub zérem.

Dowod. Niech ay bedzie lieczby porzadkows, 4, — zbiorem typu «q.
Jesli 4, nie ma ostatniego elementu, to «, jest liczbg graniczna. Jedli
A, ma ostatni element a,, to rozpatrujemy typ e, zbioru A4;=A;—{ay};
jesli zbidr ten nie ma ostatniego elementu, to ay jest liczba graniczng
1 ag=ay--1. Jefli zad 4, ma ostatni element ay, to rozpatrujemy typ oy
zbioru A,=A,—{a} itd. Postepowanie to musi zakotczyé sie po skon-

1) Wniosek 7 uwazany byl przed zaksjomatyzowaniem teorii mnogoéci za anty-
nomig. Antynomig te podat C. Burali-Forti w pracy Una questione sui numeri trans-
finditi, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 11 (1897), str. 154—164.


Yakuza


196 ROZDZIAE V. Zbiory dobrze uporzadkowane.

czohej liczbie krokéw, gdyz a1 < oy, zad zbiér dobrze uporzgdkowany
nie zawiera podzbioréw typu o* Zatem'dla pewnego n liczba a, jest
liczbg graniezng; przyjmujqc A=ayn, otrzymujemy ag=A+mn, ¢. b. d.o.

Ciagiem poraskoficzonym typy o DAZywamy funkeje ¢, ktérej zbio-
rem argumentow jest W(a). Jesli warto§ci tego ciagu (zwane tez wyrazami
ciagu) sg liczbami porzadkowymi i jedli z y<pB<a wynika ¢(y)<e(f),
to méwimy, ze cigg ten jest rosngey. .

Niech ¢ bedzie ciagiem pozaskorczonym typu =1, gdzie A jest liczbg
graniczng. Na mocy twierdzenia 6 z § 3 istniejg liczby wieksze od kazdej
z liczb p(y), gdzie y<<A; najmniejsza spodréd nich (por. § 3, wniosek 8)
nazywamy gramicq ciagu ¢(y) dla y<<4 i oznaczamy symbolem %‘151 o).

Np. o=limn=1lim n?
n<o nle .
O liczbie 4 méwimy, ze jest wspdikohicows z liezby graniczng a,

jesli 4 jest granica rosnacego ciagu typu a:
(0) A=1im p(£).
§<a

Liczba wspélkoncowa z liczba graniczng jest, oczywiscie, liczby
graniczng. ‘

Zwiazek powyiszej definicji z pojeciem wspétkoncowosel zbioréw
(vozdziat IV, § 2, str. 146) ustala nastepujace

Twierdzenie 2. Na to, by liccba A byla wspdlkohcowa & liczbq gra-
nicana a, potrzeba i wystarcea, aby 2bidr W(A) sawieral wspdthoticowy 2 nim
podzbidr typu a. ‘

Dowdd. Niech A bedzie wspétkoticowym z W(2) podzbiorem zbioru
W(4) takim, ze A=a. Dla kazdej liczby £<a istnieje w A liczba @(£)
taka, ze zbidr E,[(ned). (n<e(£))] ma typ & Ciag (&) jest oczywifcie
rosngey i ¢(&)<A dla £<a, gdyi @(£) e ACW(A). Jefli u<i, to istnieje
liczha £e A taka, 76 p<é, gdysz zbiory 4 i W(A) sa wspétkoticowe. Za-
tem u<E<L@(€) (ob. str. 191, tw. 1), co dowodzi, ze A jest najmniejszg
liczbg przewyzszajaca wezystkie liczby @(€), skad wzoér (0). i

Zatézmy z kolei, ze wzér (0) zachodzi. Niech A bedzie zbiorem wszyst-
kich wyrazéw ciggu . Jest wiee <A dla ne 4, a zatem (z uwagi, ze
liczba A jest graniczna) istnieje takie ¢ e W(4), ze n<<{. Na odwrét, jesli
teW(l), to <A i (na mocy definicji granicy) istnieje takie &<a, Ze
t<p(¥), tj. pewna liczba zbioru A przewyzsza {. Zatem zbiory .4 i W(4)
83 wspétkoncowe.

7 definicji granicy latwo wynikaja dwa wzory nastepujace:

(1) lyig ov)>ply) dla y<i,
(2) {yg [ >p(p)]} = {u >171'3 ()}
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4
Twierdrenie 3. Jesli ¢ i y sq ciggami pozaskohczonymi rosngeyms,
A jest liczbg graniczng i &=lim to limg(8)=1im .
A o »(y), Lz #(8) L ely(y)

Dowdd. Jesli y<<i, to wmydl (1) p(y)<§, a wiee (znéw w mysl (1))
qa(w(y))<%i?;. @(d). Stosujac wzér (2) otrzymamy
(3) lim p(y(y)) <lm p(5).

y<a a<t

Jedli d<<§, to stosujac (2) wnosimy, ze dla pewnej liczby yp<<i
jest ¢(y) =>4. Poniewaz ciag ¢ jest rosnacy, wige @(w(v))= ¢(8), skad na
mocy (1) wynika, ze lil:g o(yp(y)) >p(8). Stosujac wzér (2) otrzymamy

ke

lim g(y(y)) =Lim ¢(8),
<2 a<E

co wobec (3) dowodzi twierdzenia 3.

Z twierdzenia 3 wynika, ze jefli liczba graniczna 5 jest wspétkon-
cowa z liczbg graniczng £, a & jest wspétkoncowa z liezba graniczng A,
to liczba 7 jest wspoltkoncowa z A.

Méwimy, ze ciag pozaskoliczony ¢ typu o jest ciagly, jedli dla kaz-
vdej liczby granicznej A< a zachodzi réwnodé

@(2)=lim p(y).
y<3
Twierdzenie 4, Niech ¢ bedwie ciagiem pozaskoticzonym rosnaeym
© ciaglym typu a. Dla damej liccby y <o prayjmijmy

4) wy=Hmy,, gdeie yo=y i Ypy1=0(yy)-
n<w "

Wowezas @(ny)=12x, (o0 ile u,Ka oraz yp<a dla n=1,2,...).
Dowdd. Na mocy (4) mamy sy > ynia=¢(7,), skad wobec (2):

®

#y 2 M g(yp) = p(lim ) = ().

7Z drugiej strony #, <@(xy), gdys ciag ¢ jest rosnaey (por. § 2, tw. 1).

UWAGA. Kazdg liczbe ¢ spelniajgca réwnanie ¢(§)=¢ nazywamy
liczba krytyceng ciggu . Twierdzenie 4 orzeka wige, ze jesli y mnalezy
do zhioru argumentéw ciagu ¢ rosngcego i ciaglego, to istnieje liczba
krytyczna tego ciagn wigksza niz y, 0 ile cigg ten jest okredlony dla
dostatecznie duzych liczb porzadkowych. To ostatnie zatozenie mozna —
rzecz jasna — pomingé, jesli zalozyéd, ze ¢ jest przyporzadkowaniem
okreflonym dla wszystkich liczb porzgdkowych.
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*Twierdzenie & (o definiowaniu preez indulici¢ poraskohozona) 1),
Dany fest 2bidr Z i liczba a. Oznacemy preez @ =2bidr wseysthich ciagdw
o typach E<a 1.0 warto$ciach nalesqeych do Z. Dla kasdej funkeji h e 2%
istnieje wowceas jeden. i tylko jedem ciag posaskoticzony f okreslony dla
E<a i taki, s oo
6 AO=HfW(£)] dla katdego &<o.

W szezegdblnosei:
fO)=1(0)), F=HHON®), A(2)=HF0),/1)],...

.D.owéd. Wykazgmy najpierw, ze istnieje co najwyzej jed‘en éiag f
spelmfm]aécy warunek (5). Zatézmy zatem, ze g jest ciagiem okreslonym
na zbiorze W(a+-1) i spetniajacym warunek

(6) g&)=Hg|W(&)] dla kazdego £<a.

. Niech B=Ey{f(6)=g(&)}. Jeli £<a i W(EICB, to f|W(E)=g|W(¢
a wiee w mysl (8) i (6) f(£)=g(&), tj. £ e B. Wykaza,liémyflvie(f) zeg[vz,(r?’
nek W(E)CB pociaga za sobg & ¢ B. Wnosimy stad na mocy z’asady in-
gl_ullcep pozaskoniczonej (tw. 6 z § 1, str. 187), e W(a+1)CB, tj. ze dla
kazdego &< a zachodzi f(&)=g(£), czyli ze funkcje 7i g sa identyczne
Udowodnimy obecnie istnienie funkeji f spetniajacej wzor (5). .
) Przypuéémy, ze dla danej liczby o taka funkeja nie istnieje; mo-
Zemy, oczyvv'décie, przyjaé, ze a jeést najmniejsza liczby o tej Wlas’)noéci
E)b:e'w vﬁrzemzygym razie W zbiorze W(a) zna,jdziemy.vnaj;mni‘éjsza liczbe
jaecaJwarangk?l). A zatelamb-‘d‘la kazdego &< a {stmeJe‘fu’nkcja fe spelnia-
(7 L) =M W(y)] dla kazdego, y<E.. =

Z udowodnionej juz czefci twierdzenia wyni ;
. Z udow wier ynika, ze dla danego &
l-Stlllle;(? jedna tylko funkeja'f; spetniajaca W&‘I‘Hﬁek"‘(,'?). ‘Wnosimy g:ad,
ze jedli y<C4, to fe| W(y+1)=7;. Anzatem f, (£)=/fe() o ile f<y; stad

(8) L [f7|W(7’)]:[fE|W(y)] dla  y<gé. -t
Przyjmijmy o A

@ fO=RO da f<a it f@)=K0),
gdzie 0._\ ozfiacza ciag fﬂ(O),,fl(l),._,’fg(g),._:‘, f<a.

R o R
praes i)ﬂg;g:n;f:ﬁ:;fé 1(n<?znli stq:d latwo wyprowadzié twierdzenie o definiowaniu
i niestusznie pomijane w wielu podrgeznikach arytmetyki
fielr‘rety:cz.ne.] ). Jasne sformutowanie tego twierdzenia (w przypadku szczegélny{n];lznﬁ];f
duje mf juz u Cantora; ob. Ma.themati_sche Annalen 49 (1897), str. 231.
a) W«Oa wzorze tym z€10 po lewej stronie oznacza liczbe, Po pmwe} — zbidr pusty
) (f(0)) oznacza tu ciag jednoelementowy, ktérego jedynym elementem j’est 'f(0).

. pienia zbioru 4.

o
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Funkeja f czyni zado$é warunkowi (5). Istotnie, jesli y<é<a, to

‘zgodnie z (9), (7) 1 (8)

(10) © )= hlfy| W ()= Rlfe| W(y)1=Te(¥),
skad f|W(E)‘=j5|W(E) iw rezultac?e na mocy (9) i (7)
- HO=MfWEOI=HW(H] dla <o '
Wreszcie f(a):h[f[W(a)], bo na mocy (10) F|W(a)=Cl-

TUWAGI. 1°. Twierdzenie 5 mozna uogélnié zastepujac funkeje h przez
przyporzadkowanie h. W dalszym ciggu (§ 6) korzystaé bedziemy z mo-
dyfikacji twierdzenia B, polegajacej na pominjecin zbioréw Z i @ i na
zatozeniu, ze przyporzgdkowanie h okreflone jest' dla. kdzdego ciagu liezb
porzadkowych typu £<a. Dowdbd ‘pozostaje bez zmian.

20, W zastosowaniach funkcja b bywa czesto okreslona trzema wzo-
rami; pierwszy podaje warto$é h{p) dla ciagu ¢ typu 0 (tj. wartodé h(0)),
drugi — warto$é %i(p) dla ciagow @ € Z®, ktérych typ nie jest liczba gra-
niczng (tj. ma postaé &41), trzeci — wartodé h(p) dla ciagdéw, ktérych
typ A jest liczba graniczng. Np. pierwszy wz6ér ma. postaé ‘

h0)=A4, o
drugi ma postaé '
' We)=Fp(£)),
a trzeci — postaé

W) =G Yo -
n<i

gdzie F' i G sa danymi funkcjami, za§ 4 danym zbiorem.

Cigg f istniejacy na mocy twierdzenia 5, czyni wéwezas zadogé

lub  Alp) =[] 9(7),
7<A

i

warunkom - .
' f(0)=4,
f(E+1)=F(f(&)), , -
(=63 f(m) lub HA)=G(I] ()
f7<i : ) n<i .

Zazwyczaj, stosujac twierdzenie B do dowodu istnienia eiagu f, po-
dajemy tylko te trzy wzory. ‘ . N

PRZYKEADY. 1. Pochodna. rzedu aol). Niech A4 bedzie zbiorem
polozonym mna linii 1):ostej (lub ogélniej: ACE). Pochodna rzedu. a,

1) Pizypqmnijmy, #e pochodna rzedu 1, czyli A% jest to zbiér punktéw sku-

Pochodne rzedu « rozwazal juz: Cantor;

oh.” Tber umendliche lineare Punktman-
nigfaltigheiten, Mathematische Annalen 16 (1879), str. 1—7. . T
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zbioru A, tj. A®, okreslona jest za pomoocy ciagu pozaskoriczonego
A®, 40,40, gdzie £<a, zdefiniowanego przez indukeje jak nastepuje:
) AO=Z, AC_4@  4O_[T 40
' : <4

gdy A jest liczba graniczng <a. : :

W danym wypadku mamy Z=24, h(0)=4, h(p)=[p(£)], jesli @ jest
typu &+1, h(¢)=q #(y), jesli ¢ jest typu A (granicznego).
<

2
2. Zbiory borelowskie rzedu ol). Rodzine F,, zbioréw borelowskich
rzedu a, okreflamy przez indukcje jak nastepuje:

(i) Fy jest rodzing wszystkich zbioréw domknietych (danej przestrzeni)
(ii) 1'5_—_(%;1@), lub 11}:(%;1@), dla 0<é<a,
” ; ?

)

w zaleznodei od tego, czy £ jest liczbg Dparzysta,.czy nieparzysta (liczby
keztattu A+, gdzie 1 jest liczba graniczng, nazywamy parzystymi, gdy
# jest parzyste); przy tym -oznaczamy ogélnie przez R, (wzglednie Rj)
rodzing sum (wzglednie iloezynéw) przeliczalnych ciagéw zbioréw nale-
zacych do rodziny R.

W tym wypadku mamy

hO)=F, i hip)=(3¢(y)), lub Mo)=(3 ¢(»),
y<é y<&
W zaleznodei od tego, czy typ & ciggu ¢ jest liczby parzysty, czy nie-

parzysta. )
Analogicznie okreflamy rodzine @, przez warunki:

(i) ‘G, jest rodzing zbior6w otwartych,
(iv) &=(26), b @=(3 &) da 0<t<a,
¥<§ y<§

W zaleznodei od parzystodei liczby  &.
3. Punkcje preedstowialnie analityoznie klasy a®). Zbiér tych funkeyj
oznaczamy symbolem P i okreflamy indukeyjnie- jak nastepuje:
a) @, jest zbiorem wszystkich funkeyj - ciagtych (rzeczywistych
zmiennej rzeczywistej),
b) ¢;=(§;¢,)4 dla 0<é<a,
P<E -

gdzie ogélnie A, 0zhacza zbiér wszystkich funkeyj, bedacych granicami
zbieznych ciagow furnkbyj nalezacych do klagy' 4. ’

!} Zbiory- borelowskie wprowadzil E. Borel; ob. Legons sur la théorie des fone-
tions, Parys 1898. :
. %) Te klase funkeji rozwazal pierwszy R. Baire; ob. -Legons sur les fonotions
discontinues, Parys 1905, . ;

@
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W rozwazanym przykiadzie mamy:

7=269,  Ho)=a, Mol =( 59
gdzie & jest typem ciggu ¢. i’

4. Bawy zbiordw liceb reeocywistych ). Niech ¢ bedzie ciggiem poza-
gkoriczonym (typu e) liczb rzeczywistych takim, ze (&) R p(&y) dla & 3=£,.
Niech Z bedzie zbiorem wyrazéw ciggu ¢. ‘

Zbiér Z jest oczywifcie dobrze uporzadkowany przez relacje

‘ - ) Bo(n) = E<.
Zalozmy, ze
P(0)=1,
&Y eZ—+u+yeZ,
veZ-—~roeZ dla kazdej liczby wymiernej r.

Z twierdzenia 5 wynika istnienie takiego ciagu f typu a, Ze
(i) ’ f(0)=p(0)=1,

(i) f(§) jest najwezedniejszym wyrazem ¢(r) ciagu ¢ (tj. wyrazem o moz-

" . liwie matym argumencie 7), ktéry nie spelnia nastepujgeego wa-
runku Pg(p(n)): istnieja takie meJ, rneR, Li<Eé (1=1,2,..,n), e

*) o) =3 il

(o ile wyraz taki nie istnieje, przyjmujemy f(£)=1).

Z (ii) wynika, ze “

(iif) jesli f(&)==1, to f(£) jest najwczedniejszym wyrazem ¢(f) takim, ze

non- Be(p(Z))- o

Zbiér B wezystkich wyrazéw ciggu f nazywamy b‘am zbiozju Z.
Jefli Z=g&R, to baza zawiera tylko liczbe 1, jesli za§ Z zawiera choé jedna,
liczbe niewymierng, to B=={l}." o '

Zatbzmy, e Z;S?. Z definicji wynika, ze jeéli f(y)=1 dla pewnego
ya=0, to dla y<<f<a jest f(£)=1, gdys wiowczas dla kajdegg elementn
Y eZ jest D, (y), o wige tez Pg(y). Niech y bedzie najmnie;gzad l}czbey taka,
26 f(y)=11i 0<y<a. Jesli liczba taka nie istinieje, to przyjmujemy y=a.

Ciag f ma nastepujace whasnodei:

(iv) @(6)<f§) lub @§)=f(&) dla kazdego f<y.

i i : ' i i 5 der Punktional-
1) G. Hamel, HBine Basis aller Zahlen und die unstetigen Losung
gleichung f(w+y)m}(w)+ f(y), Mathematische Annalen 60 (1905), str. 459—462.
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Istotnie, niech A bedzie zbiorem tych &<y, dla ktérych.spelniony
jest warunek (iv), i zatézmy, ze W(n)C A4 dla jakiego§ n<y. Jefli &<y,
to £ed, a wiee zgodnie z (iii) i (iv) jest Der(p(£)), a wige tes Py(p(£)).

Tedli non-y{g(n)); to f(n)=g(y) na mocy (iil). Jesh zas Py(p(n)),
10 f(n) nie jest Téwne ani p(») ani zadnemu @(&) dla &<, a wige (1)< f(n).

Wynika stad, ze ne A, conamocy zasady indukeji dowodzi wzoru (iv).
{v) Dla kazdej liczby 2 e Z jest @,(2).

Istotnie, zatézmy, ze istnieja elementy z=¢(n) takie, Ze non-@,(z)
i niech z,=g(7,) bedzie najwezésniejszym z nich. Na mocy (i) jest wiee
@(n9)F1. . ‘

Rozpatrzmy dwa przypadki. Je§li y<a, to stosujge wzér (ii) dla
£=y wnosimy, ze f(y)=9(n,)==1 wbrew definicji y. Jesli y=ua, to f(xn,) =1
a nadto @(n,) ==f(n,), gdyz oczywifcie @y(f(n,)). Stad wobec (iv) wynika

@(10)<3f(1), & wiee zgodnie z (iii) otrzymujemy By, ((7,)), Skad Py(p(n,)),
whrew zaltozeniu. : ;

(¥i) Jesli Zrif() =Zri(C), glaie & <Ly<...<la<y, tO ri=17.

Istotnie, przenoszadcl wszystkie wyrazy na jedng strone, otrzymamy
réwnanie : i 3

rf(G) +1af(60) + e Taf(E) =0, gdzie ri=1i—11.
Przypudémy, ze 7‘,,#0. Wynika stad, ze

n—1

L == 3R,

=1
czyli @, (f((a)) whrew wzorowi (iii). Podobnie: ;=0 dla j<m.
- Otrzymany wynik mozna wystowié jak nastepuje: przyjmujac dla z¢Z

R n .
{vii) z=i;1'r,b,, gdzie neJ, r1e R, bye B oraz by==b; dla i+,

wyznaczamy wspélezynniki 7, jednoznacenie (moga one zreszte znikad).
Oczywiscie, ze wzoréw
. n n B
zl-——-tZ; 7’51) bi, 2 '-—-IZI r?’ bg

‘wynika, ze .

(i) atra= 3 PP
=1 .

iom
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Niech b bedzie dewolng liezba niewymierna nalesgcs do B. Qznaczmy
przez F(z) wspélezynnik liczby b we wzorze (vii) (jest wige F(z)=0,
jedli b nie figuruje we wzorze (vii) wiréd liczb byyiybn). Ze wzoru (viii)
wynika, Ze

F(zy+2,)=F(2)+F(2) dla 2,2, € Z.

Funkeja F(z) nie jest przy tym liniowa, tj, nie jest. postaci ¢-z.
‘W przeciwnym bowiem razie, wobec F(b)=1, mielibysmy

1 . . 1
o=, & Wiee F(1)=c=—b~,

podezas gdy na mocy definicji B jest F(1)=0.

Twierdzenie 6. Kaida liczba granicena posiaci 1= lim p(€), jest
wspdthoricowa ¢ jokad licsba y<at). . i<

Dowdéd. Zgodnie z twierdzeniem 5 istnieje ciag y typu « taki, ze

(i)  w(&) jest najmniejsza chba_. ¢ taka, ze @(&)<<¢<<A oraz [J (p(n)<),
o ile taka liczba istnieje, ‘ <

(ii) - p(&)=4 w przeciwnym wypadku.

Rozréznismy dwa przypadki.

I. Nie istnieje £<a takie, ze p(£)=2 Ciag y jest w tym wypadku
TOSNgCy na mocy (i), a nadbo (jak wynika przez indukeje) w(&) >@(§) dla
wezystkich & Poniewa# A jest najmniejszg liczbg przewyzszajacs wszystkie
@(£), wiec wnosimy stad; ze 1§i<m1p(§)=l. Liczba A jest wieq wspétkofcowaz .

o

II. Istniejg liczby &<a takie, ze y(§)=A4. Niech y bedzie na.jmniejv-

823 wéréd tych liczb £, tj. p(y) =4, zad y(n)<i dla n<y. Wynika ste.yd,

ze y jest liczbg graniczng. Istotnie, gdyby y=0-+1, to (8)<i, a wiee

istnialaby liczba ¢ taka, ze p(8)<C<<Aig@(d)<{<4, tj. nie byloby w(y)?-/l.

Z (i) wynika, ze dla &<E<y jest p(&)<w(&), 1. ze ciag | W(y) jest

rosngey, Niech g=1§i<m w(£). Wykazemy, ze g=A4. Istotnie, przypusémy,
”

46 g<A. Liczba. o jest wieksza od wszystkich y(n) dla n<y, a zatem
istnieja liczby < A przewyiszajgce zaréwno o(y), jak i kazfiad Z hcz}? p(n)
dla n<y (mianowicie, kazda z lczb zawartych miedzy v‘flqkszq z liczb o
i p(y) a liezhy A czyni zadodé tym warunkom). Otrzymujemy w ten spo-
86b sprzecznodé z zalozeniem, e p(y)=A. A wiee o >> 1. Poniewaz za o< 4,
bo p(&)<i dla é<y, wige 1=g=1ﬁig}ap(§), tj. 2 jest wspdlkoricowe z -

1) O funkeji ¢ nie zakladamy, %e jest to funkeja rosnaea. ¢
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§ 5. Arytmetyka liczb porzadkowyeh '), Z okrefleri podanych
w_rozdziale IV, § 4, str. 159, wynika. z tatwoscig

- Twierdzenie 1. Suma @ iloceyn dwu Viceb porzqdkowych sq liczbams
porzqdkowyms.
Na podstawie przykiadu 4, §1, str. 185, dtrzymujemy

Twierdzenie 2. Suma uporzadkowana liceh porzadkowych wedtug
argumentu dobrze uporzgdkowanego jest liczbg porzadkowq. :

7 twierdzenia 2 wynika twierdzenie 1. Przyjmujae bowiem jako
argument zbiér o dwu elementach wnosimy, ze suma dwu liczb porzad-
kowych jest liczbg porzadkowa. Przyjmujac zad, ze argument ma typ 5,

a wezystkie skladniki sg réwne «, otrzymamy wniosek, ze of jest liczbg

porzadkows. , .
Udowodnimy kilka praw arytmetycznych dla sum i iloezynéw.
Pierwsze prawo monotonicenoder dla dodawania:

1) ' (a<B)— (y+a<y+B).

Dow6d. Niech C=y, B=g oraz B-(=0, Poniewaz a<f, zbiér B
zawiera odcinek A typu . Suma uporzadkowana O+4, ktéra ma typ
y+a, jest odeinkiem sumy C'+4-B, ktéra ma typ y+p4. A zatem y+a<y--g.

Z (1) wynika (dla a=0), ze

@ (B>0)>(y+B>7)
Zatem suma dwu liczb porzadkowych réznych od 0 jest zawsze
wieksza od pierwszego skladnika. ) ‘
Drugie prawo monotonicenodei dla dodawania:

®3) (e<B)—> (a+y<p+7).

_ Istotnie, prayjmujac d=a, B=g, 0=y, ACB i BO=0 i stosujac
tmerdzeple 3z §3 (str. 194) do sum uporzadkowanych A-+C i B+ a0,
otrzymujemy (ze wzgledu na inkluzje 4-+C0CB+C) waér (3).

Z (3) wynika w szczegdlnofei:

() B+y=y.

_Zatem suma dwu liezb porzadkowyeh nie moze byé mniejsza od
druglego skladnika; zarazem z réwnosci 1+w=w wnosimy, ze suma nie
musi byé wigksza od drugiego sktadnika (mimo ze pierwszy skladnik nie
jest zerem). * ‘ '

) 1) Okreélenia i twierdzenia podane w §§ 5—7 pochodza od Cantora; ob. Mathe-
matische Annalen 21 (1873). . .

o ‘
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Twierdzenie 3, Jesli azp, to isinieje doktadnie jedna liczba po-
regdlowe v taka, d6 a=f-+y. '

Dow6d. Niech A= q, niech B bedzie odcinkiem A typu p i niech
y=A—B. Oczywifcie a=p-y. Dla dowodu jednoznacznofci zalézmy,
26 f-+yy=p-+ 7, Na podstawie (1) wnosimy stad, ze y <y, i 7y
a wiee y,=v, W mys§l twierdzenia 1 z § 3, str. 193, c.b.d.o.

7 twierdzenia 3 i ze waoru (2) wynika, ze koniecznym i dosta-
tecznym warunkiem rozwigzalnogei réwnania a=pf-+o jest nierdwnosé
a>p. Natomiast réwnanie a=w--p nie zawsze jest rozwigzalne; np.
nieréwnodé w==w+2 zachodzi dla kazdej liezby porzadkowej .

W zwiazku z twierdzeniem 3 przyjmujemy definicje:

Résmica liceb porzadkowych o § p (a>p) nazywamy (jedyna) liczbe y
taka, %6 a=f-+y. Liczbe te oznaczamy symbolem a—pB. A zatem

(5) a=pf+(a—p).
Np. 0 —n=0, gdyz n-w=w; podobnie v —w= w?, gdyz o+ =%
Prawa monotonicenodei dla od_ejmowamia:

(6) (a>0)—>(a—f>a—p),
) (>80~ (a—B< a—py),
przy czym, ze wigledu na Wykona,lnqéé odejmowania, zakladamy we
wzorze (6), %6 ay> B, zad we wzorze (V), e a>f.

Dow6d. Praypusémy, 26 a—p<a—F. Z (8)i(1) wynika wowezas
a=f+ (a—p) <+ (ay—pf)=a, whrew zalozeniu, ze a>a. . )

Przypudémy podobnie, ze a—pf>a—p. Z (5) i (1) wynika wéwezas
a= B+ (a—p) > p+(a—py). Przeczy to zalozeniu, %e ﬂ>ﬂ1,. z ktérego
wynika na mocy (3), ze B+ (a—py) = b+ (a—Fr)=1a; otrzymalibyémy bo-
wiem a>a. ‘ : ‘
l Réwnodé w—2=w—3==n dowodzi, ze W nastepniku implikacji (7)
nie mozna zastapié symbolu < przez <.

Pierwsze prawo monotonicenoder dla mnozenia:

(8) (a< f)—(ya<yf) dla y>0.

Istotnie, pB jest typem sumy 1,1‘porzaddkowar;j 8 == é; F;l, Agdsie
B=p, Fy=y i gdzie zbiory F, sg roztaczne. Niech A=a i niech 4 be-
dzie ;Jdc;nkiem zbioru B, Wéwezas suma 2}7’, jest odcinkiem zbioru 8.

xe
Stad ya<yf.
Drugie prawo monotonicenosos dla MNOZENI0L:

() (a<B) > (e <Py)-


Yakuza


206 ROZDZIAL V. Zbiory dobrze uporzadkowane.

Istotnie, niech Fr=a, G,=p, X=yp i niech F,CG, dla zcX, przy
czym zbiory @, sa rozlgczne. Wéwezas g :
ZF.::“V ’ ZGx=ﬁV i ZF&CEG,;
xeX xeX x x .
A zatem. ay< fy. . ) ‘
Z tozsamofei 1-0=2.w wyniks, ze znak < we wzorze (9) nie
moze byé zastapiony znakiem <.
" Prawo rozdeielnodei mmosenia wegledem odejmowania:

(10) dp—y)=af—ay dla f>y.
Dowé6d. Z prawa rozdzielnogei mnozenia wagledem dodawania, (str.

160) wynika wobec (3), ze af = a[y-+(f—y)]=ay -+ a(f—y), skad wynika,
wz6r (10) na mocy definicji odejmowania.

Udowodnimy teraz twierdzenie o deieleniu liczb porzadkowych:
Twierdzenie 4. Jesli f jest licabg poreqdlowq >0, to dla kazdey
liczby poreqdlowe] o istniejq liczby y © o takie, de
(11) a=fy+e 1 o<f.
Liceby y i ¢ sq prey tym wyznaczone jednognacenie preez o i f.
Dowdd. Poniewaz 1<f, wige na mocy (9) jest a < fa.

Jesli a=pa, to wystarczy przyjad y=a i g=0. Zaldzmy zatem,
ze a<fa.

Niech S=%;Fx, gdzie X=a i Fr=p dla kazdego X, przy czym
zb%t’)ry T, s3 rozigezne. § =fa, a wiec — wobec nieréwnofei a< fa —
gblor S zawliera odeinek typu a. Niech s bedzie takim elementem zhioru 8,
ze odcinek O(s) ma typ a, i niech @, bedzie tym elementem X, dla kté-
rego s‘eIf’xo. P.rzyjmijmy jako y typ odeinka’ ¥=0(z,) zbioru X, zad
jako o'typ zbioru Fy,-O(s), tj. typ odeinka zbioru F,, Wyznaczonego
Przez s. Jest jasne, ze -

0s)=2 Fut Py, 0(s), skad a=fy+o.

Nadto gg'ﬁ, gdyz g jest typem pewnego odeinka zbioru r,,.
Udowodnilismy w ten SposGh istnienie liezb p i o, spelniajacych
warunki (11).

Dla dowodu jednoznaeznogei zatézmy, ze

) Brro=pfnte, e<f, o<p.
Przypusémy, ze y>vi Stad y=y 4 (y—p), a wiee

(13) Byt e=Bn+ (y—r)l+ o=+ Bly—y)+ o

oraz y—y; 21, a wiec na mocy (8) .

(14) Bly—y) =p..

(12)

o
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Z (12) i (13) wynika, Ze

Britoi = fri+ Bly—uny),
skad wobec (14) )

(15) Brito. =+ B

Poniewaz f> gy, wiec fy,+ >y, 40, na moey (1). Jest to jednak:
niemozliwe, bo ze wzoru (16) wynikalo by, ze Byi+ 01> i+ 05

Zatozenie, ze y >y, prowadzi zatem do sprzecznogei. Podobnie do-
wodzi sie, ze nie moze byé > y. A zatem y=y,.

Z tej réwnodci 1 ze wzoru (12) wynika, ze fy- o= fy+ p,;'zgodnie:
z (1) wzor ten pocigga za 50bg 10wnokéé g=o,. :

Twierdzenie 4 jest w ten sposéb udowodnione catkowicie.

Liczbe y ze wzoru (11) nazywamy ilorazem, zag o — reszta.

Z twierdzenia 4 wyprowadzimy algorytm Kuklidesa dla liczb po-
rzadkowych: ' ‘

Twierdzenie 5. Dla dowolnych dwu liceb porzadkowych o, i ay
réenych od 0 istnieje liczba naturalng w2zl 4 liceby gy, Piy.oyf
takie, de ay>ag>...>0p>0 4

a=0ft+ay ay=afytas ..., U= 0n—1 fn—1~40n, On—1=anfin-

Dowdd. Stosujae do liczb aq i o, twierdzenie 4 wnosimy, ze istniejg,
liezby fy i ay takie, 46 ay=a,f;+ a5 1 0y <ay. Jesli przy tym oz=0, to sto-
sujae to samo twierdzenie do liczb o, i @y, wnosimy, ze istnieja liczby
Ba 1 ay takie, 26 o =ayfy+4a; i az<a, Rozumujac dalej w ten sposéb
otrzymujemy dwa ciggi liezb o, f; talie, ze ap1=aifi+ aups 1 a<oy dla.
i=1,2,... Ciagi te sg skonczone, poniewaz nie istnieje ciag nieskonezony
liezb porzadkowych malejacych (na mocy twierdzenia 5 z § 3, str. 194),
tzn. dla pewnego naturalnego # musi byé a,441==0, ¢. b. d. 0.

Ustalimy obecnie wzory, w ktérych wystepuje operacja przejdcia
do graniey (por. § 4, str. 196). Zaktadamy, ze A jest liczba graniczng, a ¢
ciggiem pozaskoriczonym rosngeym typu A. Mamy wéwezas:

(16) 15132 [a+¢(£)3=a+1§1§1}¢(§)~

Dowéd. Przyjmijmy ﬂ:—:lil}l(p(.&'). Jesli &<, to @(£)<p, a wiec

a+@(§) <a--f. Niech f<a-f; udowodnimy, ze istnieje takie £<4, ze
{<a-+p(£). Istotnie, jesli £<a, to (<a+p(0); jedli zad {>a, to {=a+(—a)
if{—a<(a+ p)—u< B, skad wnosimy, ze dla pewnego £<A jest & —a<p(£),
a wige f<a--@(£). Liczba a--f jest wiee najmniejsza z liczb wiekszych
od wezystkich a--@(&) dla <1, co dowodzi wzoru (16).
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im [a@p(&)]=a-lim ¢(£).
{17) £<l[a @(§)] lim o

Dowéd. Mozemy oczywiscie zalozyé, ze a==0. Niech ﬂ=1§i<r;1 (&),

Dla £< 1 jest ;;)(5)<ﬂ, a wiec a-@(£)<af. Niech {<a-f; wyznaczamy na

mocy twierdzenia 4 liczby y i o takie, ze {=ay+¢ i p<a. Grd'yby przy-

puseié, ze y=p, to mielibySmy ¢>af+¢>af whrew zalozeniu. A wiec
¥<B, skad wynika, ze dla pewnego £< 7 jest y<Co(£). A zatem

ISa-g(§)+o<a-p(§)+ta=a-[p§)+1], skad (<a @(é+41),

gdyz funkeja @ jest z zaloZenia rosngea. Poniewaz 1 jest liczbg grani-
«ozng, wige §41<i i wzbr (<La p(é-+1) dowodzi, ze jest niewigksza
od pewnej liezby postaci a-p(7), gdzie n<A. Liczba af jest wige naj-
mniejszg liezba wieksza od wszystkich liczb a-g(n) dla n<A, co dowodzi
wzoru (17). .

UWAGI. Przyjmujac ¢(é)=¢ wnosimy z (1) i (16), ze funkeja
S(§)=a+& jest rosmqca ¢ ciagla (na zbiorze W(B) dla kazdego B). Z (8)
i (17) wynika, ze te samg whasno$é ma tez funkeja p(&)=a- £ Z twier-
dzenia 4 z § 4, str. 197, wnosimy, ze istnieja liezby krytyczne zaréwno
dla funkeji 8, jak i dla funkeji p. Liczba krytyezng funkeji ¢ jest =a-w
i ogélniej, kazda liezba postaci a+w+ o, gdzie ¢ jest dowolng liczba po-
1z9dkowa. Istotnie, .

s(a-0to)=utaote=alto)te=awte

Liczbg krytyezng funkeji p jest np. lim at, gdzie a™ jest m-krotnym
iloczynem a przez siebie. Wszystkie liczlgyﬂkrytyczne funkeji p wyzna-
czymy w nastepnym paragrafie, '

CGWICZENIA ). 1. Zbadaé, czy lim [p(&)+ p(£)]=1lim p(&) 4 Hm'p(é).

2. Zbadad, czy lim[p(£). ¢]=[lim o(£)]-a.

3. Jefli ;- fy=a+4f i 8, >8, to n<da.

4. Dla kaidej liczby o istnieje skoriczona ilogé lidzb p takich, ze
Téwnanie a=£&+f jest rozwigzalne wizgledem ¢ (kazda z takich Hezb g
mazywa 8ig resztg liczby a).

5. Jesli ciag @ jest rosnacy, a=lir;1 (&) 1 a=g@(&)+ o(£), to istnieje

‘taka liczba u<}, 76 p(§) ma wartodé stala dla p<E<l Wartodé ta jest
réwna najmniejszej reszcie liczby a?).

*) Wiele materiatu do éwiczen czytelnik znajdzie w ksiazkach W. Sierpifiskiego;
Zarys teorit mmogobei wyd. 8-e, Warszawa 1928, rozdziat X, oraz Legons sur les nom-
dres transfinis, Paris 1950 (Collection Borel), nowe wydanie, rozdzial X.

*) Por. A. Hoborski, Fundamenta Mathematicae 2 (1921), str, 193.

o .
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*$ 6. Potegowanie liczb porzadkowych. Potege 1% o zasa-
dzie y>1 i wykladniku ¢, okreflamy przez indukeje pozaskoriczong jak
nastepuje:

(1) y'=1, (2) =ty (3)  pr=lim 4

£<a
gdy A jest liczbg graniczng.

Aby mdc zastosowaé twierdzenie 5 z § 4, str. 198, okreflamy h-jak
nastépuje: niech ¢ bedzie dowolnym ciagiem liczb porzadkowych typu

- &< a; niech

h0)=1, h{p)= <1P'(17)-y, ?eél? 5%’7—1—1., |
o @(n), jesli & jest liczby graniczng.
ﬂ .

Z definicji wynika, natychmiast, ze potega jest funkejs rosngey, tj.

) a< foryo < b,
Udowodnimy, ze
(5) Iy§+’7=y§ %A

Dowéd. Dla danej liczby £ niech B bedzié zbiorem tych ¢ eW(n-+1), V
dla ktérych p8H=y8.98 Wykazemy, ze jedli £ 7, t0

* W(E)CB—>¢ ¢ B.

Istotnie, mozliwe sg przypadki: (i) £=0; (i) ¢ nie jest liczba gra-
niczng; (ii) ¢ jest liczba graniczng >0. W przypadku (i) {eB, gdyz
PO=pf=pf L=yt p% W prypadku (i) ¢=f+1, gdzie & eW(),
a wige w mysl zalozenia {; ¢ B. Mamy wige pith=pf . 0h gkgd

VB =y CHH bty (g b () g gt b

co dowodzi, ze {¢B. Wreszcie w przypadku (iii) &-+¢ jest liezbg gra-
niezng, a wiee
'}’E+§= Iim ’}/“.
ali+l -
Stosujac twierdzenie 3 z § 4, str. 197, do funkeji p(a)=9* i p(a)=£+a
wnosimy, ze o s "
lim p%=lim péte,  gkad =lim pé+e,
u<E+§y aly v a a<lp Y
Poniewaz dla a<¢ mamy o< W(Z), a wice a e B, tj. ybta=yb.po przeto
SHE=1im (pf %) =5 Him v® =1 . 1t
¥ «<g(" Y=y N =55,
skad ¢ ¢ B, .

Implikacja (*) jest w ten sposéb udowodniona. Na mocy zasady
indukeji (por. § 1, twierdzenie 6, str. 187) z implikacji tej wynika, ze
B=W(n+1), a wigc 7 € B, co dowodzi wzoru (5).

Kurs Teorit Mnogofci. ' 14
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(6) (=g, |

Dowéd przebiega analogicznie do dowedu wzort (5). Niech B
bedzie zbiorem tyeh ¢ ¢ W(n-+1), dla ktérych (pé)t=y%; wystarczy udo-
woinié, ze spelniona jest implikacja (*). Rozpatrujemy jak poprzednio
proypadki’ (i), (ii), (). W przypadku (i) jest e B, gdyz (y5)'=1=p"=%0.

W przypadku (i) mamy ¢={ 1, gdzie {; czyni zado$é réwnodei

(Yh)h=y&, z ktorej wynika, ze
(9508 = (p8)5rtt = (pf)fs - b = i = kS = pGHD = 88,
co dowodzi, ze [ eB. Jedli wreszcie { jest liczba graniezng >0, to

H(y8)H=lim (p4)* = Lim.y*=,
a<lt a<ll

Poniewaz zaévz twierdzenia 3 z § 4, str. 197, wynika, ze

lim yé“:llm yﬂ_—_yﬁ,
act’ <&

wiee f.«B. Wzbr (6) jest w ten sposéb udowodniony.

() y=E

Wizér ten wynika ze wzoru (4) na mocy twierdzenia 1 z § 2, str. 191.

Dzialanie potegowania pozwala na wyznaczenie liczb krytyeznych
przyporzadkowania p(&)=a-§ (por. § 5, str. 208). Sa to mianowicie wszyst-
kie potegi postaci a®te, gdzie v jest dowolng liczbg porzadkows. Istotnie

' p(am-i—c) =q - @9+ = qlH(©0+0) — ((I+o)+0 — ota,

Funkeja f(&)=y¢ jest — zgodnie z (3) i (4)—rosngea i ciaygla‘ (na
kazdym zbiorze W(a)), funkeja ta ma zatem liczby krytyezne na mocy
twierdzenia 4 z § 4, str. 197. Zgodnie z tym twierdzeniem liczby te uzy-
skujemy jako granice ciagéw a,, gdzie a, jest liczbg dowolng, a arti=yon.

Przyjmujae np. y=w, a;=1, mieé bedziemy

=0, G=0% =0,
Granica tego ciggu
S s=1im a,
nle

jest majmniejszg liczba kr‘y‘oycznaJ fuﬁkcji wf, ‘tzn. najmniejszg liczba
ezynigea zadosé réwnosei
(8) ’ wt=eg,

Liczby e spelniajgee réwnanie (8) nazywaja siq‘ epsilonowyms.

@
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OWICZENTA. 1. Niech 4 bedzie liczbg graniczn. Jeshi funkeja g jest
ciagla na zbiorze W(2) i spetnia warunki ¢(0)=1, ¢(1)=y, platB)=ep(a) - p(8)
dla a, B, a+<A, t0 p(§)=9y% dla <A,

2. Jofli wi=a+p i B0, to fot.

3. Dla kazdej liczby porzadkowej « istnieje. liezba epsilonowa
wieksza od «a.

*§ 7. Rozwinigcia liczb porzadkowych o dowolnej zasa-
dzie. Operacje potegowania mozna wykorzystad dla przedstawiania
lLiezb porzadkowych w postaci przypominajace; przedstawianie‘ liczb na-
turalnych w systemie. dziesigtnym. Aby uzyskad to przedstawienie, udo-
wodnimy najpierw pomoenicze

Twierdzendie 1. Jesli y>1 i 1<a<yb, to istniejo liceby 0, B i o

takie, %o
: a=p"-f+o, 0<n<E, f<y 4 g<ym.

Dowéd. Niech ¢ bedsie najmniejszg liczba porzadkows taks, ze

a< yF.' Oczy.wiécie 0<{ <& Gdyby ¢ bylo liczbg graniezna, to mieliby$my
y€=£1g;1 Y1 y*<a dla A<, skad 98 <<a whrew definic)i liczby ¢. Zatem

{=n+1, gdzie
0<n<é, y1Ca<yntl,

W mydl twierdzenia 4 z § 5 (str. 206) istnieja Liezby f i o takie, ze
a=y1-f+o, o<y

Gdyby bylo =y, to mieliby§my a>p7.y+p =91, Zatem f<y i liezby
B, m i ¢ czynig zadofé wezystkim zgdanym warunkom. -

Twierdzenie 2. Jesli y>1 i 1<La<y", to istnieje liczha natu'f&lna n
1 liceby porzadlowe By, fay..r)Pny OTAZ 1147y ey takie, 26 ‘

(1) . ‘ a=7ﬂlﬂ1+7ﬂ2ﬂz+---+7ﬂnﬁm '

2 - NN >N> 0> 0KH<y da i=1,2,..,n.

Dowéd. Z twierdzenia 1 wynika, ze istnieja takie liczby %, f
iay, ze : i ! )

- (3) a= Yo, 0KH <y, <y, 0mp<.

Jesli 4,70, to, stosujae powtérnie twierdzenie 1, wnosimy, ze istnieja
liczby 7y, B, 1 oy takie, ze :

(4) u=ynfitay 0<fH<y, <y OSN<th :
' 14*
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Og6lnie, z zaloz’ehia, ze dg1==0, wynika istnienie liczb #;, f; i o
takich, ze )
(5) Gea=yftay, 0SAi<y, @<y, O<m<ti.

Wobec tego, ze liczby #; tworzg ciag malejacy, ciag ten jest skon-
czony. Istnieje wiec takie n, ze a,=0. Zwiazki (3), (4) i (5) daja (1) i (2).

Wzér (1) dla liezb f§; i #; spelniajacych warunki (2) nazywamy
roqwinigciem. licghy o przy eesadeie y. Liczby £ nazywaja sie cyframi,
a liczby #; wykladnikami tego rozwiniecia.

Jesli y=2, to wszystkie cyfry sg réwne 0 lub 1 (przy czym mozna
pomingé skladniki, w ktérych cyfry sa réwne 0). Jefli y=w, to cyfry s
liczbami naturalnymi. . :

PRZYKEADY. a=w?+w-5-+9 jest rozwinieciem liczby o przy za-
sadzie w. Aby rozwinaé te samg liczbe przy zasadzie 2, wystarczy za-

uwazyé, ze o=Im2r=20 a wiec 0?=(29)*=29% oraz w-5=2°+242¢,
n<e

w59 =002 {2024 D64 934 20,

Mamy wiec

W podobny sposéb otrzymamy
w0 =29

Dla liczb epsilonowych rozwinigciem przy zasadzie o jest e=w®.
Liczby te nie dajg sie wiee przedstawié w postaci (1) dla y=w przy uzyciu
wykladnikéw mmiejszych, niz one same.

Dwie liczby przedstawione w postaci (1) mosna latwo poréwnywaé
¢o do wielkodei na‘podstawie twierdzenia nastepujacego:

Twierdzenie 3. Jesli 1>& >...>E, @ y>0, dla n<p, to
' P >0 20, P,

Dowéd. Z zalozenia wynika; ze n=&+1 i y—9, >0, skad

Y12 phy = b iy — ) > A0y,
Poniewasz yfx>yfxy,lma;my podobnie yh = yhd,+-ph. Stad
L
Postepujac tak dalej otrzymamy po p krokach nier6wnogé
T R il

z ktérej wynika nieréwnodé zadana (poniewaz: 7% >0).

@
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Twierdzenie 4. Jesli

a=y" Byt e bt By LU Ly,

E=y" B o 1B B g ro,,
gdzie

M>N2> e >0ny N1 >E> 0>,
0<Bryeres <y, 0<Byy.Bp<y,
prey caym y" iy, to
(@) o [(m,> &)+ (=) (B > )]
DowdGd. Zalézmy, ze u,>&. 7 twierdzenia 3 wynika, ze
L A IR st IV NI T 0

& wige a>{, bo na mocy wzoru (1) z §5 (str. 204)

A S el S L S A
> 9" Bart e Y1 By i R0, =
Zalézmy teraz, ze y,=£& i fi>9. % twierdzenia 3 wynika, ze

YUB—8) Z Y1y Ot 0,

skad wnosimy, ze '
YUty By—0) > Y19y Oy YPdy,
ezyli ‘
y”"ﬂi > ygiﬁ‘i—l— 'ng'l'ﬂH_l—]— v 'ygpﬁ‘p.

Tym bardziej wige

YHBit o By > 19+ ---+7’§p79p7

skad wnosimy, jak poprzednio, ze a>¢.

Jefll n,< & albo tes m=& i i<y, to stosujae analogiczne rozu-
mowanie otrzymamy nieréwnosé a<¢, Dowdd twierdzenia 4 jest w ten
sposéb zakonezony.

Twicrdzenio 4 wykazuje, ze rozwinigeia liczb porzadkowyeh maja
wlasnodei podobne do rozwinigé liczb naturalnych przy dowolnej za-
sadzie, np. 10. W jednym i drugim:przypadku, poréwnujae dwie liezby
co do wielkodei, bierzemy pod uwage pierwsze nieidentyezne skladniki
ich rozwinigé i poréwnujemy ze soba wyktadniki, a w przypadku réw-
nosei wykladnikéw — poréwnujemy wsp6lezynniki,
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1‘w@erdzeme 5. Kaida liczba porzgdkowe ma ngy damej zasadzie
tylko jedno rozwinigeie.
Istotnie, w myél twierdzenia 4, jesli

Y™+ ~--+'}’ﬂ"ﬂn=')’§l”1+ ""I")’gpﬁp

(gdzie 7y >7g> 0o >0y &> 6> > Epy 0<PoyennyBn<<yy 0<ByyoersPp<y),
to m=p oraz np=>E& i fr=">% dla En.

Twierdzenie 4 pozwala ustalié zwiazek pojecia potegi liczb porzad-
kowych, ktéra zdefiniowaliSmy w § 6, z pojeciem uporzadkowania le-
ksykograficznego okreslonego w § 7 rozdziatu IV.

Twierdzenie 6. Potgga " jest typem porzqdkowym zbioru tych
funkeji, nalesaeych do zbioru . Wy VW) uporzadkowanego leksykograficenie,
ktore tylko dla skotczone] liceby argumentéw majq wartosé == 0.

Dowéd. Zgodnie z twierdzeniem 4 z § 3 (str. 194) p1=W(p"). Kaz-
dej liezbie a e W(y7) odpowiada jednoznacznie rozwinigcie

¥ B+ 7”2132"1‘ et Y™ B,

glzie 7> >0>. >N 1 0<Byyeny fn<y. Rozwinieciu temu mozemy
z kolei przyporzadkowaé funkeje fo e W(y)¥® okresiong jak nagtepuje:
faln) = dla i=1,2,.,n,
fa(§)=0 dla &7y, Mgy ey Wns

Na odwrdt, kazdej funkeii g e W(y)"®, przyjmujace] wartodei réine
od 0 tylko dla skor’lczonej liezby argumentéw, odpowiada taka liczba
aeW(y"), 26 g=fa.

Wreszcie z twierdzenia 4 wynika, ze f, poprzedza f; w uporzad-
kowanin leksykografieznym zbioru W(y)P® wtedy i tylko wtedy, gdy
a<(. o

Jako inne zastosgwahie rozwinieé postaci (1) ustalimy charaktery-
styczn@ wlasnodé poteg liczby w.

Definicja. Liczba o nazywa sie reszig liczby a, jesli o0 i 1stme;]e
taka liezba o, %6 a=o-+ 0.

Twierdzenie 7. Na to, aby kasda ressia liczby a byla réwna a, po-
treeba i wystarcea, by liczba o byla potega liezby .

Dowé6d. Jesli kazda reszta liczby o jest réwna a, to w I'OZWJ,D.Ichu
a=o"p+ o+ ...+ 0"™p, I

jest m=11 =1, tj. a=am

. .
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ZaYozry z kolei, ze a==wf, i niech g bedzie reszty liczby a.

Dla pewnego o jest wiee
6 a=o+e i o<a t. o< wh

Rozwinmy o przy zasadzie w:

‘ a=w”n+w"1n1+...+w"k¢;h.
A zatem 7<f, tj. n+1<f. Prayjmijmy v= wf— g, Otrzymujemy
WP o+ P K (n+1)+ wb= o (n-+1)+ wrHtr=
= (n—+1+ o)+ 1= o+ 7= 04 7="0f,
skad wnosimy, ze wf=oc-+wf, tzn. a=o-+a. Zgodnie z (6) otrzymujemy
o+p=0-+a, co dowodzi, ze g=a, ¢. b.d.o.

Przy pomocy rozwinieé o zasadzie o okredlié mozna dwa dziatania
na liczbach porzadkowych, zwane naturalnym dodawaniem i naturalnym
mnozeniem *). Dziatania te wykazuja wiece] analogii z dodawaniem i mno-
zeniem liczb naturalnych, niz dodawanie i mnozenie hczb porzgdko-
wych, ktére rozpatrywaliSmy dotychezas.

Aby okre§li¢ te dziatania, rozpatrzmy dwie liczby:

a=w"n, + o®ny + ...+ ny,

B = tm, + wmyt ...+ ol
Po uzupelnieniu tych rozwinieé potegami w ze wspélczynmkaml 0,w ka-
dym rozwinieein wystepuja te same potegi w:

m a=01p+ ofipyt ..+ 0'ip,,
(8) ‘ ﬁ=w§1g1+w§zq2—}-...+w§hgh.

Naturalng sume liczh o'i p definiujemy jak nastepuje
a(+) = 0 (D1 + @) + 0 (Pat @)+ o 02y 4,

Naturalny iloczyn «f-)f okreflamy jako liczbe, powstajaca przez
formalne pomnozenie rozwinieé (7) i (8) tak, jak gdyby byly to wielo-
miany wzgledem o, przy czym mnozac dWle potegi o tworiymy natu-
ralng sume wykladnikéw zaf wyrazy otrzymane z mnozenia ustawiamy
w porzgdku malejgcych wykladnikéw.

Naturalne dodawanie i naturalne mnozenie sa dzialaniami pree-
miennyma.

PRZYKEADY. 1. Naturalna suma moze byé rézna od zwyklej, np.

[0t 0-+1] (+) [0+ o]=a*+ 0+ - 2+1,
[0+ 0411+ [0*+ o] =o'+ o.

‘ 1y G. Hessenberg, Grundbegriffe der Mengenlehre, Gretynga 19086, str. 591594,
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2. [@*+ w+41] () [0+ 0]= 0®+ ot + 0 2+ 0+ w.
3. [0 4 0o 1]( ) [0+ 0o 0] =
—_ wm-2+2+ wm-2+1 ,2+ wm-2+ ww+2+ el 2+ w"’—f— .
' 4. Rozwiniecia (7) i (8) mozna przedstawié w postaci

a=0fip, (+) 0%pa (+) - (+) 0fhpy,
B=wfg (+)0®g, (4) .. () ¥g,.

CWICZENIA. 1. Suma a(-)8 jest funkejs rosnacy ze wzgledu na «
i ze wzgledu na B. :

2. Dla kazdej liczby y istnieje skohezona liczba takich par «, g,
ze a(+)p=y.

8. Jefli <o i n<we®, to & n< w®™

Na odwrét, jedli liczba ¢ spelnia warunek

(9) (<0 (<)~ (& n <),
to istnieje takie @, ze {= w®®

UWAGA. Liczby ¢ spelniajace dla wszystkich & i % warunek (9)
nazywajg sie licsbami gléwnymi mmnozenia ).

§ 8. Liczby porzadkowe mocy a?2). Mocq liczby porzadkowej &
nazywamy moc dowolnego zbioru uporzadkowanego typu &£ Moc te
oznaczamy Symbolem & Mamy wige )

E=W(E).

Liczby porzadkowe moey a mozna okreslié jako typy zbioréw do-
brze uporzadkowanych utworzonych .z liezb naturalnych, lub tez —
w my$l uwagi z rozdziatu IV, § 1, str: 143, jako takie klasy relacyj dobrze
porzadkujgeyeh i majaeych zbi6r liczb naturalnych jako pole, ktére
zawierajy wraz z dana relacja te i tylko te relacje, ktére sa z nig izo-
morficzne. Wynika stgd

Twierdzenie 1. Istnicje 2bidr wsaysthich liceh porzadikowych moey a.

Definicja 1. Najmniejszg liczbe porzadkows, wieksza od kazdej
liczby mocy a, oznaczamy symbolem 0,

Istnienie liczby 2 wynika z twierdzenia 1 (por. § 3, twierdzenie 6,

str. 194), ‘

1) Liezby gléwne dla innych dzialad okreflit i badal E. Jacobstahl; ob. Ma-
thematische Annalen 66 (1907), str. 149. '

%) Liczby te nazywat Cantor liczbami Klasy drugiej; Klasa pierwsza wedlug
ferminologii Cantora jest utworzona z liczb skonczonych.
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Twierdzenie 2. (£<Q)=(E<a).

Dowoéd. Jedli £<a, to &< na mocy definicji 1. Na odwrét, jesli
£<Q, to istnieje liezba £ taka, ze £<¢ i {=q, skad wynika, ze E</=aq.
Definicja 2. =3, tj. y,— T, '

Przyjmujac w twierdzeniu 2: {=1, otrzymamy &, non<a. Ponie-
waz zaf oczywifcie asCr, wiee wynika stad '

Wniosek 3. 8, >a.

Zbiér liegb ¢ takich, ze E<a, tj. zbiér W(R), jest Wiee nieprze-
liczalny. _ .

Twierdzenie 4. Jesli m<y,, to m<a.

Inaczej méwiae: migdey a i &, nie ma liceb posrednich.

Dowéd. Niech m<y,. Istnieje wiee zbiér MCW(Q) talki, ze M=mm.
Niech M=¢ Mamy wiee £<Q. Zarazem &40, bo w przeciwnym razie
mielibysmy &=, tj. m=y, A zatem £<Q, skad na mocy twierdze-
nia'2: £, czyli m<aq, ¢.b. d. o.

Dla liczb- porzadkowych &< obowigzuje nastepujaca forma za-
sady indukeji.

Twierdzenie 5. Niech abidr liceh porzadkowych A ceyni zadodé
trzem nastepujacym warunkom:

(1) Ocd, (@) fed—>(E+1)cd,
(3) jesti p(l}<@(2)<... oraz p(n)ed, to [lim p(n)]ed.

Woworas W(Q)CA.

Dow6d. Przypudémy, ze tak nie jest. Niech a bedzie najmniejsza
liczby taky, ze ¢<Q i anoned. Z (1) wynika, ze as=0. Gdyby o nie
bylo liczba graniczng, tj. gdyby a=£&-+1, to mielibyémy £ed i z (2)
wynikaloby, ze (£-+1)eAd, czyli ae A whrew definicji a. Pozostaje zatem
do rozpatrzenia wypadek, gdy o jest liczby graniczna.

Poniewas @< a, wige istnieje relacia R dobrze porzadkujaca zbiér g
liezb naturalnych w typ a. ’

Okreflimy przez indukeje ciag ky,k,... liczb naturalnych jak naste-
puje: niech k, bedzie najwezedniejszym elementem zbioru T ze wagledu
na relacje R i niech knpi bedzie najmniejsza spodréd liczb &>k, taka,
26 Or(ln)<On(k) (gdzie Og(k) oznacza, jak zawsze, odeinek zbioru ¥
wyznaczony przez k); poniewaz a jest liezby graniezng, taka- liczba &
istnieje.

1) N jest to hebf&jska litera alef. .
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Niech ¢@(n)=0g(k.). Mamy wiec ¢(n)<@(n+1). Ponadto ¢(n)<a
dla n=0,1,2,..., gdyz Og(k,) ‘est odcinkiem zbioru typu a. Jesli £<a,
to istnieje liczba m taka, ze Ogr(m)==¢£. Z uwagi na to, ze ciag kg, &y, ... jest
rosngcy wnosimy, ze dla pewnego n jest Og(m)COr(kn), & Wice &<qp(n).
“Wynika stad, ze a=lim ¢(n). Poniewaz zaé g(n)<a, wiee g(n)ed dla
7=0,1,2,..,, a zatemKnma, mocy (3) aeA. Przeczy to jednak definicji
liczby a, ¢.b.d.o.

Zbiér W(R2) ezyni oczywidcie zados$é warunkom (1) i (2). Zachodzi
ogdlniejsze

Twierdzenie 6. Jesli £<Q i n<<Q, to &+n< i &-n<Q.

Istotnie, éfg=&+7 i E-q= E_«ﬁ;_sgoro zatﬂxz<a i g<aq, to
{wobec réwnofel a+a=ae=gqa-a) mamy é+g9<ai ég<a

Przy pomocy pewnika wyboru okazemy, ze zbiér W(Q) speia
‘warunek (3):

° Twierdzenie 7. Jesli o(1)<p(2)<... i @(n)<Q, to lim g(n)<Q.
) nlo
Istotnie, niech a-_—_liinq;(n). Stad W(a) =2, W(p(n)). Zbiér W(a)
n<w

Jest wiee przeliczalny, jako suma przeliczalne] ilodei zbioréw przeliczal-
nych (por. rozdziat ITI, § 2, str. 104). A zatem a< .

° Twierdzenie 8. Jesli a<Q i <0, to oP<Q.
Dowdd. Przy danym o>1 niech Ad=F (¢b< ). Poniewaz a®=1

1 ¢ftl=gf.q, wige na moey twierdzenia 6 zbiér A spelnia warunki (1)i(2).
‘Warunek (3) réwniez jest spelniony. Jesli bowiem pl)<p2)<...igpn)ed,
0 a?D<a?@<... i W< Q, a.wige przyimujac A=Lim p(n) mamy w mysl
twierdzenia 7 i wzoru (3), str. 209, e

o*=lim a¥™W<Q, tj. AeA.
ale

Stad na mocy twierdzenia 5, W(Q)CA; w szezegoblnodei zatem g e 4.

ZASTOSOWANTIA I GWICZENIA. 1. Niech Fy,Fy, ..., Fs,... bedzie

-(:.im.g_iem pozagkoriczonym rosngeym zbioréw domknigtych potozonych na
linii prostej (lub ogélniej w przestrzeni &%), tj.

FgCFq#:Fg dla §<‘V].‘
Dowiedé, ze ciag ten jest przeliczalny.
Wskazowka: Stosownie do éwiczenia TIT z § 6, str. 123, przedzialy

0 obu konicach Wernych dajg sie ustawié w ciag nieskoriczony (tyraw):
Py, Pyy.cy Py... Niech £ bedzie dowolna liczba porzadkows, ktérej przy-

iom
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porzgdkowany zostat zbiér F; (byle nie ostatnia). Niech e € (Fep1—Fy)
(stosujemy tu pewnik wyboru1)). Istnieje wiec taka liczba catkowita m, ze.

pse P o137 PnFe=0, tj. ze PrFepy3=0=Pp- Fg.
Oznaczmy przez m(§) najmniejsza liczbe m spelniajacg te warunki.
Nalezy dowiesé, ze funkeja m(&) jest réznowartodciowa.

2. Udowodni¢ analogiczne twierdzenie dla ciagu pozaskoriczonego
zbioréw domknigtych malejaeych, tj. takich, ze

FDF==F; dla &<

3. Niech 4 bedzie zbiorem polozonym na linii prostej (lub ogdl-
niej: ACE"). Niech A®, AW, . A®, .. bedzie ciagiem pochodnyeh wszyst-
kich rzedéw zhiorn A (ob. § 4, przykiad 1, str. 199). Dowiesé, ze istnieje
taka liezba <@, 26 AO)=ACN=

Wskazdéwka: aby mée zastosowaé éwiczenie 2, nalezy dowieéé, ze po-
chodne wszystkich rzedéw sg zbiorami dcmknigtymi.

4. Opierajgc sie na poprzednim ¢wiczeniu oraz na dwiczeniu 7,
str. 124, udowodnié twierdzenie Cantora-Bendizsons: kazdy zbiér do-
mkniety jest sumg zbioru (co najwyzej) przeliczalnego i zbioru doskona-
tego (tj. réwnego swej pochodnej).

5. Niech B bedzie rodzing podzbioréw borelowskich danej prze-
strzeni (ob. rozdziat IT, § 12, str. 77). Udowodnié, ze

B = E Fy = Z G’w,
alf all
gdzie F, i @, oznaczajg klasy borelowskie rzedu a (ob. §4, str. 200).

6. Funkcje preedstawialne analitycenie. Niech ¥ bedzie dowolna
rodzing funkeji rzeczywistych zmiennej rzeczywistej, spelniajaca wa-
Tunki: »

1° kazda funkcja ciggla nalezy do ¥,

; 29 jefli fne¥ dla n=1,2,.. i jefli f(z)=Lm fu() dla-kazdego @,
to0 feW. =

Dowiesé, ze

(a) wéréd rodzin ¥ speiajacych warunki 1° i 2° istnieje rodzina
najmniejsza (oznaczymy ja przez @ i nazywaé bedziemy rodzing funkeji
przedstawialnych analitycznie);

(b) ¢=“)<;; D, ,
gdzie @, jest rodzing funkeji przedstawialnych analitycznie klasy o
(ob. § 4,.str. 200, przykiad 3).

1) W danym przypadku pewnik wyboru moze byé pyo'miniqty, por. § 10, uwaga 5,
atr, 224.
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§ 9. Liezba 8(m). Uogélnimy obecnie konstrukcjg,,pfzeprowadzonaa
w § 8 dla liezby kardynalnej a, na przypadek dowolnej liczby kardy-
nalnej m.

Twierdzenie 1. Dla katdej liczby kardynalnej m istnieje 2bidr

@ Z(m)=l§§’ (E<m).

Dowéd. Niech A=m. Kazda relacja E, ktérej pole jest zawarte w 4,
jest podzbiorem produktu 4 x4, tj. R e24%4, Istnieje zatem zbiér R
wazystkich relacji B <24%4, ktére dobrze porzgdkuja swe pola.

Przyporzgdkuimy kazdej relacji B e R jej typ. Na mocy pewnika
zastepowania otrzymamy zbiér Z(m) liezb porzadkowych taki, ze

EeZim)—E<m.

Na odwrét, jesli £<m, to istnieje relacja R porzadkujaca pewmn
podzbiér zbioru 4 w typ &, co dowodzi, ze &eZ(m).
Twierdzenie 1 jést w ten sposéb udowodnione.

UWAGA. Aksjomaty VII i X daja sie wyeliminowaé z dowodu;
por. str. 50 i str. 143, uwaga 2

Twierdeenie 2. Jesli & e Z(m), to W(£)CZ(m).

Bowiem z n<¢ wynika, ze 7<&.

Definicia. y(m)=2(m).

Twierdzenie 3, x(m)<{m.

Dowéd. Zbiér Z(m), jako zbiér liczb porzadkowych, jest dobrze
uporzgdkowany przez relacje < (por. § 3, twierdzenie 5, str. 194). Niech
§=Z(m). Przypuébmy, ze 8(m)<m, tj."E<m; a wiee £ e Z(m), co wobec
twierdzenia 2 dowodzi, ze zbiér W(£) jest odeinkiem zbioru Z(m). Jest
to jednak ok niemozliwe, poniewaz na mocy twierdzenia 5 z § 3, str. 194,

mamy W(§)=g= Z(m), zaden zad zbiér nie jest podobny do swego od-
cinka (por. § 2, wniosek 3, str. 192).

Twierdzenie 4. Jesli isiniejq liceby & mocy m, do 8(m) >
Dowéd. Niech ¢ e Z(m 1). Wynika stad na mocy tmerdzema 2, ze
WI(E)CZ(m), a wiec 8(m)>=Eé= m, skad wobec twierdzenia 3, s(m)>m

UWAGA. Zalozenie twierdzenia 4 jest istotne ze wzgledu na brak
twierdzenia o trychotomii dla liczb kardynalnych (ktérego nie mozna
dowies¢ bez pewnika wyborn; ob. § 10, str. 223).

* Twierdzenie 5. Dla katdego 2bioru X liceh porzadkowych istnieje
liczba poreqdkowa a taka, se dlo Tmzde] liczby £ e X jest E<a.

icm.
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Dowdéd. Niech: 8= 2’ W(£), m=8 oraz a=Z(m). Poniewas &— W&
oraz W(£)CS dla kazdego EeX zatem (na mocy twierdzenia 4)
E= W(§) <V=m< Rj(m) =Z(m)=E.
*UWAGA. Wyprowadzimy bez pewnika wyborn nastepujace osza-
cowanie liczby 8(m):
(2) R(m) < 22,

Niech A=m i niech X oznacza zbiér wszystkich relacji R zawar-
tych w 4AxA i dobrze porzadkujacych swe pola. A zatem XC24x4,
Przyporzadkujmy liczbie £eZ(m) podzbiér X zbioru X, skladajacy sie
z tych relacji B, ktére porzadkujg swe pole w typ £ Mamy wiee
3) ' X= 3 X

§ez(m)
przy czym zbiory X, sa oczywidcie niepuste i rozlaczne.

% inkluzji X;CX wynika, ze X;e2XC224%4 Zhior 224%4 zawiers,
zatem podzbi6r réwnoliczny ze zbiorem Z{m). Wynika stad wzér (2),
poniewaz o )

254_ o™ i Zlm)=x(m).

CWICZENIE. Korzystajae z pewnika wyborn wzmocnié nieréw-
nofé (1) jak nastepuje:

“(4) 8(m) < 2™

Wskazdwka. Ze wzoru (3) wnosimy na mocy pewnika wyboru, ze
istnieje zbiér T, zawierajacy po jednym elemencie z kazdego ze zbio-
réw .Xg. .

Z réwnosci m*=m, ktérg podamy w § 13, str. 238, wzér (i), wy-
nikaé bedzie nier6wnogé mocniejsza niz (4), a mianowicie
(8) R(m) < 2™

Wynika ona tez stad, ze nie istnieje liczba kardynalna wieksza

niz m a mniejsza niz K(m); ob. str. 234.

§ 10. Twierdzenie Zermeli o dobrym uporzadkowaniu.

° Twierdrzenie 1. Dld katdego zbioru istnieje relacja ustalajgca jego
dobre uporzadkowanie1).

Dowéd. Niech m=A4 i a=Z(m). Stosownie do ogélnej zasady wy-
boru, przyjmijmy ¢(X)e X, gdzie 0s= X CA (ob. rozdzial II, str. 74). Przy-
pugémy, ze zbiér A nie daje sie dobrze uporzadkowad. Wéwezas, ozna-

1) Dowéd tego twierdzenia podal pierwszy E. Zermelo w pracy Beweis. dass jede
Menge wohlgeordnet werden kann, Mathematische Annalen 59 (1904), str. 514—516.
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czajae przez g dowolny cigg pozaskodezony typu <a 0 wyrazach nale-
zgeych do A, za§ przez V(g) zbibr tych wyrazéw, mamy A—V(g)==0,
bo w przeciwnym razie zbiér 4 bylby podzbiorem zbioru V(g) dobrze
uporzadkowanego; istnieje wiec element e[4 —V(g)]. Okreflamy przez in-
dukeje pozaskofiezong ciag f(§) dla £<La W sposéb nastepujacy:

f0)=e(4),  f(&)=dA—{(W()

gdzie — jak zwykle — f(W(&)) oznacza zbibr wszystkich f(y) dla y<é..
W szezegblnofei wiee f(1)=e[4—{e(4)}], f(2)=e[4d— {f IS {65)
Ciag f istnieje na mocy twierdzenia 5 z § 4, str. 198, w ktérym przyj-

mujemy, ze k{g)=e[4—V(g)] dla kazdego ciaégu g typu é<a.
Ciag f jest réinowartofciowy. Jesli bowiem y<§, to przyjmujac
—f(W(&)), mamy f(y) Vs, 228 f(&)=e(4—Vy) e (A—Vy); wiee fly)=H(E)-
Funkeja f ustala zatem réwnolicznosé zbioréw W(a) 1 Ve. Stad

W(a)—V,,, a poniewaz W(a)-— =R(m) i V.C4, wiec 8(m)= V,,<m
Doszlidmy w ten sposéb do sprzecznosci z twierdzeniem 3, str. 220.

UWAGIL. 1. W dowodzie powyzszym uzycie liczb kardynalnych
i porzadkowych jest nieistotne. Mozna je bowiem wyeliminowaé okreflajac
liezby porzadkowe jako rodziny relacyj miedzy sobg izomorficznych

i ustalajacych dobre uporzadkowanie swego pola (zawartego w A, por.

rozdzial IV, str. 143); Z(m) zastepujemy przez zbiér tych rodzin.

‘W ten sposéb twierdzenie Zermeli daje si¢ wyprowadzié z aksjo-
matéw I—VI.

2. Dowod twierdzenia 1 jest nieefektywny, nie podaliémy bowiem
zadnej definicji dobrego uporzadkowania zbioru A. W szczegélnie wasz-
nym wypadku, gdy A oznacza zbiér wszystkich liezb rzeczywmtych ta~
kiej definieji réwniez nie potrafimy podaé.

° Twierdzenie 2 (o trychotomii). Dla dowolnych liczb kardynalnych
m i n jest badé m=n, badé m<n, badé n<m.
Istotnie, niech A=m i B=n. Na mocy twierdzenia 1 mozna uwazaé
A i B za zbiory dobrze uporzgdkowane; na mocy wniosku 6 z § 2, str. 193,
mamy wéwezas bads m<n, bads nm.

° quiosek 2N,

Istotnie ¢ <8, bo jedyng liczbg meskonczonae mme]:szaé niz 8, jest a,
za$ ¢>aq.

‘

) " UWAGI. 1. Nie znamy efekiywnego dowodn nieréwnogei ¢ 8y, tzn.
nie znamy definicji zbioru moey 8, polozonego na linii prostej.
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2. Pytanie, ezy c¢=g; jest nierozstrzygniete. Przypuszezenie, ze
réwnodé ta zachodzi nazywamy hipotezq continuum (por. twierdzenie 4,
str. 217, oraz rozdziat III, § 3, str. 106).

3. Z pewnikéw I—IV wynika réwnowainosé pewnike wyboru, twier-
dzenio o dobrym uporzadkowaniu i prawa trychotomdil).

Dowéd. Z pewnika wyboru wynika twierdzenie o dobrym uporzad-
kowaniu; wykazaliémy to dowodzae twierdzenia 1. Na odwrét, z twier-
dzenia o dobrym uporzgdkowaniu wynika pewnik wyboru. Istotnie,
niech K bedzie rodzing zbioréw niepustych i rozlgeznych. Z twierdzenia,

, 0 dobrym uporzadkowaniu wynika istnienié relacji B dobrze porzadku-

jacej sume S(K). Niech W bedzie zbiorem zlozonym z pierwszych elemen-
téw kazdego ze zbioréw X e K. Zbiér W realizuje teze pewnika wyboru.

W dowodzie twierdzenia 2 okazalidmy, ze z twierdzenia o dobrym
uporzgdkowaniu wynika prawo trychotomii. Aby udowodnié wynikanie
odwrotne, zalézmy, ze m jest dowolng liczbg kardynalng i ze A=m.
Na mocy twierdzenia 3 z §9, str. 220, x(m)<{m, skad na mocy prawa
trychotomii wnosimy, Ze m<g(m). A WiQO 4, jako zbiér ré6wnej mocy
z pewnym podzbiorem zbioru dobrze uporzadkowanego (mocy 8(m)), daje
sie dobrze uporzadkowaé.

4. Nastepujgce twierdzenie jest bezpofrednim Wmosklem z twier-
dzenia 1: dla katdego zbioru Z istnieje relacja porzadkujgea zbior Z.

Twierdzenie to (nazywane czasem pewnikiem uporzadkowania) jest
istotnie stabsze od twierdzenia 1. Znaczy to, ze ani twierdzenie 1, ant
tez pewnik wyboru nie moga byé wyprowadzone z pewnika uporzadko-
wania i aksjomatéw I—V oraz VII i VIII 2). Natomiast z pewnika upo-
rzadkowania i aksjomatéw I—V wynika nastepujaca ostabiona postaé
pewnika wyboru: dla kazdej rodziny 4 zbioréw skoriczonych i niepustych
istnieje taka funkeja, f, ze f(X)e X dla wszystkich X cA. '

Ta ostabiona postaé pewnika wybora nie jest jednak réwnowa.zna,
pewnikowi uporzgdkowania 3).

5. Rola pewnika wyboru w niekidrych dowodach. Uzycie pewnika.
wyboru w dowodzie twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu (lub w do-
wodzie prawa trychotomii) jest istotne: bez pewnika wyboru twierdzenie
to nie daje si¢ udowodnié. )

1) Por. F. Hartogs, Uber das Problem der Wohlordnung, Mathematische Anna-
len 78 (1915), str. 442.

2) A. Mostowski, Uber die U'nabhangwgkelt des Wohlordnungssaizes vom Ordnungs-
prinzip, Fundamenta Mathematicae 32 (1939), str. 201—252.

8) A. Fraenkel, Uber eine abgeschwichte Form des Auswahlaxioms, Journal of
Symbolic Logic 2 (1937), str. 1—25.
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Niekiedy jednak pewnik wyboru daje si¢ wyeliminowaé z dowo-
d6w, ktdére z niego robia uzytek. Jako przykiad przytoczymy dowéd
nastepujacego twierdzenia (Cantora):

Jesli F1DF,D...DFpD Fryy... jest zstepujacym ciggiem podzbioréw
domknigtych i niepustych odeinka, to F,-Fye... Fye...==0.

Na mocy ogélnej zasady wyboru istnieje ciag py,Pa...yPnye taki,
Ze ppeF,. Poniewaz jest to cigg ograniczony, przeto zawiera podciag
zbiezny. Niech wige ) .

ki <hy<..<kn<.. oraz limp, =p.
n=oo n

Poniewaz zbiory F,,F,,... s3 domknigte, wiec zawierajg punkt p.

Uiyty(tu w pierwszym zdaniu dowodu pewnik wyboru moze byé
wyeliminowany. Mozna, mianowicie, okreslié p, jako kres dolny zbioru F,.

Nieco bardziej skomplikowane byloby okredlenie punktu p,, gdy-
by$my zakladali, ze zbiory ¥, sa podzbiorami kostki k-wymiarowej;
ale i w tym wypadku byloby to mozliwe, mozna bowiem efektywnie
przyporzgdkowaé kazdemu zbiorowi domknietemu (niepustemu) punkt,
kiéry do niego nalezy 1).

Analogiezne zagadnienie w odniesieniu do zbioréw preeliczalnych nie
jest rozwiazane; tzn. nie potrafimy okreslié funkeji, ktéra by kazdemu
przeliczalnemu (niepustemu) podzbiorowi zbioru liczb rzeczywistych przy-
porzgdkowywata jaki§ element tego podzbioru.. P

Wskutek tego nie potrafimy wyeliminowaé pewnika wyboru z na-
stepujacego rozumowania (Vitaliego)?):

Podzielmy zbiér liezb rzeczywistyeh na podzbiory, zaliczajae do tego
samego podzbioru dwie liczby wtedy i tylko wtedy, gdy réznica tych
liczb jest wymierna. Jak latwo sprawdzié, jest to podzial na zbiory roz-
* laezne przeliczalne. Na mocy pewnika wyboru istnieje zbiér V zawiera-
jacy dokladnie po jednym punkcie z kazdego z tych zbioréw.

Ma on te paradoksalng wilasnodé, ze zbiér liczb 1zeczywistych daje
si¢ przedstawié jako suma zbioréw rozigeznych ¥V, takich, ze V, przy-
staje do V przez przesunigeie »'==p-- 7, Przy czym r przybiera wszystkie
wartosei wymierne 3).

1) Ogélniej: whasnosé ta przystuguje podzbiorom kostki, ktére 83 réwnoczesnie
zbiorami Fo i Gs. .

?) 6. Vitali, Sul problema della misuia dei gruppi di punti di una retta, Bolo-
gna 1905,

3) Stad z latwodcia wyprowadzamy wniosek, ze nie wazystkie podzbiory ograni-
czone linii prostej s3 mierzalne w sensie Lebesgue’a.

icm
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6. Zastosowanie twierdzenia o dobrym uporzadkowaniv. Niech E:m;xo
i niech M hbedzie rodzing podzbioréw zbioru 4, z ktérych kazdy ma
moe m, przy czym M<m. Istnieje wowczas zbiér Z taki, ze

(1) ZCA, Z=m, Ad—Z=m oraz ZX-=0+X—Z dla kasdego XeIf.

Niech o bedzie (w my¢l twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu)
najmniejszg liczba porzagdkows mocy m. Niech My,M,,..,M,,... bedzie
ciggiem typu a ziozonym ze wszystlkich zhioréw nalezacych do rodziny M
(nie wymagamy, aby cigg ten skiadat sie z samych réznych wyrazéw).
Niech @y,®y,...,%,... bedzie ciagiem typu a bez powtérzen zlozonym ze
wazystkich elementéw zbioru A.

Okreflamy przez indukeje pozaskoriczong dwa ciagi pq,Pg,-..s Pyye--
1 ¢y, Q9 +0y Qyy--ry gdzie y<a. Mianowicie:

1) p, jest pierwszym wyrazem ciagu &, %,,...,%z, ... nalezgeym do M,
¢, za$ jest pierwszym wyrazem tego ciagu nalezaecym do M,—{p,};

2) niech 8, oznacza zbiér wszystkich p, i ¢, takich, ze n<y; po-
niewaz S,<m, za$ My=m, Wigc M,—8,=0 (nawet M,—8,>8&,, bo
m >Ry, por. str. 138, éwicz. 2); otdz przez p, oznaczamy pierwszy wyraz
ciagu &,y ..., %¢,... nalezgcy do M,—S8,, zas przez ¢, pierwszy wyraz
tegoz ciggu nalezgey do M,—S,—{p,}.

Zbidr Z zlozony ze wszystkich p,, gdzie y<a, spelnia warunki (1).

Twierdzenie powyzsze ma interesujace zastosowanie topologiczne 1):
Niech 4=§ (a zatem m==¢) i niech M bedzie rodzing zbioréw niepu-
stych doskonaktych, tj. identycznych ze swg pochodna (zbiory te sa
mocey ¢)?). Istnieje wiee zbidér Z, kidry z kazdym podebiorem doskona-
ym zbioru & ma punkt wspdlny @ kidrego uzupelnienie ma t¢ samq wia-
Snosd.

Zbi6r taki, jak mozna doWwieéé, jest niemierzalny w sensie Lebgsgue’a.

Dodajmy, ze powyzszy dowdd jest dowodem disinienia. zbioru ZE
nie daje on jednak zadnej metody zdefiniowania takiego zbioru (czyli
jest to dowé6d mieefektywny). -

7. Baza Hamela®). Z przykladu 4 podanego w §4, str. 201 (ob.
wzér (vii), str. 202), wynika istnienie zbioru B liezb rzgczyw.istych ta-
kiego, ze kazda liczba rzeczywista ==0 daje sie dokladnie w jeden 8po-
86b przedstawié w postaci 7,b;+ ...+ "nba, gdzie 0==7ie R, b; ¢ B. Mozna

bowiem w eytowanym przykladzie przyjaé Z=§& w mysl twierdzenia 1.

1) Ob. F. Bernstein, Zur Theorie der trigonometrischen Reihen, Leipziger Be-

richte 60 (1908), str. 329.
2) Por. K. Kuratowski, Topologie I, wyd. 2-e, str. 351, V.
3) Por. odsylacz 3 na str. 201.

Kurs Teorii Mnogofci.
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Wynika stad tez (por. str. 203) istnienie funkeji f e & (tj. funkeji
zmiennej rzeczywiste] o wartosciach rzeczywistych), spetmiajacej toz-
samogé i

Fl@,+ @) = f(2,)+ ()

‘ dla wszystkich 2,2, ¢ 6, ale nie majacej postaci ¢-x.

W podobny (choé nieco bardziej skomplikowany) sposéb mozna tez
dowiedd istnienia funkeji zmiennej zespolonej o wartosciach zespolonyech,
czynigeej zadodé tozsamogeiom

feyta) =fla)+1m)s o) =1(z) f(20)

dla wszystkich zespolonyeh #z i 2, ale réznej od funkeyj: fy(2)=0,
hie)=2 1 f(2)=Z"). _

8. Zastosowanie hipotezy continwum (Luzin) 2). W zbiorze & liczh ree-
ozywistych istnieje 2bidr nieprzeliczalny Z, kidrego -iloczyn z katdym zbio-
rem nigdziegestym jest mocy <.

Niech B oznacza rodzine dorg_kﬁi@tych podzbioréﬁ nigdziegestych -

zbioru & (ob. str. 31). Poniewaz R=c {ob. str. 124, éw. 9), mozemy
zbiory te ustawié, na mocy hipotezy continuum, w ciag Fy, Fy, ..., Fg,...
typu L.

Przyjmijmy E;=Fz— Z; F,. Istnieje nieprzeliczalnie wiele wskazni-
. n<E . L s e s
kéw & takich, ze Fg==0; w przeciwnym bowiem razie istnialaby taka
liczba a<®, ze

ZFn= ZF-”= ZF,']::..., ‘

< n<atHt p<lat2
i mielibyémy g F,=& (biorac pod uwage, ze zbiory jednopunktowe na-
(4

lezg do R). Zbiér & bylby wiec sumg przeliczalnej mnogosei zbioréw nigdzie-
gestych, wbrew jednemu z podstawowych twierdzen topologii (Baire’a)?).

Niech S oznacza rodzing zbioréw Eg niepustych. Na mocy aksjo-
matu wyboru istnieje zbiér Z zawierajacy po jednym punkeie z kazdego
z tych zbioréw. - :

1) H. Lebesgue, Acc: reale delle Sc. di Torino 19061907, lub tegoz autora
Legons sur les constructions géométriques, Paryz 1950, str. 296—300.

. 'Oméwione w przykladach 1--7 zastosowania pewnika wyborn nie wyczerpujg
oczywifcie wazystkich waznych zastosowah jakie ten pewnik znalazl w matematyce.
Szezegélowej analizy zastosowan pewnika wyboru dokonat ‘W. Sierpifiski w.pracy
cytowanej na str. 133. : :

*) N. Luzin, Comptes Rendus de I’Académie des Sciences, Paryz 1458 (1914),
str. 1259. . A
3) Por. K. Kuratowski, L. cit., str. 320.

icm
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Mamy wiec Z >N, Zarazem niech N bedzie podzbiorem nigdzie-
gestym zbioru &. Poniewaz domknigcie N zbioru N jest réwniez nigdzie-
geste, a zatem nalezy do R, wiec N=F; dla pewnego £<Q. Poniewaz
298 Z - Fg < Ry, Wiee tym bardziej Z- N, 1).

9. Wprowadzajge pojecie liczby kardynalnej, przyporzgdkowalismy
kazdemu zbiorowi jedna i tylko jedna liczbe kardynalng (mianowicie
moce tego zbioru). Odwrotnie —stosownie do twierdzenia 1 -— mozemy
kaizdej liczbie kardynalnej m przyporzadkowaé zbiér, ktérego mocy
jest m; mianowicie, zbiorem tym jest W(z), gdzie a jest najmniejsza
liczbg porzadkowg mocy mt »

Wiynika stad, ze kazda funkeja f przyjmujaea jako wartogel liezby
kardynalne czyni zado§é warunkowi (W) z rozdziatu III, § 7, str. 125.

GWICZENIA. 1. Udowodnié bez pewnika wyboru nieréwnogé 2¢>x,.

Wskazéwka: oprzeé sie na rozkladzie przestrzeni 27* oméwionym
w rozdziale II, § 11, str. 76, przyktad 4, lub w rozdziale IV, § 3, str. 157,
przyklady 2 i 3. :

2. Opierajac sie na wspomnianym rozkladzie wyprowadzié bez--
posrednio z. pewnika wyboru (nie postugujac sie twierdzeniem 1) nie-
ro6wnosé ¢ =K. .

3. Jaka jest moc: rodziny waszystkich podzbioréw borelowskich linii-
prostej, rodziny wszystkich funkeji przedstawialnych analitycznie o argu-

mentach i wartodciach rzeczywistych? )

*§ 11. Pewnik wyboru a zbiory czesciowo uporzadkowane.
Niech A bedzie zbiorem czedciowo uporzadkowanym (por. rozdzial IV,
§ 7, str. 171). Fuankeje f o wartodciach nalezacych do A nazywamy regu-
larna, jesli f, <fs, b fr,>f, dla dowolnych dwu warto§ei argumentu.

. Zbiér .czefciowo uporzadkowany nazywamy szamkniglym, jesli dla
kazdej regularnej funkeji f o wartosciach nalezacych do A istnieje Uifs.

Element ¢ ¢ 4 nazywamy maksymalnym (albo nagyconym), jesli nie
istnieje # € A takie, ze a<<®. ] o

° Twierdeenie 1 (zasade maksimum)?). W Lasdym zamlnighym
ebiorze ezesciowo uporzgdkowanym istnieje element maksymalny. _

Dowéd. Zatémmy, ze zbidr czesciowo uporzadkowany i zamknighy A
nie ma elementu maksymalnego. Korzystajac z ogélnej zasady wyboru
stwierdzamy, 7e istnieje funkeja ¢ ¢ A4 taka, ze e(a)>a-dla acd.

1) Wiele innych zastosowah hipotezy continuum i wszeehstronrfq jej analize za-
wiera monografia: W. Sierpifski, Hypothése du continu, Monografie Matematyczne

4 (1934). . ' ]
2)) M. Zorn, A remark on method in transfinite algebra, Bulletin of t.he Amenca.fx
Mathematical Society 41 (1935), str. 667—670. Ob. tez odsylacz na stronie nastepnej.

. 15*
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Niech a, bedzie dowolnym elementem zbioru A. Z twierdzenia o de-
finicjach indukeyjnych wynika, ze istnieje ciag pozaskodcezony typu «
(gdzie a=2Z%(m) oraz m=A) taki, ze ,

f0)=ap  f(E+1)=e(f(£)),
f(A)=Vecaf(€) Tub f(2)=ay,

w zaleznodei od tego, czy rozwazany kres gérny istnieje, czy nie istnieje.
Udowodnimy przez indukcje, ze f(&)<f(&) dla &< &, <a. Niech

M= g’ ;IZE‘&S” = (&) <f(&)]

i zalézmy, ze W{(n)CM. Jedli # nie jest liciba graniczna, tj. n=y+1,
to fin)=e(f(y)), & wiec f(n)>f(y), a poniewaz ye M, wiee f(&)>f(&)
dla y=§ >4, co dowodzi, ze e M. Jedli # jest liczba graniczng, to
(z uwagi na to, ze ciagg f|W(z) jest rosnacy) wnosimy, ze f(n)=Usc,f(¢),
gdyz ten kres gérny istnieje na podstawie zalozenia, ze zbidr A jest za-
mknigty. Wynika stad, ze f() >f(¢) dla % >§& skad wobec zalozenia, ze
W(n)CM wnosimy z latwodcia, ze f(n) > f(&)>H(&) dla n>& >&.

.- Ciag f, jako rosnacy, jest réznowartosciowy, zatem zbiér jego war-
tosel jest réwnoliczny z W(a). Otrzymujemy w ten sposéb wniosek, ze
8(m)=a<4, whrew twierdzeniu. 3 z § 9.

ZASTOSOWANIE. Rodzina A4 ideatéw dowolnej struktury roz-
dzielnej jest czgfciowo uporzadkowana przez stosunek inkluzji i jest
zamknigba (por. rozdziat IV, § 8, str. 179, wzér (7)). Z zasady maksi-
mum wynika wige istnienie ideatu maksymalnego w rodzinie A.

Ogdlniej, mozna w ten sposéb wyprowadzié istnienie ideatn maksy-
malnego w rodzinie P, tych ideatéw I, dla ktérych a eI i bmnon el,
Przy czym 6 i b s dowolnymi elementami struktury takimi, iz b non<a
(por. rozdziat IV, str. 179, wzér (10))

Zasada maksimum w odniesieniu do rodzin zbioréw daje sie sfor-
mulowaé jako

*Twierdzenie 21). Jesli rodzina 2biordw A ma nastepujacg wtasnosé:

(*) dla katdej monotonicznej rodeiny BCA suma 8(B) naledy do A,
—to rodzina A ma element nasycony. )

‘ D“owéd. Rodzina 4 jest czedciowo uporzadkowana przez stosunek
inkluzji; z Wamnku (*) wynika nadto, ze rodzina ta jest zamknigta.
‘W nysl twierdzenia 1 istnieje wiec element nasycony rodziny A.

1) Twierdzenie 2 udowodnione b
méthode d'élimination des nombres tran.
menta Mathematicae 3 (1922), str. 89.

Por. tei éwiczenia do § 1.

yio przez K. Kuratowskiego w pracy Une
sfinis des raisonnements mathématiques, Funda-

1

. .
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Wykazemy teraz, ze twierdzenie 2 jest réwnowazne pewnikowi wy-
boru (na gruncie aksjomatéw I—V). Wynika stad oczywiscie, ze twier-
dzenia 1, 2 1 pewnik wyboru sq réwnowaéne migdzy sobq.

W tym celu wystarczy udowodnié bez pewnika wyboru

Twierdzenie 3. Jesli kazda rodzing zbioréw posiadajaca wiasnodé (*)
ma clement nasycony, to dla kazdej niepustej rodziny Z zbioréw niepustych
i roztacenych istnieje funkeja f taka, se f(X)e X dla wszystkich XeZ

Dowbéd. Niech 4 bedzie rodzing funkeji f takich, ze

19 zbiorem argumentéw funkeji f jest pewna rodzina C;CZ;

20 f(X) e X dla wezystkich X ¢ C.

Priypomnijmy, e funkeja f o zbiorze argumentéw O jest zbiorem
par (X,f(X)>, gdzie X eCp. Wzbr [,Cf, oznaeza zatem, ze C;,CCj
i f(X)=Fy(X) dla wszystkich X e Cp:

1) 11Cha={(CLCCp) -xQAU1(X)——;fz(X)]},

tj. ze funkeja f, jest przedtuzeniem funkeji f. )

Wykazemy, ze rodzina A czyni zadosé warunkovv{ (*)- ) )

Zalézmy w tym celu, ze B jest monotoniczng rodzing zawarta w 4
i oznaczmy przez F sume S(B). . . )

Tlementami zbioru F sa pary postaci {(X,y>, gdzie .X eZ, gdyz
kazdy skiadnik f sumy F jest zbiorem takich par. qeéh (X, y)> el
i'¢X,yp> F, to istniejs takie f; 1 far 26 <X, YD efre B 1 {X,y> efpe BB,
skad y=1(X) i ya=7F(X). o

gznielwaz rod;ina B jest monotoniczna, wige albo #Cfy albo f,Cfy-
Na mocy (1) wnosimy stad w obu przypadkach, ze Y1 =F(X)=f X)=Y>.

Zbiér F czyni wige zadosé warunkowi

(X, 41> e F1+ [KX, 9> e F1= (1= 4a),

tzn. jest funkejg. Zbiorem argnment6w bej funkeji jest Zyem Cp, & Wige
rodzina zawarta w Z. :

pewn?eéli (X,y> ¢ F, to istnieje taka fukeja fe B, ze ‘(X,y) ;1 f,. skadt%

wynika, ze y=f(X), a wiec y-——F(X):f(X) e X. an_kc]al F i izy Za

tem do rodziny 4, co dowodzi, ze rodzina ta spelnia warnnek (*).

W myél zalozen twierdzenia istnieje elemen.t Igaksymalny ;;, r0-
dziny 4. Wykazemy, ze Cy=2. Istotnie, g("iyby 1s1_7ma1 elementt r(;—
hicy Z—C},, to bytby to zbibr niepusty, a wige }sbma&by element a;eA:
Pryimujae f=fo+{<E,00), otrzymalibydmy wiee foCf, fotf 1 fed;
whrew zalozeniu, ze f, jest elementem maksymailnym rodziny 4. .

: Funkcjajo czyni zatem zado$é warunkowi fo(X)e X dla wszys

kich X ¢ Z, c.b.d. o.
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CGWICZENIA. 1. Rodzine zbioréw A4 nazywamy indukiywng, jesli
ma ona nastepujace wlasnosei:

(i) jesli X e 4, to kazdy skoriczony zbiér ¥CX nalezy do 4,

(ii) jedli kazdy skoriczony zbiér YCX nalezy do 4, to X e 4.

Wykazaé (bez pomoecy pewnika wyboru), ze zasada maksimum jest
réwnowazna nastepujacemu twierdzeniu: kazda induktywna rodzina 4 =0
ma element nasycony ).

2. Wykazaé (bez pomocy pewnika wyboru), ze zasada maksimum jest
réwnowazna nastgpujacemu twierdzeniu: kazdy monotoniczny podzbiér Z
zbioru czedciowo uporzadkowanego A (tzn. ze z,ye Z—>[(a<y)+(y<2)])
jest zawarty w maksymalnym zbiorze uporzadkowanym zawartym w A4 2).

3. Rodzina R relacli Re24X4 czeséiowo porzadkujgeych zbidr 4
i zawierajacych dang relacje R,e24%4 czedciowo porzadkujacs zbiér A
jest zamknieta. Udowodnié, ze maksymalny element rodziny R jest re-
lacjy porzadkujgca zbiér A. L

§ 12. Liczby poczqtkowé., Liczbe  porzgdkows nieskoriczong g
nazywamy liczbg poczatkowa, jesli ¢ jest najmniejsza sposréd liezb & ta-
kich, ze £=p; inaczej méwige, jedli zachodzi wynikanie:

(1) y<p—>y<g.

Np. lieczby @ i £ s3 lieczbami poczatkowymi. Liczby te oznaczad
bedziemy réwniez symbolami w, i w, ze wzgledu na jednolitodé symboliki
liezb poczatkowych, ktérg w tym paragrafie wprowadzimy. '

Twierdzenie 1. Dla kaidej liczby kardynalnej nieskoriczone] m typ
2bioru Z(m) (%). zbioru wszystkich licsb y mocy <m) jest Uiczbq poceatkows.

Poniewaz warunek £<yeZ(m) pociaga za sobg & € Z(m), przeto (por.
§ 9, str. 220) Z(m) =W{(g). Poniewaz zaé pnoneW(p), wiec ¢ non e Z(m),
tj. p<m. Poniewai m>%, wiec § >%. Stad wynika (1). ‘

Podobnie dowodzi sie ogdlniejsze

Twierdzenie 2. Typ 3 Z(m,), gdeie m,> Ry, jest liczbq poczatkowq
< ”
(przy dowolnym zakjesie emiennodei x). i ' '
Dla danej lezby poezatkowej ¢ oznaczmy przez P(p) zbiér liczb
poczatkowych yp<g i przyjmijmy ) g
(2) " dp)=Plg). S

1y Powyisze sformulowanie zasady maksimum podaje Teichmiiller w pracy
Braucht dér Algebraiker das Auswahlamiom? Deutsche Mathematik 4 (1939), str. 567—
577, Praca ta zawiera tes réine inne formy zasady maksimum. ’

®) Ob. Garrett Birkhotf, Lattice theory, 2-¢ wydanie, New York 1948, str. 42.

@ ‘ o
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Definicja 1. Liczbe i(p) nazywamy indeksem liczby poczatkowe] ¢.

Jak widaé Hw)=0, (2)=1. )

Twierdzenie 3. JeSli v i ¢ sq dwiema liczhami poczatkowymt,
roy coym p<@, to Hp)<up). : . o
e Istotnie, z’ zalozenia mamy yeP(p), a zatem P(yp) jest odeinkiem

zbioru P(p), skad Py)<P(p). -
Twierdzenie 4. Résnym liczbom poczatkowym odpowiadaje roéne

*indeksy.

Wynika to z twierdzenia 3.
Twierdeenie 5. Kasda liczha porzadkowa’ o jest indeksem jakiejs
licgby poceatkowe;. . o . . .
Przypudémy, ze a.nie jest indeksem zadnej ]}ezby po,cgaetkowe].
Zalozmy przy tym, ze o jest najmniejsza liczbg 0 te] wiasnosei. Dopro-
i i i jami 11 2.
adzi to nas do sprzecznofel z twmrdzema,m-l .
v JIstotnie, jesli.a=p-1, t0 niech p bedzie liezba ..poczaytk‘owa fzazkaé,
se (y)=f. Przyjmijmy ¢=2(p). Na mocy twierdzenial, ¢ jest liczba
poczatkows; Przy tym

W(¢)=Z(¢)=W(w)+!§(7='v7), skad P(p)=P(y)+{v}

A zatem p)=uy)+1l=a -
Pozostaje do rozwazenia Wpadek
Na mocy zatozenia kazde] liczbie £<a 0 Y
zba 7 = jmij = Z(p,). Na
tylko jedna) liczba ¥, ‘taka, Ze L(ng)—é. Przyjmijmy ¢ g;; _(y;é; -
moey tw. 2, @ jest liczba poczatkowa. Ponadto g, € Plp) dla é<a. cf)e ;a,
cie, jedli peP(g),.t0 p e Z(y,)-dla jakiegod &<a, & zajtem P<Pspy)
mo7cy tw. 8 daje dyp)<é+1l<a, @ wiec liczba y nalezy do ciggu yy,¥s =
: ey . . ]
Wynika stad, ze P(g)=a, ti. z(<p)'—a.“ R ) o
v Opieraja;c sie na tw. b przyjmujemy nastepujaca deﬁmc]q. B
osnaczs licebg poceatkowd, ktérej indeksem jest a,

; gdy 'a jest liczba jgraniczng >0.
dpowiada jedna (i na mocy tw. 4

Definicja 2. wa
1j. t{wa)=a. . ) . . ]
: V;' ten sposéb kazde] liczbie porzadkowej przyporz?a(;kozv:gﬁzz (:)p]fa,
i 7 jezba poczatkowa zostaia
wng liczbe poczatkows. Kazda licz Wa, 20363 .
w iahndeks, wreszcie Tézne liczby poczatkowe m.a]ad rézne Tnde.ksy
' Jak latwo sprawdzié, zachodzy twierdzenia nastepujace:
Twierdzenie 6. (o< f) = (@< 0p) = (@x<g)- ,
® B )=Bart; O Zlwg)=W(wa
Twierdzenie 7, Z(G:)=W(0at1); $5ad 8(@e)=Vast; KZ: (@) (2),
gdy 1 jest liczba gramioeng.
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Twierdzenie 8. Jesli 4 jest liczby gramiceng, to wz=1lim we.
g<i

A zatem funkeja wg jest ciagta. Wynika tez stad, ze liezba w; jest
wspéikodcowa z A.

Twierdzenie 9. Kasda licsha poczatkowa jest potego liczby o.
Dowéd. Zaléimy, ze a>0 oraz, ze

Oa= 0¥ty + ¥ Nyt 0Pk ng,  glzie y; >y, > ... > .
Z twierdzenia 4 z § 7 (str. 213) otrzymujemy latwo nier6wnogé
(3) O L e < (N 41).
Poniewaz y,==0, mozemy przedstawié y; w postaci 1+ 4, co daje
wh- (n+1) = @t (g +-1) = - P (my 1).
Moc liezby porzgdkowej & jest réwna mocy liezby 7¢, gdyz jedna jest

moceg produktu W({) X W(n), a druga — g
M ) Ag mocy - produktu W(n) X W(E).

o’(ny 1) ={m+1)w- 0= 0®=o
i wzbr (3) daje wh=w,. Poniewas zaé oh <o, wige z (1) wynika, ze
We == 1.

) *Twz‘erdz'en'ie 10. Kaida liczba porzadkowa granicena i jest wspot-
k?ncowa % jakas liczbg poceatkowy a; tq licsha o jest najmniejsza sposrid
liosh porzqdkowyoh, z kidrymi A jest wspdthorcowa. '

Dowéd. Nalezy wykazaé, ze a jest liczbg poczgtkows. Niec
§ a,lg_zy Wl@ﬁc _dowi’eéé (ob. wzér (1)), ze y=+a. Przypi?éémyadprzecivlvlnz}e<;e;
y=a. I‘stm.e]e wowezas ciag ¢ typu y, ktéry przyjmuje jako Wa,rt:)éci
wszystkie liczby £<a, a wiee a=l§g1<p(§). Stad na mocy twierdzenia 6
z § 4, str. ?03, wynika, ze liczba jesty wspbtkoncowa z jaka$ liczba A<y,
a zatem liczba ‘Z jest wspélkonicowa z B, co przeczy definicji h‘czb; Z’
. Dla kazdej liczby granicznej o oznaczamy przez cf(a) na.jmm'e'sz.
liezbg & taka, ze liczba a jest wsp6tkoricowa z ;. Mamy wiec np e

f(w)=0, of(Q)=1, cf(we) =0, cf(wg)=1.
Oczywideie '
(4) flod<a i of(a)<a,
gdyz e<wa, a wiee liezba a jest wsp

i 6lkoticowa z ¢
W § 13 ndowodnimy, ze z wg dla pewnego {<Ca.

f(5) a1 =a-+1.

icm
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Definicja 31). Liczbe poezatkowa o, nazywamy liczbg regularng,
jeéh’ Of(wu) =0.

Liczby regularne w, nie 39 wiee granicami ciaggéw pozaskoriczonych,
ktorych typ jest mniejszy niz w,.

7 () wynika, ze je§li f=oa+1, to liczha wp=wqays jest regularna.

Definicja 4%). Liczby w. regularne, ktdrych wskaznik jest liezbg.
graniczng, nazywamy nieosiggalnymai.

Twierdzenie 11, Jesli liczba w, jest nieosiqgalna, to we=a.

Dow6éd. Na mocy twierdzenia 8, liczba w, jest granica ciagn typu a-
Gdyby bylo we>a, to liczba w. nie bylaby regularna.

UWAGI. 1. Liczby nieosiggalne sg zatem liczbami krytyeznymi
funkeji we. Istnieja jednak réwnies liezby krytyczne funkeji wg, ktore
nie’ 83 nieosiagalne. Istotnie, funkeja wg jest rosnaca i ciagla, a wige
istnienie jej liczb krytycznych wynika z twierdzenia 4 z rozdzialu V,
§ 4, str. 197. Najmniejsza z nich jest liczba (nieregularna)

lim w®, gdzie 0@=w, P=0y, ©®=0we,;..
nlo
2. Zagadnienie, cey istniejq liceby nieosiqgalne, nie daje sie roz-
strzygnaé na podstawie przyjetych przez nas aksjomatéw 3).q
Mozina by ,zagwarantowaé” sobie ich istnienie, przyjmujac odpo-
wiedni aksjomat egzystencjalny podobnie, jak przyjelimy aksjomat nie-
skoticzonofei gwarantujgey istnienie liezby o, oraz aksjomat zastepowa-
nia, gwarantujacy istnienie liczby o,. Staneliby$my jednak woéwezas

. przed problematem przyjecia.dalszych. aksjomatéw egzystencjalnych.

Uwagi powyzsze wskazuja na to, ze aksjomatyka teorii mnogosei —
w zakresie zagadnien egzystencjalnych - daleka jest od zupeinosei.

g lehre, Lipsk 1914, str. 129.

2) Pojecie to wprowadzit F. Hausdorff; ob. Grundziige einer Theorie der geord-
neten Mengen, Mathematische Annalen 65 (1908), str. 443. Na innym miejseu (Grund-
2iige der Mengenlehre, str. 131) Hausdorff pisze: ,jeéli w ogdle istnieja liczby nieosia-
galne, to najmniejsza z nich jest tak niezwykle wielka, Ze zapewne nie bedzie wcho-
dzié w rachube dla zwylktych celéw teorii mnogodei®. Poglad ten trudno dzié uznaé za

.1) Por. F. Hausdorff, Grundziige der Meng

“tratny. Por. A. Tarski, Uber uneweichba]e EKardinaleahlen, Fundamenta Mathemati-

cae 30 (1938), str. 68—89, W. Sierpinski i A. Tarski, Sur une propriété caractéri-
stigue des mombres inaccessibles, Fundamenta Mathematicae 15 (1930), str. 292—300,.
oraz prace cytowane nizej w odsylaczu 1, str. 234. .

3) Dotaozenie do pewnikéw teoril mnogofci zalozenia, ze wszystkie liezby kardy-
nalne sa osiggalne, nie prowadzi do sprzecznofei. Dowéd tego szkicuja K. Kuratow-
ski, Annales de la Société Polonaise de Mathématique 3 (1924), str. 146, oraz D. Fi-
restone i J. B. Rosger, Journal of Symbolic Logic 14 (1949), str. 79.
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3. Nie jest réwniez udowodniona (ani obalona) hipoteza nastgpu-
jaca: wiréd liczb porzadkowych mocy <c nie ma liczb nieosiggalnych.

Hipoteza ta jest oczywiscie stabsza od hipotezy continuum. Moze
ona jednak w wielu wypadkach zastapié hipoteze continuum.

Np. przy pomocy tej hipotezy mozna udowodnié 1), ze nie istnieje
funkeja, ktéra by kazdemu podzbiorowi X odeinka 01 przyporzadkowy-
wala liczbe rzeczywista m(X) w taki sposob aby ‘spelnione byly trzy
warunki nastepujace:

(i) jesli X' sktada sie z jednego pnnktu, to m(X)= o,

@)  jefli  Xp-Xp=0 dla nsn’, 0 m(ZX,,) Z,'m X,),
{iii) jesli X jest odeinkiem 01, to m(X)-—

§13. Alefy i ich arytmetyka. Alefami nazywaja sig moce zbio-
réw dobrze uporzaddkowanych nieskofczonych, tzn. (por. § 8, .str. 216)
moce liezb porzadkowych > w.

7 aksjomatu wyboru wynika, ze kazda liczba kardynalna jest ale-
fem (ob. § 10, twierdzenie: 1, str. 221). Wiele ]ednak twierdzen o alefach
nie wymaga odwolywania sie do aksjomatu wyboru; w szezegélnodei
w obrebie aleféw obowigzuje prawo trychotomii (por. str. 193, wniosek 6).

Dla kazdej liczby porzadkowej a przyjmujemy

Re=0g, t]. No=W(wa).

.

W szezeg6lnosei Ry=q, 8;=2 (ob. str. 217, def. 2). Na mocy tw. 7 (sfr. 231)
) (%) =Rt

Twierdzenie 1. Jesli a<f, to Ra<<Rg. ‘ ‘
Twierdzenie to wynika z twierdzenia 6 z § 12, str. 231.

Twierdzenie 2. Jesli m<Ra, to m jest alefem.

Istotnie, m jest wowezas mocg pewnego podzbioru zbioru dobrze
wuporzagdkowanego. -

Twierdzenie 3. Liczba Su11 nastepuje bezposrednio po Ne, ten. nie
isinieje lioczba kardynalne m iaka, s6 Ko< <Ragi.

1) Ob. 8. Ulam, Zur Masstheorie in der allgemeinen Mengenlehre, Fundamenta
Mathematicae 16 (1930), str. 140—150. Ten sam wynik przy ufyciu- hipotezy conti-
nuum uzyskany byl przez Banacha i Kuratowskiego w pracy Sur une générali-
sation du probléme de lo mesure, ib. 14 (1929), str. 128—131; stanowil on rozwiazanie
tzw. ogélnego problematu miary, postawionego przez Lebesgue’a. Wynik ten pociaga
7a 80by natychmiast istnienie zbioréw niemierzalnych w sensie Lebesgue’a, udowod-
nione uprzednio przez Vitali'ego (ob. § 10, uwaga 5, str. 224).

IG-YI‘I

a wiec moca pewnego zbioru dobrze uporzadkowanego. Zatem m jest

Alefy i ich arytmetyka. 235
Dowéd. Jesli mM<Rary, to m jest moea podzbioru zbiorn W(wet);

alefem: m=Ng i z twierdzenia 1 wynika, ze gdyby bylo Re<m<Rst1,
to mieliby$my a<f< a+1 o nie jest mozliwe.
W podobny sposéb mozna udowodmc

Twierdzenie 4, Jesli o jest liczha gmmozmg % ;{5<m dle, kazdego
E<a, 1o M<K Ra.
Twierdzenia 3 i 4 wykazujg, ze skala aleféw 3est W pewnym sensie

' zﬁpema nie mozna jej zagescié przez Wstaw1eme nowych wyrazow po-
. miedzy wyrazy juz w niej zawarte. .

Twierdzenie 51). Dla kaidej liceby o jest 8=

Dow6d. Niech {<wy i 1< ®a, PIZY CZyM E40 Iub 1=0. Rozwi-
jajac liezby & i n pray zasadzie o (ob. twierdzenie 5, str. 214) i uzupel-
niajac rozwiniecie potegami o opatizomymi we Wspélczynmkl 0, mozemy
liczby te przedstawié jednoznacznie w postaci .

(1) E=w"- my+ w?2 Myt ...+ Wk My, n=w7’l-'n,l-}-w?'mnz—}-...—i—w?h-nk,

w ktorej Wyst@pu]@ te same potegli w, przy czym Y1V > >Yp OTAZ
my>0 lub n;>0 dla kazdego i<k

Na moey twierdzenia 9 z § 12, str. 232, o ]est potega liezby w, tj.

wa=w*; poniewaz za§ &< wa I N<0a, wiec z (1) wynika (por. § 7, twier-

dzenie 4, str. 213), ze 1>y .
) Przyjmijmy &(0,0)=0 oraz .
@ D= [2m(2n+ 1) 114k o [2m(2mt 1) 1]

Przyporzadkowaliémy w’ ten sposob kazdej parze liezb &,n mniej-
szych od w, liczbe @(&,1) <we (wobec tego, ze <A
Udowodnimy, ze .

@) [@(¢,n) =B(,7)]~> (§=0)-(n=1)-

Jest tak istotnie, gdy @(£,7)=0=2>(,7), bo Wowezas f=n=0={=1.
Niech wiee @( f,n) qﬁ(c, 7) >0.- Wowezas £>0 lub >0, oraz {>0 lub
7> 0. Niech rozwinietiami liczb ¢ i 7 beda .

4) (= p+ o py+...+ wlp, T= wbe 91“}‘ b gyt wdl 41’
Wéchas

6) B =0k 22+ D=1+ ot 22 D1

1) Plerwszy dowéd tego twierdzenia podal G. Hessenberg, ob. Gmndbsgnﬁa

der Mengenlehre, str. 593, Getynga 1906.
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Poniewaz wszystkie wspélezynniki w rozwinigeiach (2) i (B) s3 >0,
wynika — wobec jednoznacznogei rozwinigé przy zasadzie « (por. tw. 5,
str. 214) — zZe

dla i=1,2,...,%.
(4), &=7

2%i(2qi+1)

Wynika stad, ze my=p; oraz n;=g¢;, & zatem, w mysl (1)1
i g=v. Wzbr (3) jest w ten sposéb udowodniony.

Zarazem, kazda liczba ¥ <w. jest wartodcig funkeji @. Jedli bo-
wiem G= w17+ 27y ...+ @k-13, gdzie liczby n,7y,...,7% 83 >0, to
wystarezy za & i 7 przyjaé liczby (1), okreflajac m; oraz n; jako takie
liezby catkowite, ze 27i(2n+1)=741 dla i=1,2,...,k. Jesli zad 8=0,
to E=0=1.

Funkeja @ ustala zatem wzajemnie jednoznaczne przyporzadko-
wanie miedzy elementami zbioru W(w,) a parami elementéw tego zbioru,
co dowodzi, ze zbiory W(ws) i W(we) X W(we) 88 réwnoliczne, c.b. d. o.

k=1, =6 oraz 2™ (2n+41)=

Wrniosek 6. $,+Rg=Rmax (@,5=Ra"Rg,
gdzie max (d,f)=aq, jefli a>p, i max (o,f)=4, jesi f=a.
Dowéd. Zatézmy, ze max (a,f) =oa. Mamy w6Wezas 8g < Ra, 2 Wiec
Ra SRe + RS 1 Ra =28, KRy - R = Rer,
Ro SRa v R K -Ra = Koy
skad na mocy twierdzenia 2, str. 117, wynikajg zadane réwnosei.

Twierdzenie 7. Jesli a>p, to rétnica sn—8g istnieje & réwna sig 8y.

Dowéd. Zgodnie z definicjgy réznicy (rozdziat III, §4, str. 112) -

dowdd sprowadza sie do wykazania, ze jesli A=n,, BCA oraz B—Rp,
to A~B=g,. Jako- A przyjaé mozemy . zbiér W(we). Réznica 4—B
jest wiee zbiorem dobrze uporzadkowanym, a wiec moc jej jest alefem,
ktéry oznaczymy przez 8,. Z tozsamodei A=(A—B)+B wynika zatem,
26 Ra=Ry+-Rg=Rmmx(y,p), Skad e=max (y,). Poniewaz f<a, wiec réw-
nofé ta dowodzi, ze a=y. .

Wniosek 8. W(wats)—W(wa) =Rata-

. °Lemat. “ZT," ¥ <t§E, gdeie F jest dowolng funkcja majacq 2biory
jako wartoéei.
Dowéd. Istotnie

(6) ZFF tel)(m eFo

za§ zbiér ZFt daje sie otrzyma.é ze zhioru E (te T)weFy) przez prze-

kszta,lceme :v—f(t %), ma wiec moc od nie o mme 8zg 1
tw. B, str. 119). ’ Jerd Inb xéveza (por-

icm

Alefy i ich arytmetyka. 237

*° Twierdzenie 9. c¢f(wey)=a-+1. .

Przyjmijmy f=cf(wet1). Liczba wp jest wiee wspétkocowa z waiq,
2 zatem istnieje ciag pozaskodezony ¢ typu wg, ktérego granica jest
wat1. Wynika stad, ze jesli £<wqys, to istnieje liczba {<w, taka, ze
£<@(l), czyli w innym sformutowaniu

) W(ways) C X Wig(d)
§<wp

Poniewaz W(wg) =g oraz dla kazdego {<wy jest
W(e)) <Mat1, . W) < Ve,
wiec na moey (7), lematu i tw. 8, str. 128,
2 W) Z Vo
Wrynika stad, ze a+1<ma.x(a,ﬁ), a wige a+1<p. Zarazem (ob.
str. 282, (4)) ef{watr) a1, czyli f<Cat1; a wige f=a+1.

#* Twierdzenie 10. Dla dowolnej liczby « jest

R,H.x-—W(wa.H (0)) <8g*Ba = R;Iax (@8)-

8) Re= Rav
(8) _égt : |
Dowé6d. Poniewas (£ a)—(R<<Ra) 0122

o<t
wiec na mocy twierdzenia 8, str. 128, mamy
IR Re* Ra=Ra-
e
Stad otrzymujemy zadana réwnosé, poniewasz
Ra < K;; Re.
#* Twierdzenie 11. Jesli a=f-+1, to
(9) . kz; Rz = Rg.
. Je$li zaé a jest licebq gramiceng >0, to
(10) S R =Raq.
i<
Dow6d. Niech a=p-+1. Wowezas (<a)=(£<p) i na mocy (8)
géﬂg"—‘g%;sg:xp.
Zalézmy z kolei, ze a jest liczba gramiczng. Wéwezas

W(wa) égg W{ws),
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skad (por. lemat ze str. 236)
Ko =W(wa) =2 Wiwg) < Y Wiwg)=2'8s.
i<a &< <a

.

Stad otrzymujemy réwnoéé (10), poniewaz na mocy (8)
DR Rq.
i<

W podobny sposéb udowodnié mozma twierdzenie ogblniejsze:

*Twierdzenie 12. Jesli a jest liczbg granicena, o jest ciagiem po-
zaskoficzonym rosngeym typu o i A=Lm @(£), to
. §<a

N =R8;.
%’ P

UWAGI. Postugujge sie aksjomatem wyborn mozemy twierdzeniu 5
nadaé postaé nastepujaca: ' .
() ' mi=m,
gdzie m jest dowolng liczbg kardynalng nieskonczons.

Bowiem w myfl twierdzenia 1 z § 10 (wynikajacego z aksjomatu
wyboru) kazda liczba kardynalna jest alefem.

Jest rzecza interesujaca, ze réwnodé (i) jest réwnowaszna aksjo-
matowi wyboru (na gruncie ukladu aksjomatéw I—V)1),

Réwniéz kazda z nastepujacych zaleznosci miedzy liczbami kardy-
nalnymi jest réwnowazna aksjomatowi wyboru:

(i) : mn=m-m,
(iii) (m?=n?) - (m=m),
(iv) (m<n)-(p<q)—> (m+p<ntq),
(v) (m<m)-(p<q) - (mp<nq),
A{vi) . (m-Fp<n4p)— (m<n),
(vii) (mp<<np)— (m<n).

*14. Potegowanle aleféw. Zanotujemy przede wszystkim ele-’
mentarne

Twierdzenie 1. Jesli a<p, to ni=2%,

, Istotnie, z nieréwnofei 2<w,< 28« i ﬁraw potegowania dla liczb
kardynalnyeh (rozdziat. ITI, § 4, str. 111, i § 5, str. 113) otrzymujemy

R oNg < gz:p < oNaRg 235’
skad wynika nafychmiast zadana réwnosé.

!) Ob. A. Tarski, Sur quelques théorém. qui équivalent & Vaxiome du choix, Fun-
damenta Mathematicae § (1924), sfr. 147--154." -

im .. DPotegowanie aleféw. - 239

o Twierdrenie 2 (wzdr rekurencyjny ﬁausdorffa) 1.

&y M= gy
Dla dowodu rozpatrzymy dwa przypadki.

Przypadek I: a+1<p. Z twierdzenia 1 otrzymujemy wéwezas
(@) Mol = 2% =P,
Poniewas zad Rar1 <Na<2%, wiec
(3) giﬁ- Rops= 28.x < ofg oRs__ oNgtRg__ oNs
Ze wzordéw (2) i (3) wynika, ze
' “ﬁh: M= NP ”u+1<2x'3= Riﬁ—u

skad na:tychmi@st wynika wzér (1).
Przypadek II: f<a-+1. W tym przypadku

8, et
(4) Sl Rop g SR By = sﬁ—-‘; = “ﬁs.l .

Pozostaje wykazad, ze prawdziwa jest tez nieréwnofé odwrotna.
’ sz . 2
Rozpatrzmy w tym celu zbior W(weia)¥@?, t]. zbiér clagbw pozaskoh-
czonych typu wg, 0 Wyrazach mniejszych Ni7 Wey1. Wykazemy, ze

(8) W(wap)P@d C 3 W(£)Wep,
§<ogqq

Istotnie, jesli ¢ jest ciagiem pozaskodczonym typu w“f Dast) to
(por. § 13, tw. 9, str. 237) zbidr jego wyrazéw nie jest WSpO}kO?JCOW,y
2 W{weys). Istnieje wiec liczba & <wat, ktbra przekrae'za wezystkie wy-
razy ciagu ¢, skad wynika, ze ¢ e W(£)Pep. Wzor (5) jest w ten sposéb
udowodniony. ; _ R _

Poniewaz dla £<wapr mamy W(E)=E<Rq, Wige W(E)W?E?gs*;ﬂ.

7 (3) wynika zatem na mocy lematu ze str. 236 1 tw. 8 ze str. 128, ze

! ___/_’— ®, Wi, < W& 8 gﬂ’iﬁ'ﬂa
W= Wo 7P < 2 WETe? 2 e )

co lacznie z (4) dowodzi wzoru (1).
° Twierdzenie 3 (wzér rekurencyjny Tarskiego) 2). Jesli a jest
liczbg, gramicend i B<ef (a), to )
’ . Nz — 37 &8,
(8) 8 =2 %
1) ¥, Hausdorff, Der Potenzbegriff in der Mengenlehre, Jahresberichte der

. A 0.
Deutschen Mathematiker Vereinigung 13 (1904), str. 57 v )
) A, Tarski, Quelques théorémes sur les alephs, Fundamenta Mathematlgae 7'

(1925), str. 7.
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* Dow6d. Dla £<a mamy K < Ka, 3 Wige xgﬂ <%, skad otrzymujemy
na mocy twierdzenia 8, str. 128,

¥ Moo oM
{7) ) 2 RPN n, =xE
X <a
Dla dowodu nieréwnofci odwrotnej rozumujemy podobnie jak
w twierdzeniu 2. Z nieréwnogei. f < cf(a) wynika mianowicie, ze

W(wa)"ep Cg <Z' W(&)Wep,

skad bezposrednio wynika nieréwnofé odwrotna do (7) a wraz z nig réw-
mnosé (6). .

*Twierdzenie 4 (uogdlniony wzér Hausdorffa). Dl n skodiczonych jest

R N
’(8) Rnff—n“_ Ruﬁ : Ra+n

Dowéd. Dla n=1 wzér (8) pokrywa sie z (1). Zaflozmy, ze wzor (8)
Jest prawdziwy dla pewnego n. Podstawiajac w (1) a—l—n zamiast a otrzy-
Tnamy

.s“+n+1=gu—5{-n' +n+1? !
skad na mocy zatozenia indukeyjnego i wniosku 6 ze str. 236 wynika
TR . —xNe g
Ra—f—n-i—l R 5 R atn o:+n+1 _N 8 n+n+1

“Wzor (8) jest wiec prawdziwy - dla liezby n+4-1, a wige jest ogdlnie
prawdziwy.

Przyjmujae we wzorze (8) a=0 i powolujac si¢ na twierdzenie 1,
«otrzymujemy

*Twierdzenie 5 (wzr F. Bernsteina) ). Dla n skohezonych jest
{9) = 2%8. .
PRZYKLADY. 1. Z (9) otrzymujemy
Xo__ oM
RO=27-8

2. Z-twierdzenia 1 wynika, ze

1

R:_2Rx

3. Przyjmijmy we wzorze (6) a=w;=0, 8=0. Poniewaz cf(wl) =1,
‘wige zalozenia twierdzenia 3 59 spelnione i otrzymu]emy

b= Ix¥,
§<Zs‘zf

') F. Bernstein, Untersuchungen aus der Men enleh i
T 01 1500 e genlehre, Mathematische Anna-

icm

o K N.;——qua(:) S ¥

Potegowanie aleféw, ‘. 241

Obecnie Wyprowadzuny twierdzenie, w ktérego dowodme korzystac
b@dmemy z tW1erdzema, Koniga (str. 131):

° Twwrdzenw 6. Jesli a jest liczbg gramiceng 4 ﬁ>oi(a to dte
]mzdeg szby kardynalniej m zachodzi nierdwnodé s

@) Ne 3= MR,
‘Diow6d. Przyjmijmy &= ef(a). Liciba of jest wiee wspokkbneowa.
7 a, “tzn. 1stn1eJe cigg rosnacy ¢ typu w taki, ze —

o lim (¢) =
T<og

Na podstame tw1erdzen1a 9z §13 (str 238) wymka, stadd Ze

7 twierdzenia Koniga wynika, ze,
12 Ro <[] Rpy+
(12) ;gg v0 <, <I:.of§ 90)
Poniewaz” zas As,,(g)<'zza oraz og=Ng<Np, ‘Wiec
@) e <l

Ze wzorbw. ( ) (12) i (13) Wymka, e
a0 X, <s"ﬂ. : v
Gdyby istniala liczba kardynalna m taka, ze Rp=m", to mie-
liby$m C e
T Rﬂ: ”ﬂ“ﬂ.—_V "ﬂ:g : e

wbrew (14). .
Nieré6wnogé (10) jest w ten sPosob udowodniona. -

°Wniosek 7. Jesli f>cf(a); to X, <x¥ R

V/ tvnerdzema 6 wynika w szczego].noém, ze dla zadnyeh m'i fhie
zachodza réwnosci R T8, R0, =Y, &, = m¥. (ob. definicje liczby &
na str. 210); istotnie (ob str. 232) ¢f(w) = &f(we) = ¢f(8)==0.

7 twierdzenia 6 Wymka takze, ze jesli Ko, =m", to § przyjmowaé
moze tylko jedna z wartodei 0,1,..., n—1. Istotme, cf(w,, ==n, a zatem
dla f=>n wzbr g, =m™ nie zaehodm 8 v -

' “Wniosek 8. Ko 2% .
Istotnie, z #;=2% wynikalo by v szczegoinoécl, o S g —

=2%—x,, podezas gdy z waiosku 7 wynika, ze xw >Ro.
, 16

Kurs Teorii Mnogosci,
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*§ 15, Skala aleféw a skala potegowa. Alefy stanowig ro-
snaca skale mocy, zupelng w dwu znaczeniach: po pierwsze, pomiedzy
jej wyrazy nie mozna wstawié zadnych wyrazéw posrednich (por. §13,
twierdzenia 3 i 4, str. 234 i 235), po drugie za§ moc kazdego zbioru, dla
ktérego istnieje relacja dobrze porzadkujaca ten zbidr, wystepuje w tej‘
gkali. -

W rozdziale III, § 3, str. 108, zapoznaliémy si¢ z inng skaly mocy,
ktéra obecnie — poshigujge sig liczbami porzadkowymi —mozemy opisaé
dokladniej. Opierajac sie, mianowicie, na twierdzenin o definiowaniu
przez indukeje pozaskoniezong (§ 4, uwaga na str. 199) oznaczamy przez
A, zbiér okreflony przez warunki: .

(1) -Ao=5: AHI=2A§: A—;=2.A§
. j3)
Niech ’
Op=Aq.

Wyka.zujeﬁly latwo przez ,indukcje, 7e .

°(2) ap=a, a1=2% a =§%ag (4 —liczba graniezna).
E<, .-

TUWAGA. Opieramy sie tu na pewniku wyboru ze wzgledu na po-
slugiwanie si¢ nieskoriczons sumg liczb kardynalnych.

Liczby a, tworzg zatem réwniez pewns skale mocy, rozpoczynajaca
sig od liezb kardynalnych q, ¢ i 2% Skale te nazwiemy skalg potegowa.

Jest ona oczywideie rosngea:

(3) L e f=ln.<a.
Tdowodnimy, ze
°4) ;.
Istotnie, zatézmy, ze a jest liczbg porzagdkows i ze kazda Hczba
£<a spelnia wzér (4). Jesli a=0, to oczywifcie a spelia wzér (4). Jesli
a=f+1, to f<a; W mysl zatozenia. Poniewaz a,=2% > qq, Wiee
te>q+1>f+1=F+1=q.
Jedli wreszcie a jest liczbg graniczna, to a,>a na moey (2) i twierdze-
nia 5 ze str. 127.
Zgodnie z zasads indukeji (§ 1, twierdzenie 6, str. 187) wzér (4) jest
w ten sposéb udowodniony.

*Twierdzenie 1. Jesli A jest liceby gramiceng >0, to

(5) DRSO, dla n=0,1,2,...

icm

(A —lLiczba graniczna).
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Dow6d. Zalézmy, ze istniejy liczby 11 n, dla ktérych nier6wnosé (5)
jest fatszywa. Wiréd tych liczb 1 istnieje liczba najmniejsza 4,; istnieje
tez najmniejsza liczba n, taka, ze dla A=, i n=n, nieréwnosé (5) jest
falszywa. } ’ . -

Nie moze byé réwnoczesnie 1,=0 i n;=0, gdyz 8,=a=0,.

Wykazemy, Ze-n,=0. Istotnie, jeSli ny=m+1, to z okreglenia
liczby #, wynika, ze

N
skad na podstawie wzoru (5) z §9 (sbr. 221) wynika, ze

a
“(“104-"1) g 2%t
a zatem

8(82 1) < Upnors = Yotn,”

Poniewaz zaf 8(8; V=8, ., =8 (por. § 13, wzdr (0), str. 234),
wiec ,wnosimy stad, ze

R"v\u+rm < otnos

N

whrew okredleniu liczby m,. Zalozenie, ze 7,0 prowadzi zatem do
sprzecznosei. . :

Kazda liczba &< A, moze byé przedstawiona w postaci y+n, gdzie y
jest liczbg graniczng mniejsza-od (por. § 4, twierdzenie 1, str. 195).
W mysl okreglenia liczby 4, mamy zatem

, x§=s,.+,,<ay+,,<u;,,,
skad wynika, ze Co .

S8 <ot @
, 5, 0 T
a wiee na mocy wzoru (4) i réwnosei a =0,
' R <aZ=aq,.
§§° § ST A

Poniewas Kz, = 3 8, otrzymujemy ostatecznie ¥z, <0z, Whrew okre-

§<20 3 .

§leniu .. Zalozenie, ze istniejg liczby 11im, dla ktérych wzoér (5) nie
zachodzi, prowadzi zatem do sprzecznosci. )

UWAGI. 1. Mozna udowodnié nie opierajac sie ng pewniku wy-
boru, ze dla wszystkich liezb porzadkowych £1i n zachodza WZOry ___
(6) . ) af=a,

M g+ 0y = Gmax ) =05 * G-
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Dowéd wzoru (8) jest efektywny, tzn, mozna (przez indukeje po-
zaskoriezong) zdefiniowaé przyporzgdkowanie ¢ takie, ze @¢ jest funkejg
odwzorowujaca wzajemnie jednoznacznie zbiér Agx.A4; na Ag.

2. Twierdzenia 1 nie umiemy udowodnié nie powatujae sie na pew-
nik wyboru. MoZna natomiast bez powolywania sie na ten pewnik udo-
wodnié, ze jesli A jest liczha graniezna, to zbidr Az, zawiera podzbiér

. réwnoliczny z W(wain) (n=0,1,2,...). Wynika stad nieréwnogé

(8) R <daim.

Dowéd jest podobny do dowodu - twierdzenia 1; korzysta sie ze
wzoru (1) z § 9 (str. 221) i .ze wzoru (6)., .

3. Wzo?y (5) i (8) podaja oszacowanie aleféw ,od gbry” przy
pomocy skali potegowej. Natomiast zadne oszacowanie liczb a, przy
pomocy sl?ah aleféw nie-jest znane. “Wiecej nawet: nie znamy zadnego
0szacowania przy pomocy aleféw, dla liczhy ¢ (tj, dla drugiego wyrazu
skali potegowej). Jedynym znanym ‘wynikiem w tym kierunku jest

°Twi’erdzen/.ive 2, Jesli Cfgﬁ.1=ﬂua.t‘?»0f (a)==0. ]

) Dowéd. Jefli ¢f (¢)=0, t0 z wniosku 7 z § 14, str. 241, otrzymu-
jemy ¥, <wfp=n2. Gdyby zatem bylo ®, = a,,,, to mielibysmy Qepy <O,
co jest niemozliwe, gdyz i
C g = (2% =2%""=2%=q,_ .
UWAGL. 1. % twierdzenia 2 wynika w szezegélnosei, ze

CHRoy CFRo,, CBy,...

) 2.7 a.ksjoma,tu. wyboru Wym'ka istnienie takiej liczby a, ze c¢=8,.
Liczby a nie potrafimy jednak blizej scharakteryzowad.

Jak wspominali$my, przypuszezenie, ze a=1, nosi nazwe hipotesy

contmuum (§ 10, str. 223). Ogdlniejszg hipoteza — tzw. uogdlniong hipo-
tezq contznuaf,m—jest hipoteza, zgodnie z ktéra skala aleféw i skala po-
ﬁggowa 83 identyczne: g, ==x, dla kazdéj liezby porzgdkowej a. Jest
ona réwnowazna —jak tatwo dowie§é — hypotesie: 2N ==y, ;.
Hipotezy powyisze (Cantora) nie zostaly ani potwierdzone ani
ol?alone; udato sie natomiast wykazaé, ze wuogdlniona hipoteza continuum
nie prow'adzi d? sprzecznosei (o ile przyjete przez nas aksjomaty teorii
mnogosci sg niesprzeczne)l). Gdyby okazato sie réwniez, Ze i zaprze-

) K. Go del, The consistency Of the axiom of choice and of the generalized con-
1 G5 ] .

. - - s : § .
Hinumm hypoﬂ‘wsms with the a-’mo”w‘ of set~theo'ry. Anna.lls of Mathematics Studies 3, Prin-
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czenie hipotezy Cantora jest niesprzeczue, to wynikaloby stad, ze aksjo-
matyka teorii mnogosei nie jest zupeina?l).

w ‘blizkil_»n. _z_wiadzk}l -z nogdélniong hipotezg continuum jest hipoteza
nastepujaca: o

(C) Dia 2adnej liceby kardynalnej m nie istnieje liczba kardynalna x
taka, de m<x<2™

Twierdzenie 3. Hipoteza (C) jest réwnowaéna (na gruncie pewni-
kéw I—V 4 VII) koniunkcji pewnika wyboruw VI i wogdlnionej hi'gwtezy
continuum 2). ;

Dowbd. Zatézmy pewnik wyboru i uogélniong hipoteze continuumi.
Niech m bedzie dowolng liczbg kardynalng. Z pewnika wyboru wnosimy,
ze m jest alefem: m=g8,, skad na mocy uogélnionej hipotezy continuum
otrzymujemy

M==NRg=0g, 2M=2%=0r="N8uy1.
Wynika stad, ze zadna liczba kardynalna x nie speinia nieréwnosei
m<x<2™, gdyz mielibySmy Ke<x<Ngp1. )

Zalézmy z kolei hipoteze (C).. Wyprowadzimy stad najpierw pew-
nik wyboru. :

Niech n bedzie .dowolng liczba kardynalng nieskorezong; przyj-
mi‘my m=2%" A zatem
(9) ' : 2= 22040 = Q8 My,

m=m?>=2 m=m;

skad wynika na podstawie twierdzenia 2, str. 117, ze

(10) m=">2m=m-+nt,
, gm__ gutnt >, 0 oM = om
(11) gm_gm__om

1) Aksjomatyka teorii mnogoSci nie jest zreszty zupelna réwniei i z tego powodu,
#e nie pozwala rozstrzygnaé zagadnien egzystencjalnych dotyczacych istnienia zbiordw
bardzo wysokiej moey, liczb nieosiagalnych itp. (por. uwaga 2, str. 233). Jest ciekawe,
ze wynika stad niezupelno§é aksjomatyki w odniesieniu. do pewnych zagadnied teorio-
jiézbowych, a takze pewnych zagadnien z teorii liczh rzeczywistych (por. np. A. Mo-
stowski, An wundecidable arithmetical statement, Fundamenta Mathematicae 36 (1949);
str. 148—164). Niezalezno&é hipotezy continuum weskazywalaby zapewne na niezupel-
noéé nie dajacq sie usunaé przez dodanie zatozen egzystencjalnych wymienionego po-
wyzej typu. Por. K. Gddel, What-is Canfor's continuwm hypothesis, American Mathe-
matical Monthly 54 (1947), str. 515—525. n

?) Por. A. Lindenhaum i A. Tarski, Communication sur les recherches de la
Théorie des ensgmbles, Comptes Rendus de la Société des Sciences et de Lettres de
Varsovie, Classe ITI, 19 (1926), str. 314. Podany tu dowdd - jest zaczerpnigty z pracy
W. Sierpifiskiego, L'hypothése généralisée du continu et Vaxiome du choix, Fundamenta
Mathematicae 34 (1947), str. 1-—5.- *  ~
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Zgodnie z wynikiem ustalonym w §9 (str. 22 .
. . . 221, wzér (1
wzorami (9) 1 (11) zachodzg nieréwnosei 1, (1)) oraz ze

am () 4 2™ < 22" - gm 98™ 4 92— 02 0 2™ — 2™, |
Z hipotezy (C) wynika zatem, ze mozliwe sg dwa przypadki:

@) 8 (m)-2m=2%", (i) 2" =8 (m)+ 2"
Rozpatrzmy najpierw przypadek (i). ‘ 7 stos J

tWierdzel'lnie 4z§5 rozdziagl- SIIFI (str(. )llgv)?b:vi&gn;no;eﬁi Zasggsgwa}c

s(n_1)=2’ —2m— 22" Wynika stad, ze #(m)=2">2">m, a Wi@cpz'é lie’ lfe

m jest miejsza: od liezby kardynalnej ®(m) zbioru dobrz’e uporzaedkojv .

nego. Liezba kardynalna m sama jest wiec tez moeg zbioru dobr o

rzadkowanego, tj. sama jest alefem. . e e
W przypadku (ii): rozpatrujemy liczbe m--%(m). Oczywiscie

m< m-R(m) < 2"
a wiee w mysl (ii). ( :)\ '{'\‘R(m)a‘
m<m+8(m) <L 2™

Z hipotezy (C) wynika zatem, ze
albo m=m+4x&(m), albo m4®(m)=2"

(vor }.;igrwtsg p;‘:ypadek zachodzié nie moze, bo mielibydmy s(m)<m
. § 9, twierdzenie 3, str. 220). W drugim prz j obeo
; ¢ | : ypadku stosujae (wo
%0))‘tmerdzenjle 4 2z § 5 rozdziatu ITI, otrzymujemy N(m)=33—1(n=g?“c

ym;m h;staed, ze R(m)>m, a wige liczba m jest alefem. ’ .
(et aete Iﬂot;zgﬂjf) Wyn&g“aatem w obu przypadkach, (i) i (ii), ze m
.. waz m=2%">n, wiec i n jest alefem. Wi
nofei n wnosimy stad, ze dla kaade jore. Satoieje. dolne. ersadie.

1 X go zbioru istnieje dobre uporzadko-
Nvame‘,}v co pocmdgaj 73 80bg p.ewnik wyboru (por. § 10, uwaga 3 pstr &2230) 4
. yprowadzimy obecnie z (C) uogélniong hipoteze contiliuum Z .
stosujemy rozumowanie ad absurdum. T
Zalézmy wiee, ze istniejg U
o ja liezby porzadkowe o« takie, ze
. 3 P a‘z
i 'meeh;a bedzu.a najmniejszg z sposréd nich. Oczywideie <a=i=, 0 Liczb# .
nie moze byé liczha graniczng, bo mielibyémy . te

A= ), Qe = ) Rpg=
a=J 0= ="

(por. §13, twierdzenie 8, str. 23
‘ ] y 8tr. 237), wbrew definicji li
Niech wige a=g-+1. A zateni e hGZby: *

a¢_= 20 = 9Ng,

: | . . 16 Eliminacja liczb porzadkowych metods v. Neumanna.

Ze wzoru (5), § 9, str. 221, wynika, ze

288 > R (Kg) = Rpp1 = Nay
otrzymujemy wige’
U =2% = N1 > Rg = @g.

Przypuszezenie, ze 2° > Kgiy, Praeczy hipotezie (C), zatem

Oy = 2% =Rgt1=Na,

co znéw stoi w sprzecznodei z definicja liezby a. .

W ten spos6b sprowadzilismy do sprzecznosei za&oZenié, 7e istniejg
liczby a, dla ktérych aasHa. Zmaczy to, ze uogdlniona hipoteza con-

tinuum wynika z hipotezy (C). -
Twierdzenie 3 jest w ten §poséb udowodnione.

#*§ 16. Eliminacja liezb porzadkowych metoda v. Neu-
manna, W rozdziale IV, §1, str. 143144, wskazywaliSmy na to, ze
pojecie typu porzadkowego przeliczalnego jest zasadniczo zbedne, gdyz
typy takie mozna wyeliminowaé zastepujac je przez Klasy izomorficz-
nych miedzy sobg relacji porzadkujaeych o polu przeliczalnym. W ana-
logiczny sposéb mozna wyeliminowaé pojecie typu porzadkowego do-
wolnej mocy. Natomiast eliminacja pojecia typu porzadkowego W ogble

(bez ograniczenia mocy) nie jest na tej drodze mozliwa.

. Okazuje sie jednak. ze eliminacja liezb porzgdkowych daje sie
in aksjomatu VIIT. Moina,
I-V, VII i VI,
dowiedé  istnienia zbioréw posiadajacych dokladnie te same wiasnosei
co liczby porzadkowe: kazdej relacji dobrze porzgdkujace] odpowiada
jeden i tylko jeden taki zbiér i przy tym relacjom izomorficznym od-
powiada ten sam zbidr, a relacjom nieizomorficznym odpowiadaja r6zne

pr‘zeprowadzié w calej rozeigglosel przy uzye
mianowicie, opierajac sie wylacznie na aksjomatach

-zbiory.

Definicjal). Zbiér A nazywa sie liczba porzadkowyg w sensie
v. Neumanna (W skréceniu L p. N.) jesli ma on nastepujace wiasnogei:

1. Katdy element A jest zbiorem.
2. Jedli X e 4, to XCA.
3. Jolli X,Y e A, to X=Y b X ¥ Wb TeX.

4. Jedli 0=BCA, to istnieje takie X, 3¢ X e B i X-B=0.
A

1) J. v. Neumann, Zur Binfikrung der tramsfiniten Zahlen, Acta Litt. ac Scien~
Sectio se. math. 1 (1923), str. 199—208. -

tiarum 1. Univ. Hung. Frane. Joseph.,
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Przyktady L p. N.:
(i) zbiér pusty Ny=0, e
(i) zbiér N,={0}, A
(fii) zbibr Ny={0,{0}}={¥,,N;}
(iv) zbibr Ny={N,N.,N,},
(v) zbiér No={N,N,N,..},
(vi) zbibr Nypy=No+{No}. )
Wyprowadzimy kilka wlasnodci 1. p. N.
: 5. Jesli A jest 1. p. N., to nie istnicje saden shoticzony ciag zbio-
1:0'10 Xiyeooy X taki, 6 Xye Xy e Xye..e Xpge Xpe A
;‘. Dowéd. Zatéimy, ze istniejg zhiory Xy, ..., X) posiadajace wymie-
niong wlasnogé. Niech B={X,,..., X;}. Poniewaz X, ¢4, wiec na mocy 2
XCA4, a .wi@c Xp_ye4, skad podobnie wyprowadzamy, ze X; ,ed itd.
Zfztem zl?lory Xyy ..y Xy nalezg do A, ezyli BCA. Zaden ze zbioréw X;
nie spelnia tezy warunku 4; istotnie, dla ¢>1 jest X, eX; B, zaf dla
i=1 jest Xy e X;-B. S R
6. Jesli A jest 1.p. N. i Mc A, to M jest I. p. N.
Dowéd. Wykazemy, ze M czyni zadoéé warunkom 1.—d.
1% Jedli X e M, to z uwagi na wzér MCA wynikai » £
) . ynikajaey z 2, mam
Xcd, a wiec X jest zbiorem. ’ Y
20, Zalézmy, 76 X e M i Y e X. Mamy wige

IR YeXeMed,

skad wobec inkluzji MCA wynika, ze YeXed, a zatem Y ed na
mocy 2. W mydl 3 jest wiec albo Y=M, albo MY, albo Ye M.
W pierwszym przypadku mieliby$my

. MecXelM

w drugim zag hedbed,
MeYeXeMecAd,

0 przeﬁzy;twierdzeniu 5. Zatem Y ¢ M. Wobec doﬁolnoéci‘ Y. wa.aosim
stad, ze XCM. Zbiér M spelnia wiee warumek 2. =~ o
3% Jeli X,¥Y M, to X,¥cA, gy ika 72
' yz MCA. Z 3 nika zat
ze albo X=, albo X ¢ Y, albo ¥ < = T R,

4. Zalbamy, ze 0=BCM. Zbiér B jest wieo niepustym podzbio-
rem 4, a zatem w-my$l 4 zawiera taki element X, 76 XB=0. Dowodzi
to, 26 M speknid warunek 4; . . o '

w . 0.Je3li A i Bsglyp N, to T

(4 ¢ B)=(ACB)-(4+B).

icm
’ L, 16
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Dow6d. Jedli A eB, to ACB na mocy 2; przy tym !4+ B, gdyz
av przeciwnym razie mieliby§my B ¢ B whrew 5.

Zalézmy, ze A==B i ACB. Zbiér B4 jest wige niepustym pod-
zbiorem B, a zatem w my§l 4 istnieje zbiér X e B—A taki, 26 X(B—A4)=0.
Wykazemy, ze X=A; poniewaz X eB, wyniknie stad, ze Ae¢B i twier-
dzenie bedzie w ten sposéb udowodnione.

Z warunku X ¢ B wynika XCB, a poniewaz X(B—A)=0, przeto
X—A=0, tj. XCA. Przypuiémy, ze A—X 0. Istnieje wiee zbiér ¥ taki,
26 Y e A—X 1 ¥(A—X)=0. Poniewaz A—XCB, wnosimy stad, ze YeB
a wiec zgodnie z 3 jest albo Ye X, albo X ¢ Y, albo X=XY. Pierwsza
z tych mozliwodei jest wykluczena, gdyz ¥ ¢ A—X; druga jest wyklu-
czona, gdyz daje ona Xnoned—X, tj. (wobee X ed) XeXeAd whrew 5;
wreszcie trzecia jest wykluczona, gdyz Y ¢ 4 za§ X ¢ B—A.

Udowodnilismy w ten sposéb, ze A—X=0, tj. ACX, skad 4A=X.

8. Kazda 1. p. N. jest dobrze uporzadkowana przez stosunek inkluzji.

Dow6d. Wystarezy okazaé, ze jesli 4 jest 1. p. N., to
(a) . stosunek inkluzji jest spéjny w A4,
ib) kazdy niepusty podzhiér 4 ma element najwezesniejszy.

(a) wynika z 3, 6 i 7, za$ (b) z 41 7. "

9. Jesli A i B sq l.'p. N., to AB te2 jest I. p. N.

Dowdéd. Wykazemy, ze AB czyni zadofé warunkom 1—4.

1° Z X ¢ AB wynika, ze X ¢ A, a wiec X jest zhiorem.

20, 7 X ¢ AB wynika, 76 X e A 1 X B, a wiec XC4 i XCB, a za-
tem XCAB. !

30. % X,YeAB wynika X,Yed, awiec X=Y lub Xe¥ Iub YeX.

4%, 7 0=MCAB wynika, e 05=MCA, a wiec istnieje X takie, ze
XeM i XM=0. i

10. Jesli A i B sq 1. p. N.; to albo ACB, albo BCA.

Istotnie, zal6zmy, ze A=AB==B. Z 9i 7 wynika, 26 ABe 41 AB¢B,
skad ABeAB, co przeczy 5, gdyz AB jest 1. p. N. w mysl 9. Zatem albo
A=AB, albo B=AB. '

) 11. Jesli A ¢ B sqrésnymi 1. p. N., to albo A jest odeinkiem B, albo B
jest odcinkiem A; zbiory te nie sq wige podobne (pray wporzqdkowanivu
j)rzez stosunek inkluzji). .

) Dowéd. Zalézmy, ze A==B; w mysl 10 jest albo ACB, albo BCA.
‘Zatbzmy, ze zachodzi pierwsza z tych inkluzji. Z 7 wnosimy stad, ze
A ¢ B, co dowodzi, ze elementy zbioru A4 poprzedzaja w zbiorze B ele-
ment A. Zbiér A -jest wiec odeinkiem zbioru B, a zatem nie moze byé
podobny do B (por. wniosek 3, str. 192).
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12. Dia kasdej relacji R dobree porzadkujacej swe pole istwieje do-

Kladnie jedna 1. p. N. uporzadkowana prees stosunek inkluzji podobnie do B,

Dowdd. Niech Z bedzie polem relacji B za§ H zbiorem tych ze¢Z,

dla ktérych istnieje dokladnie jedna 1.p.N. N, spelniajaca warunek:

N, jest uporzadkowane przez stosunek inkluzji podobnie do odcinka O(z)

zbioru Z; w skrécenin: N,~ O(z). )

Zatézmy, ze O(w) CH. Wykazemy, ze #e¢H. Wobeec 11 istnieje

o najwyzej jedna L p. N. podobna do O(z); wystarezy zatem okazad,
e ¢o najmniej jedna taka L p. N. istnieje.

Przyjmijmy .

: ¥ =§[;’(z<w)-(X=Nz)]~

Wykazemy, ze N, jest 1. p. N. Istotnie, warunek 1 jest oczywiscie
spelniony. ’

Jefli N,eN, i YeN, to ¥ jest L p. N.; zarazem, poniewaz
Y ¢ N,~0(2), wigc na mocy 11 Y jest podobne do pewnego odcinka
zhioru N,, a wiec do pewnego odeinka O(t) zbioru O(z). Wobec tego, ze

12¢2z, mamy te0(x), a wiec teH i ¥ ~Ny, skad (wobee 11) ¥Y=Ny;

poniewaz za$ NieN,, wiec ¥ eN, A zatem N.CN,, tj. N, spehia
warunek 2. ‘

Warunek 3 wynika bezpodrednio z 10 i 7.

Niech B bedzie niepustym zbiorem zawartym w N, i niech 2, bedzie

najwezesniejszym elementem Z takim, ze N, ¢ B. Gdyby istniato ¥ ¢ N,

takie, ze Y e B, to byloby ¥Y=XN,, gdzie 23z, wbrew definicji #,.
Zbiér N, jest wige L. p. N. Jesli 2y <2, <, t0 N,,~0(2) i N,~0(2),
a wige N, jest podobne do odeinka N, skad wnosimy na mocy 11,
ze N,CN, i N,=+N,. A zatem N,~ O(z), co dowodzi, ze x ¢ H.
W my$l zasady indukeji (§ 1, str. 187) mamy zatem H=Z. Zbidr

N=E[3(@e2)-(X=N)]

jest 1. p. N. uporzadkowang podobnie do Z. Dowc’x_i jest amnalogiczny do
dowodu przeprowadzonego- dla zbioru N,.

7 twierdzern 12, 11 i 8 wynika, ze 1. p. N. istotnie czynig zadogé
wazystkim wymaganiom stawianym liczbom porzadkowym.

W zwigzku z przeprowadzonym tu rozumowaniem warto zanwazyé,
2e w dowodzie twierdzenia 12 czynimy istotny uzytek z aksjomatu za-
stepowania (aksjomat VIII). Bez tego aksjomatu nie mozna by dowie§é
istnienia zbioréw N, i N.

icm

*ROZDZIAL VL

Niesprzeczno$é i niezaleino§é aksjomatéw.

§ 1. Uklad aksjomatéw teorii mnogosel. W wystowieniu
aksjomatéw V i VIIL (str. 44 i 49) wystepowalo Dblize] nie sprecyzowane
pojecie funkeji zdaniowej!). Obecnie podamy zupelnie precyzyjny. opis
aukladu aksjomatéw dla teorii mmnogosei (jednego z wielu mozliwych).

Pojeciami pierwotnymi systemu sa

0 (zbiér pusty) i e (stosupek nalezenia).

Poza tymi dwoma pojeciami w systerie wystepuja tylko pojecia
logiczne (m. in. identycznogé).
Funkejs zdaniows regdu 0 nazywamy wyrazenia postaci

= (1) rey, =Y,

gdzie z 1 y sg dowolnymi symbolami (tzw. zmiennymi). Litery 4 i y moga
byé przy tym zastgpione symbolem 0 (dla gbioru pustege). O zmiennych
& i y méwimy, ze 55 wolne W wyrazeniach (1).

Zalézmy, ze p jest liczbg naturalng i ze okreslone juz sa funkeje
zdaniowe rzedéw 0,1,..,p—1. Funkeja zdaniows regdu p nazywamy
Xkazde wyrazenie jednej z nastepujacych pestaci:

(2) @, OLY, 0¥, 6>V, 0=V,
(3) . ITe, 29,

1) Pierwszy uklad aksjomatéw teorii mnogoéci podat E. Zermelo; ob. Uniersu-
chungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre, Mathematische Annalen, 65 (1908), str.
261—281. Niejasne sformulowanie pewnika podzbioréw (por. rozdziat II, § 2, str. 44)
wywolalo ozywione dyskusje, wwyniku ktérych powstalo kilka (nieréwnowaznych) metod:
uéciflenia tego pewnika i spokrewnionego z nim pewnika zastepowania. Metoda, ktérfa]
uzywamy w tym rozdziale, pochodzi od Th. Skolema; ob. Einige Bemerkungen zur axio~
matischen Begriindung der Mengenlehre, VWissenschaftliche Vortrige gehalten anf dem
V Kongress der Skandinavischen Mathematiker, Helsingfors 1923, str. 217—232.
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