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° Twierdzenie 11 (odwrotne). Zbidr skotczony w znaczeniu De-
dekinda jest skoticzony w sensie definicji 2.

Dowdd. Nalezy wykazaé, ze zbi6ér nieskonczony (w sensie defi-
nicji 2) jest nieskodczony w znaczenin Dedekinda, tzn. zawiera ciag
nieskoriczony.

Zatbzmy zatem, ze zbiér 4 jest nieskodezony, tj. ze istnieje nie-
pusta rodzina 4C24 bez elementu nasyconego. Dla kazdego wiec X ed
rodzina M(X) zbioréw Y, dla ktbrych Y e 4 i XCY+X, jest niepusta.

Z ogblnej zasady wyboru (rozdziat II, § 10, str. 74) wynika, ze
istnieje taka funkeja f, ze f(X) e M(X) dla X e 4. A zatem

f(X)ed 1 XCHX)ZX. ,
Obierzmy teraz dowolny zbidr X e d i utwérzmy cigg zbioréw
X=f(Xy), Xp=fXy), ..., ZXnpa=f(Za),...
Mamy “wiec:
Xped, XotZXnp, XaCXpp dla n=0,1,2,...

Réznice X,44—X, tworza zatem cigg zbioréw niepustych, roz- \

acznych i zawartych w A. Stosujac pewnik wyboru wnosimy, ze istnieje
zbidr B, zawierajaey dokladnie po jednym elemencie z kazdej z réznic
Xnp1—Xn. Oznaczajge ten element przez a,, otrzymujemy nieskoriczony
ciag réznych elementéw zbioru 4, c.b.d.o.

Definicja Dedekinda mniej nadaje sie niz definicja 2 do budowania
na jej podstawie arytmetyki, gdyz juz w najelementarniejszych twier-
dzeniach arytmetyki wymaga ona powolywania si¢ na pewnik wyboru.
Definicja ta odegrata jednak duzg role, jako pierwsza préba sprowadze-
nia pojeé arytmetycznych do pojeé teorio-mmogosciowych.

GWICZENIA. 1. Jedli zbiory 4 i B sa, niegkoriczone, to (A) ~ R(B).
2. Na to, by zbiér X byl nieskorczony w znaczenin Dedekinda

potrzeba 1 wystarcza, by jego moc m czynita zado$é réwnanin m—4l=m. -

3. Na to, by zbiér X byl skofezony (w sensie definicji 2), potrzebs
i wystarcza, by zbiér 2¢* byt skofezony w znaczeniu Dedekinda.
[Russell-Whitehead].
) 4. Na to, by zbiér X byl skoriczony (w sensie definicji 2), potrzeba
i Wstweza, by kazda rodzina jego podzbioréw, addytywna (tj. zawie-
Tajaca sume kazdych dwéch zbioréw, ktére do niej naleza) i zawiera-
Jaca wuzystkie zbiory jednostkowe {x}, gdzie @ e X, — zawierala jako
elementy wszystkie podzbiory niepuste zbiorn X. ‘
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ROZDZIAL 1IV.

Zbiory uporzqdkowmie.

- § 1. Relacje porzadkujace. Niech A bedzie dowolnym zbiorem,

R — relacjy, ktérej pole zawiera A (por. rozdzial II, § B, str. b4). M6-
wimy, ze relacja R jestl): : :

2wrotna w A, jesli xRz dla kaidego z e 4,

praeciwewrotng w A, jesli xnon Bx dla kazdego we A,

symetrycena w A, jefli dla dowolnych @,y ¢4 z wky wynika yRw,

przeciwsymetrycena (antysymetryczna) w A4, jesli dla dowolnych
2,y € A z xRy wynika y non Rz, .

preechodnia w A, jedli dla dowolnych z,y,2¢4 z xRy i yRe wy-
nika @Rz, . )

slabo asymetryczna w 4, jesli dla dowolnych a4,y ¢ A z aRy i =y
wynika y non Rz lub, co na jedno wyehodzi, jefli z Ry i yRx wynik_a
2=y dla dowolnych z,y ¢4, ’

spdjna w A, jesli dla dowolnych dwu réznych elementéw 2,y e A
mamy badZ xRy, bads yEe. - - :

Zapisane wzorami logieznymi definicje te majg nastepujaca postad:

[1 (#Ex) zwrotnosd,

x]? (2 non Rx) przeciwzwrotnosé,
"ﬁ (wRy — yRax) symetria,
| :”z'z(wR?! — y non Ex) antysymetria,

I] [(@Ry) (yBz)— (2=y)] slaba asymetria,
x'yl‘f [(=Ry) (yRe) > (2Rz)] przechodniogé,
x’jlifi(w#y) — (¢Ry+yEw)] spbjnosé.

* .

1) Systematyczne badania wiasnoSel relacji (dwucztonowych) zslupocz&tknv:mfli-
Russell i Whitehead w dziele Principia Mathematica, tom 1, 2-e wydanie, Cambridge

1925, czeéé IL.
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PRZYEKLADY. Relacja mniejszodei w zbiorze liczb rzeczywistych
jest przeciwzwrotna, antysymetryczna i przechodnia. Relacja podziel-
nodei w zbiorze liczb naturalnych jest zwrotna, slabo asymetryczna i prze-

chodnia. Te same wiasnodei ma tez relacja inkluzji w dowolnej rodzi- -

nie zbioréw. Relacja réwnodei jest zwrotna, symetryezna, stabo asyme-
tryezna i przechodnia w dowolnym zbiorze. Relacja réznodci jest prze-
ciwzwrotna i symetryczna w dowolnym zbiorze. Relacja prostopadiodei
jest tez przeciwzwrotna i symetryczna w dowolnym zbiorze prostych.

Definicja 1. R jest relacja porzadkujacs zbidr A (czyli 2bidr A jest A

sbiorem uporzqdkowanym przez relacje R), jedli relacja B jest spéjna,
zwrotna, stabo asymetryezna i przechodnia w A41). | . . '

» Mowimy, ze @ popreedea y, gdy 4Ry i w==y; piszemy wowezas 2Ly
(lub krécej #-3y, o ile nie zachodzi potrzeba wymieniania relacji R), lub
tez y Spe (lub y&2). ’

Méwimy, ze y lesy miedsy @ i 2, gdy

23y<8e, lub 2SySe.

Relacje porzgdkujaca swoje pole nazywamy krétko relacjq porzqd-
kujaeq. . o .

. Méwimy cz@s?;o o zbiorach uporzagdkowanych nie wymieniajac re-
1&0]1‘13. .Ma to miejsce wtedy, gdy wiadomo o jakiej relacji B jest mowa.
Nalezy- Jgdnak pam}@‘u&é, ze uporzgdkowanie nie jest wiasnodeis samego
tylko ?b19ru (tak_Jak. np.\qu@cie mocy): istotna dla pojecia uporzad-
kowania jest relacja; jeden i ten sam zbiér moze by¢ bowiem uporzad-
kowany przez réine relacje w réiny sposdb.

PRZYKLADY.. 1. Kazdy zbiér liezb rzeczywistych jest uporzad-
kowa,gy przez relacje <, jak rowniez przez relacje >. v
. Zbiér ztozony z liczb 1,2,4,8,16,...,9" jest
przez relacje podzielnogct. e Je' npormalkowany
3. Zbiér }iezb naturalnych jest uporzgdkowany przez relaeg’(’g‘ :

E=E1o)- @) (0<9)+(2l0)- 2y)'+ @)’ (2ly)' y<a)].

Przy uporzgdkowaniu relacja B kazda L oprs

‘ 4 . Jliezba parzysta poprzedza.

kazdg mex?a,rzyst.aé, z dwu lezb parzystych mniejsza poprzedza wieksza,

a z dwu liczb meparzystyeh wieksza poprzedza mniejszg. ’
Sehematyeznie przedstawiamy to uporzadkowanie jak nastépujes

2,4,6,8,10,... ...,9,7,5,3,1.

- -+ 1) Pojecie zbioru uporzadkowanego i Ca;
. ort v go pochadzi od Cantora. Ob. Beiirdge 2 -
griimdung der transfiniten Mengenlehre, Mathematische Annalen 46 (1895), str.gésl'ﬁﬁlf;

icm
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W schemacie tym kazda liczba poprzedzajgea dowolna liczbe =
(ze wzgledu na relacje .B) jest wypisana na lewo od . .

4. Zbiér liczb zespolonych jest uporzadkowany przez relacje
;Ey)' {{R(2)<R(y)1+ [R{z)=R(y)]- [L{z) <L(¥)]}-

W tym uporzadkowaniu liczha & poprzedza liczbe y, jeshi czesé
rzeczywista R(w) liczby 2 jest mniejsza niz cze$é rzeczywista R(y), lub
tez gdy czedei rzeczywiste liczb @ i y 83 réwne a czedé urojona I(w)
liczby ® nie przekracza czefci urojonej I(y). )

5. Niech a(n) bedzie liczba réznych czynnikéw pierwszych liczby
naturalnej n. Zbiér liczb naturalnych jest uporzgdkowany przez relacje

. g {{a(z)<a(y)] + [a(@) = a(y)]- (2 <)}

6. Zbiér két koneentrycznych jest uporzadkowany przez relacje
inkluzji.

Definicja 2. Element z nazywa si¢ elementem pierwszym zbiorn upo-
rzadkowanego A (ze wzgledu na relacje R), jesli s-Zpy dla wezystkich
4 ¢ A—{w}. Jedli natomiast y<3pw dla wszystkich y réznych od », to @
nazywamy elementem ostatnim zbioru A (ze wzgledu na relacje R). Nie
w kazdym zbiorze uporzgdkowanym istnieje element pierwszy, czy ostatni;
jedli jednak element taki istnieje, to jest wyznaczony jednoznacznie.

Twierdzenie 1. W kasdym . skoficzonym niepustym podebiorze X
2bioru uporzadkowanego A istnieje element pierwszy ¢ ostatni.

Dla dowodu stosujemy indukecje wzgledem ilogci elementéw X.
Jedli X ma jeden element, to twierdzenie jest oczywiste. Jesli twierdze-
nie jest. stuszne dla zbioréw o n elementach, a zbiér X=Y+{a}, gdzie
anoneY, ma n-+1 elementéw, za§ b, jest pierwszym a b, ostatnim ele-
mentem zbioru ¥, to wczedniejszy z elementéw a i by jest pierwszym,
a pozniejszy z elementéw a i b, jest ostatnim elementem zbioru X.

Definicja 3. Dwa zbiory A i B uporzagdkowane przez relacie B i §
s podobne, jesli istnieje funkeja f odwzorowujaca wzajemnie jednozna-
cznie zbiér A na B i spelniajaca dla dowolnych @,y ¢ A réwnowaznogé

(0) . @Ry = f(«)8/(y).
O funkeji f méwimy, ze ustala podobieristwo zbioréw 4 i B.

UWAGA. Pojecie podobiefstwa jest szezegélnym przypadkiem po-
jecia dzomorfiemu. Méwimy, mianowicie, ze dwie relacje B 1 § sg izo-
morficzne, jedli istnieje wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie f pola
relacjii R na pole relacji §, ktére spelia réwnowaznogé (0).
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142 ROZDZIAL 1V. Zbiory uporzadkowane.

Widzimy wige, ze dla- relacji porzadkujacych pojecie izomorfizmu
pokrywa sie z pojeciem podobnego uporzadkowania pél relacji.

Twierdrenie 2. Na to, by zbiory A ¢ B uporzqdkowane przez ré—

lacje R ¢ S byly podobne, potrzeba i wystarcza, by istniala taka funkcjo f

odwzorowujaen 2bidr A werajemnie jednoznacenie na 2bidr B, ze

1) : aRy — f(2)8f(y)
dla dowolnych x,y € A.

Dowéd. Wystarczy oczywiscie okazaé, ze jesli a,y ¢ A i f(»)Sf(y),
to aRy. Zatézmy, e tak nie jest. Niech x,ye.d, f(x)Sf(y) i »non Ry.
Wobec spéjnoci relacji B wnosimy stad, ze badz m=y, hads yRa.
W pierwszym przypadku mamy Ry, gdyz relacja B jest zwrotna w 4;
przeczy to jednak zalozeniu, ze wnonRy. W drugim przypadku wzér (1)
daje f(y)Sf(z), a wige f(v)=f(y), gdy# relacja S jest stabo asymetryczna.
Poniewaz f jest funkejs wzajemnie jednoznaczng, wynika stad, ze =y,
o, jak udowodnilifmy, jest niemozliwe. W obu przypadkach docho-
dzimy wiee do sprzecznofei. :

Zbiory podobne 83 oczywifcie réwnoliczne. Dla zbioréw skoticzo-
nych. twierdzenie to daje sig odwréeid: ‘

] Twierdzenie 3, Dwa zbiory skotceone, uporzqdkowane i réwno-
licene sq podobne.

A Dowé-d. Zadbimy, ze zbiory A i B uporzadkowane przez relacje
R i § maja po n elementéw. Dla n=1 funkcja przyporzgdkowujgca
jedyny element zbioru A jedynemu elementowi zbioru B czyni zadogé
warunkom wymienionym w twierdzeniu 2, a wiec ustala izomorfizm re-
lacji R i 8.

] Zaxozmy stusznodé twierdzenia dla zbioréw n-elementowych i przy-
pusémy, ze A i B majg po n+1 elementéw. Niech bedzie pierwszym
elementem zbioru 4, b — pierwszym elementem zbioru B. Zgodnie z za-

¥ozeniem istnieje funkeja f, ustalajaca podobiedstwo zbioréw A —{a}
i B—{b}. Przyjmujac

f@)=fy(z) dla @eAd—{a} oraz f(a)=b,

okreflamy funkeje, ktéra, jak sprawdzamy z lat i i
S ooy unk i’B. y y woscig, ustala podobien-
Twierdzenie 3 jest w ten sposéb udowodnione przez indukeje.

Na przykladach mozna sie przekonad, ze jest ono falszywe dla zbio-

oW nieskoticzonych, np. dla zbiorn liczb
: natural
przyklady 11 3). : alnych (por. sf?r. 140,

iom

Relacje porzadkujace. 143

Definicja 4, O zbiorach podobnych méwimy, ze majg ten sam typ
porzgdkowy.

Mozna by wystowié wszystkie niemal twierdzenia teorii mnogosci
nie postugujac sie pojeciem typu porzadkowego, z wielu jednak wzgle-
déw korzystanie z tego pojecia jest dogodne. Dlatego wprowadzimy typy
porzagdkowe jako nowe pojecie pierwotne teorii mnogoéci na podstawie
nastepujacego pewnika analogicznego do pewnika IX, dotyezacego liczb
kardynalnych (por. rozdzial ITI, § 1, str. 97).

X. Aksjomat istnienia typow porzqdkowych. Istnieje przy-
porzadkowanie, na podstawie kidrego katdej relacje E poreadkujocej swe
pole odpowiada preedmiot B, zwany typem porzadkowym, prey czym zacho-
dzi réwnowainosé: ’

(R=R) == (relacje R i 8 saq izomorficene).

Symbol R stanowi wige nowy termin pierwotny. Stosuja sie tutaj .
bez zmian uwagi uczynione na str. 97 w zwigzku z aksjomatem IX.

Symbolu 4 uzywadé réwniez bedziemy na oznaczenie typu porzad- .
kowego zbioru A uporzadkowanego przez ustalons relacje K.

7 twierdzenia 3 wynika, ze dla zbioru uporzadkowanego skon-

czonego o n elementach mozna przyjaé 4=n.

UWAGI. 1. Pojecie podobieristwa odgrywa w beorii zbioréw upo-
rzadkowanych te sama role, co pojecie réwnolicznogci w teorii moey.
Jedli f ustala podobieristwo. zbioréw A i B, to kazda wlagnodé przystu-
gujgea zbiorowi 4 1 wystowiona wylgeznie przy pomocy pojeé logicznych
i relacji R przystuguje tez zbiorowi B.

Zbiory podobne s3 wiec miedzy sobg nierozréznialue przez wia-
snofci wyrazajace sig przez relacje porzadkujace i pojecia logiczne.

Zalézmy np.; z6 A ma element pierwszy, ale nie ma elementu
ostatniego. Wykazemy, ze B ma te sama wiasnosé. Istotnie, jesli @ jest
pierwszym elementem zbioru 4, to f(x) jest pierwszym elementem zbioru B,
gdyz z y<sf(w) wynikato by, ze (y)<rw, whbrew zalozeniu, ze @ jest
pierwszym elementem A. Podobnie dowodzi sie, ze gdyby w B istnial ele-
ment ostatni y, to element 7 (y) bylby ostatnim elementem zbioru A.

Ze wzgledu na nierozréznialno$é zbioréw podobnych mowi si¢ nie-
kiedy nie o whasnofciach zbioréw, lecz o wlasnodciach typéw, np. o ty-
pach bez ostatniego elementu lub o typach z pierwszym elementem itp.
Mozna tez méwié o typach przeliczalnych, typach mocy ¢.itp., gdyz
zbiory podobne sg zawsze réwnoliczne.

2. Jefli ograniczamy zakres rozwazanych zbioréw uporzgdkowanych
do podzbioréw ustalonego zbioru 4, to aksjomat X staje sie zbedny.
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144 ROZDZIAL IV. Zbiory uporzadkowane.

Mozna bowiem w tym przypadku okreglié typ porzadkowy. Podzielmy,
mianowicie, wszystkie relacje porzgdkujace, ktérych pola sg podzbiorami
zbioru A, na klasy, zaliczajac dwie relacje do tej-samej klasy wtedy i tylko
wtedy, gdy sa one izomorficzne; klasy te nazwadé mozna typami porzgdko-
wymi. Jesli wige zbiér X zawarty w A jest uporzadkowany przez relacje R
i stanowi jej pole, to jego typem porzadkowym jest klasa, do ktérej R
nalezy ). .

- Przy powyZszej definicji typu porzgdkowego aksjomat X jest spel-
niony w obrebie relacji, ktérych pola sg podzbiorami zbioru 4.

Rozwazmy szczegblny wypadek, gdy A= (zbiér liczb natural-

nych). Jak widzieliimy (rozdziat XX, § 11, str. 76), mozna ,identyfikowaé”
relacje zachodzace w zbiorze J z punktami zbioru € Cantora, a rodziny
relacyj z odpowiednimi podzbiorami zbioru €. Odpowiednikiem geome-
trycznym typu porzadkowego jest wiee pewien podzbiér zbioru C.

CWICZENIA. Interpretujac relacje okredlone w zbiorze liczb natu-
ralnych jako punkby przestrzeni 27°, udowodnié, ze

1. 'W przestrzeni relacyj 27" kazdy z nastepujacych o§miu zbioréw
jest domkniety: zbiér relacyj zwrotnych, przeciwzwrotnych, symetrycz-
nych, antysymetrycznych, stabo asymetrycznych, przechodnich, sp6jnych,
porzadkujgeych.

Dla przykiadu przeprowadzimy dowéd dla relacji symetrycznych.
Niech 4 oznacza rodzing tych relacyj. Mamy wiec na mocy definicji:

4= JE [I[mEBn— nRm] = g [1[(mRn) +nRm).
. Stad i ze wzoréw o dwoistodei operacii logicznych i teorio-mnogo-
dciowych (str. 45, (4)—(6) i str. 63, (ii)) wynika, ze

4= ”gl EU(mBn)'+nRm] = ”!7 E (MR%)]'—I—Q (nBm)}.

' Na mocy twierdzenia (8) podanego w rozdziale II, § 11, str. 76,
zblory [ERngn)j’ i Bp(nRm) 83 domkniete; suma tych dwéch zbio-
réy ;[est wige réwniez zbiorem domknigtym; wreszcie 4, jako iloczyn
zbioréw domknigtych jest domknigby (por. rozdzial I, § 9, str. 68).

2..Zbi6r relacji B porzadkujacych J w taki §posdh, ze g ma ele-
ment pierwszy, jest zbiorem F, ale nie jest zbiorem domknigtym.

1) Por. uwage 19 o okredlaniu liczb kardynalnych, rozdzat III, § 1, str. 97,

icm,.
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§ 2. Ogélne wlasnoéei zbioréw uporzadkowanyeh. Niech 4
bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje R. Jesli xe A i w zbiorze
By[#<y] istnieje element pierwszy, to element ten nazywamy nastgpni-
kiem elementu # (ze wzgledu na relacje R). Ostatni element zbioru
B,ly<2] (o ile istnieje) nazywamy popreednikiem elementu . Kaidy
element # e 4 ma co najwyzej jeden poprzednik i co najwyzej jeden
nastepnik, . o ; :

Podzbiér wiagciwy X zbioru -A nazywa. sie odeinkiem (resztq)
zbioru A, jefli z # ¢ X wynika, ze kazdy element wezeghiejszy-(pézhiejszy)
od 2 nalezy do X. " .

. Zbiér XCA nazywa sie preedeialem, jesli z warunku «,y ¢ X wynika,
46 kaidy eleméht lezgey miedzy @ i y nalezy do X. =~ -
Przyjmijmy ' : : T
Ox(@) = FllyRo) (y=a)) = Ely=3al

Wskaznik R bedziémy niékiedy opuszezaé. .

-Widaé natychmiast, ze Og(z) jest odcinkiem. Nie kazdy jednak
‘odcinek jest postaci Og(z). C 2 .

O dwu przedziatach X i ¥ zbioru uporzgdkowanego 4 méwimy,
%e pierwszy poprzedza drugi, jesli

wveX, ye¥—>a3y.

Kazda rodzina przedziatéw roziacznych jest uporzadkowana przez
stosunek: ,,X poprzedza ¥ lub X=X". - . R

"0 rodzinie zbioréw méwimy, ze-jest monotonicena, jesli jest upo-
rzadkowana ze wzgledu na relacje inkluzji.

Twierdzenie 1. Kasdy 2bidr uporzgdkowany jest podobny do jakiejs
monotonicenej rodeiny zbioréw (wporzadkowanej ze wegledu na inkluzje).

Rodzing tg jest mianowicie rodzina odeinkéw O(z). = -

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze @ Rw, = 0(u,)CO(w,).

Zbiér A nazywamy gestym, jefli dla dowolnyeh dwu elementéw
@,y ¢4 7 -y wynika, ze istnieje element ze A taki, ze ¥<¢<y.

W zbiorze gestym zaden element nie ma poprzednika ani nastepnika.
Wiasnosé ta jest charakterystyczna dla zbioréw gestych. Istotmie; jesli
saden element zhioru A nie ma poprzednika i 4,y e A oraz ‘z-2y, to » nie
imoze byé ostatnim elementem zbioru E,[2-Ly], gdyz « byloby wtedy po-
przednikiem y. Musi zafem istnieé takie 2, ze 8-<32-3y. Zbiér A jest za-
tem gesty. : ' C Coa ke

Zbiér o jednym tylko elemencie, jak réwniez zbiér pusty, sa geste.
Inne zhiory geste maja nieskoriczenie wiele elementow.

Kurs Teorii Mnogosci. 10
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Zbitr, ktéry nie jest gesty moze zawieraé gesty podzbiér. Nyp. zbiér
glozony ze wszystkich liczb dodatnich i z liezb catkowitych ujemnych,
aporzadkowany przez relacje < nie jest gesty, gdyz miedzy -2 a —1
nie leiy zaden element tego zbioru; zbiér ten jednak zawiera gesty pod-
zbiér, mianowicie zbiér liczb dodatnich. -

Zbiér uporzadkowany, ktéry nie zawiera zadnego nieskoriczonego
podzbiori gestego nazywamy rozproszonym. Rozproszonym jest 'np.
zhiér liczb catkowitych, jak réwniez zbibr zlozony ze wszystkich utam-
k6w 1fn (m=-1,42,..), o ile za relacje porzadkujgeca przyjmiemy <.

Kazdy podzbiér zbioru rozproszonego jest rozproszony.

*Twierdeenie 2. Jesli A i B sa dwoma podgbiorami rozprossonymi
2bioru uporzadkowanego M, to suma A-+-B jest rozproszona. ’

Dowéd. Zaléimy, e istnieje nieskonczony gesty podzbiér ¢ zbioru
A-+-B. Poniewaz (=CA-+CB, jeden ze zbioréw CA Iub OB jest nieskor-
czony; niech to bedzie np. zbiér CA. Poniewa%.zbibr ten nie jest gesty
(jako podzbidr zbioru rozproszonego A), wige istnieje taka para ay, a, ele-
mentéw zbioru CA, ze a;=2a, i 7e zaden element zbioru (4 nie lezy mie-
dzy o, i a,. Wynika stad, ze dla kazdego zeC

*) (0,28-<a,)—> ® ¢ B.

Przyjmijmy B;=0-E.[a,<<w<]a,]. Zbiér ten jest nieskordczony,
gdyz miedzy elementami @, i a, lezy nieskoficzenie wiele elementéw
zbioru C. Jefli z,@,e B, i #,<t,, to istnieje xeC lezgce miedzy @, i @,
a wiec # ¢ B,. Wynika stad, ze zbiér B; jest gesty. Wobee (*) B,CB,
a wiee B; jest nieskoriczonym i gestym podzbiorem B, co przeczy za-
lozeniu, ze B jest zbiorem rozproszonym. Twierdzenie 2 jest w ten spo-
86b udowodnione. T '

Zbiér X zawarty w zbiorze uporzgdkowanym A nazywamy gestym
w A, jesli miedzy kazdymi dwoma elementami 2 i y zbioru A lezy co
najmniej jeden element z zbioru X. Np. zbiér liczb wymiernych jest
gesty 'w zbiorze liczb rzeczywistych (o ile przyjmiemy < za relacje po-
rzadkujgcea): :

. Jest jasne, ze jesli zbiér X -jest gesty w A, to zbiory A i X sg
geste, .

Méwimy, ze zbiory X i ¥ zawarte w zbiorze uporzadkowarym A
83 wspblkoricowe, jezeli dla kazdego xeX istnieje takie ye Y, ze 0y,
oraz dla kazdego yeY istnieje takie we X, ze y-Jx. Zastepujac symbole
< przez &; otrzymujemy okreflenie zbioréw wspdlpoceqtkowych.

icm.

pierwszy;
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Oczywiscie, dwa zbiory X i ¥ geste w A i nie majace ani pierwszego
ani ostatniego elementu 83 zawsze wsp6tkoricowe i wspéipoczatkowe.
Jedli zbiér X jest wspoélkoncowy z ¥, a Y z Z, to zbiory X i Z sa wsp6t-
koricowe. Podobne prawo przechodniogci zachodzi tez dla zbioréw wspét-
poczatkowych.

Niech X i ¥ beds takimi dwoma podzbiorami zbioru uporzadkowa-
nego A, e ’ :

X+¥=4, X-¥=0, (@eX)(yeX)—> (x<9).

Para zbioréw X, Y czyniaca zadodé tym warunkom Wwyznacza
preekrdj zbioru 4. Zbiér X nazywa sig dolng, a zbiér ¥ gbérna klasy prze-
kroju. :

Jedli zaden ze zbioréw X, Y nie jest pusty, to przekréj nazywa
sie wiadciwym, W przeciwnym wypadku — jest to przekréj niewladciwy.

PRZYKEAD. Para zbioréw Og(w), A—Or(z) (por. str. 14B) jest
przekrojem zbioru A. Przekrdj ten jest niewlasciwy wtedy i tylko wtedy,
gdy @ jest pierwszym elementem zbioru A; Klasa dolna jest wedy pusta.

Dla kazdego przekroju zbioru 4 moszliwe sa nastepujace przypadki:

(1) klasa dolna ma element ostatni, a gérna pierwszy;

(2) klasa dolna ma element ostatni, a -gérna nie ma elementu
pierwszego;

(8) klasa dolna nie ma elementu ostatniego, a gbrna ma -element

(4) klasa dolna nie ma elemenﬁu ostatniego, ani gérna pieiwszego.
W przypadkach (2) 1 (3) méwimy, ze element z leZy na przekroju.

- W przypadku (1) méwimy, Ze przekréj wyznacza skok, & W przypadku (4),

e przekr6] wyznacza luke.

Twierdzenie 3. Jesli X3, X, © X5, Y, s praekrojami gbioru A, 1o
badé X,CX,, baié X,CXy - v .

Dowbd. Zatbzmy, ze. XynonCX, i X,non CX,. Istnieja zatem
takie @y 1 @y, Ze B
(3) xy € X;—2X,, @, € Xp—X,.

Z (5) wynika, ze ¢ X; i @, € A— X, =T, a Wige 27, Pod.obm'e
e Xy i #e A—X=1, 2 wiee @,z Warunki te Wykluqzajm sie
wzajemnie wobec tego, Ze relacja #-<y jest antysymetryczna. Twierdze-
nie 3 jest w ten sposob udowodnione. o

Jegli @ jest elementem ostatnim dolnej klasy przekroju, a y§ plerw-
szym elementem gérnej, to z uwagi na to, ze kazdy element zbioru na-
lezy bad# do Klasy dolnej, badz do gérnej, pomiedzy & i y nie lezy zaden
element. Wynika stad, ze przekroje dajace skoki istnieja wtedy i tylko

. 10*
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wtedy, gdy istnieja. pary elementéw w, y takie, ze # jest.poprzedni-
kiem y (albo, co wychodzi na jedno, y jest nastepnikiem )., Nie istnie-
nie takich par charakteryzuje zbiory geste (ob. str. 145). Mamy zatem

| Twierdzenie 4. W zbiorze gestym saden preekrdj mie daje skoku.
Wiasnodé ta jest, charakterystycena dla sbiordw gestych.

Przekroje zbioréw gestych moga wyznaczaé luki. Np. w zbiorze
liczb wymiernyeh uporzadkowanym przez relacje < przekrdj, ktérego
Kklasg dolng jest zbiér H.[a< 2], a gérng — zbiér Ey[a?> 2], 'wyznacza
Iuke. Istotnie, jedli kwadrat liczby wymiernej » jest mniejszy niz 2, to
istniejg liczby wymierne y > takie, ze y*<<2. W klasie dolnej nie ma
wiec elementu ostatniego i podobnie w klagsie gérnej nie ma elementu
pierwszego. , : .

Zbiér gesty, w ktérym zaden przekrdj wiasciwy nie daje luki, na-
zywaitly ciggtym. : . .

Twierdzenie 5. Kaidy #bir uporzqdkowdny gesty jest podobny do
podebiory jakiego$ zbioru ciaglego. AR

Dowéd. Rozpatrzmy najpierw szezegllny przypadek rodziny A,
ktorej elementami sg, zbiory i ktéra jest uporzagdkowana w sposdb gesty
przez relacje inkluzji. ’ )

Kazdemu przekrojowi wlaciwemu X, ¥ rodziny 4, wyznaczaja-
cemu luke, przyporzadkujmy zbiér S(X), tj. sume zbioréw nalezg-

cych do X. Niech 4, bedzie rodzing wszystkich tych sum i niech:

A,=A+A4,.
) Relacja inkluzji jest oczywifeie zwrotna, slabo asymetryczna,
i przechodnia w A4,. Wykazemy, ze jest ona spéjna w 4, Zatbzmy

w tym celu, ze X, X, ed,. Jedli X, e.di X,ed, to X,CX, lub X,CX,,

gdy% relacja inkluzji jest spéjna w 4. . S
. Jesli Xyjed, i Xy,ed;, to X,=8(Xp) i X2=S(X2), gdzie X,
i XZ. 53 klasami dolnymi dwu przekrojéw zbioru 4. Zgodnie z twier-
dzeniem 3 jest bads X;CX,, bads X,CX;, skad wynika, ze albo X;CX,,
albo X,CX,. Jedli wreszcie jeden ze zbioréw Xy, X, np. zbiér Xy, nalezy
do 4, a dnigi do 4y, to X,=28(X), gdzie X jest klasay dolng pewnego
prze}:ro;u zbieru 4. ‘Wnosimy stad, ze albo .X;eX, albo X;ed—X;
W pierwszym przypadku jest. L€ X, a w drugim X,CX;, gdyz kazdy
element klasy gérnej 4—X jest godniejszy od kazdego elementu klasy
dolnej X. : o

?péjnoéé relacji inkluzji w zbiorze 4, zostala w ten sposéb udo-
wodmvtzrna]; Wnosimy stad, ze relacja inkluzji porzadkuje zbiér A,.

Wy azemy, ze zbibr A jest gesty w.4,. Zatézmy zatem, ze
ZQCX2 1 X7+ X,. Jesli X;, X, ed, to miedzy X, i X:lrez;y ele;rlenﬁi)izrilAAo:

@ ‘ _ :
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gdys sam zbibr A jest gesty. Jesli X;, Xp,e 4y i X, X, 52 klasami dol-
nymi przekrojéw takich, ze X;=8(X,) i X,=28(X,), to mamy X;CX,
i X=X, gdyz w przeciwnym razie byloby X;2.X,. Istnieje zatem zbidr
Y «X,—X,. Poniewaz klasa X, nie ma elementu oostatniego, Wwige istnieje
taki zbiér Z, e Y=+Z, YCZ i Z<«X, Wynika stad, ze X,CYCZCX,,
a poniewaz miedzy Y i Z lezy co najmniej jeden zbidr nalezacy .do ro-
dziny A, wiee zbibr ten lezy tez miedzy X, i X, Jedli wreszcie jeden
ze zbioréw X,, X, nalezy do 4, a drugi do 4, np. X, ¢ A iX,eAdy, to
wystarczy powtérzyé. poprzednie rozumowanie, zastepujac ¥ przez Xj.
Wykazaliémy wiec, ze zbiér 4 jest gesty W A,. Wynika stad, ze
zbiér A, jest gesty. . . ‘ .
Udowodnimy wreszcie, ze zbiér A, jest ciggly. W tym celu roz-
patrzmy dowolny przekréj wiadeiwy X, ¥, zbioru 4, Oczywifcie

(A -X) (4 Tp)=A, (4-X)-(4-%)=0, A X+0+4¥;
(X ¢ 4-X,)(Y ¢ A-X) > (XCT),

co dowodzi, ze zbiory A-X i A.¥, wyznaczajg przekro] wladciwy
zbioru A.

7 gestosci zbioru A w 4, wynika, ze jesli w klasie A-X, istnieje
‘element ostatni, to jest on tez ostatnim "elementem klasy X,, jesli za
w Klasie A -¥, istnieje element pierwszy, to jest on tez pierwszym ele-
mentem klasy ¥ . ‘

Zatézmy teraz, Ze przekro A-X,, A.Y, wyznacza luke W 4.
Niech X,=8(4-X;). Zgodnie z okredleniem Xlasy 4, mamy X,ed,.
Jedli X e X, i YeX, to istnieja takie ghiory X'ed-X, 1 ¥ ed- X,
76 XCX'CY'CY, skad wynika, ze XCX'CX,i X,CY'CY. Zbiér X,
jest twiee albo ‘pierwszym elementem klasy X, albo ostatnim.el.emen-»
tem klasy X, A zatem przekréj X, ¥, nie wyznacza nigdy luki, tzn.
zbiér A, jest ciagly. N : i

Twierdzenie 5 jest wiec udowodnione dla przypadku zbioréw upo-
rzadkowanych przez relacje inkluzji. . :

Aby przejsé stad do przypadku ogélnego, wystarezy powo}aé sie
na twierdzenie 1. . ; o

UWAGA. Metoda uzyta, w dowodzie twierdzenia 5 nosi nazwe ,me-
tody zapelniania Juk”. 0d zbioru A przechodzimy do szerszego zhioru Ay,
przyporzgdkowujac kazdej luce zbioru A nowy element, nalezacy dp Ags
ten nowy element ,,wypelnia” luke istniejaca - w A, wskutek czego do-
chodzimy do zbioru, W ktérym juz luk nie ma.
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W przypadku zbioru liczb wymiernych metoda zapelniania Iuk
prowadzi do zbioru uporzadkowanego podobnego do zbioru liczb rzeczy-
wistych. W teorii liczb niewymiernych Dedekinda utozsamia si¢ po pro-
stu Iuki W zbiorze liczb wymiernych, albo elementy zapeiniajace te luki,
z liczbami niewymiernymi ).

GWICZENIA. 1. Podaé relacje porzadkujaca zbiér liczb natural-
nych w taki sposéh, aby: a) kazdy element miat poprzednik i nastepnik;
D) zbibr ten byl gesty. ‘ )

9. Uporzadkowaé zbiér liczb wymiernych tak, by byl on rozpro-
szony, tj: nie zawieral podzbioru gestego nieskoriczonego. :

3. Podaé przykiad zbioru nieskonczonego, ktéry ma element pierw-
szy, nie ma ostatniego 1 w ktérym kazdy element ma nastepnik i kazdy —
poza pierwszym — ma poprzednik; przy tym zbiér ten nie jest podobny
do zbioru liczb naturalnych.

4. Wykazaé, ze jedli zbiér X jest gesty, a zbiory X, 1 X, sq ciagle
i zawierajy czedei w nich geste podobne do X, to zbiory X; i X, sa podobne.

5. Niech M bedzie nasycons rodzing monotoniczng (ob.str. 145) pod-
Zbioréw ustalonego zbioru Z (tzn. ze rodzina M nie jest zawarta w zad-
nej innej monotonicznej rodzinie podzbioréw zbioru Z, por. rozdziat IIT,
§9, str. 133). Udowodnié, ze relacja. B okredlona przez réwnowaznosé

sRy = {(o=y) + 3 [0 ¢ B)'- (v « B)}

jest relacja porzadkujaca zbiér Z.

Ponadto: rodzina reszt (ze wzgledu na te relacje) pokrywa sie z ro-
dzing M 2). ‘ . .

6. Niech M bedzie monotoniczng rodzing podzbioréw zbioru Z.
Tdowodnid, ze rodzina wszystkich zbioréw §(X) oraz P(X), gdzie XCM,
jest' monotoniczna. ‘

7. Udowodnié, ze zbiér G relacyj R e 27, ustalajacych uporzadko-

wanie geste swych pél jest zbiorem G4 (w przestrzeni 27 ’).
. Wekaz6wka. Relacje te sa okreslone przez warunek:

(B < %) []LmRn) - (m+n) > 3 (mER)-(kEn)-(m=+F)- (n=+F)]
gdzie A jest zbiorem relacyj porzadkujacych.

1) Metode swa wylozyt Dedekind w ksiagicé Stetigheit und irrationale Zahlen,
Braunschweig 1872, -

%) Ob. K. Kuratowski, Sur la fn,otion. de Uordre da ! :
8ki, n8 la théorie d les,
Fundamenta Mathematicae 2 (1921), str. 161—171. ' o Jea emsomites
T'Wlerdzen..\e to wskazuje na mozno$é zastapienia teorii zbioréw -uporzadkowa-
nych przez teorig monotonicznyeh rodzin zbioréw,

l:a . . i3 Typy @ 45 A 151

A zatem
f5=‘11~§ {II 3 [(mRn)+(mEE)(kEn)]}.

msn k+m,n
Aby oszacowaé Kklase borelowsks zbioru G (W przestrzeni 25’),
rzyjmijmy
e &, (R) = (mRn)'-+(mEk)(kEn).

k,m,n

Mamy wiee na mocy wzoréw o dwoistodei (str. 48, (4) i (8)):
E Py ol ) = F (mBn)'+ [ (mBR) [ (tFm).

Kazdy z trzech zbioréw wystepujacych po pra.wej's}:ronie tego wzorn

jest rownocze§nie domkniety i otwarty (w przestrzeni 27% ob. Rozdziak I,

§ 11, str. 76). Zbiér EP, . .(R) jest wiec otwarty. Biorge pod uwage, Ze
R b

zhiér U jest domkniety (ob. § 1, éwiczenie 1, str. 144), wnosimy stad,
ze zbiér. (ob. str. 70, (1))
G=U I 3 EPpuB)

m=n k=mn R
jest zbiorem Ge.

§ 3. Typy o, 7, * Typy porzadkowe zbioréw liczb: naturalnych,
wymiernych i rzeczywistych (uporzadkowanych przez relacje <) ozna-
czamy symbolami B - L
w=Yg, =R Ai=6b.

Twierdzenie 1. Zbidr uporzqdkowany A ma typ o wiedy i tylko
wiedy, gdy

10 A ma pierwszy element g, -

20 kasdy element @ 2bioru A ma nastepnik. 2%, :

30 jedli age XCA 1 ohidr X zawiera mastepnik kazdego swego ele-
mentu, to X=A. ,

Dowéd. Warunki 1°, 20, 3% s3 niezmiennikami przeksztateen podob-
nych: Poniewaz 83 one spelnione przez zbiér liezb natu.ralnyc?x uporza{d-
kowany przez relacje <, wige s3 one konieczne na to, by zbiér A mial
typ o. - . )
Zalézmy teraz, ze zbiér A uporzgdkowany przez rela({]q R spelnia
warunki 19, 20 i 39 Okreflamy funkeje f ustalajaca podobienstwo 4 ze
zbiorem liczb naturalnych, jak nastepuje:

1) f(1)=ao, fn41) =[f(m)]" ‘

Wzory te okreflaja indukeyjnie funkeje f Z okre?lejnig tegq wy-
nika, ze zbidr wartogei funkeji f zawiera aq, -Jak réwmez_, te zawiera:
on nastepnik kazdego swego elementu. % warunku 3° wynika zatem, ze
Zbiér wartofei funkeji f pokrywa sie z 4.
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Udowodnimy, ze
2 o

Istotnie, z wymka;, ze Wzor (2) Jest sluszny dla n=m-+1. Jedli
zalozymy wzér (2) dla pewnej 11ezby n, to spelniony Jest on tez przez
n+1. Jeéh b0W1em_ fim) <f(n), to tym bardziej ]‘ ) <[f(n)]*, gdyz
fin)<[f(n)

Z (2) wymka natychmmst e

m==n->f(m)==f(n m< n—>f(m)Rf(n).

Pierwszy z tych wzoréw dowodzi, ze funkeja f jest wzajemnie jedno-
znaczna, & lacznie z drugim (na mocy twierdzenia 2 z § 1, str. 142), ze
funkcja f ustala podobmﬁstwo zbioru A i zbioru liczb na‘ouralnych

m<n— f(m) -{]‘(fn

Twwrdzeme 2. Kaddy 2bidr typu n 9est przelwzaln Y, gesty i nie
ma ani pzerwszego “ami ostatniego elementu.

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze zhiérliczb Wymlemyeh ktéry
ma typ 7, spetia te warunki i e warunki-te sg niezmiennikami prze-
ksztatceri podobnych (por. § 1, str. 143).

. Dowéd twierdzenia odwrotnego oprzemy na nastepujacym lemacie.

Lemat 3. Jesli sbiory A=A+ Ay+... i B=By+By+... sq uporzqd-
kowane, AnCAny1, BaCButi, fn jest funkcja ustalojacq podobiesistwo zbio-
76w Ay © Ba, prey ceym.fuis jest preediuseniem fn (por. rozdzial I, §6,
stl 58) to zbiory A i B 84 podobne.

"Dowéd. Niech n(w) bedzie najmniejsza liczby naturalna n takad,
7e % e Ay 1 przyjmijmy dla zed

z) =fn(x) ()

Wykazemy, ze funkeja ta ustala podobieristwo zbioréw 4 i B. -
Istotnie, zaldzmy, ze x,y €A i ze n jest wicksze od n(w) i n(y). Po-
mewaz funkeja f, jest przeédhuzeniem T 1 fay), Wiee

8, f@) =l @=Fa@),  [y)=Tfap(y)="Tn(y)
: Z zalozema, ze funkeja f,, 11stala podobiefistwo zbioréw Ay i By,
wynika, ze m:i:y—»f,. Z)+Tfaly) 1 ze jedli « poprzedza y w 4,, to fo(z )
popizedza fo(y) W Ba. Z (3) wynika zatem, ze jedli @Y, to flo)=f(y)
i ze jesli @ poprzedza y w 4, to f(w) poprzedza fly) w B.

Funkeja f ustala zatem pod0b1enstwo zbiorédw A i f(4
_ Pozostaje wykazaé, ze f(A)=DB. Zauwazmy w tym celu, ze dla
<”€g1n+1—A jest n(z)=n-+1, a w1ec (@) =fny1(®). Ze wzajemnej jedno-
zuaeznosel funkeji fopq wnosimy, ze : I

flAnps—4,)

= Frtt(Antt—4n) = fota (Anp1) —faps (Ar)

icm.
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Poniewaz zaf fny1 jest przedtuzeniem f,, wige fryi(dn)="7al
mujemy

Ap) i otrzy-

f(AmH‘-“-An) = fn+1 (-A’n-H) _fn(An)
Wzér ten- pozostaje stuszny dla #=0, o ile przyjmiemy, ze
By=A4,=0. Aby wykazaé, ze f(A)=B wystarczy zauwazyé, ze

=Bjiy1—Bn.

FA)=1(S (Ana—Aa))= 51

Twierdvenie 4. Kaidy 2bidr A preeliczalny, gesty, bez elementw
pierwszego 4 ostainiego ma typ 1.
! Dowéd. Niech
(4) Oy Qg eeeylnyosey
bedzie ciggiem nieskofczonym utworzonym ze wszystkich elementéw
zbioru 4, za$
(5) P1yPoy ey Tnyeeey gdzie rykry dla jF,

ciggiem utworzonym ze wszystkich liczb wymiernych.

Przyjmijmy 4,={a}, B1—{7’1} i niech f; bedzie funkcja odwzoro-
wujaca 4; na By

Zbiory Apyy, Bppa 1 funkcj@ frtt Okredlimy (indukeyjnie) zakladaj 40,
7e A, i B, sa to zbiory skoficzone, skladajace si¢ z elementéw ciagdéw
(4) i (8) oraz, ze funkeja f, ustala podobiedstwo zhioréw 4, 1 B, (co jest
prawdsa dla n=1). y .

- Rozpatrzmy teraz dwa przypadki:

1° n jest parzyste. Niech %, b@dme nam)mejszym wskaznikiemy

takim, Ze ap,noned,. Niech

T=F@ed)@L2am,), Af= gweAn)(akn@w).

Oczywikcie, kazdy element zbioru A, poprzedza kazdy element
zbiorn A7, skad wynika, ze kazdy elementzbioru f.(4y) poprzedza kazdy
element zbioru f.(47). Poniewaz za$ oba te zbiory sa skoriczone, a zbiér
liczb wymiernych jest gesty i nie ma pierwszego ani ostatniego elementu,
wiec istnieja wyrazy ciagu (5), ktére sg mniejsze od kazdej liczby ze
zbioru fn( A+ i wieksze od kazdej liezby ze zbiort fn(4r). Niech 7, be-
dzie pierwszym wyrazem -ciagn (5) o tych wlasnodciach. W szezegolnoém
jesli zbi6r 4, jest pusty, to jako r, przyjmujemy plerwszy Wyraz ciggu (5),
ktéry jest mniejszy od wazystkich " eletnentéw zbioru Fu(AT), a jesli AF=0,
to jako 71, Przyjmujemy pierwszy Wyraz ciggu (5), ktory ]est wiekszy
od Wszystkleh elementéw zbioru fp(A4 .

Zbiory Apys; Bnya 1 funkeje f,.+1 okreélamy jak nastepuje:

(é) . -An+1=An+{ak,,}y ; Bn+1=Bn+{rln}r

—A-n+1“‘-Am) :—Tgo(Bn—i-l—Bn) =B,

 gdzie ay==a; dla  j=F,
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7 RN f,l_;_;(w)r—;fn(m) dla xeA,, f,,+1(akn)=r,n.

Zbiory Auy1, Bug 1 funkeja faet spelniajg oczywidcie nastepujace
warunki:

(8) zbiory Antt 1 Byt 852 skonczone,
() AyCAny,  BaCBuy,
(10) fnia jest przedtuzeniem fn,

(11) funkeja fass ustala podobienstwo zbioréw Anq i Bat1.

7 okreflenia ay, jako pierwszego Wyrazu ciggu (4), ktéry nie na-
lezy do A,, wynika nadto, ze ‘

(12) jedli apnonedn, to Ta<p (dla n parzystych).
90 n jest nieparzyste. W tym przypadku definiujemy I, jako naj-
mniejszy wskagnik taki, ze 7, noneB,, i przyjmujemy:
Br=F e B)y<ry), Bi=E Y < Ba)(n,<y)

Jak w przypadku 1°, dowodzimy, ze istnieja elementy zbioru 4,

ktére poprzedzaja kazdy element zbioru f;i(B;,") i nastepuja po kazdym -

elemencie zbioru f;%(B;). Definiujemy nastepnie ag, jako pierwszy wy-
1az ciagu (4), spelniajacy ten warunek, po czym okreglamy zbiory Ay,
Bpys i funkeje fass Wzorami (6) i (7). Jest jasne, ze spelnione sg W6w-
czas warunki (8)—(11). Z definicji I, wynika nadto, ze

(13) je€li romomeB, to l,<g (dla n nieparzystych).

Zbiory A,, B, i funkcje fa 89 Wiec okredlone indukeyjnie dla kas-
- dego m i czynig zadosé warunkom (8)—(11). ' )

‘ Mamy wreszcie:

{14) Ty <ky<hg<<..<kon<..

(15) h<<ly<ly <...<lop—1<<..

Istotnie, du,, ;00N € Agnyay skad wobec (9) an,,, nON € Aon, a wiee
zgodnie ¥/ (12) km<k2n+z; przy tym kon== k2n+21 gdyZ a;,m €A2,,+1C.A.gn+2.
‘Dowéd wzoru (15) jest podobny. .

Ze wrzoréw (9)—(11) wynika na mocy lematu 3, ze zbiory XA,
i XB, sa podobne. Pozostaje zatem do wykazania, ze zbi6r XA, za-
wiera kazdy wyraz cisgu (4), a zbiér 2B, — kazdy wyra,z'ciaggu (8).
Istotnie, gdyby a,none XA, to dla kazdego parzystego m byloby
apynone A,, skad wobec (12) k,<p. Przeczy to jednak warunkowi
(14). Podobnie Wykazuje sie, ze X B, zawiera wazystkie wyrazy ciagu (5).

 Twierdzenie 4 jest w ten sposéb udowodnione. .

iom.
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. Nastepujaca wiasnosé zbioru lieczb wymiernych mozna- by nazwaé
,uniwersalnodcia” tego zbioru: c

Twierdzenie 5. Kasdy #bidr. uporsedkowany preelicealny A jest
podobny do jakiegos podebioru zbioru liczb wymiernych.

Dowéd. Zachowajmy oznaczenia wprowadzone w dowodzie twier-
dzenia 4 (zakladajac, ze zbiér A jest nieskofezony) i okre§lmy zbiory
A, i B, tak, jak w przypadku 1° nie ograniczajac sie jednak tylko do
parzystych wartodei n, lecz hadajae n wszystkie wartoscei naturalne.
Spelnione s wéwezas wzory (8)—(12) 1 (14). % (8)—(11) wynika, ze zbiér
Z A, jest podobny do zbioru XB,, ‘tj. do pewnego zbioru zlozonego
7 liczb wymiernych. Z (12) i (14) wynika, ze XA, —A. Twierdzenie 5 jest
w ten sposéb udowodnione. : '

- Twierdrenie 6. Zbidr uporzadkowany A ma typ A wtedy 1 tylko
wtedy, gdy jest ciagly, nie ma elementu pierwszego” ani ostatniego i zawiera
cegsd preelicralng gesta w A. ]

Dowédd. Zbiér & liczb rzeczywistych posiada wiasnosel wymie-
nione w twierdzeniu. Jako zbior przeliczalny gesty w & mozna przy
tym przyjaé zbisr KR liczb wymiernych.

Poniewaz whasnogci wymienione w twierdzeniu 6 sa niezmiennikami
przeksztatceri podobnych, wiee kazdy zbiér A podobny do & posiada
te wilasnofci. Sa one zatem konieczne na to, by zbiér A miat typ A.

Aby udowodnié, ze sa one dostateczne, zalézmy, ze zbidr A jest
ciagly, nie ma elementu pierwszego ani ostatniego i ma cze$é O przeli-
czalng gesta w A. Zbiér ¢ ma zgodnie z twierdzeniem 4 typ 7, istnieje
wiec funkcja f ustalajaca podobierstwo zbioréw O i K.

Nalezy okredlié funkeje g ustalajaca podobienstwo zbioréw A i é.
W tym celu wykazemy najpierw, ze
(16) zbiory f(C-O(x)) i R—f(C-0(m)) wyznaczaja przekréj wiasciwy

zbioru R, w ktérym Klasa dolna nie ma elementu ostatniego.

Istotnie, zbiory te sa roziaczne i suma ich daje R. Zbi6r C-0(x)
(tj.. zbiér tych elementéw zbioru 0, ktére poprzedzaja ) jest nie-
pusty, gdyz zbiér O jako gesty w A zawiera elementy poprzedzajace .
Tak samo przekonujemy sie, ze C—O0(x)=0. A zatem

HO-0(@)) == 0 = R—f(C-O()).

Zg&éZmy 2z kolei, ze 1 ef(C-0(x)) i t,eR—1(C-O(x)). Istnieja wiec takie
elementy s;,5;.€ 0, ze t=71(8), ty=1(85), 8,€0(®) 1 s;non € O®). ‘Whoosimy

" stad, ze 5,20 1 ze ©-3s, lub =8, C0 dowodzi, 76 §-3s, & Wiec

F(81) <7(83), ti. ty<<fp. Kazdy element zbioru f(C-O(x)) poprzedza zatem
kazdy element zbioru R—f(C-0(x)).

#
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7 gestodei zbioru O i z uwagi, ze odcinek O(x) nie ma elementu,

ostatniego wynika, ze zbiér 0-0O(x), a zatem tez zbiér f(C:0(z)), nie ma,
elementu ostatniego. Zdanie (16) jest wige udowodnione. .
Udowodnimy z kolei, ze -

(17) jesli X, ¥ jest przekrojem wladciwym zbioru R i X nie ma ele-
mentu ostatniego, to istnieje taki element x ¢4, ze

X=f(C-0@) i Y=RR—f(C-0(x))
Istotnie, przyjmijmy:
1) L=F yg,;[t<f_’(y)], Ey=A—F,.

Oczywidcie K+ K,=A i K,-K,=0. Poniewaz X=0, wiec K,+0
(gdyz A nie posiada pierwszego elementu). Jeéh 2eY i yeX, to 2y,
a wiec f(2) non 2f(y), co dowodzi, ze f(2) € K. A zatem K,==0,

Jesli t eK;, to 1stme]e e X takie, ze t1-<f (4). Jedli zas
tye Ky, t0 tynon-<3f\(y), & wiee 7 (y,) 2ty lub 7 (yy)=ty, Wynika stad,
76 t,<t,. Kazdy wiec element zbiorn K, poprzedza kazdy element
zhioru K,. A zatem zbiory K, i K, tworza przekrdj wiadeiwy zbioru A..
Przy tym zbiér K, nie ma ostatniego elementu, gdyz zbiér X z zaloze-
nia nie .ma takiego elementu.

Z ciaglofei zbioru A wyhika, ze istnieje element # lezgcy na prze- ‘

kroju K, K,. Poniewaz K; nie ma elementu ostatniego, wigc
(19) K, =0(z), K;=A—0(z).
7 (18) i (19) Wyx;ikajaa réwnowaznogei:
tef(0-0 =Jl(s < 0-0()-(t=1(s))]
= S[(s € 0(@))-(t=f(s))]

s€C
= Slils e K)-(1=1(s))]
=3 S ) (=)

o

(te ). Z‘D"l(t)<f' )]

=(eR)- ;’(t<?/)
=teX,

tjo X=f(C-O(»)). Poniewaz ¥=R—X, wiee: wynika stad Wzér (7).

Jak wiadomo z teorii liczb rzeczywwtych dla kazdego wladciwego
przekroju- zhioru hczb wymiernych istnieje dokladnie jedna-liczbha rze-
ezywista niemniejsza od kazdej liczby z dolnej klasy przekrOJu a -nie-
wigksza od kazdej liezhy z gérne] klasy przekroju.
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W szezegblnodei, dla @ e A istnieje dokladnie jedna liczba rzeczy-
wista — ktérg oznaczymy przez g(z) — taka, ze
[t e f(0-O@)]—~[t<gl@)], - [te R—F(C-Ow))]—[gla)<i].
Funkeja g odwzorowuje zbiér A na caly zbiér &. Istotnie, jesl
yeb, to zbiory R-Bilt<y]li K- Ef[y<t] wyznaczaja przekrd] zbioru R,
ktérego klasa dolna nie ma elementu ostatniego; w mysl wiee (17) istnieje
takie v € 4,

f @U<y] i R—f(O-O(m))—ié[ygt],

s8kad wynika, ze g(z)=y.
Pozostaje do udowodnienia (por. twierdzenie 2, str. 142), ze funk-
cja ¢ czyni zadodé warunkowi

(20) ' @, Ly glay) < g(2y)-
Istotnie, jeli 3w, to istnieja e¢,0,¢ O takie, ze 226,205,
Wynika stad, ze flc,) e /(0-0(x,)), a zatem- f(e,) < g(x,). Poniewasz
e,non e 0-0(w,), wige flo) e R—F(C-0(my)), skad gl@)<fle,). Wreszcie
fle)< f(ep), gdys funkeja f ustala podobleﬁstwo zbioréw € i R. Stad
glmy) < flog) < ) < g(,),
<0 dowodz1 wzoru (20).

UWAGI. 1. W zwiazku z twierdzeniem 6 pozostaje tow. zagad-
niente Suslina: czy kazdy zbibr ciagly, nie posiadajgcy elementu pierw-
szego ani ostatniego i taki, Ze" kazdy zbiér rozigeznych riedzy soba
przedzialéw jest przeliczalny,.ma typ A (lub — co jest réwnowazne —
zawiera cze$é gesta przeliczalna)?)? Zagadnienie to nie jest dotad roz-

. wigzane.

2. Zbiory o typach o, n i 1 majg moc <c Dotychczas nie jest
znany dowéd istnienia zbioru uporzadkowanego mocy 2¢, nie oparty na
aks10mac1e wyboru,

. W uwadze 2).z §1, str. 144, podalidmy pewien sposéb geome-
tryzacu typéw porzadkowych zbioréw przeliczalnych, tj. okredlenia tych
typéw jako pewnych podzbioréw zbioru C Cantora. Podamy obecnie
inny spos6b ich geometryzacji oparty na twierdzeniu 5.

Niech mianowicie 7i,7g.7n,... bedzie ciagiem zlozonym 76 Wszyst-
kich liczb Wymlernych (bez powtérzen) Kazdemu punktow1

Gy
3l

[i
Ms

1

T

1) Ob. Fundamenta Mathematicae 1 (1920), str. 223.
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zhioru € mozna przyporzadkowadé w sposéb wzajemnie jednoznaczny
zbiér liezb wymiernych - .

M= Fla=2]

Oznaczmy‘ przez ¢ typ porzaéquwy zbioru, M, f_(uporzaddkowa,nego .

przez relacje <) i przyjmijmy

dla kazdego typu 7 przeliczalnego.
Zbiér (, mozna uwazaé za odpowiednik geometryczny typu 7.

GWICZENTA. 1) Dowiedé, 26
c=30,

»gd'z'i'e skdadniki 53 rozigezné i niepuste.
2) Wykazaé, ze zbiér O, jest klasy: Gi.

:3) Obliczy¢ klase borelowsks zbioru tych ¢ e C, dla ktérych zbiér M,

ma pierwszy element.
4) Kazdy zbiér gesty (nieskoriczony) zawiera podzbi6r typu 7.
5) Wykazaé, e kazdy zbiér ciagly (nieskoriczony) ma moc >¢.

§ 4. Arytmetyka typéw porzgdkowych. Podobnie jak dla
liczb kardynalnych, tak i dla typéw perzadkowyeh okredlié mozna dzia
lapia wykazujace pewne podobienstwo do dziatan arytmetycznych. Prawa
powstajace] w ten sposéb arytmetyki typéw porzadkowych pozwa,lajae
nieraz uprofcié rozumowania dotyezace zbioréw uporzgdkowanych.

Typy odwrotne. Relacjs odwrotna do R nazywamy relacje &, ktéra
zachodzi miedzy @ i y ‘wtedy i tylko wtédy, gdy yRe. Z latwodcis mosna
wykazaé, ze jeli R jest relacja zwrotng, stabo asymetryczng, prze-
chodnis i spéjna, to relacja odwrotna E posiada te same wiasnodei. Jegli
wige relacja R porzadkuje zbiér A, to i relacja R porzagdkuje zbi6r A.
Oczywidcie z izomorfizmu relacji B i § wynika izomorfizm relacji & i §-

Typ porzadkowy zbioru 4 uporzgdkowanego przez relacje E na-
zywamy odwroinym do typu porzgdkowego zbioru A uporzgdkowanego
przez relacje R. JeSli a jest typem zbioru A uporzadkowanego przez
relacje R, to typ odwrotny oznaczamy symbolem a*. :

Z réwnowaznosei ‘wﬁy = 2Ry wynika, ze -

(1) : ’ oM =g,

icn.
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PRZYKEZADY. 1) Jefli n jest typem porzagdkowym skoriczonym,
to n*=mn, gdyz kazde dwa zbiory skoriczone i réwnoliczne 83 podobne.

2) Podobnie 7*=7% i i*=A. Natomiast «*==w, gdyz zbiér typu w*
(np. zbi6r liczb calkowitych ujemnych) ma element ostatni, a zbi6r
typu o go nie ma.

Suma typdw porsadkowych. Niech a i § beda dwoma typami po-
rzadkowymi, za§ A i B dwoma zbiorami uporzgdkowanymi (ze wzgledu
na relacje R i §) takimi, ze A=a i B=p i ze ponadto 4-B=0; mozna
to"zalozenie uezynié, gdyby bowiem zbiory A i B nie byly rozigczne, to
zastapiliby$my je przez &biory do-nieh podone irozlgezne 4 X {1'} iBx{2}
(por. rozdziat III, § 4, lemat 1, str. 110).

Sume a--p okreslamy wzorem

a+ﬁ=A+B,

gdzie zbiér A-+B jest uporzadkowany w taki sposéb, ze wsazystkie elg—
menty zbioru A poprzedzaja wszystkie elementy zbioru B, zaé' w kaz-
dym ze zbioréw A i B z osobna uporzgdkowanie nie ulega zmianie.
W szczegblnosel, gdy « i f sa liczbami gkofezonymi, definicja sumy
pokrywa sie z definicjg sumy liczb naturalnych. ) :
Tatwo sprawdzié, ze suma o- § nie zalezy od zhioréw A i B, lecz
jedynie od ich typéw porzadkowych. Z latwoscig tez sprawdzamy wzory:

(a+f)+r=0a+(f+7) - at+0=a=0+a

Natomiagt pram;o przemiennogei nie jest spelnione; np. w+1#1-}.— .
Bowiem 1+ w=w (jest to wiee typ zbioru liezb naturalnych), w1 jest
za§ typem. zbioru posiadajacego ostatni element,

Tloceyn typéw porzadkowych. Niech a=4, f=B. Toezyn: okreflamy

wzorem: B
af=A4 X B,

gdzie produkt 4 x B uporzadkowany jest w taki sposé'b, ze z dwg Jego
elementéw (z,y> i {wy,y> o réznych rzednych ten jest Wt?zeémle]szyZ
ktérego rzedna jest wezedniejsza, zas z dwu ‘falementéw o jednakowej
rzednej ten jest wezesniejszy, ktorego odcigta jest Wczeéme]sza,:

Np. A- 2 czyli 2* jest to typ porzadkowy plaszezyzny, ktorej punkty
zostaty uporzadkowane w podany powyzej sposéb. o

Fatwo sprawdzié — podobuie jak dla sumy — ze 1loczyn' aff za-
lezy jedynie od czynnikéw i ze dla typéw .skoﬁczonych, powyisza de-
finicja zgodna jest z definicja mnozenia liczb naturalnych. Ponadto:

(afyy =a(fy), ol=la=q, ab=0a=0.
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Podobnie jak dodawanie, mnozenie nie jest przemienne. Np. w2=2w.

Bowiem :
20={1,2} X J=w, w2=Jx{1,2}= 0+ .

Prawo rozdzielnogci spelnione jest w postaci

: af+y)=af+ay.
Niech bowiem

a=4, p=B, =0, B-C=0.

.. Mamy woéweczas (ob. rozdzial I, § b, str. 53)

a(f+y)=AX (BFO)=AXBFAX 0=AXB+AX 0= af +ay,
poniewaz (A XB): (A X0)=0."7""".
Potega 0 wykladniku skoriczonym okreflona jest indukeyjnie wzorem
T at=1, ot gnt. g,
OWICZENTA. 1. Dowie$é, ze 7-+-n=1, A+l-+i=1 it i+i.

2. Podaé z pomocy dziatani na liczbie w przykiad nieskoficzonego
zbioru uporzadkowanego, w ktérym istnieje pierwszy i ostatni element

iw ktérym kazdy element (précz ostatniego) ma nastepnik i kazdy (précz

pierwszego) ma poprzednik.

3. Dowiedd, 26 (a -+ p)* = f* 4 a*.

4. Dowiedé, e np?=7.

B. Dowiedé, ze (wn)*=(wn+w)?, za§ wyd=wy -+ o.

[A. Davis — W. Sierpinski].

6. Dowiedé, ze w?® jest typem zbiorn liczb naturalnych uporzadko-
‘wanego przez nastepujaca relacje: m poprzedza n, gdy m ma mniej dziel-
nikéw pierwszych niz n, albo gdy ia te sama ilosé dzielnikéw oraz MmN

7. Dowiesé, ze zbiér typu A2 nie ma przeliczalnej czgfel w nim gestej.

8. Dowiedd, ze kazdy zbiér uporzadkowany posiadajacy gesta w nim
ez_@éé przeliczalng jest podobny do jakiego$ zbioru zlozonego z liczb rze-
czywistych (uporzadkowanego przez relacje <)1)

9. Niech M bedzie monotoniczng rodzina podzbioréw otwartych
linii prostej (lub ogdlniej przestrzeni &). Dovwiedé, ze rodzina ta jest

podobna do jakiego§ zbioru liczb rzeczywistych (uporzadkowanego przez
relacje <).

!) Por. K. Kuratowski, Topologie I, str. 153,

iom
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Wekazéwka: niech Py, Py,... bedzie ciagiem wszystkich przedzialéw
0 obu kodcach wymiernych; zakladamy przy tym, ze kazdy przedzial
powtarza si¢ w tym ciagu nieskoriczenie wiele razy. Dla danego zbioru
G ¢ M niech ky,k,,... bedzie ciggiem wszystkich liczb naturalnyeh takich,
76 Pp,CH. Funkeja
o H0)=0,

2%n

N
o

HG) =

i
-

: n
ustala zadane podobienstwo.

*§ 5. Uogdlnione sumy zbioréw uporzadkowanych i ty-
péw porzadkowych. Niech 7' bedzie zbiorem uporzgdkowanym przez
relacje @, zad I i R niech bedg funkejami, okreflonymi dla zeT i ta-
kimi, ze R, jest relacjg porzadkujacg zbiér F.. Zalézmy, e Fy-F,=0
dla oy ==,.

Twierdzente 1, Relacja S, kidra zachodzi miedzy dwoma elemen-
tami a 1 b sumy X F,. wiedy i tylko wiedy, gdy
badé a i b naletq do tego samego skladnike F, i aR.b,
{ badé o i b naleiq do réénych skladnikow Fy i Fy, @ 3,Q,,
porzadkuje sume Xy F.

Dowéd. Zwrotnogé relacii § jest oczywista.

Jefli o i b nalezg do réznych skladnikéw sumy Z.F., to aSb lub bSa,
gdyz relacja @ porzadkuje zbiér wskaZnikéw. Jedli zad @ i b nalezg do
tego samego skladnika F., to aSb lub bSe, gdyz relacja R, jest spéjna
w F,. Relacja § jest wiec spdjna.

Jesli aeF,, beFy, alSh i bSa, to ©,Qx, i »,Qx, skad wynika, ze
20y=0,, gdyz relacja Q jest slabo asymetryczna w 7. Przyjmujac 2=2,=2,,
mamy wiec aR,b i bRya, skad e=>. Relacja S jest wiec slabo agyme-
tryczna. )

Zaléimy wreszcie, ze aeFy, beFy,, ceF,, aSh i bSe. Wynika stad,
ze #Qy i yQz, a wiec xQz Jefli x4z, to aSc. Jedli za§ z=g, to wo-
bec #Qy i yQz mamy x=y=z, gdyz relacja @ jest slabo asymetryczna,
i zgodnie z okregleniem relacji § jest aRyb i bR,c. Wobec przechodniogci
By otrzymujeniy aR.c, skad aSc. Relacja S jest zatem przechodnia.

Relacja 8 porzadkuje wiee zbiér X F,.

W dalszym ciagu przez sume uporzadkowans_zbioréw uporzadko-
wanych (i rozlaeznych) F,, bedziemy rozumieli zawsze sume 2, F, upo-
rzgdkowang przez relacje S opisang w twierdzeniu 1, przy czym w kaz-
dym wypadku bedzie ustalona relacja @ porzadkujaca zbiér wskaZnikéw.
W szczegdlnosel, méwige o sumie skonczonej liczby zbioréw uporzadko-
wanych ¥, +F,+ ...+ F,, obieramy relacje < jako relacje Q.-

Kars: Teoril Mnogosci. 11
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Méwimy tez, ze 2. F, jest sumg zbioréw F, ,wedlug argumentu 7",
Suma zbioréw uporzadkowanych podlega prawu fgeenodei wyrazo-
nemu w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 2. Jesli zbidr argumentéw T jest suma wporeqdko-
wang zbioréw uporzqdkowanych:

=30,

yev

@ GU=Zx€Uny: 0 sumy ZperFy i EysVGy sq podobne.
Dowéd. Oczywidcie

’ ZF_,; = Z GIJA
xeT gev

Wystarczy zatem wykazaé, ze jedli element a poprzedsza element b
ze wzgledu na relacje A4 porzadkujgcs sume ZierFy, to a poprzedza
tez b ze wzgledu na relacje B porzadkujacs sume Zyev Gy.

Niech R bedzie relacja porzgdkujaca zbiér V, Py relacja porzgdku-
jaca zbiér Uy, a §, relacja porzadkujaca zbiér Gy.

Zalbzmy, 2e aeFy, beF, 1 ze a poprzedza b ze wzgledu na re-
lacje A. Zachodzi zatem jeden z dwu nastepujacych przypadkéw:

1° ¢y=w, Niech m==m=wm, i niech y bedzie takim elementem
zhioru V, ze xeU,. Zgodnie z okrefleniem sumy uporzgdkowanej zbio-
réw uporzgdkowanych, a poprzedza b w zbiorze @y, tj. aSyb, & poniewas
a,b €@y, dowodzi to, ze a poprzedza b ze wzgledu na relacje B.

2 #, poprzedza @, W zbiorze T. Niech a e Uy, 1 mye Uy, Jedli
N="1y to & Pya, gdzie y=y,=y, a wiec & poprzedza b w zbiorze Gy
i tym bardzie] w zbiorze Z,epGy. Jedli natomiast Y1 FYs, t0 y Ry, co
dowodzi, ze kaidy element zbioru @y, poprzedza kazdy element zbioru
Gy, ze wzgledu na relacje B; dotyezy to w szezegdlnodei a 1 b.

Twierdzenie 2 jest W ten sposéb udowodnione.

Niech A bedzie dowolnym zbiorem uporzgdkowanym przez rela-
cj¢ B. Oznaczmy dla =,y ¢ A przez [2,y] zbi6r tych 2z, ktére badz s
réwne 2, badZ y, badZ spelniajg jeden z warunkéw 232y lub y<Le=<w,
Oczywideie [o;y]=[y,#]. Udowodnimy dla dowolnych =,9,2¢ A, ze

@ : [2,91C[7,2]+ [2,y]. ' )

Istotnie, jesli te[w,y] i t=2 lub ¢t=y, to oczywidcie te[2,2]+[2,y].
Jedli 23ty 1 t=¢ Iub t-Je, to te[w,2], jefli zad 2<t, to tele,y]. Po-
dobnie, jeshi y-<i<w, to te[w,2]-+[2,9].

Niech V, bedzie zbiorem takich Y, %e zbilr [2,y] jest rozproszony.

Oczywikcie V.40, bo x € V,. )

cm
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Udowodnimy, ze zbiér V, jest rozproszony.
Przypudémy przeciwnie, ze OCV, i ze zbiér C jest nieskoriczony
i gesty.
Dla dowolnych ¢, ¢, € O spelniajacych warunek ¢-<<¢, mamy w my#l (1)

[61,6,1C ey, 2]+ Leay 2,

a wiee zbiér [e,0,] jest zawarty w sumie dwu zbioréw rozproszonych,
a zatem w zbiorze rozproszonym (por. twierdzenie 2, str.146). Jest to
jednak niemozliwe, bowiem miedzy kazdymi dwoma elementami ZbiOI‘}l (o}
lezy co najmniej jeden element tego zbioru, a zatem zbidr C-[¢,¢,] jest
nieskonczony i gesty. )

Zbibér V, jest preedzialem zbiorw A. Istotnie, zaldzmy, ze .y,zeV,,
i g2tz Jesli #=t lub 23t to [2,{1C[@,#], a wige zbibr [z,] jest roz-

.proszony jako podzbiér zbioru rozproszonego [#,2]. J efli natomiast 13z,

to [t,2]C[y,»], a wiec zbi6r [t,2] jest rozproszony jako.podzbif‘)r zbioru
rozproszonego [¥,#]. Wynika stad, ze teV.. A wige zbi6r V, jest prze-
dzialem. . .

Jedli w=ky, to. V,-Vy=0 lub V,=V,. Istotnie, jesli stx-Vy,'to
Zbiér [#,y] jest rozproszony jako podzbiér sumy [z,2]+[y,2]. Wynika
stad, ze jesli weVyx, to ueVy, bo [%,y] jako podzbiér sumy [u,]-+[2,y],
jest rozproszony. Podobnie, z u eV, wynika weV,. A zatem Ve=Vy.

Niech 4 bedzie rodzing wezystkich zbioréw V.. Rodzina ta sktada
sie wiec. z rozlaeznych i niepustych przedzialéw zbiorn 4. qest zatem
uporzadkowana przez relacje ¢, ktéra zachodzi miedzy Veld ?y wtedy
i tylko wtedy, gdy =y lub o<y (por. § 2, str. 145).

Zbiér A jest sumg uporzagdkowang

2) : A=8(4) =P,§4P,

przy czym rodzina A jest uporzadkowana przez relacje o, kazdy zas z prze-
dzialéw P przez relacje R. Istotnie, suma S(4) jest zawarta w A, k?.zdy
zaé element # zbioru A nalesy do V., a wiec do jednego ze skladnikéw
tej sumy. ) )

Wykazemy, ze relacja ¢ porzadkuje rodzing A w s?osob ggst(_y.
Istotnie, zatézmy, ze ViV, i Vie+Vy, tj. Vi Vy=0. Wym?:a stad, ze
przedziat [z,y] nie jest rozproszony, a Wige dl'a pewnego z‘lezaecego mie-
dzy « 1 y jeden ze zbioréw [2,2], [2,¥], np. pierwszy, zawiera czedé nie-
skonezong gesta M. Jesli zatem m,n,p S elem.enta.nml zblor.u M 1':a.k1m1,
ze aL3m-<Ln<Lp=2z2, to zbiory [2,n]i [n,y] zawieraja podzbiory nieskon-
czone geste, co dowodzi, e VigVaeVy i Va:VasVy.

11*
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164 ROZDZIAL IV. Zbiory uporzadkowane.

Dochodzimy w ten sposéb do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 31), Kaidy 2bidr uporzadkowany jest suma #biordw r0z-
proszonych wedbug gestego argumentu.

W szezegdlnoded, jesli zbiér A jest rozproszony, to we wzorze (2)
zbi6r argumentéw 4 jest jednoelementowy (a wiec gesty), jesli zag zbidr 4
jest gesty, to kazdy ze skladnikéw P we wzorze (2) redukuje sig¢ do zbioru
jednoelementowego (a wiec rozproszonego). :

Definicja, Zatézmy, ze A jest suma uporzgdkowang:
A =2 F ts

tel
przy czym zbiér T jest uporzadkowany przez relacje @, a zbidr Fy przez
relacje R i przyjmijmy F,=g¢,. Typ zbioru 4 nazywamy sumaq. typdéw ?,
wedlug argumentu T i oznaczamy symbolem X, .o, tj.
(3) A=3F,= 3y,
teT teT

W przypadku, gdy T={1,2} definicja ta pokrywa sie z okregle-

niem sumy dwu typéw porzgdkowych podanym w § 4 na str. 159.

Zalézmy na odwrét, ze dana jest funkeja ¢ okreglona na zbiorze
uporzadkowanym T, ktérej wartodciami sa typy porzadkowe. Niech fe
bedzie moca zbioru o typie @, i zalézmy, ze funkeja f czyni zadosé
nastepujacemu warunkowi (W) (podanemu na str. 125):

(W) istnicje funkcja F® taka, e FO—=7, dla te T.
Udowodnimy przy tych zalozeniach

_ °Twierdzenie 4. Istnicje suma uporzadkowana Zieq Ty taka, 2e
Fi=g,; prey tym kasde dwie takie sumy si podobne.

Dowéd. Dla kazdego te T prayjmujemy Ff=FP x{i} i oznaczamy
przez K; rodzine tych relacji, ktére porzgdkuja zbiér F¥ w typ @,- Ro-
dzina K; jest niepusta dla te 7, gdyz zgodnie z (W) istnieje odwzoro-
wanie wzajemnie jednoznaczne zbioru F{?, a wiee tez zbioru F¥, na zbiér
uporzadkowany typu @

Zgodnie z twierdzeniem 3 z rozdziahu II, § 10, str. 74, produkt
Pir K, jest niepusty, Niech R bedzie jego elementem. Znaczy to, ze
Bye K; dla wszystkich te7, a wiec R, porzagdkuje zbiér F¥ w typ o,.
Pf)niewaz zbiory FY sy rozlaczne wige suma Si, F¥ ma w mys§l deff-
nicji-typ 2, ¢,

.1) Twierdzenie 3 pochodzi od Schonfliesa; por. Entwickelung der Mengenlehre
wnd ihrer Anwendungen, Lipsk—Berlin 1913, str. 184.

&
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Zatoimy teraz, ze ZierFr i ZierF: sa dwiema sumami uporzad-
kowanymi typu Z, ,¢,. Niech &, bedzie zbiorem funkeji ustalajacych
podobiefstwo zbioréw Fi i Fi. Poniewaz Fi=g,—=F:, wigc @:+0 dla
kazdego ¢, a zatem Pser®;==0. Niech f bedzie elementem tego produktu;
f: jest wiec dla kazdego ¢ funkejg ustalajges podobieristwo zbioréw FliFh
Funkeja g okreslona wzorem (por. str. 117, uwaga 2):

g:tesz,, tj.  g@)=f(v) dla z ¥,

ustala podobienstwo zbioréw XF; i ZF}.

Twierdzenie 4 jest w ten sposéb udowodnione. Wynika z niego, ze
dla kazdej funkeji ¢ czyniacej zadod§é warunkom, przy ktérych udowod-
nilismy twierdzenie 4, istnieje suma uporzgdkowana typéw Z, .9,

° Twierdzenie 5 (prawo lqcenodei dla sumy typdw porzqdkowych).
Je§li T jest suma uporsqdkowang ZyevUy @ 0y=24e U, Py 10

(4) 20y=20q,.
yev teT

Twierdzenie 5 wynika bezpogrednio z twierdzenia 2.

Zwiqzek swm wuogdlnionych z iloczynem. Niech T bedzie zbiorem
uporzadkowanym w typ B przez relacje R, za$ F zbiorem uporzgdko-
wanym w typ o przez relacje §. Przyjmijmy F,=7F X {z} dla x<T i upo-
rzadkujmy zbiér ¥, tak, by para {a,z> poprzedzala pare <{b,z> wtedy
i tylko wtedy, gdy aSb. Zbiory F. maja wiec typ a dla kazdego % e T.

Typ sumy uporzgdkowanej Zye,F, nie zalezy od zbioréw I'i F,
lecz tylko od ich typéw porzadkowych. Istotnie, zalésmy, ze T* i F*
maja typy f1 « i ze funkeje fi g ustalaja podobiedstwo T z T* oraz
F z F*. Przyporzadkowujae parze {a,2) ¢ Zyer Fx pare {f(a), g(2)> e Zyer+ Iy,
ustalamy podohienstwo obydwu sum. Jedli bowiem <a,z)> poprzedza
{ay, >, to badsz » poprzedza @; w T, badé o=a,, zas$ o poprzedza e,
w F; poniewaz zaé te warunki sg réwnowazne warunkom

g(@)=g(@) i g(z) poprzedza g(z;) w T*,
badz
g(@)=g(z;) 1 f(a) poprzedza f(a) w F*,

wige wnosimy stad, ze para {f(a),g(«)> poprzedza pare <f(ay), g(..xl)>.
7 definicji iloczynu af (ob. § 4, str.159) wynika nabtychmiast, ze

2 F.=ap.
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Obrazowo mozna wiec powiedzied, ze zbibér typu «f powstaje ze
zhbioru T typu f w ten sposéb, ze kazdy element « « 1’ zastepujemy zbio-
rem F,=F x{x} typu ¢, przy ezym uznajemy kazdy element zbioru F,,
za wezefniejszy od kazdego elementu zbioru Fy,, jesli #, poprzedza =z,
w zbiorze 7.

7 twierdzenia 4 wynika w szczegbélnogei

° Twierdzenie 6. Jesli ¢ jest funkcja okrelonq w 2biorze T typu §
t p=a dla kaidego te T, to :
(5) 2 p=ap.

teT

Powyzszy zwiszek miedzy iloczynem a sumg uogélniona typéw
pozwala niekiedy wyprowadzaé prawa arytmetyczne dla iloczynéw typéw
z praw dotyczaeych sum uogélnionyeh. Udowodnimy w ten sposéb (przyj-.
mujge zalozenia poprzedzajace twierdzenie 4) nastepujace

- Twierdzenie 7 (uogdlnione prawo rozdeiclnodci). Jesli @ jest
funkejq okreslong w zbiorze uporzadkowanym V, to
(6) e oy =2 a py.
pev yev
Dowéd. Przyjmijmy zaloZenia twierdzenia 2 i zat6zmy ponadto, ze:
E—‘: a, f]’;: Py-

Zgodnie z twierdzeniem 6 jest wéwezas

CWICZENIA. 1) Suma zbioréw rozproszonych wedlug rozproszo-
nego argumentu jest zbiorem rozproszonym.

2) J eé]i. zbiory F, nie maja ani pierwszego, ani ostatniego elementu,
82 geste 1 nieskonczone, to suma Z.eq F, jost gesta (dla kazdego zbioru
uporzgdkowanego T). .

3) Jesli zbiér T jest nieskorczony i gesty oraz F.==0, to zbiér
Zrer P, zawiera czefé gesta.
4) Jesli suma L.eq F, jest ciggta, to zbiér T nie ma Iuk.
) 5) Jedli zbidr T jest ciagly i kazdy ze zbioréw F, jest ciagly i zawiera
Plerwszy i ostatni element, to suma Z,p 7, jest ciagla.  [Hausdorff].

@ ’ .
lm 56 Uporzadkowanie leksykograficzne. " 167

*§ 6. Uporzadkowanie leksykograticzne. Z iloczynem typéw
porzadkowyeh wigze sig fcifle tzw. uporzadkowanie leksykograficzne ).
Aby je okrelié zatézmy, ze T jest zbiorem uporzgdkowanym przez re-
lacje @ i ze kazdemu xeT przyporzadkowany jest zbiér ¥, uporzgdko-
wany przez relacje R,. Nie zakladamy przy tym, ze zbiory Fy sg roz-
lgezne. Niech

P=PF,.
xeT

P jest wiec zhiorem funkeyj f, dla ktérych zbiorem argumentoéw
jest T i ktére spelniaja warunek f(x)eF, dla wszystkich x e T.

Dowolne dwie funkecje f i g nalezace do P wyznaczaja zbior

Dif,9) = E[f(=)=9(2))-

Oczywidcie D(f,9)="0 wtedy i tylko wtedy, gdy f=g.

W zbiorze P okreflimy relacje S w nastepujacy sposéb: fSg za-
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy badZz f=g, bads tez zbiér D(f,g) ma
pierwszy element @, i f(2,)Eyxg(2o)-

Wzorem mozemy zapisaé te definicje w nastepujacy Sposob:

189 = (f=9) + 3 {{({(®) <r,9(@)) g[(y <$e@) > (fy)=g)1}-

Jedli relacja S porzadkuje produkt P, to méwimy, ze prf?dukb ten
jest uporzadkowany leksykograficenie (albo wediug zasady pierwszych
réznic).

J;by uzasadnié te nazwe, zatézmy, ze T={1,2,..,n}. Produ;d; P
skiada sie wowezas z funkeji okrelonych dla z e T lub, co na jedno
wychodzi, z ukladéw uporzadkowanych (al,az,...,a,&,' gdz:e. a; e Iy dlaj
i=1,2,...,n. Relacja § zachodzi miedzy dYVODC‘la: ro.Zn.yIm _ukladam%
iy iey@ny> 1 {byyeenybny, gdy plerwszy wskaznik j taki, ze a,zh?)j czyni
zado§é warunkowi a,Ryb;. Uporzadkowanie produktu P przypoming W'IIQG
uporzgdkowanie wyrazéw w stowniku lub encyﬂope@. V/ dW}l Wyrazow
uwazamy za wezesniejszy ten, w ktérym pierwsza hter.a,. résma od O,d-
powiedniej litery drugiego wyrazu, wystepuje W.czeéme] w a,]ia.b_ecle.

W podobny sposéb okre§lamy uporzadkowanie amtyleksg{kograf.w?ne
8, produktu P (czyli uporzadkowanie wedtug z.asa,dy ostatn}c?l rfisz:).
Mianowicie, f pozostaje w relacjii S, do ¢, jeéh f=g lub tez jedli zbidr
D(f,9) ma ostatni element =, i F(o) B, 9(24), ©3- .

f8ag = (f=9) + 3 {{f(®) <z, 9()] 'g[(m <Loy)— (fy)=9N]}-

1) Pojecia wprowadzone w tym paragrafie pochodza od Hausdorffa. Zob, jego
Grundziige der Mengenlehre, Lipsk 1914, str. 147 i dalsze.
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Zbadamy, kiedy relacje S i 8, porzadkujg zbiér P.

Twierdzenie 1. Relacje 8 i 8, sq zwrotne, stabo asymetrycene i pree-
chodnie w P.

Dowéd. Zwrotnosé relacji § jest oczywista.

Zakozmy, ze f8g i gSf. Gdyby funkeje f i g byly rézne, to zbiér
D(f,g) mialby pierwszy element z i element ten spelnialby warunki
f(#)Exg(2) 1 g(z)R.f(5). Wobec zalozenia, ze relacja R, porzadkuje zbiér F,
wynikaloby stad, ze f(#)=g(x) whrew zatozeniu, ze x e D(f,g). Zatem z fSg
i g8f wynika f=g, tzn. relacja § jest stabo asymetryczna.

Zadbzmy, ze fSg i gSh. Jesli f=g lub g=h, to oczywiscie fSh. Za-
¥ozmy wige, ze f<=g 1 g==h. Zbiory D(f,g) i D(g,h) maja wiec pierwsze
elementy # i y i elementy te czynia zado$é warunkom

@) Zn,9@),  9(y)=n, Wly).

Jedli & poprzedza @ i y, to f(z)=g(z)=h(z). Jedli natomiagt 2, jest
" wezesniejszym z elementéw @ iy, to mamy bads HENE 2,,9(%0) 1 9(20) =h(2,)
(Jefli 2<qy), badz flzo)=g(2) 1 g(2) <, h(20) (jesli 5 <), bads wre-
szele f(z,) %R%g(zo) i g(z) %B%h(zo) (jesli z=y). W kazlym wiec razie
f(#,) %R% (), co dowodzi, ze z, jest pierwszym elementem zbioru D(f,h)
a wiec 7Sh. Relacja § jest zatem przechodnia.

Twierdzenie 1 jest wiee udowodnione dla relacji 8. Dla relacji §,
dowod jest analogiczny. :

i

UWAGA. Nastepujgcy przykiad wykazuje, ze relacja § moze nie
byé spéjna.

_ Niech 7' bedzie zbiorem typu «* (np. zbiorem liczh catkowitych
ujemnych), Fr={0,1} i niech R, hedzie relacja <. Przyjmijmy za f funk-
¢je, ktéra ma wartodé 0 dla » parzystych, a 1 dla n nieparzystych, i niech
g(@)=1—f(x). Zbiér D(f,q) jest wowezas réwny T, a wiec nie ma pierw-
szego elementu, co dowodzi, ze nie zachodzi ani 8¢, ani gSf. '

Podobny przyklad mozna tez skonstruowad dla uporzadkowania
antyleksykograficznego. .

Z podanego przykladu wynika, ze S i &, nie zawsze 83 relacjami
porzagdkujgcymi zbiér P.

Zajmiemy sie blizej przypadkiem, gdy zbiér argumentéw T jest
skodczony lub tez ma typ o albo w*.

Twierdzenie 2. Jesti T=n Wb tes T=uw, to relacja S porzadkuje
produkt P. Jesli T=n b T=w*, to relacja Sq porzadluje produlks P 1)

1) Ogélniej, twierdzenie 2 zachodzi w przypadku, gdy zbiér T jest dobrze upo-
rzadkowany lub ma uporzadkowanie odwrotne do dobrego. Por. rozdzial V, § 1, str. 185,

iom.
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Dla dowodu wystarczy wykazad, ze relacja 8 jest spéjna w P. Za-
16zmy zateni, ze f,g e P i fa=¢. Zbiér D(f,g) jest wiec niepusty, a zatem
zawiera element pierwszy @. Ze spéjnodci-relacji R, w zbiorze F, wno-
simy, %e f(x)Ryg(z) lub g(@)R.f(x), skad wynika, ze 7S¢ lub ¢Sf.

Dowéd spéjnodei relacji 8, jest analogiczny.

Twierdzenie 3. Jesli 2biory A,,..., A, majg typy o,..., s, t0 produkt
Ay XAy X o XA uporzadkowany leksykograficenie ma 1Yyp on:tpg+ ... 0y 0y
uporzqdlowany zaf antyleksykograficenie — ma typ ay-ay-...-ap.

Dowdbd. Zastosujemy indukeje wzgledem n. Dla n=1 twierdzenie
jest oczywiste. Zaléimy wiee, ze zachodzi ono dla pewnego # i roz-
patrzmy produkt n--1 zbioréw P=4;XA4,X...X A1 uporzgdkowany
leksykograficznie. Niech B=A4,X 43X ... X Apy1; jest jasne, ze porzadku-
jac leksykograficznie produkt A4, x B. otrzymujemy zbiér podobny do P.
Wystarczy wiec udowodnié, ze produkt 4;X B ma typ apii: @p: .ot 0y 0.

Produkt 4, x B mozemy przedstawié jako sume:

(1) . A1,><B=2B,1,
a€d,

gdzie B, jest zbiorem par postaci {a,b>. Uporzgdkujmy zbiér B, przez
relacje R, zdefiniowana jak nastepuje: (a,b,>R.{a,b,> wtedy i ty.lko
wtedy, gdy b, =0, lub gdy b poprzedza b, w zbiorze B. Zbiér B, jest
woéwezas podobny do zbioru B, a wige w my#l zalozenia indukeyjnego ma
tYD Ong1* @ne oo @ Przy uporzadkowaniu leksykograficznym l)roduktu
A, X B kazdy element zbioru B, poprzedsa kazdy element zbm%ﬂu B,
o ile a, poprzedza a,. W my$l okreflenia iloczynu, suma (1) ma wige typ
Qng1*Un® ...t Oy ¢y (POr. Wzér (5) na str. 166).

Dla uporzadkowania antyleksykograficznego dowdd . jest podobny.

PRZYKLADY. Iloczyn A1 jest typem zbioru liczb zespolonych
uporzgdkowanego wedtug zasady pierwszych réznic (liezbe zespolong
w4y utozsamiamy z pars uporzadkowana <a,y)).

Toczyn 7 jest typem zbioru liczb zespolonych posta.ci w1y, gdzie
w jest liczba wymierna, a y — rzeczywista, przy czym zbidr t('an porzad-
kujemy wedlug zasady. ostatnich réznic. Natomiast iloczyn A jest byp(a.m
tego samego zbioru uporzadkowanego wedlug zasady l?wrws.zych réz;ne.
Typy te sa rézmne, gdyz zbiér typu Ay zawiera przedziaty ciggle, zbiory
za$ typu nA przedzialéw takich nie maja.
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Tloezyn nieskoficzony zdefiniujemy tylko dla przypadku, gdy T=ow*.
Definicja, Niech J* bedzie zbiorem liczb calkowitych ujemnych
uporzadkowanym przez relacje < (w typ o*) i niech F, (dla n ¢ J*) be-
dzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje B, w typ a,. Przyjmujemy
Op = PF n
. ng’ neJ* ?
gdzie produkt uporzgdkowany jest antyleksykograficznie; typ ten nazy-
wamy doczynem typdw an wedlug argumentu o*.
Krécej piszemy a¢*, jesli F,=a dla kazdego n.
Jest to tzw. ogdlna potega typbéw porzgdkowych o wykladniku e*1).
PRZYKEADY. 1° Zaléimy, ze F,={0,1} i ze R, jest relacja <.
Kazdej funkeji fePpeg:Fn przyporzadkowaé mozemy wzajemnie jedno-
znaeznie punkt zbioru Cantora (por. rozdzial IT, § 11, str. 75)

¢ = Z‘ ';."f('n,).
n=—1
Na to, by ¢r<e¢y, potrzeba i wystarcza, aby najwieksza liczba n,
?altaj, 2@ f(ng)==g(n,), czynita zadosé warunkowi f(ny) < g(n,). Ta liczba n,
jest oczywifcie najwigksza liczba w zbiorze D(f,g), co dowodzi, ze

0/<%~=—“Jgsag-

Relacja S, porzadkuje zbiér Preg»F, w typ 2°". Zatem relacja <
porzadkuje zbiér Cantora w typ 29° )

2% Niech F,=J dla neJ* Kazdej funkeji fePpeg-Fn przyporzad-
kujmy liczbe

1
= Zl—ﬂ—wm :

Przyporzadkowanie to ustala podobieﬁstwo zbioru Preg«F, upo-
?zagquwa,nego antyleksykograficznie i przedszialu 01. Istotnie, jesli fa=g
i my jest najwikszy liezby taka, Ze f(n,)+g(n,), to zakladajae, ze
- f(n0)<- q(no) wnosimy, ze w rozwinieciu dwéjkowym liczby 77 fignruje
na mn?]scu =1+ A—2)+ ...+ f(n,) cyfra 1, a w rozwinigciu dwoéjko-
wym liczby 7, — cyfra 0, a zatem 7y>7,. Réwnie latwo wykazemy, %e
jesli 7y>7g, to f(ng)<g(n,). Wynika stad, ze przyporzadkowanie liezb 7
punktom produktu Pneq-F, jest wzajemnie jednoznaczne i ze

r727g = fSag.

1) Por. F. Hausdorff, Grundziige d i

b . 3 N ge der Mengenlehre, Lipsk 1914, str. 147 i nast.

‘§0§ol$e;| lr:;))zna okreflié potege ef* gdzie g jest liczba porzadkows (por. rozdziat V.
, str, . ’
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Wreszcie kazda liczba rzeczywista @ z przedziatu 01 jest réwna 74
dla pewnego f. Istotnie, jedli rozwinieciem dwdjkowym liczby # (o nie-
gkoniczenie wielu cyfrach réznych od 0) jest '

1 1
R . (< Iy o)y

to w=ry, gdzie f(—1)=ky, f(—2)=ky—ky, [(—3)=ks—hy,...
* Wynika stad, ze zbiér Pncg-Fn ma typ 4, a wige

W =1

*8 7. Zbiory czesciowo uporzadkowane. Struktury. Mo-
wimy, ze relacja R porzqdkuje czgéciowo zbiér A, jesli jest ona zwrotna,
stabo asymetrycezna i przechodnia w A41). Roéznica miedzy pojeciem
czedeiowego uporzadkowania a pojeciem uporzagdkowania polega wige na
tym, ze relacja czefciowo porzgdkujaca nie musi byé sp6éjna. Teoria
zbioréw czedciowo nporzgdkowanych jest zatem uogélnieniem teorii zbio-
réw uporzgdkowanych. :

Zamiast #Ry piszemy w teorii zbioréw czedciowo uporzadkowanych
zazwycza] #<gy lub krétko < y. )

PRZYKEADY. 1. Kazdy zbiér uporzadkowany jest ‘tez czedciowo
uporzadkowany.. :

2. Zbiér liezb naturalnych jest czesciowo uporzadkowany przez
relacje podzielnoei.

3. Kazda rodzina zbioréw jest czeciowo uporzadkowana przez
relacje inkluzji.

4. Kazdy piericien Boole’a jest eczesciowo uporzadkowany przez
relacje a<Ch (por. rozdziat I, § 8, str. 33). i

5. Podziatem zbioru X nazywamy kazds rodzing A zbioréw roz-
Igeznych dajacych w sumie X. Relacja g, ktdra zachodzi miedzy dwoma
podziatami 4 i B zbioru X wtedy i tylko whedy, gdy kazdy zbiér T
klagy A jest zawarty w pewnym zbiorze U klasy B, porzgdkuje czesciowo
zbiér wazystkich podzialéw zbioru X. Zamiast A o B méwimy, Ze B
jest zageszczeniem A.

6. Niech B bedzie relacja, ktéra zachodzi miedzy dwoma eciggami
a=(ay,,...) 1 b= (by,b,,...} liczb naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy
a="b, albo gdy istnieje takie n, ze dla m>mn jest @n>bn. Relacja E
porzgdkuje czefciowo, zbiér wszystkich ciagéw liczb naturalnych.

1) Teoria zbioréw oczeSciowo uporzadkowanych i struktur zostala zapoczgtko-
wana przez Dedekinda. Szezegélowy wyktad tej teorii podany jest w ksiazce: G- Birk-
ho#f, Lattice theory, 2-e wyd., Néw York 1848.
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7. Relacje 8 i 8, okreslone w § 6 (str. 167) porzadkuja czesciowo
produkt P.F.,. :

Niech A4 bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym przez relacje B
i niech f;e A dla teT. Inaczej méwiac, f jest funkejg o wartosciach na-
lezaeych do 4, tj. fe AL

Element weA nazywa sig kresem gdrnym elementéw fq, jesli fr<u
dla kazdego t¢T, przy czym u jest najwezeéniejszym elementem o tej
whasnogei: : ‘ )

{) : []L(ffg‘w),
(i) [tg (r<o)] — (w <o)

Zastepujae tu znaki < przez > otrzymujemy definicje kresu dolnego.
Kres gérny elementéw f;, o ile istnieje, jest wyznaczony jedno-
znacznie. Istotnie, zalézmy, ze précs (i) i (ii) zachodzg wzory

) t]l(fziu'),
(i) [tg {fe<<0)]— (W),

Podstawiajae w (ii') v=u i uwzgledniajac (i), otrzymamy w’'<u.
Podobnie z (ii) 1 (') wynika u<u’. Dwa te wzory daja w=wu’, gdyz re-
lacja < jest slabo asymetryezna. )

Podobnie dowodzi si¢ jednoznacznodei kresu dolnego.

Kres gorny elementéw f; (o ile istnieje) oznaczany jest w teorii
zhioréw ezesciowo uporzadkowanych symbolem Ugpfy, zad kres dolny
symbolem Oyerfr. Jedli T jest zbiorem skorezonym: T'={1,2,...,n}
i fi=a,f,=Db, ..., fa=h, to kves gérny tych elementéw oznaczamy tez
symbolem aUBU...Uk, a kres dolny symbolem aNbN... .

Kres dolny wezystkich elementéw zbioru 4 (o ile istnieje) nazy-
wamy elementem zerowym lub krétko zerem i oznaczamy przez 04 lub
po prostu 0. Analogicznie kres gérny wszystkich elementéw zbioru A
(0 ile istnieje) nazywamy elementem jednostkowym lub jednoscig i ozna-
czamy przez 14 lub 1. .-

) Oczywidcie a Vb ai anb<h, oile aNd istnieje, i podobnie a<LalUb
ib<alb, oile aUD istnieje.

Jefli a<Ch, to aLD i and istniejg i sa réwne odpowiednio b i a.

Wynika stad, ze jedli istnieja and i aUb, to

1) : alU{aNb)=a,

(2) L a0 (aUb)=aq.
- Z definicji wynika, ze

(3) aVa=a,

{4) aNa=a.

icm
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Zachodzi nastepujace prawo lgeznodei: niech T'=2T,; jedli istnieje
dla kazdego ® kres Sy=Uter, ft, t0 kres Uyserf: istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje kres U,s, i przy tym Usepfr=U,s,.

Dowdéd. Zatézmy, ze istnieje kres s=U,s,. Wynika stad, ze s>s,,
a poniewaz s,=>f; dla teT,, wiec s=f; dla-t e T,, skad wobec dowol-
nofel © wynika s>7; dla t e T. Zalézmy, ze u>=j; dla t e I. W szezegdl-
nofei wiee u=f: dla t e T, skad wynika, ze uz>s,, a wiee uz>s. Zatem
s=Uerfs.

Analogicznie dowodzi sie, ze z istnienia Uygrfy wynika istnienie

“Uys, 1 ze oba te kresy sg réwne.

Podobne prawo lgeznodei zachodzi tez dla kreséw dolnych.

Z praw lgeznodei wynika, Ze
(5) ‘ aUbUe=aU(bUc)=(aUb)Ue,

(6) anNbNe=aN(bNey=(aNb)Ne.

Definicja. Zbiér czefciowo uporzadkowany nazywamy strukiurg,
jesli dla dowolnych dwu jego elementéw a i b istniejg kresy: aLb i aNb.

7 praw lacznofei dla dzialan U i 0 wynika (przez indukeje), ze
w strukturze dla kazdej skoiiczonej liczby elementéw a,b,...,h istniejg
kresy: gérny aUbU ..U}k i dolny anbN...Oh. .

Tozsamosel (1)—(6) charakteryzuja dowolne struktury (por. éwi-
czenie 1 na str. 175). W zastosowaniach spotyka sie czesto struktury
czynigce zado§é pewnym dodatkowym warunkom:

1. Strukture nazywamy modularng, jesli zachodzi w niej prdcz
(1)—(6) zaleznogé .

) ) (a<e) > [aL(bNe)=(aLb)Nc].

2. Strukture nazywamy rozdeielng, je§li zachodzg w. niej pricz

praw (1)—(6) tozsamosei

-(8) alU(bNe)=(aUb)N(ale),

(9) a0 (bUe) = (aNb)U(aNc).
3. Strukture 4 nazywamy eupelng, jesli dla kazdego zbioru T i dla
kazdej funkeji fe AT istnieja kresy: gérny U.f; i dolny Oy
PRZYREADY. 1. Kazdy zbiér uporzadkowany A jest struktura;
aUb jest przy tym poéZniejszym, a aNb wezesniejszym z elementéw ¢ i b
(0 ile a==b). Struktura ta jest rozdzielna (a zatem tez modularna). A jest
struktura zupelng wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér 4 nie ma luk i ma
pierwszy i ostatni element. ! e
9. Zbiér wzystkich podzbioréw dowolnego zbioru 1 jest struktura
-zupelng i rozdzielng ze wzgledu na relacje inkluzji; przy tym dzialania
‘U i M maja nastepujace znaczenie
‘ U X =5X, i O Xi=ILX. - A
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Ten sam zbior jest takze struktury zupelna ze wzgledu na relacje 3,
przy czym w .tym przypadku:
U;X,:ILX, 1 ﬂ,X, =21X1.

3. Ogolniej, kazda rodzina zbiordéw A, ktdéra zawiera sume i iloczyn
dowolnych dwu swych elementéw (tj. X, Yed—+X+Yed i X-Yed)jest

strukburg ze wzgledu na relacje inkluzji i XUY=X4Y, XNY¥=X.Y,

Struktury tego rodzaju nazywaé bedziemy strukturami zbioréw. Sg one
zawsze rozdzielne.

4. Rodzina wszystkich zbioréw domknietych dowolnej przestrzeni
topologiczne] (por. rozdziat I, § 8, str. 26) jest struktury zupeins ze wagledu
na relacje inkluzji, przy czym .

UtXt'—:ZtXt 1 nt.Xt—"—‘Hth.

- Dla dowodu wystarezy zauwazyé, ze IT; X; jest najwiekszym zbiorem
domknigtym zawartym w kazdym X, (por. rozdziat II, § 8, str. 68), zaé
23 X; — najmniejszym zbiorem domknietym zawierajgcym wezystkie X,
Struktura ta jest rozdzielna, a wiec tez modularna.

5. Zbi6r Hezb naturalnych jest struktura ze wzgledu na relacje
?odziel.noéci. Wzér a <b znaczy tu, ze b jest dzielnikiem a. A wiee aNd
Jest najmniejsza wsplng wielokrotnogcia, zad aUb najwiekszym wsp6l-
nym dzielnikiem liczb o i b. Struktura ta nie jest zupetna. Liczba 1 jest
elementem jednostkowym tej struktury, nie ma w niej natomiast zera
S’gruﬁktura ta jest rozdzielna, a wiee tez modularna. .

. f?l). Ro.zpa;trzxpy. przestrzen euklidesowa n-wymiarows & i rodzine
L, jej po@zbloréw .hmowyeh (tj. punkt6éw, prostych, plaszezyzn i ogélnie
Egestrzem k yvymlarqueh, gdzie k<<n) przechodzacych przez poczatek
% aﬁu. Ro§21na L, jest czefciowo uporzadkowana przez stosunek in-
: uz;lll _Jest ona’ przy t':ym struktura: 4NB jest czedeiy wspblng zbio-
§)W . ;_B, z_aé AUB 1.1a]n.u:|iejazad przestrzeniy liniows zawierajacs 4 i B.
-~ Np. ]'er]; v.;i iB . ls,q jvgeBma, Plaszezyznami, to AUB jest przestrzeniy tréj-
Wymiarows, o ile jest prost - i i
ot ¢ Jest prosta, zaf — czterowymiarows, o ile 4NB
Zerem struktury I, jest zbiér jedn
) ! opunktow;
jednodeia zag cala przestrzen & ! g 7 (pooratels widadu),

R . :
ot ) l\f:zyk}ady 6i7 ws].mquzP na moinodé zastosowania pojeé teorii struktur w geo~
wyloi.é' ‘akx;ger gvykaza& istotnie, e cala geometrie rzutowa n-wymiarows moina
ok er zJu tOWZzgéooi?i_:; struktu_r., aéwychodzqa stgd v. Neumann gkonstruowal geo-
! um wymiaréw“. Por. G. Birkhoff, Lattice the io 2-
str, 102—103., 110—111, 116—182 i cytowana tam litemt’um.' oy, wanis b

cm
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§7

Struktura L, hie jest rozdzielna, jest natomiast modularna. W struk-
turze tej kazdy zstepujacy ciag a,>a,>... ma co najwyzej n-+1 ele-
mentéw.

7. Rozpatrzmy » wymiarows przestrzed rzutows R" (tj. przestrzen &"
wzbogacona 0 n—1 wymiarows hiperplaszezyzne w nieskornczonosei) i ro-
dzine M, jej podzbioréw liniowych (niekoniecznie przechodzacych przez
poczatek ukladu). Rodzina M, jest znéw struktury, przy ezym ANB
jest czedcig wspblna A 1 B, za§ AU B — najmniejszg przestrzenis liniows
zawierajaea A i B. Zerem struktury M, jest zbidr pusty, a jednoseig —
przestrzeri R". Podobnie jak w przykladzie 6, kazdy zstepujacy ciag ele-
mentéw M, sklada sie z co najwyzej n+2 wyrazow.

8. Rodzina dzielnikéw normalnych dowolnej grupy @ jest strukbura
modularng, na ogét nierozdzielng. Zerem tej struktury jest grupa skla-
dajaca sie tylko z elementu jednostkowego, jednoscig — cala grupa @.
Je$li A i B sg dzielnikami normalnymi @, to ANB jest czescia wspblng
A i B, za§ AUB najmniejszym dzielnikiem normalnym zawierajacym
A i B, tj. zbiorem iloczynéw a-b, gdzie a e A i beB.

9. Kazdy pierfcieri Boole’a (z jednodcig) jest struktura rozdzielng
zawierajaca 0 1 1. W strukturze tej dla kazdego elementu & istnieje taki
element y=2', ze aVUy=1 1 2Ny=0.

10. Zbi6r zdan dowolnej teorii matematycznej staje si¢ strukturg
ze wzgledu na stosunek wynikania, gdy utozsamia sie kazde dwa zdania
wzajemnie z siebie wynikajace. Wzér a<Ch oznacza, Ze zdanie b wynika
ze zdania a. Zdanie aUb jest alternatywa, za§ aNb koniunkeja zdan a i b.
Zdanie falszywe jest zerem, a zdanie prawdziwe jednosciy tej struktury.

11. Rodzina &¢ wszystkich funkeji rzeczywistych zmiennej rzeczy-
wistej jest struktura ze wzgledu na relacje

I<g= g [fi@) < g(x)].

Z przykladéw tych widaé, jak bardzo sg fréznorodne zbiory cze-
gciowo uporzagdkowane i struktury wystepujace w matematyce.

GWICZENIA. 1) Zalbimy, ze W zbiorze A sa okreslone dziatania U
i N czyniace zadodé prawom (1)—(6). Wykazaé, ze :

a) {aVb=b}=={aNb=a}; .

b) relacja < okreflona wzorem a<<hb={al b=>b} czesciowo po-
rzgdkuje zbiér 4;

¢) kresem gérnym elementéw a i b ze wzgledu na relacje <
alLb, a kresem dolnym anb.

2) Udowodnié, ze w kazdej strukturze zachodzi prawo

a<e—aU(BN0) < (aVB) Ne.

jest
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3) Udowodnié, ze w kazdej strukturze réwnosei (8) i (9) wynikaja
wzajemnie jedna z drugiej.

4) Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Rodzina 24° (tj. rodzina
wazystkich relacji o polu zawartym w A) jest czesciowo uporzagdkowana
przez relacje inkluzji. Wykazad, ze rodzina relacji przechodnich jest
- strukturg i znalezé znaczenie dzialad U i N.

5) Rodzina wszystkich podzialéw zbioru A uporzadkowana cze-
fclowo przez relacje o okredlong w praykladzie 5 na str. 171, jest
strukturg. ZnaleZé znaczenie dziatan U i N,

6) Niech A bedzie strukturg rozdzielna zawierajaca 0 i 1. Wyka-
zaé, ze:

a) dla kazdego <A istnieje co najwyzej jedno y takie, ze sUy=1
izNy=0; .

b) jedli dla kazdego « istnieje y=a’ spelniajace te warunki, to 4
jest pierdcieniem Boole’a.

*§ 8. Teoria reprezentacji struktur rozdzieluych?!). M¢-
wimy, ze zbidr 4 czeseiowo uporzadkowany przez relacje R jest izomor-
fiezny ze zbiorem B eczesciowo uporzadkewanym przez relacje 8, jesli
istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowauie f zbioru 4 na B takie, ze

(a<<gb) = (f(a) <sf(D))

dla wszystkich a,bed. Pojecie to jest bezposrednim uogdlunieniem poje-
cia podobieristwa zbioréw (por. § 1, str. 141, definicja 3 i uwaga). Zamiast
nzbiory izomorficzne” méwimy tez ,zbiory o tym samym typie”.

PRZYKEADY. 1. Kazdy zbiér czedciowo uporzadkowany A jest
izomorficzny z pewng rodzing zhioréw czedciowo uporzagdkowang przez
stosunek inkluzji. Istotnie, jesli )

R(a)= Flz<a] dla aed,

to ahb=R(a)CR(b), a wiec funkeja B odwzorowuje izomorficznie zbiér A
na rodzing zbioréw R(a) czeciowo uporzadkowany przez stosunek in-
kluzji. ‘ .
2. Struktura M, (por. § 7, praykiad 7, str. 175) jest  izomorficzna
zé strukturg L,y (por. tamze, przyklad 6, str. 174)
1) Teoria ta pochodzi od G. Birkhoffa. Por. jego prace On the combination of
sul{algebra:q, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 29 (1933), str. 441—464,
twierdzenie 25.2, -oraz, Lattice theory, 2-¢ wyd. rozdziat IX. Por. tez. M. H. Stone,

gic tations of distributive lattices and Brouwerian logics, Casopis po
PEstovéni matematiky a fisiky 67 (1987), str. 1—25.

Topological reps

iom..
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Istotnie, niech H bedzie n wymiarows hiperplaszezyzng przestrzeni
&"™' nie przechodzacy przez poczatek ukladu. Dodajmy do H przestrzef
niewlageiwa n—1 wymiarowa polozong ,,w nieskoriczonofei”. H staje sie
wiec n wymiarowa przestrzenig rzutows. Kazdemu elementowi struktury
L1, t. podprzestrzeni liniowej A przestrzeni &™*!, przechodzacej przez
poczatek uktadu, przyporzadkujmy cze$é wspélna A i H (jedli 4 i H sg
réwnolegle, to przyjmujemy, ze ich cze$é wspolna lezy w przestrzeni nie-:
wlasciwe]j). Ta czesé wspdlna jest podprzestrzenia liniowsa przestrzeni H,
a wige elementem struktury M,. W ten sposéh uzyskujemy izomorficzne
odwzorowanie struktury Lny; na M.

Jedli A jest struktura, to kazdy zbiér B izomorficzny z A jest te
strukbury. Jesli A jest struktura modularng lub rozdzielng, to B tez ma
te wiasnodci. Ogélniej, kazda wlasnodé, przystugujgca zbiorowi 4 i wy-
razona przy pomocy relacji B i pojeé logicznych, przystuguje tez kaz-
demu zbiorowi, B izomorficznemu z 4. )

W szezegolnosei wiee, jesli A jest pierdcieniem Boole’a, to B jest
tez pierscieniem Boole’a (por. § 7, éwiczenie 6).

Wyjagnimy obecnie jakie zadanie stawia sobie teoria reprezentacji
struktur,

Pojecie struktury jest abstrakcyjne: o naturze elementéw tworza-
cych strukture nie czyni sie zadnych zalozeni. W teorii reprezentacji
staramy sie skonstruowad dla klasy wszystkich struktur, lub tez dla
pewnych aksjomatycznie okreflonych jej podklas (np. dla klagy strukbur
roz_dzie].ilych lub dla klasy pierscieni Boole’a) mozliwie konkretne reali-
zacje wszystkich typdéw izomorfizmu struktur. Inaczej méwige, szukamy
wiréd struktur, ktérych elementy sa konkretnymi tworami matematycz-
nymi (np. zbiorami) i w ktérych dziatania U i N majg okreslone kon-
kretne znaczenia (np. pokrywaja sie z teorio-mnogoseiowymi dziataniami
dodawania i mnozenia), struktury izomorficznej z géry dang strukturg
rozpatrywanej klasy *).

Definicja. Ideatem struktury rozdzielnej 4 nazywamy niepusty
zbibr ICA taki, ze

(1) (@eI)(b eI)—>(aUb e I),
(2) (a<<b)(b e I) ~(a e I).

Ideal I nazywamy idealem picrwseym, jesli I==A oraz dla a,bed
(3) (@b eI)>[(ae )+ (b e D). :

1) Tak sformulowane zagadnienie teorii reprezentacji odnosi sie nie tylko do
struktur, ale do dowolnych aksjomatyeznie okreSlonych systeméw algebraicznych,
np. do grup, pierscieni itp. Historycznie pierwsza (i zapewne najglebsza) teoria repre-
zentacji byla teoria reprezentacji grup za pomocy przeksztalcen liniowych. Por. np.
v. der Waerden, Moderne Algebra I, 2-e wydanie, Lipsk 1940.

Kurs Teorii Mnogosei. 12
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PRZYKEADY. 1. Niech 4 bedzie struktura zbioréw (np. struk-
turg wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru X), za$ a jakimkolwiek
elementem sumy §(A4). Rodzina I tych zbioréw M e A, ktére nie za-
wieraja elementu o jest ideatem pierwszym struktury 4.

Jedli a,b,¢,... s3 dowolnymi réznymi elementami sumy S(4), to
rodzina tych M e d, ktére nie zawieraja zadnego z elementéw a,b,e¢,...,
jest tez ideatem, ale na ogél nie pierwszym.

2. Rodzina zbioréw M e 4, dla ktérych Mt<m, jest ideatem (nie-
koniecznie pierwszym) struktury 4. Np. rodzina wszystkich skonezo-
nych zbioréw M e A jest idealem w 4. Podobnie, idealem jest rodzina
wazystkich przeliczalnych zbioréw nalezgcyeh do A.

3. Jedli A4 jest rodzing wszystkich podzbioréw zbiorn liczb rze-
czywistych, to rodzina zbioréw miary 0 (Lebesgue’a) jest idealem w A.

4. Zbiér J liezb naturalnych jest, jak wiadomo (por. str. 174, pray-
Kad 5), struktury ze wzgledu na stosunek podzielnoci. ‘

Zbidr In={n,2n,3n,...} jest ideatem w J. Ideal ten jest pierwszy
whedy 1 tylko wtedy, gdy = jest potega liczby pierwszejl).

5. W dowolnej strukturze zbiér E.[x< a] jest idealem. Nazywa
sie go ideatem gldwnym o elemencie tworzacym a.

Korzysta¢ bedziemy z nastepujacych ogélnych twierdzeri dotycza-
cych idealéw.

() (@Ub eI)—(a eI)-(bel)

Istotnie a<aLb i b<<aUb; skoro wige aUbel, to ael i bel
w myél (2).
{b) ael—>aNbel.

Istotnie aNb<a.

(6) .Zb'idf' I*b) takich elementéw =z, 2e z<<iUb dla pewnego i el, jest
ideatem oraz ICIb), b e I*(b).

. I.stot.nie, jesli w4, Ub i y<Ci,L0, to LY (404,)Ub, skad oy e I%(b),
gdyz 42Ul el Jefli #iUb i y<o, to y<iUD. Zbibr I*(b) jest wiec
ideatem. Warunki TCI*b) i b ¢ I*(d) sa oczywiste.

'1) W teorii liczb algebraicznych rozpatruje sie réwniez zbiory liczb zwane ide-
alagu..Okreéltanie idealéw w semsie teorii liczb algebraicznych jest jednak odmienne
(co zwigzane jest z tym, 7e na ogot liczby catkowite ciala liczbowego nie tworza struk-
tury ze wzgledu na stosunek podzielnodci), ‘

& .
lm §8 Teoria reprezentacji struktur rozdzielnych. 179

(1)  Niech ideaty I dla teT tworzq rodeing monotoniceng ideatow taka, e
ael; © bnon el; dla kasdego t. Wowczas suma I=Z;1; jest idealem
oraz el i bnonel. :

Istotnie, jesli wel, i yel,, to badZ oba elementy »,y naleza do Iy,
badz oba do Iy, a wiec w kazdym razie (2Uy)el. Jedli yel; i 2y, to
wely, a wige ®el. Zbiér I jest zatem idealem, przy czym jest widoczne,
ze oel i bnonel.

(8) Jesli bnon< a, to istniejq takie ideaty I, 4¢ a el 4 bnonel.

Istotnie, zbiér B[z <a] jest takim ideatem.

Zalézmy, %e bnon< e i niech P,, bedzie rodzing tych ideatéw,
ktére zawieraja a, lecz nie zawieraja b.

(9) Jesli struktura A jest rozdeiclna i bnon < a, to kaidy element na-
sycony I rodeiny Py jest ideatem pierwszym.

Istotnie, zalézmy, ze ® Ny < I. Jedli s non e I, to ideat I jest czescia
whadciwg ideatu I*(»), a zatem I*(z) nie nalezy do rodziny P,p. Ponie-
waz a € I*(x), wiee b ¢ I*(»), skad b<{i,Us dla pewnego 4; € I. Podobnie
dowodzi sie, ze jefli y nonel, to b<i,Uy dla pewnego 4,el. Z prawa
rozdzielnofci obowigzujacego w strukturze 4 wynika teraz

) —srb< (1,02) O (6,0) = (1,015) U (5,0y) U (@ D) L (@ O).

W my§l (8), elementy i,Niy, i,Ny oraz sMi, naless do I, za§ #0y
nalezy do I na mocy zalozenia. Zatem element po prawej stronie wzoru (i)
nalezy do I,'skadd w mysl (2) wynika, ze bel, whrew zalozenin, ze
I sP,,,},. Zatozenie, ze ani @, ani y nie nalezg do I, prowadzi zatem do
sprzecznogci. Poniewaz bnonel, wiee I=A. Wynika stad, ze I jest
idealem pierwszym. .

W rozdziale V, § 11, str. 228, wykazemy, ze z twierdzen (7) i (8)
wynika (przy pomocy pewnika wyboru) twierdzenie -
°(10) Rodzina P.p ma clement nasycony (tzn. isinieje I.e Byp takie, ze

I nie jest ceedciq wlasciwa Zadnego idealu nalesqeego do Pap).

° Twierdzenie 1. Dia kaidej struktury rozdzielnej istnieje izomor-
ficena # niq struktura zbiordw, ten. take rodeina ebioréw A, e

(Xed)(Yed)—> (X+YcA) (XY ).

Dowéd. Niech A bedzie strukturg rozdzielng, Kazdemu aed przy-
porzadkujmy rodzing £(a) ideatéw pierwszych I spemiajacych warunek
anon e I.

12%
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Przyporzadkowanie to jest wzajemnie jednoznaczne. Istotnie, jesl
a=b, to albo anon<d, albo bnon<a. Zgodnie z (9) i (10) istnieje wiec
ideal pierwszy I taki, ze I € Py lub I € Py, tzn. taki, 2e ael i bnonel,
lub bel i anonel. W pierwszym przypadku jest Ie R(b) i InoneR(a),
w drugim za§ I e R(a) i InoneR(d). W kazdym wige razie R(a)==R(D).

Z (1)1 (4) wynika, ze

IeR(aUb)=aUbnonel=[(anonel) (b ﬁon el)]
= (I ¢ R(a)+1 ¢ R(b)] =[I ¢ R{a)+R(D)],
zad z (3) 1 (B) — ze

IeR(aNb)=gaNbnonel=(anonel) (bnonel)
=[I ¢ R(a)]-[I « R(b)] =TI ¢ B(a) - R(D),

a wige B(aUb)=R(a)+R(b) i R(aNb)=R(a)R(D).
Wzory te dowodza, ze klasa zlozona ze wszystkich rodzin R(a)
jest strukturg zbioréw izomorficzng ze strukturg 4.

7 twierdzenia 1 wynika jako wniosek (por. str, 176, éwiczenie 6):

Twierdzenie 2. Dia kaidego pierScienia Boole’a istnieje wwomorficany
2 nim pierScier Boole'a, kidrego elementami sq ebiory © w kidrym deiatania
dodawania, mmosenia i veupelniania majy 2wykle wmaceenie teorio-mmo-
godciowe. :

UWAGA. Z twierdzenia 1 wnésimy, ze dziatania dodawania i mno-
zenia zbioréw s3 catkowicie scharakteryzowane przez aksjomaty teorii
struktur rozdzielnych (§ 7, wzory (1)—(6), (8) i (10)): kazde dwa dziala-
nia, spelniajgce te aksjomaty s izomorficzne z dziataniami dodawania
i mnozenia zbioréw. Kazda zatem wiasno¢é dziatan dodawania i mno-
zenia zbioréw jest konsekwencja tych aksjomatéw. Podobnie, na mocy
twierdzenia 2, aksjomaty algebry Boole'a (rozdzial I, §9, str. 32—34)
calkowicie charakteryzuja dzialania dodawania, mnozenia i uzupelnia-
nia zbioréw.

CGWICZENIA. 1) Skonstruowaé strukture zbioréw izomorficzng ze
struktura J czesciowo uporzadkowang przez stosunek podzielnodei.

2) Jezeli ideat I struktury rozdzielnej A jest maksymalny (tj. kazdy
ideat zawierajacy I jest albo réwny A albo I), to I jest ideatem pierw-
szym; twierdzenie odwrotne jest falszywe.

3) Jefli A jest pierscieniem Boole’a sz jednogeig, to ideal I jest
plerwszy wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego a bads a <l , badz a’el.

4) W algebrze Boole’a pojecia ideatu plerwszego i maksymalnego
83 réwnowazne.

5) Rodzina ideatéw struktury rozdzielnej -4 jest sama struktursg
rozdzielng ze wzgledu na stosunek inkluzji jako relacji porzagdkujacej.

@ ' . |
Im §9 Réwnowaznobei. Klagy abstrakeji. 181

*§ 9, Réwnowaznosci. Klasy abstrakeji. ?réez oméwionych
poprzednio typéw relacji spotyka sie w zastosov.vama(fh bard‘zo czesto
relacje zwrotne, symetryczne i przechodnie. Relac]e,‘ ktore rr.la,]aé te trzy
wlasnodei, nazywamy réwnowainosciams ). Udowodnimy o nich

Twierdzenie 1. (Zasado abstrokeji). Jesli C j_est polem (elac.ji
réwnowasnodei R, to isinicje rodeina K rozlacenych miedey sobg @ mie-
pustych podebioréw zbioru C taka, Ze

(1) C=8(K),

; = e X)).

(2) #Ry X,EE'K[(w e X)(y « X)).
Mianowicie:

K=F X [lllyeX =yRa)
2e20 xeX peC
Na to wiee, by zbiér XCC nalezat do K potrzeba 1 wystareza, ;mpy
igtnial element e X taki, ze X sklada sie ze wszystkich y pozostaja-
c¢ych w stosunkn B do . v
Dow6d. Z definicji rodziny K wynika, ze zbiory wehodzace w sklad K

59 niepuste i zawarte w C. ) o
l\?iech X, X, ¢ K i niech z,%, beda dwoma elementami takimi, Ze

) oy € Xy, (ii) yg] [yeX,= ?{R%]:
- (did) @y € Xy, (iv) yll [y € X, = yRm].

Jedli y, € X;-X,, to na moey (ii) i (iv)

yoRe, 1 Yol
a wiec tez wkes i ouRdn
gdyz relacja R jest w mysl za&oZenja.symeﬁrygzga. ‘Wobec przechodniofci
relacji R otrzymujemy Zzatem zgodnie z (ii) 1 (iv)
y € Xy~ yRoy—> yRyo—> yRu—>y ¢ X
o y € X,— yRu,—~ yRy,—~ yRoy—~y e Xy
€0 dowod;i, g6 Xy=2X,. Zatem zbiory klasy K 89 rozlgczne.

1y Na relacje- te zwréeil pierwszy uwage G. Frvege w ksiazce Grundlagen der
Arithmetik, Wroctaw 1884, str. 74—T9.
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Jesli @ € 0, to zbiér X =FEyc[yRa] nalezy w my§l definicji do K,
gdyz Ilyecly « X =yRx] oraz o ¢ X, wobec zwrotnodci relacji R. Zatem
dla kazdego @ e C istnieje takie X ¢ K, ze #e¢X, co dowodzi, ze CC8(K).
Nadto S(K)CO0, gdyz kazdy element rodziny K jest podzbiorem zhioru ¢ H
wynika stad (1).

Aby udowodnié warunek (2), zaléZm'y, e peXjeKiyeX,eK.

. Zbiory X, i X, sy Wyznaczone jednoznacznie przez @ i Y, gdyz
zbiory rodziny K sg rozlagezne. Dla zbioréw X, i X, istnieja takie
@,y € 0, Ze spetnione sg wzory (i)—(iv). Jedli #Ry, t0 na mocey (iv) z prze-
chodniogei relacji R wynika @Rw,, a wige o ¢ X, i Xy =X,, gdyi X, X,=0.
Na .odwrét, jesli X;=2X,, to @R, i wobee przechodniodci relacji B otrzy-
mujemy z zaleznogei :

oRe, wRe,, a,Ry

waiosek, ze wRy. Mamy wiec 2Ry=(X;=X,), co dowodéi, ze rodzina K
spemnia warunek (2).

Twierdzenie 2 (odwrotne), Jesli K jest rodeing rodlacenych miedey
so?q podzbiordw zbioru spelniajqeq réwnosé (1) © jesli 1"elaojd R zachodei
migdzy dwoma elementami zbioru C wiedy i tylko wtedy, gdy elementy te na-
leéq, do tego samego ebioru rodziny K, to relacja R jest zwrotna symetrycana.
% praechodnia. ’

Dovivéd tego twierdzenia pozostawiamy czytelnikowi,

Twierdzenia 1 i 2 wyjasniaja catkowicie strukturg relacji zwrotnyeh,

Symefrycznych i praechodnich. Zbiory nales i j
) : nich. ace do rodziny K nazywa
sie klasams abstrakeji relacji R. ! T

' PRZYKIfAD’Y. 1. Niech O bedzie zbiorem prostych na plaszezys-
nie, R'- relacja rownolggloéci. W mydl zasady abstrakeji zbiér ¢ roz-
padz? 81¢'na roziaczne miedzy sobg zbiory prostych takie, ze dwie proste
nalezg do ‘tego samego zbioru wtedy i tylko wtedy, gdy sg do siebie réwno-
legle. Kazdy z takich zbioréw (klas abstrakeji) wyznacza kierunek na
plaszezyznie, ;

2. Niech O bgdzie zbiorem ciagé i i

) BOW Gy, @y,... liczb wymiernych
cz;ymsdcych zadoéfi warunkowi Cauchy’ego. Niech relacja R zachﬁdzir
lrin;n@dzy dwoma ciagami ay,a,,... i byybgy... wtedy i tylko wtedy, gdy
: (a,l—b-,,)——-O. w my_él zasady abstrakeji zbiér ¢ rozpada sig¢ na roz-
adczr.le nnqdzy‘ sobg zbiory ciagéw takie, ze dwa ciggi @y, 0, ... 1D
nalfaza wtedy i tylko wtedy do tego sam
Kazdy z tych zbmrtS’w clagéw (tj. kazda z klag abstrakeji) wyznacza
Pewng liczbe rzeczywisty — wspllng granice ciagéw nalezaeych do tego

zbioru. W teorii liczh niewymiern i i
1 teori ych Cantora liczby rzecz
8i¢ wprost jako te klasy abstrakeji. Y TG Okredls

‘ p 4 bﬁ! e
ego zbioru, gdy lim(ap—by,)=0.

& ' ‘ .
lm ;9 Réwnowaznoéei. Klasy abstrakeji. 183

3. Niech 4 bedzie rodzing podzbioréw ustalonego zbioru 1. Niech
relacja R zachodzi miedzsy dwoma zbiorami X i ¥ wtedy i tylko wtedy,
gdy X~Y. W mysl zasady abstrakeji rodzina 4. rozpada sie na roz-
Igczne miedzy sobg klasy takie, ze dwa zbiory nalezs do tej same] klasy
wtedy i tylko wtedy, gdy sg one tej samej mocy. .

Klasy, na ktére rozpada sie 4, mozna uznaé za liezby kardynalne;
jesli bowiem wzoér X=m interpretowaé jako X em (przy czym m jest
jedna z klas abstrakeji, na ktére rozpada sig rodzina A), to aksjomat IX
(str. 97) jest spelniony. ‘ .

Wprowadzenie liezb kardynalnych przy pomocy pewnika IX jest
jednak ogélniejsze, nie zakiadamy tam bowiem, ze rozwazamy tylko
zbiory zawarte w statym zbiorze 1.

Analogiczne uwagi stosujg sie tez do pojecia typu porzadkowego
i aksjomatu X. . ) .

41), Niech A4 bedzie |pierdcieniem Boole’a, I dowolnym ideatem
tego pierécienia. Wzér
(3) z=yel, gdzie w=y=ay'+2Y,
wyznacza relacjg zwrotng, symetryczng i przechodnia w A. Istotni_e,
zwrotnodé wynika stad, ze 0el, gdyz 0o dla kazdego xe A, symetria
stad, ze @--y=y-—ux, wreszcie przechodniodé stad, ze méz.g(m—'-y)-]—(y—‘—w).
Pierscien Boole’a A rozpada sie wiec na rozlaczne ml@d{y sobg klasy

abstrakeji, przy czym dwa elementy # 1 ¥y nalezg wﬁedAy i tylko wtedy.
do tej samej klasy, gdy #—Y eI. Relacje (3) zapisujemy zazwyczaj
wzorem ¢ =1y (mod I). . ' .

Oznaczmy przez [«] klase abstrakeji, do ktérej nalezy z. Latwo wy-
kazad, ze jefli @y=y, (mod I) i #;=y, (mod I), t0 ;4 %y==1y;+ ¥, (mod I),
@y - @y =1 - Ys(mod I) i wi=yi(mod I). - )

: 2Wy;n'k; stad, ze klasa abstrakeji zawierajaca element ml-[th ]o?st
wyznaczona calkowicie przez klasy [@] 1 [#,]. Klase te oznacza sig sym-
bolem [#,]®[®.], tj-

L (0] @ [oy] = [+ 7a).

Podobnie przyjmujemy

] O [wa] = [:1%5],
(2] =[]

Rodzina Klas [#] jest pierfcieniem Boole’a ze wizgledu na dziala-
nia @, @ i * Nazywamy go pierdcieniem tlorazowym i oznaczamy sym-
bolem A/I. Zerem jego jest I=[0].

T Kon st znana z algebry, gdzie stosowana

rficznych z inna grupa lub pierScie-
tom I, 2-e wyd., Berlin-Lipsk 1940.

1) Konstrukeja podana w przykladzie 4 - jes
jest przy tworzemin grup lub pierScieni homomo;
piem. Zob. np. v. d. Waerden, Moderne Algebra,
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Opisane tu dziatanie pozwala na tworzenie nowych pierscieni Boole'a
z danego pierdcienia. Postepowanie to znajduje zastosowanie m. in.
W'teorli funkeji zmiennej rzeczywistej, .gdzie nieraz ,utozsamia sig”
zbiory 1j62maéee sie 0 zbiér miary 0. Znaczy to, ze od pierdcienia 26
Wszystklch podzbioréw przestrzeni & przechodzimy do pierdcienia 26 [T,
gdzie I, jest ideatem zbioréw miary 0. o '

_@WIQZENIA. 1) Wykazaé, ze jedli I, jest idealem zhioréw miary 0,
to pierdcient 2¢/I; nie ma atoméw.

. ’2) Jesli I jest idealem pierwszym pierdcienia Boole’a A4, to pier-

Scier A/I ma 2 elementy, i na odwrdb. ’

'3) J esli »I jest idealem wszystkich skordezonych podzbioréw zbioru g,
t(IJ Dlerfcieri 27/1 zawiera continuum klas [X] takich, ze [X)O[X]=1TI
dla s==1. ' )

iom

ROZDZIAL V.

Zbiory dobrze uporzqdkowané.

§ 1. Definicje. Zasada indukeji pozaskoriczonej. Mowimy,
ze relacja R dobree porzadkuje zbidr X, jedli relacja ta porzadkuje X
i przy tym kazdy niepusty podzbiér zbioru X zawiera element najweze-
fniejszy (ze wzgledu na R)1).

PRZYKEADY. 1) Kazdy zbiér typu o jest dobrze uporzadkowany.

2) Zbiér zlozony z liczby 1 oraz z lezb postaci 1—%, n=1,2,...,

jest dobrze uporzadkowany w typ w+1 przez relacje <.

3) Niech a(n) bedzie liczba réznych czynnikéw pierwszych liezby a.
Relacja By{la(@)<a(y)]+a(@)=ay)] - [#<y]} dobrze porzadkuje zbiby
liezb naturalnych w typ ® (por. rozdzial IV, str. 141 i str. 160, éw. 6)

4) Suma uporzadkowana (por. str. 161) §=2ZyrFy, gdzie zbiér T
i skladniki ¥, sa dobrze uporzadkowane, jest dobrze uporzadkowans.

Istotnie, niech ¥ bedzie niepustym podzbiorem §. Zbiér tych z,
dla ktérych Y.F.+0, jest niepustym podzbiorem zbioru T, a wige ma
on element pierwszy 2. Iloczyn Y -F,, jest niepustym podzbiorem zbioru
dobrze uporzadkowanego. Fy,, & wiec ma element pierwszy. Ten element
jest oczywidcie pierwszym elementem zbioru ¥. .

5) Produkt dwu (a wiee tez i produkt skoneczonej liczby) zbioréw
dobrze uporzadkowanych jest dobrze uporzadkowany przez relacje po-
rzadku leksykograficznego lub antyleksykograficznego.

Wynika to z przykladu 4 i twierdzenia 6 rozdziatu IV, § 5, str. 166.

6) Kazdy podzbiér zbioru dobrze uporzgdkowanego jest dobrze
uporzadkowany.

1) Pojecie zbioru dobrze uporzadkowanego pochodzi od Cantora, ktéry wpro-
wadzit je po raz pierwszy w pracy Uber unendliche lineare Pwnktmannigfaltigkfaitm,
Nr 5, Mathematische Annalen 21 (1883), § 3. Jest ciekawe, ze Cantor wprowadzil po-
jecie zbioréw uporzadkowanych pézniej (W pracy ogloszonej w r. 1895), najwidoczniej
przy systematyzowaniu swych wynikéw z teorii zbioréw dobrze uporzadkowanych.
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