ROZDZIAL IIIL

Teoria mocy.

..§ 1. Réwnolicznos$é zbioréw. Liczby kardynalne. W roz-
dziale obecnym wprowadzimy pojecie rdwnolicenoéei, ezyli réwnosei mocy
2bioréw. Jest to jedno z najbardziej charakterystycznych i najwazniej-

szych pojeé teorii mnogodei?). )

Definicia. Dwa zbiory 4 1 B 88 rdwnoliczne, jesli istnieje funkeja
wzajemnie jednoznaczna. f, dla ktérej A jest zbiorem argumentéw a B
zbiorem wartosel. Piszemy wéwezas A~B. O funkeji ]‘ moéwimy, ze 11sta1a,
ona réwnolicznodé zbioréw A i B.

PRZYKEADY. 1. Jedli A jest zbiorem skonczonvm, tj. Laknn, 7e
liczba » jego elementdw jest jedng z liczb naturalnych 1,2,3, ..., to zbiér B
jest réwnoliczny z 4 wtedy i tylko wtedy, gdy B ma ’uyle elementéw,
co 4. Pojecie réwnolicznodei jest wiec uogdlnieniem na zbiory dowolne
eleinentarnego pojecia réwnej liczebnesei zbioréw skonczonych.

. Niech 4 bedzie przedualem a<®<dy, B—przedziatem b,<ao-<b,.
Funko]&
by—by
f@)=—"—=(v—a)+b; .

by — 0y

Jjest wzajemnie jedroznaczna i odwzorowuje zbiér A na B; dowodzi 1,0
ze A~B.-

Twierdzenie 1. Dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzq weory:
A~A, (A~B)—(B~A), (A~B)(B~C)—(A~C).

Slowami: réwnolicenoéé podlega  prawom zwaomoém, symelrii i pree-
_ chodniodoi.

1)

%) Pojecie réwnolicznofei bylo po raz pierwszy systematycznie zbadane przez
‘G. Cantora; por. Bin Beitrag zur Momnigfaltighkeitslehre, Journal fiix reine und ange-
wandte Mathematik 84 (1878), str. 242—258. Znal je wezeéniej B. Bolzano; por.
Paradoxien des Unendlichen, § 20, 1851,

icm

. jest dla kazdego xe¢X pary uporzagdkowans Lg(x), W),
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Dowé6d. Réwnolicznogé zbioru A z soba samym ustala funkeja f
okredlona dla zeA wzorem f(z)==%. Jedli funkeja f ustala réwnolicznodé
zbioréw A i B, to funkeja ;' ustala réwnolicznoéé zbioréw B i A (por.
str. b6, twierdzenie 1). Jedli funkeja f ustala réwnolicznosé zbioréw A
i B, a funkeja g — réwnoliezho$é zbioréw B i O, to funkeja zlozona gf
ustala réwnolicznosé zbioréw A i C (por. str. 58, twierdzenie 4).

Zachodzg nastepujace wzory rachunkowe:

(2) (AX B)~({BxA4),

{3) [AX(Bx O)]~[(Ax B)x (],

(4) (A x{a}) ~A~Ala,  {a}2 ~{a},

(3) (41~ By)(4y~ By) —[(4; X As) ~ (B X By)],

(6) (d~B)—(24~25),

{7) (A1~B)(ds~B,)(d; 4, =0= B, B,) > [(4;+4,) ~ (By+ B,)];
(8) YXXTN(IX)T,

{9) (Y X Z)YX~ (YXX ZX),

{10) . (AB=0)—> (Y4+tB~ YA YB),

Latwe dowody wzoréw (2)—(7) pomijamy. Podamy natomiast do-
wody waznych wzoréw (8)—(10).

Nieeh fe Y*XT, tj. niech f bedzie funkcjg dwu zmiennych # i,
7 ktérych pierwsza przebiega zbiér X a druga zbiér T, wartofel zas
funkeji f nalezg do ¥. DJla kazdego ustalonego i funkcja g, (zmien-
nej @), okreslona réwnodsia g,(x)=f(x,t), odwzorowuje X na czesé Y, tj.
nalezy do zbioru YZX. Funkeja F, okreflona wzorem F(t)=g,, przypo-
rzadkowuje wiec kazdemu t ¢ T element zbiorn Y%, tj. F e (YT o

Jedli f; 1 f, sa réznymi funkcjami nalezacymi do zbioru TEs
to przyporzadkowane im funkeje F, i F, sa tez réine. Istotnie, jesli
F1(@n,ta) = FalZoyTo), tO elementy Fy(f,) i Fy(ty) zbioru Y¥ sg rézne. -

Kazda funkcja F e (¥X)T jest przyporzadkowana w opisany wyzej
spos6b pewnej funkeji f e ¥YEXT, mianowicie, funkeji f okreslonej wzorem
flayt) =g,(), gdzie g,=F().

Wynika stad, ze przyporzadkowujae funkeji fe ¥XXT funkcje
F ¢ (YX)T ustalamy wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru ¥XXT
na zbiér (Y47, co dowodzi wzoru (8).

Aby udowodnié wzér (9), zauwazmy, ze jedli fe (¥ X Z)%, to f(»)
gdzie g(z)e¥
i k() e Z. Wynika stad, ze ge¥X i heZX Z latwodeia stwierdzamy, Ze
przyporzadkowujge funkeji f pare <g,h> ustalamy wzajemnie jednozna-
czne odwzorowanie zbioru (¥ X Z)X na zbiér ¥YXx Z%.
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Aby wreszeie udowodnié ‘wz6r (10), przyporzau%kpwujemy ka?dej
funkeji fe Y4B pare uporzagdkowans funkeyj 9zq§elowy0h (f]A? fiB>.
O przyporzadkowaniu tym dowodzimy z latwodcia, ze odwzorowuje ono
zbiér Y4+B na produkt ¥4x ¥B.

Twierdzenie 21). Jesli gnon X, bnone Y oraz X+{a} ~Y+ {0},
to X~7Y. ) ’

Dowéd. Niech f'bgdzie funkeja ustalajaca réwnolicznogé zbiordw
X4{a} i ¥+{b} i niech f(a)=0, o) =u. Jesli ’U.=b, _tlo w=a. W ty-m
przypadku z e X wynika fl@)e¥Y iz yeX nyn‘lka f .('y) eX, a wige
funkeja czefciowa f|X ustala réwnolicznofé zbioréw X.l Y.

Jefli v==d, to w==a. Funkcja g okredlona wzorami

glu)=v oraz g(m):;f(w) dla ©e X—{u},

przeksztalea X na caly zbiér Y, tj. kazdy element y e ¥ jesf: jedna z jej
wartosci; istotnie dla y==v jest g[f_l(y)]=y, a dla y=v jest g(u)=y.
Funkeja g jest przy tym wzajemnie jednoznacznal,- gdyi. z w2=i=u:|:o:1
i glae)=g(x,) wynika f(2,)=Ff(,), skad @=m, wobec wzajemne] jedno-
znacznofei funkeji f; jesli zad my=wu i g(@)=g(z,), to g(w2)=g(u)=.v,
< 4 wiee @,=wu; W przeciwnym bowiem razie byloby g(ma)=. flw,), a wige
@)= i w,=a. Funkeja g ustala zatem réwnolicznoé zbioréw X i ¥,
.b.d.o.
%P Zamiagt méwié, ze zbiory 4 i B réwnoliczne, méwi sie tez, ze
zbiory te sg rdwnej mocy lub, ze maja te sama Ticzbe kmdyn.al.nq. chy—
wideie, nie okreglamy w ten sposéb czym jest moc zbioru ('czyh jego hc.zbal
kardynalna), tylko wprowadzamy nowy termin dla pojeeia réwnolicz-
nosei 2).

dzenia teorii mnogofei sformulowaé tak, by nie méwié w nich o ths—
nodciach liczb kardynalnych (czy mocy) lecz wylgcznie o zwi.aézkafah xoig-
dzy liczbami kardynalnymi, takie za zwiagzki wypowiedzied sie daja
zawsze przy pomocy pojecia réwnolicznodei. Wiele jedu&k‘.twmrd.zeﬁ
teorii mnogoset zyskuje na przejrzystosci, gdy sg sformutowane jako twmy-
dzenia o liezbach kardynalnych. Z tego powodu jest celowe WprOW&d?lé
liczby kardynalne do teorii mnogodci na zasadzie nastepujacego aksjo-
matu:

.o

1) Twierdzenie to podajemy na uzytek § 9. . ) 5

%) Cantor okreélal moc czyli liczbe kardynalng zbioru A ]ak? te jego wlasnoéé,
ktéra pozostaje po abstrahowaniu od jakosci elementéw zbioru 4 i o.d ich porzadku.
Dla zaznaczenia tego podwéjnego aktu abstrakeji Cantor wprowadszil symhbol 4 dla
oznaczenia mocy zbioru A.

Termin ten zreszta nie jest nieodzowny, mozna by bowiem twier-
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IX. Aksjomat istnienia Uiczb kardynalnych. Istnicje pray-
porzadkowanie, na podstawie kidrego kasdemu zbiorowi A odpowiada przed-
miot A, zwany liczbg kardynalnag, pray czym zachodei réwnowainodé:

(Z=DB) = (4~B).

Wprowadzona w ten sposéb liczba kardynalna jest nowym. poje-
clem pierwotnym teorii mnogosei.

Przyjmujse pewnik IX zakladamy, ze w funkcjach zdaniowych @
wystepujacych w sformutowaniu aksjomatéw V i VII dopuszezalne sg
(précz terminéw logicznych, terminéw ,,zbiér” i »€ 1 ewentualnie ter-
minéw z dzialéw matematyki, do ktérych stosujemy teorie mnogosei)
takze terminy ,liczba kardynalna” i wzory typu m=A. W ten sposéb
uzyskujemy mozno$é dowodzenia twierdzed o liczbach kardynalnych
W oparciu o inne pewniki teorii mnogodei. Tak np. z pewnika VII wy-
nika, ze dla kazdej rodziny zbioréw X istnieje zbiér

E Slim=Z)(Z < X)].
m z

UWAGI. 1°. Jedli ograniczyé zakres rozwazanyeh zbioréw do pod-
zbioréw ustalonego zbioru 4, to aksjomat IX staje sip zbedny. Mozna
bowiem wtedy okreflié liczbe kardynalng X (gdzie XCA), jako rodzine
wszystkich podzbioréw zbioru A réwnolicznych z X.

2°. ‘Wzory (2),-(8)—(10) sa szezegblnym przypadkiem nastepujacych
twierdzeri dotyezacych produktéw uogélnionych:

Twierdzenie 3 (prawo preemiennosci). Niech F e (24X, Jodli o
jest permutacja zbioru X, to
(11) " PFy~P Fypy.

) xeX xeX

Dowéd. Przyporzadkujmy kazdej funkeji f e P, F, funkeje ztozong
g=Tfp. Jesli fi=1,, to dla pewnego = e X jest fy(x)==fu(#), a zatem przyj-
mujac y=¢~(z) otrzymamy fip(y)=Foe(y), ezyli gy(y) =Fgu(y). Przyporzad-
kowanie ustalone wzorem g==fp jest wigc wzajemnie jednoznaczne.

Funkeja g=fp nalezy do produktu P,Fyu. Istotnie, jesli e X,
to f(p(@)) € Forw, ti. g(2) € Fyy.

Wreszeie kazda funkeja g nalezgea do produktu P,Fy) moze byé
przedstawiona jako fg, gdzie fe P, F,. Istotnie, wystarczy przyjaé w tym
celu za f funkeje gp—1.

Twierdzenie 4 (prawo lqeenosei). Niech Fe(24)%, Jodli X— Z; T,,
ye
pray czym zbiory T, sq roclacene miedzy soba, to

(12) PF.~P(PF,), (18) AX P (ATy).
xeX geyY

geY xe Ty
Kurs Teorii Mnogosci. - . T
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jmij v— P F,. Jest to zbiér tunkeyj f, ktérych
Dow6d. Przyjmijmy G x_el-; »

i i i ktc i dodé warunkowi f(@) e Fy
ment przebiega zbiér Ty i ktore czynly zado ;
giuwe.’l’y.la Produkt P G, skiada sie z funkeyj g, ktérych argument
geY

przebiega zbiér ¥ i ktére czynia zadodé Wa'hr.unkowi g(y) e Gy cllfu Y ; f

Warto$é g(y) funkeji g oznaczymy wygodmejszym symbolem gy; ig’es 0

funkeja, ktérej zbiorem argumentoéw jest Ty, przy ezqy;n gy(@) € Fy.
Przyporzadkujmy funkeji g ; 51; Gy funkeje f, okre lon@ Wzorem

(@) fl@)=gy(@),

ie ¢ jest takim elementem zbioru ¥, ze o€ Ty. ‘ )
gdmejﬁgjm:‘llkcja ta ma X za zbior argumentéw i dla kazdego xeX czyni
zadoté warnnkowi f(z) e Fx. Wynika stad, ze f € PrerFx. . .

Odwzorowanie przyporzadkowujace funkeji g fgr}kc]@ f jest WIar
jemnie jednoznaczne. Istotnie, jeSli g® g™, to istnieje takie ye ¥, ze
- . . o
gﬁ?#g}?, a Wi%g(is)tm}a(];e( t)akle vely, ze gg)(w)#:g(y)(m), co .dowodzi na

moey (i), ze f®(x) == (x). ' .

YP(oz,osta,je wykazaé, ze kazda funkeja fe PrerFy jost p.rzyporzadflko-
wana jakiej§ funkeji g. W tym celu wystarczy zauwazyé, ze funkeja g,
ktérej wartodé dla argumentu y ¢ ¥ dana jest wzorem

gy="1|Ty

(por. rozdziat IT, § 6, str. 58), nalezy do produkt_u P, @, i czyni zadesé
réwnosel (i). : ) ) -

Dla dowodu jwzoru '(13) wystarczy przyjaé we wzorze (12) Fy=A.

Wzbr (13) jest odpowiednikiem prawa arytmetycznego

mﬂ+b+c+--'=/m,“-mb-m°~...

Twierdzenie 5 (prawo potegowanic produkiu). Niech F e (24)7.

Dla kazdego zbioru H zachodet wedr:

g B
(14) (P Fy) ’\.’tI:T(Ft)-

teT

Dowb6d. Okreélmy funkeje (dwu zmiennych) ¢ na produkci.e' T X H
waoremr Geprs=Fy. Produkt T x-H mozemy przedstawié w dwojaki spo-
56b jako sume zbioréw rozigeznych

TXH=ZTI:=ZHH
heH teT

gdzie Ty jest zbiorem wezystkich i:ar o nastepniku h, za§ H;— zbiorem -

wszystkich par o poprzedniku .

iom
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Stosujae dwukrotnie twierdzenie 4 otrzymamy:

(15) P G.~P(P @),

x€ TXH teT xeHy

(16 P G.~P(P Q).

xeTXH heH xeTp
Dla z ¢ H; jest #=<1,>, a wiec G=Fy, co dowodzi, ze
P G=(Fyt.

xeH;
Poniewaz zas H,;\'H, przeto

(F)%t ~FZ oraz P (7%~ P (D).
Wzér (15) daje wiec “ “

(17) P G.~ P (F}).

xeTXH teT

Przyporzadkowujae, przy denym h, funkeji g e P G, funkeje f dang
przez warunek f(t) =g(t,h), stwierdzamy, ze *€Th
P G, ~PF,.
xeTy tel

A zatem wzér (16) daje
(18) A P G.~ (P F,E.

xeTXH teT .

Wzér (14) wynika bezposrednio z (17) i (18).
GWICZENIA. 1. Jesli zbiory A i B sg rozlgezne, to

24+E ~, 24 ¢ 2B,
2. Jefli ay<ay i by<<bs,,to zbiory

.xE[“1<m<az] 1 EFih<a<h,]
89 réwnoliczne.

3. Udowodni¢ z pomoey funkeji tge réwnoliczno§é zbioru wszyst-
kich liezb rzeczywistych z przedziatem otwartym.

§ 2. Zbiory skeiriczone i przeliczalnel). Jesli zbiér skon-
czony A zawiera n (>1) elementéw, to jest on réwnoliezny ze zbiorem
{0,1,2,...,n—1}. :

Liczbe n elementéw zbioru skoriczonego A4 uznajemy za moc (czyli
liczbe kardynalna) zbioru 4, tj. A=n; przy tym 0=0.

1) Pojecie przeliczalnodci i wszystkie twierdzenia § 2 pochodza od Cantora,
éry wprowadzil je po raz pierwszy w cytowanej jus na str. 9¢ pracy Bin Beitrag zur
Mannigfaltighetislehre.

vhd
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Teoria mocy dla zbioréw skoficzonych nie daje wige nie, co by
istotnie wykraczato poza arytmetyke liezb naturalnych 1), Nowe pojecia

zjawiaja si¢ dopiero wtedy, gdy przechodzimy do rozpatrywania zbio-

16w nieskoriezonych.

Definicja. Zbior A jest preelicealny, jesli jest skonczony lub réw-
noliczny ze zbiorem wszystkich liczb naturalnych 2).

Oczywidcie, kazde dwa zbiory przeliczalne nieskoriczone sg rowno-
liczne (por. § 1, twierdzenie 1).- Liczbe kardynalng zbioréw przeliczalnych
nieskoriczonych oznaczamy przez a.

W rozdziale II, § 6, str. 56, okreslilidmy cigg jako funkeje, ktorej
zbiorem argument6éw jest zbior liczb naturalnych. Wynika stad, ze zbidér
nieskoficzony A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbio-
rem wyrazéw takiego ciagu, ktérego zadne dwa wyrazy nie s3 sobie
réwne. Wyrazajac si¢ obrazowo mozery powiedzieé, ze 2bidr A jest prze-
Ticzalny, jesli elementy jego mosna ,ustawid” w ciag nieskonceony ay, s, dy,...

Twierdeenie 1. Kasdy #2bidr preeliczalny niepusty jest ghiorem wy-
yazbw pewnego ciggu nieskorozonego. Na odwrdt, 2bidr wyrazéw dowolnego
ciagu mieskoniczonego jest praeliczalny i niepusty.

Dowéd. Zbibr skonczony o elementach dy,..., %k jest zbiorem wy-
razéw ciggu nieskonczonego:

fl)=ay, ..., f(k)=0x, k1) =an, ..., {E+j)=ar, .-

Zbiér przeliczalny nieskoriczony jest na mocy definicji zbiorem wyrazow

pewnego ciagu nieskoniczonego. 3
Dla dowodn twierdzenia odwrotnego zauwazmy, Ze wykredlajac

z ciggu nieskorczonego :

1) ' Gy Qg gy -+

kazdy wyraz an. (n>1), ktory wystepuje w tym ciagu ze wskaznikiem
mniejszym od n, otrzymamy eiag skoriczony lub nieskoficzony, w kté-
rym kazdy wyraz ciagu (1) wystepuje dokladnie jeden raz. Zbibr wy-
razbéw ciggu (1) jest wige przeliczalny. - ) :

1) Ujmujac W ten sposéb teorie zbioréw gkofiozonych dolaczamy arytmetyke
Jiczb naturalnych do teorii mnogokei: pojecia arytmetyczne figuruja w twierdzeniach
i definicjach teorii mnogofci. W § 7 wykazemy, Ze mozna postapié i w inny sposéb:
okrefli¢ pojecia arytmetyczne wylacznie przy pomocy pojeé teorii mmnogosdei. Oczy-
wikcie, okreflenie zbioru skoticzonego jako zbioru réwnolicznego z jednym ze zbioréw
{0,1,...,n—1} musi byé wowezas zagtgpione innym.

2) Okreélénie to jest poprawne tylko wowezas, gdy arytmetyka liczb naturalnyeh

dotaezona jest do teorii mnogokei (por. odsytacz poprzedui). W § 7 podamy okredlenio®

zbioréw przeliczalnych sformutowane wylacznie w terminach ogélnej teorii mnogodei.

.

iom
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W podobny sposéb ustalamy nastepujace
Twierdzenie 2. Podzbidr zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

. Twierdzenie 3. Suma dwu zbiordw przeliczalnych jest zbiorem prze-
liczalnym. ’

) Dowt?d. Poniewaz przypadek, kiedy jeden z danych zbioréw prze-
hc'zalnych jest pusty nie nastrecza trudnosei, mozemy zalozyé, ze A jest
zbiorem wyrazéw ciggu

Ggy Qigy nny Oy oovg
B za§ — zbiorem wyrazéw ciggu

byybay veey by e
Suma 44 B jest whedy zbiorem wyrazéw ciggu
: by @y, by eny@nybny e

a wiec jest przeliczalna. 00200 o B O g

Z.twierdzem'a 3 wynika przez indukecje, ze suma dowolnej skori-
czonej ilodei zbioréw przeliczalnych jest przeliczalna.

Szezegblnym przypadkiem twierdzenia 3 jest:

Wniosek 4, Suma zbioru skoticzonego 1 przeliczalnego jest prze-
liczalna. : )

Twierdzenie 5. Prodult dwu zbioréw preeliczalnych jest praeliczalny.

) D.ow‘c’)d. Niech @y, ..., 0, ... 0T2Z by,bgy ..., b, ... beda danymi dwoma

ciagami nieskoriczonymi. Nalezy udowodnié, ze zbiér wazystkich par
{om Zb"> mozna ustawié w ciag nieskonezony. Wystarezy, oczywiscie,
d?\meée, ze zbiér wszystkich par liezb naturalnych <{m,n)> mozna usta-
wié w ciag nieskodczony.

W tym celu zbiér par uporzgdkowanych <m,n) wyobrazamy sobie
w postaci tablicy nieskonczonej

<A,1>, <1,2>, <1,3>, ..., {1,n,
2,15, €2,2, <2,3>, ..., {2,n),
(T) By1>, 3,20, (3,3>, ..., <3,n>,

{my13, <my23, <m,33, ..., {mymn>, ...

f_[‘a,b]ieg te zamieniamy w ciag zwykly tzw. metods przekatni, polega-
jaca na tym, Ze najpierw wypisujemy pary <m,n>, dla ktéryech m+n=2,
potelm pary, dla ktérych m4-n=3 itd., w obrebie za§ kazdej z tych grup
wypisajemy pary-w kolejnogci wzrastania m ). :

1) Pary <m,n), dla ktérych m+n==k, tworza k—1-a przekatnig tablicy (T), skad

nazwa metody przekatni.
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W otrzymanym w ten sposéb ciggu nieskoriczonym
L1, <1,2), <21, <1,3>, <2,2>, (3,1, <1,4>,
wystepuje kazda para {m,n>.
TWAGA. Inna metoda dowodu poléga na zamianie tabllcy Ty
w cigg nieskoniczony przez wypisanie: na]plerw pary <1,1>, potem par
<213, <2,2), <1,2), potem par 3,13, <3,25, €3,8), (2,8, <1,8> itd.
Mozna by réwniez w tym celu zastosowad funkeje p(m,n)=2"""(2n—1),
ktéra odwzorowuje zbiér Jx j na g w sposéb wzajemnie jednoznaczny
(ob. str. 59).
7 twierdzenia b wynika przez indukeje, ze produkt skoﬁczoneJ ilodei
zbioréw przeliczalnych jest przeliczalny.
Twierdzenie 6. Jesli A jest zbiorem precliccalnym, to suma
S=A+ A2+ .. .+ A"+ ... jest przeliczalna.
Dowéd. Przyjmijmy
polk)=F
@ulky, op) = 202k, —1),
P2 klykzyka =P klatpl(kzaka))
@a(ky, Fogy gy Fog) =y kl: 23 P1(Fsy Fa)),

<

i ogélnie dla n>3
" @naly By ooy Fon) = @n—2(Fy, Togy oy Bnzy @1 (Bns, Fon))-
Dowodzimy z Iantvvo.siciad przez indukecje wzgledem n, ze

(2)  [pnalby by oy k) = @naly, by ooy )] = (By=1y) (Ry=15) ... (n=1n).

7 zatozenia zbiér A (o ile A5=0) jest zbiorem wartogci funkeji f
0 argumentach naturalnych. Elementami zbioru 8 s3 uklady uporzadko-
wane = f(ky),f(ks),....f(kn)>, gdzie n,ky,ky, ..., kx 58 dowolnymi liczbami
naturalnymi (dla n=1 przyjmujemy <f(k,)>=F(k,)).

Przyporzadkujmy elementowi u ¢ A" (dla n>>1) parg

P(u) =<y Pns (1, 3y ...y Fin) D

Odwzorowanie p jest wzajemnie jednoznaczne. Istotnie, niech

w=flley)y oo f(Rn) 3y 0=CF (), ooy F(Tm)>

Jesli na=m, to p()=+p(v), gdyz poprzedniki par p(u) i p(v) 8 rézne.
Jesli zad n=m i u==v, to nie mogy zachodzié Wszystkie réwnofei ky=1,
ky=lyy.skn=1n, a wiee w myél (2) @nallyy .oy fn)F=@aally, -y ln), skad
p(u)=E=p(v).

Zbiér 8§ jest wiee réwnohczny z podzblorem p(8) zbioru 2. Po-
niewaz za§ zbiér J2 jest przeliczalny (na mocy twierdzenia 5), w1@0‘
w mysl twierdzenia 2 zbiér § tez jest przeliczalny.

~
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Zastosujemy obecnie twierdzenia 1—6 do ustalenia mocy niektérych
zbioréw, szezegdlnie czesto spotykanych.

10.. Zbidr G liceb catkowitych jest preeliczalny.

Istotnie, oznaczajgc przez J zbiér liczb naturalnych, a przez J_
zbidr liczb -catkowitych ujemnych, mamy

G=g+{0+J_.
Zbiory J i J_ sg réwnoliczne, gdyz funkeja
fl@)=—

odwzorowuje J na J_ w sposéb wzajemnie jednoznaczny. G jest zatem
sumg dwu zbioréw przeliczalnych i zbioru skonczonego (jednoelemento-
wego), a wiec jest zbiorem przeliczalnym na mocy twierdzen 3 i 4.

Z przykladu 1° wnosimy, ze zbidr nieskonczony moze byé rownolwzwy
2e swq czeseiq wladciwa, gdyz G~ 7.

20, Zbior R liczb wymiernych jest przeliczalny.

Istotnie, produkt Gx g, tj. zbiér par <{k,nD, gdzie k jest liczbg cal-
kowita @ # — naturalng, jest przeliczalny na mocy 19 i twierdzenia 5.
Przyporzadkowujae parze {(k,n> liczbe wymierna k:n, ustalamy odwzo-

. rowanie zbioru G X J na caly zbiér R, co dowodzi, ze elementy zbioru R

mozna ustawié w ciag (ktérego nie wszystkie wyrazy sg réine). Zbidr R
jest wiee przeliczalny na moey twierdzenia 1.

30. Zbidr @ wiclomiandw jednej 2miennej o wspdlczynnikach catkowi-
tych jest przeliczalny.

Istotnie, wielomian kan+ k2?14 ...+ ko knys jest wyznaczony
jednoznacznie przez cigg (ky,ks,-..,knt1), tj. przez element zbioru g
Zbiér @ jest zatem réwnoliczny ze zbiorem G+ G+ G®+ .., kbdry
na mocy twierdzenia 6 jest przeliczalny.

40, Zbidr A Uiczb algebraicenych jest przeliczalny.

Dla dowodu ustawmy w ciag

F1(@); Fo(@); e Fa (@), - i .

wszystkie wielomiany zmijennej # o wspélezynnikach catkowitych.
Wielomian fn(#) ma gkoficzong liczbe pierwiastkéw, np. agﬂ),agﬂ),...,agg.
W mys$l okreflenia liczb algebraicznych, kazdy element zbioru A jest
jedng z liezb a}*') (j<kn). Aby elementy zbiora A ustawié w cigg nie-
skoniczony, umieszczamy na jego pierwszych k%, miejscach liczby a,...,ald

~ (w porzadku wzrastajacych wartosci bezwzglednych, a w razie réwnych

wartosei bezwzglednych — w porzadku wzrastajacych amplitud), na
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nagbepnych %, miejscach ciagu umieszezamy liczby a(lz),a,ga)’,...,ag) (upo-
rzgdkowane w podobny sposéb) itd. Ofrzymujemy zatem cigg zawiera-
jaey wszystkie liczby algebraiczne, co dowodzi, ze zbidr A jest prze-
liczalny. L .
5% Rodzina skoticzonych zbioréw liczb naturalnych jest preeliczalna.

Istotnie, kazdemu skonczonemu zbiorowi {ky,%,,..., kn}, gdzie
ky<ky<<...<kn, odpowiada we wzajemnie jednoznaczny sposéb wielomian
kygn14-kyam 24 ...+ &, (nalezacy do zbioru @). Poniewaz zbibr @ jest
przeliczalny, wiec zbidr skonezonych zbioréw liczb naturalnych, jako
réwnoliczny z podzbiorem zbioru @, jest przeliczalny na mocy twier-
dzenia 2.

Inne przyklady zbioréw przeliczalnych podane sg w éwiczeniach
do § 6, str. 123—124.

W poprzednich dowodach nie korzystaliémy z pewnika wyboru.
Obecnie skorzystamy z tego pewnika, azeby obliczyé moc sumy prze-
liczalnej zbioréw przeliczalnych.

® Twierdzenie 7. JeSli 2biory A, sq preeliczalne dla n=12,..,
to ich suma S=A,+A,+...+ A+ ... jest tez preeliczalna.

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze zbiory A, sg rozlaczne. Niech K,
bedzie zbiorem funkeji wzajemnie jednoznacznych, ustalajgeych odwzo-
rowanie zbioru 4, na zbiér liezb naturalnych lub — w przypadku, gdy 4,
jest zbiorem skoriczonym o k, elementach —na zbiér {1,2, wykn}. Zgodnie
z zalozeniem zbiory K, sg niepuste. Zarazem sg one rozlaczne. Z pew-
nika wyboru wnosimy, ze istnieje zbiér F, zawierajacy dokladnie po
jednym elemencie wspélnym z kazdym ze zbioréw K,. Niech faneF-Kp;
jest to funkeja odwzorowujgca A, na zbiér J liczb naturalnych lub na
jego czedé skoriczong.

Dla kazdego = e 8 istnieje dokladnie jeden taki wskanik n=mn(x),
ze @ ¢ Ap. Przyjmijmy .

P =Chale)n), gdzie n—n(z).

Funkeja ¢ jest wzajemnie jednoznaczna, gdyz z @), D> =fm(y),mD,
gdzie n=n(x), m=mn(y), wynika n=m, & wige @ i y nalezg do tego samego
skladnika A4,=4,, co wobec wzajemnej jednoznacznodei funkeji fo=/fm
dowodzi, ze w=y. A zatem S~¢(8). Poniewaz za$ p(8)CIx Y, wiec
zbiér 8 jest przeliczalny (wobec tw. 5). .

Jegli zbiory 4, nie s rozlgezne, to korzystamy z réwnosei (str. 72, 7 ):

ZA,,:%;B,,, gdzie Bp=Ap—(4;+ ...+ 40 y), By=A,.

n=1 n

cm.
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Zbiory Bp sg roziaczne i kaidy z mich jest przeliczalny, gdyz jest pod-
zbiorem A,. Wobec udowodnionej juz ezesei twierdzenia wnosimy stad,
ze zbibr S jest przeliczalny.

UWAGA. Potrzeba uzycia pewnika wyboru w powyzszym dowodzie
pochodzi stad, ze chociaz dla kazdego zbioru przeliezalnego A istnieje
ciag nieskonczony zawierajacy wszystkie elementy zbiorn 4. wéréd swych
wyrazéw (co wynika z samej definicji przeliczalnodei), to jednak ciagéw
takich dla danego zbioru A jest nieskoriczenie wiele i zadnego z nich

"nie potrafimy wyr6znié; inaczej méwige: nie potrafimy przyporzadko-

waé kazdemu zbiorowi przeliczalnemu ciagu nieskonezonego, ktéry by
zawieral wszystkie elementy tego zbioru wéréd swych wyrazéw.

Jezeli natomiast dany jest ciag eizgéw

atyal, .., al, ..

a2, aZ, ..., a2, ..
(@

amam, . am,.
to istnieje ciag, ktéry zawiera wszystkie wyrazy tablicy (). Wynika to
natychmiast z mozliwodei przeksztalcenia tablicy (T) w ciag nieskon-
czony, co udowodniliémy bez pewnika wyboru (na str. 101).

Nieraz wiee W poszezegélnych przypadkach twierdzenie 7 daje sie
udowodnié bez uzycia pewnika wyboru. Przykladem takim jest tez twier-
dzenie 6. Pewnik ten jednak jest niezbedny dla dowodu twierdzenia 7
w calej jego ogélnosci.

§ 3. Skala liczb kardynalnych. Poznalifmy dotychezas liczby
kardynalne zbioréw skoliezonyech (ktére utozsamiliémy z liczbami natu- -
ralnymi) oraz liczbe kardynalng a. Nasuwa sie pytanie, czy istnieja inne
liczby kardynalne lub — w réwnowaznym sformutowaniu — czy istnieja
zbiory nieprzeliczalne?

Nasbepujace twierdzenie daje odpowiedZ twierdzaca na to pytanie.

Twierdzenie 1. Zbidr wszysikich punkidow dowolnego odeinka do-
mknigtego jest wieprzeliczalny ).

Dowdd. Wystarezy wykazaé, ze dla kazdego ciagu

D1y Dy e-sPny e
punktéw odeinka domknietego I istnieje punkt tegoz odcinka nie wy-
stepujacy w tym eciagu.

1) Twierdzenie 1 odkryt Cantor, ob. Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller
reellen algebraischen Zahlen, Journal fiir Mathematik 77 (1874), str. 258—262. Byla
to jedna z pierwszych publikacji z zakresu teorii mnogosei.

Podany tu dowéd pochodzi od Cantora.
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Istnieje oczywidcie odcinek I, zawarty w I nie zawierajacy punktu p,.
Wystarezy mianowicie podzielié odeinek I na trzy réwne czedei i wziaé
jako I, te cze$é, do ktérej p, nie nalezy i ktéra przy tym polozona
jest najdalej na lewo. W odeinku I, wyznaczamy podobna konstrukeja,
odeinek I,CI,, nie zawierajacy punktu p,, dalej w odeinku I, odcinek
I;CI, nie zawierajacy punktu p, itd. Otrzymamy w ten sposéb zstepu-
jacy ciag odcinkéw zamknietych

IDIDIL,D..D1,..

taki, ze ppnon eI, dla n=1,2,... .

Z zasadniczych twierdzen analizy (tw. Ascoliego) wiadomo, ze
istnieje punkt p, nalezagcy do wszystkich odcinkéw I,. Punkt p, jest
wige rézny od p, dla kazdego n, gdyz pyeln a ppnonel,, c. b.d.o.

Z twierdzenia 1 wynika takze, ze zbifr liczb rzeczywistych zawar-
tych w dowolnym, przedziale, a wiec tym bardziej zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych nie jest przeliczalny. Istnieja wiec co najmniej dwie rézne
liczby kardynalne nieskonczone: moc zbioru liezb naturalnych i moe
zbioru liezb rzeczywistych. X

Poszukujge dalszych liezb kardynalnych w obrebie zbioréw utwo-
rzonych z liczb rzeczywistych natrafiamy na nastepujace zagadnienie:
czy kazdy zbibr zlozony z liezb rzeczywistych jest albo przeliczalny,
albo réwnoliezny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych?

Zagadnienie to nie jest dotad rozstrzygniete. Przypuszezenie, Ze
odpowiedZ na nie jest twierdzgca — wypowiedziane przez Cantora —
nazywa sie hipotezq continuum. ‘

Wykazemy obecnie, ze liczb kardynalnych jest nieskoriczenie wiele.
W tym celu udowodnimy najpierw twierdzenie, ktére odgrywa zasadnicza
rolg w wielu dzialach teorii mnogosei.

Twierdzenie 2 (o preckgini)?). Jesli ebior T argumentéw funkeji B
jest zawarty w A o wartodei funkji F sq podebiorami gbioru A, to abidr

Z = F[tnon e F(t)]
feT

-nie jest wartodcig fwnké;ii F.

!) Twierdzenie o przekatni pochodzi w zasadzie od Cantora. Zastosowania
“tego twierdzenia w teorii zbior6w borelowskich i rzutowych znalesé moina np. w ksiasce
K. Kuratowski, Topologie I, wyd. 2-e, str. 278 i 368.

Tzw. antynomie i niektére wazne twierdzenia logiczne pozostaja réwniez w bli-
sﬁm:szwiagzku z twierdzeniem o przekatni. Por. A. Mostowski, Logika matematycena,
str. 315 1 347.

Im $3 Skals Hezb kardynalnych. ' 107

Dowdd. Nalezy wykazaé, ze F(t)3=Z dla kazdego teT. Ot6z z okre-
$lenia zbioru Z wynika, ze jesli te T, to

[t e Z] =[t non e F()];

‘gdyby wiec bylo F(t)=Z, mielibysmy sprzecznocsé:

" (teZ)= (t none Z).

Gdy A=T, twierdzenie 2 mozna latwo zilustrowaé geometrycznie.
W tym celu przedstawimy produkt A XA schematycznie jako kwadrat
{por. rozdzial II, § 5B, str. 53) i rozpatrzymy w tym kwadracie zbibr
R =E,,ly «P(z)]. Zbiér F(z) jest rzutem.na of rzednych zbioru tych
punktéw R, ktérych odciety jest #, zbiér Z za$ jest rzutem na o rzed-
nych zbioru tych punktéw przekatni kwadratu, ktére nie nalezg do R.
Jest wige geometryecznie oczywiste, ze Z==F(z), jesli bowiem {z,2>¢R,
to zeF(z) ale xnoneZ, jesli zag {(z,z>noneR, to znon<F(z) ale zeZ.

Tlustracja ta wyjasnia takie nazwe ,twierdzenie o przekatni”.

Zastosujemy twierdzenie 2 do dowodu istnienia réznych moey nie-
skoriczonych.

Twierdrzenie 3. Zbior 24 nie jest réwnoliczny z A ani z Zadnym
podzbiorem A.

Istotnie, w przeciwnym przypadku istniataby funkeja wzajemnie
jednoznaczna F, ktérej zbiér argumentéw bylby zawarty w A i ktd-
rej wartodciami bylyby wazystkie podzbiory zbiqru A; byloby to jed-
nak sprzeczne z twierdzeniem 2.

Twierdzenie 4. Zadne dwa sposrdd zbiordw

b

(1) 4, 24, 24 2

nie sq réwnoliczne.

Dowé6d. Niech Py b@dzie k-tym zbiorem ciagu (1) i przypusémy,
Ze istnieja takie % i1, ze k>11i ze P, jest réwnoliczne z podzbiorem Pj.

. Zbiér Py jest oczywiseie réwnoliczny z czedeia Pk, mianowicie z czescia

skladajaca sie ze zbioréw jednoelementowych {z}, gdzie meP,._1: Wynika
stad, ze zbiér Py jest réwnoliczny z podzbiorem P;. Powtarzajac to ro-
zumowanie dojdziemy do wniosku, ze kazdy ze zbioréw Py ,I-’k_z , ...,P1+.1
jest réwncliezny z podzbierems P;, co przeczy twierdzeniu 3, gdyz
P =271

'
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Twierdzenie 5, Niech vodzina 2bioréw A posiada nastepujace
wlasnosé:

@) { dla kazdego X e A istnieje zbidr Y e 4, Kkiory wnie jest réwno-
liczny 2 2adnym podzbiorem X.

Przy tym zatoseniu suma S(A) nie jest rdwnoliczana z sadnym ze zbiordw
X ed ani z sadnym podzbiorem takiego zbioru.

Dowéd. Zatézmy, ze S(4)~X,;CX ¢ 4. Istnieje wige taka funk-
cja 16inowartodciowa f, ze f(S(A4)) =X;. Zgodnie z zalozeniem (2)
istnieje zbidr Y ¢ 4, ktéry nie jest réwnoliczny z zadnym podzbiorem X.
Poniewaz YC8(d), wiee f(X)CH(S(A)), tj. ((¥)CX,, skad Y ~fY)CX.
Sprzecznogé ta dowodzi, ze S(d4)non ~ X,.

UWAGI. Twierdzenia 4 i 5 daja pojecie o bogactwie réznych liczb
kardynalnyeh nieskoniezonych. Wychodzae ze zbioru J liczb natural-
nych, ktéry jest mocy a, utworzyé mozemy zbiory -

T
®) g, 29, 29, o

sy

wiréd ktérych ~ na mocy twierdzenia 4 — nie ma zadnej pary zbioréw

réwnolicznyeh. Otrzymujemy w ten sposéb mieskonceenie wiele réénych. - -

liczb kardynalnych.
Z Pewnika podstawiania wynika istnienie rodziny A, ktoérej ele-
ment‘a,ml 89 wszystkie zbiory (3) (por. rozdziat I1, § 3, str. 5)). Rodzina A
spe}_m?n w my_rél twierdzenia 3 zalosenie (2); suma P=8(4) jest wiec —
zgo.dme z tynerdzeniem 5 —réznej mocy od kazdego ze zbioréw (3) i od
kgzdego z ich podzbioréw. Stosujac ponownie twierdzenie 4 otrzy mamy
cigg zbioréw
(4) P, QP‘ 22P7 222P7 !

’ t

z ktérych. kazde dwa sg réinej mocy i z ktérych zaden nie jest réwno-
liczny z Zadnym ze zbioréw (3). W ten sposéb otrzymujemy nieskori-
czong ilo§é nowych liczb kardynalnych.

Dalsze liczby kardynalne otrzymamy tworzac rodzing B wszystkich

zbioréw (3) i (4) oraz ciag zbioréw
_ Q
Q@=8(B), 20 229 27

Postepowanie to mozemy kont i ‘ Z

v 5t : ynuowaé bez konca. Widaé stad, ze

;kala; rozny_ch ]ilclzb kardynalnych nieskotiezonych jest bez poréwna,unia,
0gatsza, niz skala mocy- skoiiczonych (ktéra pokrywa si i

catkowitych nieujemnyﬁh). . PO £8 10 fhnly lisb

iom
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Jako dalsze wnioski z twierdzenia 3 zanotujemy

Twierdzenie 6, Nie istnicje rodeina zbioréw U, kidra by dla kaz-
dego zbioru X zawieraln jako element 2bidr Y rdwnoliceny z X.

Dowéd. Zgodnie z twierdzeniem 3 zbidr 25@ nie jest réwnoliczny
z zadnym podzbiorem zbioru S(U), & wiee z zadnym ze zbioréw Y na-
lezacych do U (gdyz z ¥ ¢ U wynika YCS(U)).

Twierdzenie 7. Nie istnicje zbidr wszystkich zbioréw.

W przeciwnym bowiem razie zbiér ten moglibySmy przyjaé za
zbiér U z twierdzenia 6.

TUWAGI. Twierdzenie 7 wskazuje ponownie na fo (por. rozdzial IT,
str. 47), ze nie mozna zastapié aksjomatu V zalozeniem, ze do kazde]
funkeji zdaniowej ®(x) istnieje zbiér zlozony z elementéw, ktére te funk-
¢je spelniaja. .

Twierdzenie 6 jest jeszeze jednym gwiadectwem réznorodnosei liezb
kardynalnych: jest ich ,tak duzo”, ze nie podobna utworzyé zbioru,
ktéry zawieratby po (co najmniej) jednym zbiorze kazdej mocy.

Istnienie wielu réznych mocy jest dla teorii mnogodei faktem bar-
dzo doniostym. W praktyce matematyecznej role graja wiadciwie trzy
lub cztery najmniejsze liezby kardynalne nieskorczone. Mimo to zbudo-
wanie arytmetyki liczb kardynalnych (wzorowanej czefciowo na zwyklej
arytmetyce) jest pozyteczne, gdyz prawa tej arytmetyki pozwalaja usta-
1aé latwo wiasno$ei réwnies tych najprostszych liezb kardynalnych, z kt6-
rymi spotykamy si¢ zwykle w matematyce.

GWICZENIE. Udowodnié, ze zbiér J7, tj. zbiér ciagéw nieskon-
czonyeh o wyrazach naturalnych, jest nieprzeliczalny.

Wskazéwka, Jedli /®,70,... jest ciagiem elementéw zbioru g7, to
ciag g, ktérego n-tym wyrazem jest f®(n)+1, nie nalezy do ciagu fO,f® ...

§ 4. Arytmetyka liczb kardynalnych. Obecnie ckreflimy dzia-
fania dodawania, mnozenia i potegowania dla liczb kardynalnych. Defi-
nicje dobrane bedg w taki spos6b, aby dla liezb kardynalnyeh skonezo-
nych (tj. dla liczb naturalnych i zera) byly one réwnowaine zwykiym
definicjom arytmetycznym?).

Definicja 1. Liczba kardynalna m jest sumq liczb my imy, tj.

. =T+
jesli kazdy zbiér mocy m rozkiada sig na sume dwu zbiordw rozlgeznych,
7 ktérych jeden ma moc my a drugl . o

1) Zasadnicze definicje i twierdzenia podane w § 4 pochodza od Cantora; ob.
Beitrige zur Begrimdunyg der transfiniten Mengenlehre, Mathematische Annalen 46 (1895),
str. 481—512.
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Lemmat 1., Dla dowolnych dwu zbiordw A, i A, istniéjq takie dwa
2biory By i By, 2e
(0) Ay~ By, AzNBz; B,-B,=0.

Niech a,=%a, (np. a;=0, a,={0}). W6wezas produkty B,={a,} x4,
oraz By={a,} X 4, spelniajs zadane warunki (na mocy § 1, sir. 95, (4)).

Twierdzenie 2. Dlg katdych dww liczh kardynalnych w, 4 n, istnieje
SUma 1y -+1s.

Dowéd. Zaldzmy, ze A;=mn; i A,=mn, i e zgodnie z lemmatem
B, i B, spelniaja warunki (0). Suma-B;+ B, rozpada sie wiec na dwa
zbiory rozlgezne mocy 1y i m,; kazdy zbidér réwnoliczny z B;4+ B, ma
oczywifcie te sama wilasncdd. A wiee A;+4,=mn+1,, c. b.d.o.

Udowodnili§my zarazem wzor:

A4+ B=ATB, oile AB=0.

Twierdwenie 3. Dodawanie liceb kardynalnych podlega prawom
preemiennofel 1 lqcenodei, ten. dla dowolnych liceh kardynalnych my,my 4 My
zachodzq réwnodci: :

1) M+ 1y =M+ 1y, .
2 My (M 1g) = (1t 1t5) 1.

_ Dowod. Jegli A=m+my, to A=A, + 4, gdzie 4,-A=0, L=,
1 Ay=n, Wobec tego, z& A=4A,+4,, wnosimy stad, 72 A=m,+n,, co
- dowodzi wzoru (1). Dowéd wzorn (2) jest podobny.

PRZYKLADY. 7 twierdzed 3 i 4 z §2, str. 101, wynikaja wzory
{3) ata=aq, nt+a=a. -

Definicja 2. Liczba kardynalna m jest iloczymm liezb 1y i 1, 6.

M=,

jesli kazdy zbiér mocy m jest réwnoliczny z produktem 4, % 4,, gdzie
A=m i d,=n, . '

A zatem _

Ay A, =4, %X A,

Jest jasne, ze dla dowolnych liezb ny i 1, istnieje iloczyn - my.

Definicja 2 jest ‘uogélnieniem na przypadek dowolnych liczb kar-
dynalnych arytmetyeznego pojecia iloczynu: w poczatkach nauczania
okrefla- sie np. 3-4 jako iloéé elementéw zbioru, ktéry mozna roztoiyé
Ra trzy grupy po estery elementy, tj. jako iloé elementéw produktu
A X B, gdzie A ma trzy, B za§ — cstery elementy.

. B ' o : T " % ,‘}Q:" “
Im §4 ) Arytmetyka liezb kardynalnych. 111

Twierdzenie 4. Mnosenie liczh kardynalnych podlega pm'r/.vom prze-
miennodct, tacenosei i rozdzielnosci wegledem dodawania, ten. dla dowolnych
liczb kardynalnych ng,n, © 1y zachodzq réwnosei:

(4) Ty-Ty =n2-ﬁ1,
(5) Ty - {11y Tg) == {1y - 1) - 11,
(6) Tty - (Mg 1) =1y - Tty -1y M.

Dowéd. Wzory (4) i (b) 8- bezpofrednimi wnioskami ze wzoréw (2}

i(3) z §1, str. 95." (6) wynika ze wzoréw (por. rozdzial IT, § 5, str. 53):
Ay X (At Ag)=4; X Ay+ 4, X Ay,
[4y-43=0]—>[(4; X 435): (43X 45)=0].

Twierdzenie 5. 1 jest modulem mnozenia, tzn. dla dowolnego n jest
(7 n-l=m.

Dowéd otrzymujemy ze wzoru (4), § 1, str. 95.

PRZYKLADY. Z twierdzenia 5 z § 2, str. 101, otrzymujemy wzory
(8) a-a=a, g-n=a

n-krotny iloczyn m-m-....m oznaczamy symbolem m* Jak wynika

- z definicji 2, m® jest mocay zbioru wszystkich ciaggéw n-elementowych

Gy, Gy ..., Gn, gdzie ay,...,a, przebiegajy zbiér 4 mocy m. Inaczej méwige
(por. rozdziat II, § 6, str. 56): _ :
(A)"=A".
Togélniajae ten przyklad przyjmiemy definicje nastepujaca:
Definicja 3. Liczba kardynalna m jest poiega o zasadzie n i wy-
Kladniku p, tj. : -

m=n®,
jedli kazdy zbiér mocy m jest réwnoliczny ze zbiorem A% gdzie A=n
i B=p. :
A zatem o
(A)F=(4%).

Jest jasne, ze dla kazdych dwu liczb n i p istnieje potega n®.
Twierdzenie 6. Dla dowolnych liczh kardynalnych n,p & q jest:

(9) : P+ =n?P %,
(10) (- p)i=n®-ps
(11) (n®) ' =n?",
(12) =,
(13) 1"=1.

Wizory te wynikaja natychmiast ze wzoréw (4), (8)—(10) z § 1.
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Twierdzenie 7. Jesli abisr A ma moe m, to zbidr 24 wszysikich
podebiordw zbioru A ma moc 2™, tj.

2% 93

Dowdd. 2™ jest mocg zbioru {0,1}4, tj. zbioru funkeji f, ktérych
wartosciami 83 liezby 0 i 1, a ktérych argumentami sg elementy 4.
Kazda taka funkeja jest wyznaczona jednoznacznie przez zbiér X; tych a,
dla ktérych. fla)=1 (f jest funkeja charakterystyczng tego zbioru, por.
rozdziat II, § 9, str. 70). Przy tym réznym funkcjom £, i f, odpowiadajg
r6zne zbiory X, X,. Prayporzadkowujge funkeji f e {0,1}4 zbiér X,CA
ustalamy wige wzajemnie jednoznaczng odpowiedniofé miedzy zbiorami
{0,1}4 i 24

Definicja 4. Liczba kardynalna m jest rdsmicq liezb 1 i », tj.

m=n—p,
Jesli n==p i dla kazdego zbioru 4 mocy n istnieje zbiér BC A mocy p,
przy ezym dla kazdego takiego zbioru B zbiér A —B ma moe m.

Istnieje np. réznica a—n(=aq) dla kazdej liczby skoniczonej n. Jed-
nakze, w odréznienin od dzialan dodawania, mnozenia i potegowania,
istnienie réznicy n—p dwu liczb kardynalnych n i p nie daje sig w ogdl-
nym przypadku uwdowodnié bez pewnika wyboru.

§ 5. Nier6wnoSei. Twierdzenie Cantora-Bernsteina. Stosu-
nek mniejszosei miedzy liezbami kardynalnymi wprowadzamy na pod-
stawie nastepujacej definicji. :

Definicja. Liczba kardynalna m jest niewighsea od liezby kardy-
nalnej n, tj. ‘ .o

m<mn,
Jjesli kazdy zbibr mocy m jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem zbioru
mocy . , o

Jesli m<n i m=kn, to- méwimy, ze m jest mniejsze od n (Iub n wie-

ksze od m) i piszemy m<n (lub n>m). Np.
@ o n<a,
@) ' m< 2™ :

Aby udowodnié (2), zauwazmy, ze m<2", bo zbiér A mocy m jest
réwnoliczny z czefcig zbiorn 24 skiadajaca sie ze zbioréw jednoelemen-
towych; zarazem m==2™ na mocy twierdzenia 2 z § 3.

Stosunek < posiada wiele wlasnogei znanych z arytmetyki, np.

- {3) (m<<n) (n<p) > (m<p),
4) (m<n) = (m+p <n+p),

iocm.
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(5) (m<< 1) — (mp << np),
(6) (M <)~ (mP <),
(n _ (M 1) — ().

Prawo (3) wyraza przechodnio$é stosunku <, zad prawa (4)—(7) —
monotoniczno$é dziatan dodawania, mnozenia i potegowania wzgledem
stosunku <.

Dia przykladu udowodnimy wzér (8)- Niech 4, Bi @ beds zbiorami
mocy m, 1t i p. W mysl zatozenia zhiér A4 jest réwnoliczny z czeseia By
zbioru B, a B z czedeia €, zbiorn (. Niech funkeje i g ustalajg réwno-
licznodei A~By i B~(. Funkeja ztozona gf jest Wwzajemnie jednoznaczna
i odwzorowuje A na eczedé zbioru Oy, co dowodzi, ze m<p, ¢.b.d.o.

Stosunek < miedzy liezbami naturalnymi posiada, jak wiadomo,
nastepujace dwie wazne wilasnosei: o :

(8) dla dowolnych m i n jest bads m<<n, badd m>an,
9) . jefli mi<n 1 nm, to m=n.

Wyslowione przy pomocy relacji < wiasnosei te bramig
(10) dla dowolnych m i n jest badz m=n, badz m<n, bads m>mn,
(11) jesli m<<n, to nieprawda jest, ze n<<m.

(10) (i (8)) nazywa sie prawem trichotomds, (11) (i (9)) — prawem
asymetrii relacji mniejszogei. Prawo trichotomii orzeka, ze kazde dwie
liczby naturalne sg .poréwnywalne, prawo asymetrii — e wzér m<n
wyklucza wzér n<m. '

Nasuwa si¢ w naturalny sposéb pytanie, ezy relacja mniejszoei
w dziedzinie dowolnych liczb kardynalnych czyni zadodé prawom fri-
chotomii i asymetrii. .

Prawem- trichotomii zajmierny . sie dopiero w rozdziale V, tutaj
natomiast oméwimy asymetrie relacji <. o ’

Oprzemy sie na nastepujseym wyniku:

Twierdzenie 1 (Cantora-Bernsteina ) 1) Jesle AgDA DA, & Ag~A,,
to Ag~A4,. : '

1) Twierdzenie Cantora-Bernsteina nazywane jest takze twierdzeniem Schrédera-
Bernsteina. Pierwszy poprawny dowéd tego twierdzenia, pochodzacy od F. Bern-
steina, opublikowany zostal w ksigice: E. Borel, Legons sur la théorie des fonctions,
Paryz 1898. Por. tez J. Kénig, Comptes Rendus de I’Académie des Sciences, Paris,
t. 143 (1906). : . '

Dowdéd Bernsteina jest w zasadzie identyezny z podanym tu dowodem I.
Dowéd IT pochodzi od E. Zermelo; por. F. Hausdorff, Grundeiige der Mengenlchre,
(1914), str. 50. Inne dowody zreferowane sa 'w ksiasce: A. Schénflies, Entwickelung
der Mengenlehre und ihrer Anwendungen, 1913, str. 31-—40. Ob. te: gtreszezenia refe.
ratéw A. Tarskiego i B. Knastera w Annales de la Société Polonaise de Mathe-
matique 7 (1928), str. 132—183.-

Kurs Teorii Mnogosci. 8
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" Podamy dwa dowody tego waznego twierdzenia.

Lemat, Jesi My, M,... . jest ciagiem zbioréw rozlacznych,
PosPas+esPny - Ciggiem funkeji Wza.]emme jednoznacznych takich, ze zbio-
rem argumentéw @, jest M, i ze zbiory q:o(_ZlI,,),zpl(.Zk[1 ,tp,,(M,.),... 88
rozigezne, to funkeja f okreslona wzorem

2 i=Sem b fo)=

n=0

gnlw) dla oe M,

o

odwzorownje zbibr ) M, wzajemnie jednoznacznie na zbibr 3 ¢.(M,).
n=0 . n=0

Dowdéd. Wzbr (12) wyznaceza v?a;rtoéé f(z) jednoznacznie dla wszyst-
kich # ¢ ZM,; gdyz wobec rozigeznosei zbioréw My, dla kazdego @ istnieje
dokladnie jedno n takie, ze 2 ¢ M,. Zachodzi r6wnogé

. IS Ma)=3 ga(Mo),
bowiem : .t
ye /(3 M) = Sly=f))- meZMn>]=2[y Ha) (@ e M)]
- =S ly=pa(0)) (weMn]azws% A=Y ¢ Soald

Wreszcle funkeja f jest wzajemnie jednoznaczna. Istotnie, z réw-
nodei fla')=f(x"") wynika dla &' 1 2" nalezacych do XMax, ze

nzp{ (@ € Mn)(a" e Mp) [ea(@)=pple")I}.
Poniewaz jednak gn(2') e pn(My) i p(@"") € pp(Mp), a zbiory @n(M,)
i @p(M}) sy rozlgezne dla n==p, wiee n= P. R6wnodé gn(a')=gn(z"') po-
cigga zatem za sobg o'=x"" wobec zalozenia, ze funkeja ¢, jest wzajemnie
jednoznaczna.
Dowéd I tmerdzema 1. Zatéimy, zé AODAIDA,; i Ay~A4,; niech
funkeja b usta,la. rownoheznoéé zbioréw 4, i A4,. Przyjmijmy

a = h‘Ax); -Ar—-ll(A ) ey

Udowodnity, ze
18) . : . 43D 441D Anps

Angr=h(4,),

dlan 012

Istotnie, jest fak dla #=0 na mocy zarlozema, Przypuéémy, Ze
wzor {13) jest spelniony dla ‘pewnego #; Wym_ka *st&pd, ze h(4n Dh(A,,.H
tj. Ani2Ddngs 1 WhGE (13) dajé

An—}-l 3A|(+2 DA,H..g

i b
§5

SRR R I e RS e e
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Wykazaliémy wiege przez indukeje, ze wzér (13) zachodzi dla kaz-
-dego n.

Z (13) wymka,, e An DA dla m >n, skgd wnosimy z la,twoécm, ze
dla m=Fn zbiory Am—Amy1 i Ap—Anys 53 rozlgezne.

Przyjmijmy
Mopr=Ao—Ayyy dla n=0,1,2,...
oraz .
M():AO_Z My,
: »=0
a nadto : .
pol@) =2z dla ze M,
,,+1(m)— ﬁ) dia ze MI-H i n=0,1,2,...
Ma;my wiec:
=3
ZMII‘:-A(”
=0
ol M) =My,
Ontt(Muta) =M Aon—Azny1)= W Aan) —F(A2n11)
=Aonyo— Ah—;—a—M;&z

Wynika stad, Ze zblory en(My) 83 n:u@dzy §0bg rozigezne, poniewas
zbiory M, sg rozlgczne.
Zgodnie z lematem fankcja f ukreélona wzorem

L je  dla zeM,
f(”’)“{h(m) dla weMu i %=0,1,2,..

. przeksztalea zbibr 4, wzajemnie ]ednoznaczme w Z‘qo,, My).

n=0
Poniewaz za$

E‘Pn(ﬂ[u) Pa Mo)+§‘;99n+1(Mn—¥-ﬁzMo+2 ¥.p)

n=0
=(Ao—2 Mn+1)+2 M,,+2=A0—M1

=4,—(dy—4y)=

wiee f(A,,)—Al, ta znaczy A,~4,, c.b.d.o.

Zilustrujemy przeprewadzony dowdd na nastepujacym przykladzie
geometrycznym: niech 4, bedzie zbiorem punktéw <z,y> pla;sz_czyznyZ
dla ktérych 0<y</,» i niech funkeja h przyporzadkowuje punktowi

- 83
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(&,y> punkt h(z,y) o wspblrzednych <w,}y}) Funkcja & us!:a;l'a wiee
réwnolicznodé zbiorow A, i 4,, przy ezym A,DA;D A4, Oczywiscie: -

h(A0)=A2; h(A:I):Aa: seey h(4»)

Zbiory M,.s sa zakrveskowane na rysunku; zbiér M, jest nieza-
kreskowany. Strzalki wskazujg, ze funkecja k. przeksztatca M; na I,
M, na M, itd. Jest zatem widoczne, ze
przeksztateajac kazdy "z obszardéw zakre-
skowanyeh tak, jak wskazuja strzalki

=A-n-|—2, aee

1

A, i pozostawiajac niezmieniony kazdy punkt
obszaru niezakreskcwanego, przeksztal-
cimy 4, w 4.

W zwigzku z dowodem I uczynimy
jeszeze uwage, ktéra utatwi nam zrozumie-

172 /

1 i /%/ nie dowodu II: suma M;+ Mp+... (zakre-
e J . 1 skowana cze$é rysunku) jest najmniejszym

9 = = zbiorem I, czynigeym zadosé warunkowi
(14) MI)+M,CI.

Istotnie, jesli zhiér I czynl zadedé temu warunkowi, to M,CI;
zakladajae, s Mny1CI, mamy A(Mpp)CHI)C
W Mpy1)=Mpys wynika M,,CI. Rozumujac.przez indukeje wnosimy
stad, ze M,y CI dla kazdego n=0,1,..., tj. My+My+...CI.

Na odwrdt, suma M;+M,+... spetnia warunek (14), gdyz

h(Z M) = Eh ntt) =2 Mnpa, skad W(E Mrgs) + 3, =2 M.
n= n=! . n

Dowdd II. Nlech

K=FMX
. . Xeodo
Rodzina K jest nlepusta, gdyz np. 4y K. Rodzma ta postada
. nastepujacg wlasnosé

(15) . (X € K) > [M{X)+- (Adg—A,) € K].
Istotnie, i _ -
X e K~ {h(X)+(4dg—4,) CX} — ([ X)+ (4,—4,)]CH(X)}
= {MX) +(4g—41)]4 (4, —Al)Ch(X)-i—(Ao—Al)};
poniewaz za$ z zalozenia, Ze X ¢ K, Wyn‘ka. MX)+ (4y—4;)CA,, wiec

“wynika 16 wniez, ze M(X)+ (dp—A4,) ¢ K. »
Niech I bedzie czeseig Wspol_nad zbior6w rodziny K:

(18 =J]x.
XeK

)+ (4;—A4y) CX].

WI)+M;CI, skad wobec .

icm
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Poniewaz WI)CIlxexh(X) (por. rozdzial II, §8, str. 67, (17)), wiec
z definicji (16) wynika na podstawie prawa rozdzielnofei dodawania
wzgledem mnozenia

(A7) M)+ (4e—A)C T AX)+ (49— Ay)=]T [W(X)+ (44— A4)]C [] X=1,
. XeX XeK ) XeK

co dowodzi, ze I< K. W mysl (15) otrzymujemy stad h(T)-+ (4,—4,) e K,

a wiee ICKI)4(4,—4,), gdyz I jest podzbiorem kazdego zbioru na-

lezacego do rodziny K. Pordéwnujac ten wniosek z (17) otrzymamy

{18) I=(I)+(4y—A4,).

Poniewaz ICA4,, wige WI)Ch(4,))=4,, co wobec inkluzji 4 2CA,
daje h(I «(4dy—A4,)=0. Z (18) wynika zatem I—i(I)=A,—4,, a wiec

(19) A=Ay —[I—hI)]=(de—I)+4y HI)=(4o—I)+ K(I).

Wzér ten dowodzi, ze funkcja f okreflona wzorami f(z)=s dla
zedy—I, f(m)="h(z) dla eI, przeksztalea zbiér 4, w A,. Funkeja ta
jest wzajemnie jednoznaczna, gdyz zbiory Ay—I i k(I) sa rozlgezne;
ostatecznie wiee Ag~A;.

UWAGI 1. Rézinica miedzy dowodem I i dowodem IT- nie jest na-
tury merytorycznej lecz metodologicznej. W obu tych dowodach kon-
struuje sie te samg funkeje f, odwzorowujaca 4, w A4, W pierwszym
jednak dowodzie korzysta sig z pojeé arytmetycznyeh, w drugim zag —
jedynie z pojeé ogélnej teorii mnogofei.

2. Lemat (str. 114) daje sie uogdlnié — nie zmieniajac w istotny
sposéb dowodu — jak nastepuje:

Niech M «(25)T 1 @ (2XXY)T) przy czym @, e ¥ oraz dla t==t’ jest
M- Mp=0=gp (M) g (My). Jesli funkeje g, s wzajemnie jednoznaczne,
to funkeja f okreslona wzorem

f=Xeop ti- f(@)

teT

=gz) da ze¢M,
odwzorowuje zbiér ) M; wzajemnie jednoznacznie na 3 @M.
teT | teT

Twierdzenie 2. Jedli m<n ¢ n<m, fo m=mn. -
Dowdéd. Niech A, i B, bedg zbiorami hocy m i n. Poniewaz n<m,
wige A, zawiera podzbiér A; moecy n. Wobec m<{n zbiér 4, zawiera pod-
zbiér A, moey m, tj. podzbidr 4, réwnoliezny z A, Mamy wige 4,04,D4,
i Ag~A4,, skad na podstawie twierdzenia 1 wynika dy~4,, czyli- m=m.
Inng formg twierdzenia 2 jest

Twierdzenie 3. Je$li m<n, to nnon<<m.
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* Tupierdeenie 41). Jesli m=m+m, to réénice 2™—m istnicje
i réwne sig 2™. ) :

Dowéd. Niech A bedzie zbiorem mocy m; zbiér 24 ma wige moe 2™
Twierdzenie bedzie dowiedzione, jedli wykazemy, ze dla kazdego zbioru M
mocy 1t zawartego w 24 réznica 24—M ma moe 2™ (por. § 4, str. 112).
Poniewaz zas zbibr 24—M, jako podzbibr zbioru 24 ma moe < 2", wige

wystdrezy okazad, ze
(20) ZA—M >2™

7 ratozenia twierdzenia wynika, Ze Zbiér A daje sig rozbié na dwa

. zbiory rozlgczne mocy m:
A=A+ A, Ay-Ag=0, A=m=1,.

Niech  bedzie funkcja, odwzorowujaes zbiér 4; na M. Wartosciami
funkeji f sa zatem podzbiory zbiera 4. Przyjmijmy -
(21) ‘ B=Eznone f(m] '

X€4,
oraz
p(X)=X+E dla XCA,
Funkeja (p(X) jest wzajemnie Jednoznaczna, gdyz dla X,CA, i X,CA
jest (wobec HA,=0):

{pX)=0(X)} ={X,+E =X2+E}—> {(X1+B) 4, = (X + B4}
= {X;+ B4, =X, + Bd,} = (X, =X,).

. Jefli XCA,, to (p(X)‘ non ¢ M. W przeciwnym bowiem razie istnia-
loby takie a e 4;, 76 ¢(X)=f(a), tzn. X+ E={(a), skad

(22) ‘ {a e X+ E} = {a e f(a)}.

‘Poniewaz za§ XCA4, i aed;, wiee anon e X, a zatem {ae X4 E}=
={g ¢ B}, skad na mocy (22): {a ¢ E} = {aef(a)}; jest to jednak nie-
mozliwe, gdyz z (21) wynika, ze {a ¢ E} = {anon e f(a)}.

Funkeja ¢(X) odwzorowuje wiee w spogéb wzajemnie jednoznaczny -

zbiér 24 na czesé zbioru 24— M. Wynika stagd nieréwnosé (20).

Y Por. A. Tarskii A. Lindenbaum, Communication sur les recherches de la
théorie des ensembles, Comptes rendus de la Société des Sciences et des Lettres de Var-
sovie, Classe ITI, 19 (1926), str. 209—330, tw. 56 (A. Tarskiego). Praca ta zawiera
wiele jnnych wzoréw z arytmetyki liczb kardynalnych. Por. tez W. Sierpifski, Dé-
monstration de Végalité 2™ —m=2"™ pour les nombres cwrdmm tm/nsfmw, Fundamenta.
Mathematicae 34 (1947), str. 113—118

i
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° Twierdzenie 5. Jesli | jest funkcjq okreslong na zbiorze X, to
(X)) <X,

Dowdéd. W rozdziale 11, § 7, str. 61, nazwaliSmy warstwg funkeji f
zbiér wszystkich tych elementéw zbioru X, dla ktérych wartosé funkeji

jest ta sama. Kazda warstwa jest wige zbiorem postaci -
Wy= E[flz}=yl
xeX

Poniewaz warstwy sg rozlgczne i niepuste,. przeto z pewnika wy-
boru?l) (str. 48) wynika, ze istnieje zbiér A, zawierajacy dokladnie po
jednym eleméncie z kazde] warstwy. Zbir A jest zatem réwnoliczny
ze zbiorem warstw, & wiee ze zbiorem f(X Poniewaz zaf§ A jest ped-
zbiorem zbioru X, wiec wnosimy stad, ze f(X)<X.

_ PRZYKEAD. Rzut zbioru plaskiego @ na dowolng prosta ma moe
<@. Warstwami s3 w tym przypadku iloczyny QL, gdzie L jest do-
wolng prosty réwnolegly do kiernnku rzmtowania.

TUWAGI. 1. Piszemy m <*n, jedli m=0 Iub jesli (kazdy) zbi6r moey m
jest obrazem (kazdego) zbioru moey n2). Z twierdzenia 5 wynika latwo,
ze {m<*n}={m<n}; dowéd tej réwnowaznofei czyni jednak uzytek
z pewnika wyboru. Bez uzycia tego pewnika nie potrafimy udowodnié
nawet tak intmicyjnego twierdzenia jak to, ze warunki m<*n i n<m
wykluezaja si¢ wzajemnie S). _

2. Twierdzenia .z arytmetyki liczb kardynalnych mozna ‘niekiedy
zaostrzyé formulujae je jako fwierdeenia o preckszialceniach. Np. tego ro-
dzaju zaostrzeniem twierdzenia Cantora-Bernsteina jest nastepujace sfor-
mulowanie podane przez Banacha ¢):

(¢) Jefli f jest przeksztalceniem roznowartofciowym zhfora 4
na zbiér B, zad ¢ jest przeksztalceniem réznowartosciowym pewnego pod-
zbioru zbioru A na zbiér B, to istnieja takie zbiory 4; i A, ofaz Byi B,, ze:

A=A4,+4; B=B+B, A4,=0= B%B,, f(4;) =By, g’(A,)a@

1) Na fakt, e w dowodzie twierdzenia 5 powolaé sig trzeba na jakif nowy
pewnik, zwrécit uwage B. Levi juz w r. 1902 (R. Istituto Lombardo di scienze g let-
tere, Rendiconti (2), 85, str. 863), a wiee przed ogloszeniem przez Zermelo aksjwtm
teorii mnogoéei, zawierajacej pewnik wyborn.

%) Wiasnofei relacji <(* badal bez odwolywania sie do pewnika wyboru A, Tar-
ski. Por, cytowang na str. 118 prace A. Tarskiego i A. Lindenbauma.

3) Por. W. Sierpihski, Sur une proposition qui eniraine Vewistence des eywemblu
non mesurables, Fundamenta Mathematicae 34 (1947), str. 157—162. -

4) Ob, Un théordme sur les iransformations biunivoques, Fund ta Matk
ticae 6 (1924), str. 236—239. :
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Podobnie twierdzenie (F. Bernsteina)!) orzekajgce, ze -
, (@m=2n) -
mozna zaostrzyé w sposéb nastepujacy 2):
(8) Dane sg 4 zbiory M, N, P i@ spelniajace warunki:
P+Q=M+N, MN=0=PQ,

i dane sg 2 przeksztalcenia réznowartociowe: f zbioru M na N i ¢
zbioru P na Q. Istnieja.wéwezas 2 nastepujgce rozklady zbioréw M i Q:
-M—Ml‘l‘Mz“hMa‘F—Mm Q=Q1+ Q+ Qs+ €y
Q1-* v Q=g(M,), Qs=f(M;), Qu=gf(My,).

Oba twierdzenia () i () maja interesujace zastosowania, gdy jako
f 1 g przyjaé przeksztalcenia izometryczne (tj. zachowujace odleglodé)?).

(m=mn),

§6. Wlasnoéciiiiczb aic. Przyjmujemy znakowanie nastepujgce:
=27, '

Liczbe ¢ nazywa.my mocy continuum.

Z.liezba ¢, podobnie jak z liczbg a, spotykamy. SIQ czesto w réz-

nych dziatach teorii mnogodci i jej zastosowan. Wyprowadzimy obecnie
wzory dotyczace liezb n (liezby naturalne), a i ¢:

(1) c=c+c.
Istotnie (por. str. 111, (9)), ¢+ c=2c=2 -28=2M"2=2%=¢, odyz 1+ a=a.

(2) n<a<c.
Nieréwnofei te wynikajg. ze wzoréw (1) i (2), §5, str.112.
(3) . n4+c=a+c=¢.
Istotnie,  z (2) wynikajg nieréwnosei (por. § 5, wzér (4), str. 112)
S c<nFe<<at et '

a Qviec zgodnie z (1)
cnteat e

S’ﬁogu]agc tmerdzeme 2 z § 5, str. 117, otraymamy stad réwnogel (3):

3 F. Bernsteln, Untersuchzmgm aus der Mengenlehre, Inaugural Dissertation,
Getynga 1901, oraz Mathematische Annalen 61 (1905), str. 117—155. Por. tez D. Konig,
Mathematische Annalen 77 (1916), str. 462, i W. Sierpinski, Sur Uégalité 2m=2n
pour les nombres cardinauws, Fundamenta MathHematicae 3 (1922), str 1—6.

2} Ob. K. Kuratowski, Une propriété des corresp i ques, Funda-
menta Mathematicae 6 (1924), str. 241—243. ’

*) Ob. S. Banach i A. Tarski, Sur la décomposition des ensembles de points en
Parties respectivement congruentes, tamze, str. 244—277.

cm
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(4) c=c-c
Istotnie, ¢=21=2"*=23%.9=¢.¢, gdyz a-ta=aqa (por. § 4, wzér (3),
gtr. 110).
(b) n-c=a-c=¢.
Istotnie, z (2) na mocy wzoru (5) z § 5, str. 113 wynikajg nieréwnosei

e<nec<a-e<<e(, skad wobec (4) otrzymujemy réwnoéei (3) przez
zastosowanie twierdzenia 2 z § 5, str. 117.

Z (4) wynika“przez indukeje
(6) =c.,

(7 ’ nt=q=c"=c (dla n>1).

Istotnie (por. str. 111, (11)), c=2°<no<Ca < =(29)2=2%e =20
skad otrzymujemy (7) przez zastosowanie twierdzenia 2 z § 5, str. 117.

:c’

(8) c—a=c.

Dla dowodu Wystarezy zastosowaé twierdzenie 4 z § 5, btr 118,
i wzér (1)..

Inny dowéd wzoru (8) naszkicowany jest w éwiczeniu 2.

‘W analogiezny spos6b dowodzi sie wzoréw, dotyczacych liczby f=2¢

) et f=cH ==,

(10) " nef=a-f=c f=f-f=f,
(11) nt=a=c=f=f (dla n>1),
(12) f—c=t.

Poda;my‘obeen;ie przyklady zbioréw moey ¢ i 2¢

Twierdzenie 1. Zbiér Cantora C ma moc c.
Dowéd. W rozdziale IT, §11, str. 75, wykazalismy, ze zbior C,
tj. zbiér liczb rzeczywistych postaci

x—Z -

=1

(13) =0 lub =2,

- jest réwnoliczny z produktem {0,2}7. A zatem C=2=r.

. Twierdzenie 2. Zbidr N liczb niewymiernych przedmalu 01 ma
moc C-.
Istotnie (por. rozdziat II, § 11, str. 75) Ne~F”, za$ na moey (7)

A §5=a“=c.
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Twierdzenie 3. Nastepujace zbiory majg moc c: a) preedziat 01

2 koticams, bez kotedw, lub 2 jednym kotcem; b) ebidr punktow dowolnego
odeinka; ¢) zbidr & wszystkich punkidw prostej; d) 2bidr wszystkich punk-

16w preestreeni & o dowolnej licebie n wymiardw; e) 2bidr liceh preestepnych.

Dowé6d. a) wynika z (3) i uwagi, ze rozwazany przedzial jest sumg
zbioru liczb niewymiernych tego przedziatu, ktéry jest moey ¢ (twier-
dzenie 2), oraz pewnego zbioru liczb wymiernych, ktéry jest mocy aj
dla dowodu b) i ¢) ob. przyklady 2 i 3 z § 1, str. 99; d) wynika z ¢)
na moey (6); e) wynika wreszcie z ¢) na mocy 8) i przykiadu 4 z § 2,
atr. 103.

TUWAGI. 19 Z twierdzeh 3 ¢) i 3 d) wynika, ze zbiér punktéw
przestrzeni m-wymiarowej i zbiér liczb rzeczywistych sg réwnoliczne.
Dla scharakteryzowania polozenia punktu w przestrzeni n-wymiarowej
wystarcza wiee jeden parametr. Wynik ten moze sig- wydaé parado-
ksalny i niezgodny z naszym wyobrazeniem o wymiarach. W rzeczy-
wistodei nie jest on bardzie] paradoksalny niz fakt, ze ukladowi =
ciagbéw nieskoriczonych

a®, afd

Dy aldy s

G a®a®, . ,a@s ;o aP e,

mozna przyporzadkowad we wazajemnie jednoznaczny sposéb jeden ciag:

o, a®

3 G5y - 7“§")7“g)’a§2):'“!agl)’ a’(l) a@

0,0, ...,aM, ...

Istotna n&tomlast'rézmca migdzy przestrzeniami o réznej liczbie
wymiaréw lezy w niemoznofei wzajemnie jednoznaczmego i cigglego
odwzorowania tych przestrzeni na siebie ).

2°. Z 3 e) wynika twierdzenie (Liouville’a) o istnieniu liezb prze-
‘st@pnych tj. nie czynigeych zadodé zadnemn réwnaniu algebraicznemu
o wspélezynnikach - catkowitych. W pewnym sensie liczb przestepnych
Jjest nawet wiecej niz algebraicznych, gdyz zbiér liczb algebraicznych
Jest mocy a, a zbiér liczb przestepnych mocy ¢>a; wynik ten uzy-
. ‘skany przez Cantora w 1874 roku byl jednym z pierwszych zasto-
sowad teorii mnogodei do konkretnych zagadnien matematynznych

- Twierdzenie 4. Zbiér & ciggow nieskoticzonych o wyrazach rze-
<zywistych ma moc c.

Dowéd. §7=c"=¢ (na moay (7).

Twierdzenie 5. Zbidr funkeji ciaglych zmmmey rzeozywzstey ma
moe c.

. _H'Zaga.d.niqnie wyxm'a.ru i jego niezmienniezodci wzgledem przeksztg}ﬁeﬁ Wwza-
Jemnie jednoznacznych i ciaglych badane jest w topologii. £

123

§6 Wiasnofel liezb u i ¢
#
Dowdd. Niech 74,7y, ...,7q, ... bedzie ciagiem wszystkich liczb wymier-
IlyGh Kazdej funkeji ciaglej fzmlenne] rzeczymste] przyporzgdkujmy
ciag liczb rzeczywistych

(15) A0y f(Ta)y s frad; -

Jesli funkeje f i g s rézne, to odpowiadajace im ciagi
FICEVIS {CPYPREY ) AR [ CoY YV PR [ A P
83 tez rézne., Istotnie, z f4=¢ wynika, 7e dla pewnego x jest f(x)==g(x);
jesli wige 4, jest. ciggiem liezb wymiernych o granicy @, to nie moze byé
flra)=g(rs,) dla wazelkich n, gdyz wynikalo by stad, wobee cigglosei funk-
cjifig, ze
(@) = lim f(rs,) = lim g(rs,)=g(2).

Zbioér funkeji ciggltych zmiennej rzeczywistej jest wiee réwnoliezny
ze zbiorem ciggdéw (15), ten zag zbidr jest mocy <¢ w mysl twierdzenia 4.
7 drugiej strony zbiér funkeji cigglych jest moey >¢, gdyz zawiera
wszystkie funkcje stale. Zgodnie z twierdzeniem 2 z § 5, wynika stad
twierdzenie 5.

Twierdzenie 6. Twisr & weeystkich Junkoji emienne] reeczywistej
ma moe 25

Dowéd. &z‘__c =2°¢ (na mocy (11))

ZASTOSOWAMA i OWICZENTA. 1. TUdowodnié, ze 2°—

2. Udowodnié wzér (8) opierajac si¢ na wzorze ¢-c=c.

kaazowka Niech Px €@ bedzie produktem dwu zbioréw moey c,
a M przeliczalnym podzbiorem tego produktu. Odeigte punktéw naleza-
cych do M tworzg zbiér przeliczalny, istuieje wiee takie pye P, ze cala
prosta” Eel(m=p,) (¥ € Q)] jest rozlaczna z M. Réznica (PX@Q)—M
ma wiec moe =c.

3. Tdowodnié, ze zbiér wszystkich przedziatéw (potozonych w zhiorze
liezb rzeczywistych) o obu konicach wymiernych jest przeliczalny.

4. Dowiedé dla. przestrzeni 3-wymiarowej (lub. ogélniej dla prze-
strzeni &), ze zbiér kul, ktére majg zaréwno srodek o wspélrzednych
‘Wymiernych, jak i diugo&é promienia wymierna, jest przeliczalny.

5. Niech f bedzie funkejy o argumentach i wartodciach rzeczywi-
stych. Méwimy, ze funkeja f ma ekstremum wiadciwe w punkcie a, jesli
istnieje taki przedziat P, otaczajacy punkt a, ze dla « < P—{a} jest

q=2°

. flz)<f(a) (wzglgdnie f(z)>f(a)). Dowiesé, ze zbiér ekstreméw wiageiwych

funkeji f jest (co najwyzej) przeliczalny.
Wskazéwka: oprzeé sie na éw. 3.
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Uogllnié to twierdzenie na funkeje okredlone na przestrzeni &”
(zastepujac przedzial P przez kule n-wymiarows). ‘

6. Dowiedé, ze kazda rodzina rozigeznych przedzialéw (zbioru
liczb ‘rzeczywistych) jest przeliczalna.

Wskazéwka: oprzeé sie na éw. 3.

Togllnié to twierdzenie na rodziny zbioréw otwartych rozlgeznych,
polozonych w przestrzeni &" (opierajac sie na éw. 4).

7. Niech Z hedzie zbiorem potozonym na plagzezyZnie. Punkt p
zbioru Z ‘nazywamy izolowanym, jedli istnieje takie kolo K (atwarte,
tj. bez obwodu), ze {p}=2Z-K. Dowiesé, z¢ zbiér punktéw izolowanych.
zbioru Z jest przeliczalny 1). ’

Wskazéwka: oprzeé sie.na éw. 4.

Uogdlnié to twierdzenie na przestrzer & (zastepujace w definicji
punktu izolowanego kolo przesz kule).

8. Dowiedé, ze funkeja monotoniczna nieciagla (o wartodciach i argu-
mentach rzeczywistych) ma przeliczalny zbiér punktéw niecigglodei.

Wskazéwka: funkeja monotoniczna posiada w kazdym - punkecie
lewostronng i prawostronng granice; w punktach nieciaglodci granice te

83, oczywiscie, rézne; nastepnie skorzystad z éw. 6.

9. Dowiedé, ze rodzina wszystkich podzbioréw domknigtych linii -

prostej (Iub ogélniej przestrzeni &") ma moc continuum; )

- Wekazéwka: udowodnié najpierw, ze rodzina wszystkich  zbioréw
otwartych .(tj. uzupetnieri zbioréw domknigtych) ma moc ¢. W tym. celu
nalezy dowiesé, ze kazdy zbiér otwarty jest sumg pewnej iloei prze-
dzialéw-o obu koncach wymiernych, a nastepnie nalezy skorzystad z éw. 3.

10. Niech ACE (lub ogéluiej ACE"). Méwimy, ze punkt p jest
punktem kondensacji .zbioru 4, jesli kazdy zbiér otwarty zawierajacy
punkt p posiada nieprzeliczalnie wiele punktéw wspélnyeh z A. Zbiér
punktéw kondensacji zbiorn A oznaczamy symbolem. 4°. .

Udowodnié (opierajac sie na éw. 3), ze zbiér A —A® jest przeliczalny.

11. Udowodnié wzory: ‘ :

(A-+B)®=4° Be, A@.—-—A@@:A@‘—_—-F:(A-A@)@, A-APC(4.4°).,

12%). Méwimy, ze ciag liezb naturalnych by, by,... rognie szyhciej,
1% clag ay,ay,..., jedli im 2 =0. Udowodnié, 7e:

n=oo n '
10 do kazdego ciagu istnieje ciag szybeiej od niego rosnacy,
') Twierdzenie to ma wazne zastosowania w teorii funkeji analitycznyoh.

2) W zwiazku z zagadnieniami poruszonymi w éw. 12 por. keigske: G H. Hardy, -

‘Orders of infinity, Cambridge Tracts in Mathematios and Mathematioal Physies N¢ 12,
2-e wydanie, Cambridge 1924. . : i .

iom..
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29 jedli zbidr ciagéw Z ma te wiasnodé, ze dla kazdego cidgu ay, ...
istnieje w tym zbiorze ciag by,b,,... szybeiej ToSn4ey niz ay,d,,..., t0 zbiér
Z jest nieprzeliczalny 1), B .

Wskaz6éwka. Przypuszezajae,. ze Z= a, mozemy przedstawié zbiér Z
W postaci tablicy: . ) '

. al,l,al,g,...,qlln,...
91,02,y Uy p it

ERCT

0;,,_1,“,,'2’,...',(1:,.’,1,.‘..
Postugujac sig metoda przekatni (odpowiednio dostosowana), olkre-
Slamy cigg szybeiej rosnacy od kazdego z ciagdw powyzszej tablicy.

*8 7. Sumy uogélnione liczb kardynalnych. Niech 7' bedzie
dowolnym zbiorem, f — funkeja okreslong w tym zbiorze, ktérej war-
tosciami s liczby kardynalne, Zamiast f(#) pisaé bedziemy f,.

Zalozymy, ze funkeja § czyni zadodé nastepujacemu warunkowi:

istnieje funkeja 7' okreglona w 7T, ktérej wartosciami sg zbiory
takie, ze 7o =f, dla wszystkich e 7.

Dla wieln funkeji § zatozenie (W) daje si¢ udowodnié¢ bez trudnogei.
Jest tak np., gdy f ma skoriczons tylko-ilo§é wartosei. Wykazemy w roz-
dziale V (§ 3, uwaga 7), e kazda funkcja § czyni zado§é warunkowi (W);
W rzeczywistodci wiec zaloienie (W) nie zmniejsza ogélnofei naszych
rozwazan.

(W) {

¢ Twierdzenie 1. Istnicje taka fuﬂkcjw F okreSlona na T i majgca
zbiory jako wartosei, e ’ 2 o

1) ’ Fo=f. dla 2T,

(2) CFeFy=0 dla my.

- Jesli f)onadto f(l) i P sq dwiema fu'nkcjdmi, czynigoymi zadosé

warunkom (1) i (2), to Y FY~3 FO.
: x x

Dowéd. Przyjmijmy dla #e T
F=FQ x {a}, _
gdzie FO jest jakakolwiek funkejg, czynigea zadodé warunkowi (W).
Jesli =y, to F,-F,=0, gdyz zbiér F, sklada si¢ z par o nastepniku z,
a Fy, z par o nastepniku y. Ponadto E:W:fx. Funkeja F czyni wiee

. zado§é warunkom (1) 1 (2).

1) Twierdzenie 2° pozostaje w zwiazku z zagadnieniém istnienia kryteriéw zbiez-
nosei szeregéw nieskonczonych.
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 Zaléimy teraz, ze funkeje F® i F® czynis zadodé warunkom (1)
i (2). Dla kazdego zeT zbi6r &, funkeji wzajemrie jednoznaeznych,
odwzorowujacych F® na P jest wiee niepusty. Jesli a=y, to Dy Py=0,

gdyz kazda z funkeji nalezacych do @, ma Y jako zbiér argumentéw, -

9 wiec jest roézna od kazdej z funkeji nalezgeej do .

Z pewnika wyboru wnosimy, ze istnieje zbiér ¥, zawlerajacy do-
kladnie po jednym elemencie wip6lnym z kazdym ze zbior6w &,. Niech
@: bedzie jedynym elementem iloczynu ¥-@,; jest to WilQG funkzc]a od-
wzorowujaca w sposéh wzsjemnie jednoznaczny zbiér 7P na 7P,

Dla- kazdego te pX 11’9) istnieje dokladnie jeden element x taki, ze

x ' )
te P, oznaczmy go przez o(f) i prayjmijmy
) =@x(8), 1} 7‘=,Z;<P,,~ '
XEY . .

Funkeja f odwzorowuje sume Y FY na sume 3 F® w spos6b waa~

x x
jemnie jednoznaczny (ob. uwags 2, sty, 117):

H(EF) = S FQ,
xel xeT

SFO ~ SFD.

n . xel' xel
Definicja. Suma liczb kardynalnych . dla » e T' nazywamy liczbe
kardynalng Y F,, gdzie F' jest jakgkolwiek funkejg, czyniges zadosé wa~
runkom (1) § (2). ‘
Liczbe te oznaczamy symholemt Zyerf. lub krécej Zf., tj.

a zatem

(3) N foz T-Fx-

xel X€

Definicja ta jest poprawna, gdyz lezba X F, nie zalezy od wyboru
funkeji F czyniace] zadod¢ warunkom (1) i (2): a przy tym funkeja taka
zawsze istnieje. Nie mozna jednak tego- udowodnié bez odwolywania
sig do pewnika wyboru, wskutek czego samo uzywanie pojecia sumy
dowolnej mnogosci liczb kardynalnych zaltada z goéry uprzednie przy-
jecie pewnika wyborul). . ’

Jefli T={1,2}, to Zirfi=f-+f. Jesli T=F, to zamiast znaku
sumy uzywamy tez symbolp ‘

i 0
‘ fit+fatfat- lub né;fn
i méwimy o sum@e szeregu liczb kardynalnych;

') Na fakt, e defininjac sume nieskoficzonego ciggu liezb kardynalnyeh musimy
powolywaé sie na-pewnik wyboru, zwréeit uwage W. Sierpifski w pracy: Sur
Vagiome de' M. Zermelo et son réle dans lo Théorie des Emsembles et Amnalyse, Bulletin
de I'Académie des Sciences de Cracovie, Cl. Sei. Math. et Nait., seria A, 1918, str. 112.

]

iom.
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° Twierdzenie 2 (uogdlnione prawo przemiennosci). Jesli ¢ jest
dowolng, permutaciq zbioru T, 10 Zfe=Zfpey.

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze
gfx = Ex F :Sx Fop =§f¢(¢t>
(gdzie I jest dowolng funkeja czyniacy zadodé warunkom (1)1 (2)), na
mocy twierdzenia 3 rozdziatu II, § 8, str. 65, oraz wzoru (3).

° Twierdzenie 3 (uogdlnione prawo lgeenosei). Jesli T=2T,,
el
prey ceym zbiory Ty sq rodagczne, to Y

HZfo =32 fx)

yel xtTy

Dow6d. Przyjmijmy dla y eI

gy=2fx7 t"j' dy = Z—Ex-

x(Ty
Zatem :
Say=3 (3 F:) =T,
. yerl per xs’l’y xt'lv'h
na mocy twierdzenia 2 z rozdziahi II, § 8, str. 65.
- Wnosimy stad, ze
28 *”‘x,‘Zfoy

' pel
co dowodzi twierdzenia 3.

° Twierdzenie £ (uogdlnione prawo rozdzielnosei mmnosenia wegle-
dem dodawania). Dla dowolnej liceby kardynalnej m zachodzi wedr

(TH)m = I m).
Dowéd. Niech M=m. A wiee
(Stim=SFIXHE oraz 3 (fx-m) = TFxx o),
zara,zeﬁl (ob. éwicz. 2 z rozdziatu II, §8, str. 69)
' (SF)x M= 3 (FX M),
° Twierdrzenie 5. Jedli q.<f. dla v €T, to é’g, gg fer

Dowéd. Niech K, bedzie rodzing tych XCF,, ktére sg moey g.-
W my{l zalozenia K,==0 dla kazdego z ¢ T. Istnieje wiec (por. twier-
dzenie 3, str. 74) funkcja

GePK,, tj. G,cK,.
xeT .



Yakuza


128 ROZDZIAL IIL. Teoria mocy.

A zatem .
Gx CF:: i _G_x= Ox)
co dowodzi, ze Y g <Y fx.
x x
° Twierdrzenie 6. Jesli SCT, to

skad ZGxCZFx Zax=29m
3 x x . X

2i<

xeS - x€T
Dowéd. Przyjmijmy e .

fo dla el

=10 dla zeT—48. -
7 twierdzenia 5 Wynika, %e ng< 2’ fx, 228 2 gx=Z; fe-

. PRZYKEAD. Przyjmijmy I'= f] oraz §={1,2,...,n}. Z twierdze-

nia 6 wynika, ze
f1+f2+ +fn<2fm

Uzywajac termmologn zapozyczone; z analizy mozemy powiedzieé, Ze
suma szeregu nieskoriczonego liczb kardynalnych jest nie mniejsza od
dowolnej jego sumy czastkowej.

° Twierdzenie 7. Jesli f.=m dla wszysthich x ¢ T, zaé n=

2 fe=men.

Dowod Niech M=m. Dla kazdego « istnieje wiec funkeja od-
wzorowujaca wzajemnie jednoznacznie zbiér F. na If; niech: @, bedzie
« ghiorem ' wszystkich tych -funkeji. Z pewnika .wyboru wnosimy, ze
istnieje zbiér ¥, zawierajacy dokladnie po' jednym ‘elemencie wspol-
nym z kazdym ze-zbioréw &,. Niech f; bedzie jedynym elementem
iloczynu ¥- @,. '

Przyjmijmy dla t e 3 Fx

T, to

s (t)=<fx(t'):w>)
gdzie @ jest (jedynym) elementem zbioru 7' takim, ze:t e F.

Funkeja ¢ odwzorowuje sume XF, na produkt M x T. I‘unkc]a
ta jest Wza]emme ]ednoznaezna Istotnie, jesli ;

={fe(t)y@> 1 Pt)=fx,(2), ®2D,

t0 z &y, wynika tyFty, gdys 4 i t, nalezg wowezas do roztgeznych zbio-

16w F,, i Py, ; jesli zas o, =x,=n, to ze wzajemne]j jednoznacznosci funkeji fx
wnosimy, ze z @()+=oe(l,) wynika #;==1,

A zatem XFP.~MxT, co dowodzi twierdzenia 7.

°1”wmerdzewie 8. Jesli fo<m dla we T, z0d m= =T, to Zfe<m n

Dowéd. Przyjmujac my=m dla v T, Wnosnny z twierdzenia B, ze
2 21y, a 2 twierdzenia T, e Zm,—-m n

icm

Tloczyny uogélnione liczb kardynalnych. 129°

PRZYKEADY. 1. Obliczymy sume Zk,, gdzie k. jest liczba na-
turalng, a' n przebiega zbiér J liczb naturalnych, W tym celu za-
uwazmy, ze z twierdzenia 7 wynikajg réwnofel
141414
atata+t...
a poniewaz w my#$l twierdzenia 5. -

141414 <§’1k,. <atatat ..,

=1.a=q,
=0-a=a,

{4)

wieec na mocy twierdzenia 2 z § 5, str. 117, otrzymujemy

W szezegbélnodei wiee -
2424 2+..=q,
142+ 3 +...=q,

U4+214-814 .=a. .

Jest rzecza ciekawa, ze zadnego z tyeh trzech wzoréw nie mozna
udowodnié bez odwotywania sie do pewnika wyboru.

2. Ze wzoru (4) wnosimy, ze suma przeliczalnej ilofei zbioxéw prze-
liczalnych jest przeliczalna (por. § 2, twierdzenie 7, str. 104). '

3. 7 twierdzenia 7 wynika,-ze ¢4-c¢-...=¢-a=c. Podobnie suma
Zyerfx, rozciagnieta na zbiér T moey ¢, o wazystkich skladnikach réw-
nych ¢ jest réwna c-¢, czyli ¢

*§ 8. Iloczyny uogélnione liczb kardynalnych. Korzyztad
bedziemy, jak poprzednio, z pewnika wyboru i zakladaé bgdzmmy, ze
§ jest funkeja, ktoérej wartodciami sg lezby kardynalne i ktora czym
zado$é warunkowi (W) ze str. 125.

o Twierdrenie 1, Jefli FO i F@) sq dwiema funkcjomi takimi, Ze
FO= fx—77 dla zeT, to

PFY = PFP.
xeT
Dowdéd. Podobnie jak w dowodzie twierdzenial z § 7 dowodzimy
(na podstawie pewnika wyboru), ze istnieje zbiér, ktéry dla ka{zdego @
zawiera dokladnje jedns funkeje @, odwzorowujaca 7O na FP.
Przyporzadkujmy funkeji -f; e P F® funkeje f,, dana wzorem

xel

) fut) =@ifu(®)) dia teT.
Poniewas f,(t) eF‘D dla kazdego teT, zatem @q(fy(t)) e<pt(l7‘(1))~17’(2)
eo dowodzi, ze fy(t) € , czyli f, ePFt .
9

Kurs Teorii Mnogoéci.
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Jedli fi=f, to dla pewnego - jest fi(t)==fi(t), co wobec wzajemnej
jednoznacznogei funkeji ¢ dowodzi, Ze )
Pilf1(1) = @ (D),
czyli f3(t)==f3 (t). Odwzorowanie przyporzadkowujace funkeji f; funkeje f,

jest wige wzajemnie jednoznaczne.
Zauwasmy wreszcie, ze jesli fzePFSf), to funkeja f, okreflona

wzorem
Ht) =7 {f:(t)

nalezy do PFPi czyni zadogé warunkowi (1). Kazda wige funkeja nale-
saca do PF® jest przyporzadkowana pewne]j funkeji nalezgeej do PFY.

W ten sposéb twierdzenie 1 jest udowodnione. Prowadzi ono do
nastepujacej definicji:

Definicja. Tloczynem liceb kardynoalnych fx nazywamy mo¢ pro-
dukta P,F., glzie F jest dowolng funkeja taka, ze Fr=fx, tan.

5 =P_GTF,¢, glzie Fo=f:.
X

xeT
Podobunie jak dla sumy, tak i dla iloczynu, samo uzywanie pojecia
iloczynu wymaga pewnika wyboru, bez ktérego nie mozna udowodnié
twierdzenia 1, stanowiacego podstawe dla definicji iloczynu.
Jesli T={1,2}, t0 Iierfr="F; far W zwigzku z tym wzorem pozostaje
symbolika f;-fy-...y Wb [[fa, gdy T=J.
n=1
7 twierdzeh 3, 4 i 5 udowodnionych w § 1, str. 9798, otrzymu-
jemy natychmiast prawa preemiennodei, tacenodei 1 rordeielnosei:
g fa= L] fom
TR =[f gle T=37, i TyTy=0 da gk,
(Ix] fa)e =] 4.

Jedli wszystkie wartodei funkeji f sa sobie réwne, to iloczyn po-
krywa si¢ z potega, tzn. :
(@) jedli fo=f, dla @eT i t=T, to [[fe=fb.

Z twierdzenia 4 z § 1, str. 97, wzér (13), otrzymujemy na podstawie
definicji sumy liczb kardynalnych wzér

3) % = [1(f%).
1
Zanotujemy wreszcie bez dowodu twierdzenie
(4) jefi gx<Txy to [lax<[Tfs
X x

analogiczne do twierdzenia 5 z § 7.

iom
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PRZYKEADY. 1. Przyjmijmy w (2) fo=a i T=J; opierajac sie °
na wzorze a*=c (por. § 6, str. 121, wzér (7)) otrzymamy
a-aan.=et
2. Przyjmijmy w (2): f,=2 i T=J. Wobec réwnosci 2°=c otrzy-
mujemy
, 2.2-2-...=c.
3. Ze wzoru (4) wynika, ze 2-2.2...<2-3-4:5.... 1 2:3-4-5-..<
<a-a-a-... Wobec twierdzenia 2 z §5, str. 117, wnosimy stad, ze
1.2-3:4-...=c.
Tak samo mozna wykazaé, ze & -ky-kg-...=c¢, jesli stale ky>1.
© ° Twierdzenie 2 (J. Koniga) ). Jesli g.<f. dlo kaidego x e T, to
%‘ gx<gfx'

Dowéd. Zgodnie z zalozeniem (W) (str. 128) istnieje taka funk-
cja F, ze F,=f,. Mozemy zatozyé, ze Fr-Fy=0 dla oy (por. § 7, twier-
dzenie 1, str. 125).

Rozumujac. tak jak w dowodzie twierdzenia 5 z §7 wnosimy, ze
istnieje taka funkeja &, ze GyCHy i Gri=g. A zatem @ G;=0 dla
2wy i Fr—Gxa0.

Wykazemy najpierw, ze

)] §9x<gfx-

Niech f bedzie dowolng funkeja nalezgea do produktu P(F.—G-).
x
Funkeja taka istnieje na mocy twierdzenia 3 z rozdziatu II, § 10, str. 74..
Dla kazdego a e G- przyjmijmy
__fflw) dla enoneGx
j“(w)—"{a, dla @ eGy.

Jest jasne, ze f,e P Fy. Jefli a==b, to faEfs, gdyz o 1 b nalezg albo
do réznych skladnikéw Gy, Gy 1 wtedy fol@)=a ¢ Gy, fo(2)=f(%) e Fx—0Cx,
a wiee f,(®)==1(®), albo tez a 1 b nalezg do tego samego skladnika Gy
i wtedy fa(®)=a==b=/5(®). :

Funkcje f, tworza zatem podzbidr produkte PF, réwnoliczny
z sumg X Gy, co dowodzi wzoru (5). '

Pozostaje do udowodnienia, ze

(6) : ggx%:gfx-

1) Por. J. Kénig, Zum Konti problem, Mathematische Annalen 60 (1904),
str. 177—180.

0%
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Zauwazmy w tym celu, ze kazdy zbiér § réwnoliczny z sumg X Gy
daje sie przedstawié jako suma zbioréw rozigeznych:

S=>H,,  gdzie Hy=g,.

Zaléimy, s SCPF,. Niech heH,. A wiec h(t) e F; dla kazdego ¢
i w szezegblnodel h(z) e Fy; jedli wiee h przebiega zbiér Hy, to_elementy
h(z) tworza podzbiér K, zbioru Fy, przy czym Kx<Hx=gx<F—x (por. § 5,
twierdzenie 5, str. 119). Wynika stad, ze Fr—EK,+0 dla kazdego a,
a wiee P(F,—K,)==0.

Niech peP (F,—K,). A wiee p(#) non e Ky, skad ¢ noneH,, gdyz
dla wezystkich h e Hy jest h(z) ¢ K. Fankeja ¢ nie nalezy zatem do zad-
nego skiadnika H, sumy §, tj. pnone 8, a zatem S=4=P.JF. Wynika
‘stad wzér (6). . ‘

Przyjmujac w twierdzenin Koniga ge=1, fx=21 m=17, otrzymujemy
znang nam z §5 (wzér (2), str. 112) nieréwnosé Cantora

v m<< 2™
Twierdzenie Koniga jest zatem uogélnieniem tej nieréwnogci.
Wniosek 3. JeSli my<<mapq dla n=1,2,..., oraz my>0, to
Sma<[] Mg ‘
n=1 n=1
Dowéd. Z twierdzenia Kéniga wynika, Ze
My M+ g+ . < Ty * g Mg oy
a wiee tym bardzie] :
My M4ty ... <ty - 1y M- .

Wwfi?gek 4. Dla sadnej liceby kardynalnej 1 polega n® nie daje sig
preedstawic jako suma szeregqu nieskohczonego rosnaeych liced kardynalnych.

Dowéd. Niech 1= i
sz, 130) nt=my+my+... Stad m.<n® a wige (por. (4),

[ma < () =n° = S,
Con= n=1

W mysl twierdzenia 3 ciag my,m,,... nie moze byé rosngey.
- W szezegélnodel wige liezby ¢ i 2¢ nie 83 sumami szeregéw nieskoii-
czonych rosnaeych. Z drugiej strony liczba

R a--204 22"
i ogélniej liczba A

Condeang ety
dla zadnego 1 nie jest potegs o wykladniku q.
OWICZENIE. Jedli f.>1, to Zife <ify.

icm
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§ 9. Zbiory skoriczone. W § 2 okrelilitmy zbiory. skofczone
jako zbiory réwnoliczne z pewnym odeinkiem zbioru liezb naturalnych.
Definicja ta wymaga zalozenia, ze istnieje zbiér liczb naturalnych. Po-
dobnie ma si¢ rzecz z podang na str. 100 definicja zhioréw przeliczal-
nych i liezby a.. . . :

*" Obecnie podamy definicjg zhioréw skofezonych i przéliczalnyeh’
sformutowang wylacznie w terminach ogblnej teoril mnogodei. Pozwoli,
to na ugruntowanie arytmetyki, a wraz z nia cate] tzw. matematyki kla-
sycznej, jako czgfci teorii mnogodei®).

Metoda, ktorg zastosujemy, polega na skonstruowaniu w ogélnej
teorii mnogosei pewnego-surogatu liczb- natiralnych. W tym celu obie-
ramy dowolny zbiér nieskonczony A (ktérego istnienie postuluje aksjo-
mat VIIL) i dzielimy zbiér 24 na klasy roztgcezne, zaliczajac do jednej
i tej samej-klasy dwa zbiory wtedy i tylko wtedy, gdy-s3 one réwno-
liczne. Klasy, zawierajace zbiory skorczone (w sensie, ktéry sprecyzu--
jemy ponizej), zastepuja w zupeinodci liezby naturalne. -

Definicia 1. Zbiér X nazywa sie elementem nasyconym (wagleinie:
niepraywiedinym) rodziny zbioréw A, jesli Xed i nie istnieje w A4
zbiér Y zawierajacy (wzglednie: zawarty w) X i rézny od X. '

Definicja 2. Thbiér X jest skorezony, jesli kazda niepusta rodzina

jego podzbioréw ma element nasycony.
.. "UWAGA. Poréwnujac definicje 11 2 z pewnikiem VIII (rozdzial IT,
§ 3, str, 50) widzimy, Ze pewnik VIII stwierdza istnienie zbioru A _ta-
kiego, #e pewna rodzina jego.podzbioréw nie ma elementu nasyconego.
Inaczej moéwige pewnik VIII stwierdza istnienie co najmniej jednego
zbiofu, ktéry npie jest skonezony w.sensie definicji 2..

7. definicji 1 i 2 wynika natychmiast

1) Pierwsze préby ugruntowania arytmetyki jako dzialu teorii mnogosei pocho-
dza od G. Frege'go (1848—1925). Por. jego ksiazke Die Grundlagen der Arithmetik,
Wroctaw 1884, oraz B. Russell i A. N. Whitehead, Principia Mathematica, t: 1T,
wyd. 2-e, Camibridge 1926, rozdzial *120.02. Prace’ Fregego i Russella nie dofyczyly,
4oikle rzecz biorac, aksjomatycznej teorii mnogosei lecz pewnych teorii pokrewnych,
ktére w chwili obecnej stracily na znaczenin. N:a‘ moznoéé zbudowania teorii zbioréw
skoficzonych, a wiee i arytmetyki na gruncie aksjomatycznej teorii mnogosei, wekazal
pierwszy E. Zermelo, Sur les ensembles finds et le principe de Pinduction compléte, Acta
Mathematica 32 (1909), str. 185—193. Réine definicje skoficzonoéei podali m. inn.
Dedekind (w pracy cytowanej na str. 136), W. Sierpinski, Sur Paziome de M. Zermelo
et son réle dams la Théorie des Ensembles et Analyse, Bulletin de PAcadémie des Sciences
de Cracovie 1918, str, 106, K. Kuratowski, Sur la notion de I'ensemble fini, Fundamenta,
Mathematicae 1°(1920), str. 130, A. Tarski, Sur les ensembles finis, Fundamenta Ma-,
thematicae B (1924), str. 45—95. Z tej ostatniej pracy pochodzi definicja 2 podana
ponizej. ER. . 3 e -
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Twierdrenie 1, Zbiér pusty jest skothczony.

Twierdzenie 2. Josli 2bidr X jest skorczony, to dla katdego a #bidr
. X4-{a} jest tes skoticzony. :
~ Dow6d. Niech 4 bedzie niepusta rodzing podzbioréw sumy X-{a}.
Rodzine 4 mozemy przedstawié jako sumg A,+4,, zaliczajac do 4,
te zbiory Y e 4, ktére nie zawieraja a, zag do 4, zbiory pozostale. Oczy-
widcie 4,C2%, a wiec A, ma element nasycony, o ile 4,;==0.
Jesli 4,~0, to A=A, i A ma element nasycony.
Niech wigc 4,0 i niech

4* = EUICI)(T+{a) e 4]

Poniewaz 0==.A4*C2%, wigc A* ma element nagycony ZT\.

Jesli Yed i YDTy+{a}, to ¥ e Ay, a wiee Y—{a}eA* Wobec
inkluzji Y—{a}DT, wynika stad, ze Y—{a}=Ty, a wiec Y=T,-{a}.
Poniewaz T,+{a}ed, wnosimy z tego rozumowania, ze T+ {a} jest
elementem nasyconym rodziny 4.

Kazda niepusta rodzina podzbioréw sumy X -+ {a} ma wiec ele-
ment nasycony, co dowodzi, ze zbiér X-{a} jest skodczony.

Twierdzenie 3. Zbidr réwnoliceny ze zbiorem skothozonym jest skot-
cromy.

Dow6d. Zalézmy, ze zbiér X jest skoriczony i ze funkcja f ustala
réwnolicznosé zbioréw X i ¥. Wykazemy, ze dowolna niepusta rodzina 4
podzbioréw zbioru Y zawiera element nasycony.

Rozpatrujemy w tym celu rodzing B=Ey[(MCX)(f(M) ¢ 4)], za-
Wfl:rt@ w 2%, a wiec majacs element nasycony B,. Zbiér f(B,) nalezy oczy-
wiscie d? rodziny "A. Jesli Ted i TDfB,), to f(T)eB i f(T)DB,,
skad f (I)=B,, a wige T=f(B,). Zbidr f(B,) jest zatem elementem
nasyconym rodziny 4. -

_ W dalszym ciagu oznaczaé bedziemy przez A pewien staly #bidr
nieskoriceony.

Definicja 3. Dla XCA przyjmujemy (por. § 1, str. 97, uwaga 1):

X,= 5 (YCA)(T~X).

Przez ETt(zii) oznaczamy klase wszystkich rodzin X 4; gdzie X jest
dowolnym skoriczonym podzbiorem zbioru A.
Zachodzy latwe do sprawdzenia wzory:
) IF@u=TT0% dla 6cd—X i bed—X |
1 ogélniej
(2) (X~Y)=(X,=Y,) dla XCA i YCA.

i K
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Jedli A e N(4), to o
(3) Xed > Xu=A4A.

Definicja 4. Dla kazdego skoriczonego podzbioru X zbioru A4
przyjmujemy:

4 X*—Tt{a5a, gizie aed—X.

Wykazemy ponizej, ze klasa RN(4) posiada dokladnie te same wia-
snofei, co zbiér liczb naturalnych, funkeja za$ A* (gdzie A e RN(A)) —
te same wlasnogei, co funkeja n+1.

Twierdzenie 4. {0} ¢ N(A).

Tstotnie, 04={0}, za$ zbiér pusty jes skoriczony.

Twierdzenie 5. Jesli A ¢ R(4) to A*={0}.

Dowé6d. Niech A:—_fA oraz a e A—X. Wowezas 0= X+{a} e 4*

Twierdzenie 6. Jeili A ¢ R(A), to A* « (4).

Dowéd. Rodzina A jest postaci: A=X,, gdzie X jest zbiorem
skofczonym. Poniewas zbiér 4 nie jest skoriezony, wiee X==4, co wobec
XCA dowodzi, 26 A—X==0. Niech a ¢ A—X. Rodzina

X+ {Q}A=B

nalezy do 9(A4), gdyz zbibr X+{a} jest skoticzony (por. twierdzenie 1).
W myfl (4) B=A4* a wiec A* e R(A).
Twierdzenie 7, Jesli A e N(A), BeR(4) i A*=B* to A=B.
Dowéd. Niech A—=X,, B=Y4, acA—X, be A—Y. A zatem

A*=FFa i B'=T+{u

. Wobec A*=B*, jest X-{a}~Y-{b}, skad na mocy twierdzenia 2

z § 1, str. 96, wynika X~Y, a wiee ¥,=Y, (na moey (2)), tj. A=B.
Twierdzenie 8. Jesti M jest podklasq klasy N(A), ktdra czyni za-
dodé dwu nastepwjgeym warunkom:
(8 {0} ¢ MM, (6) A e PrA* M,
to M=N(4). i
Dow6d. Zatézmy, ze W(A)—WM=+=0 i piech 4 e N(A)—D. Wyka-
zemy, ze zatozenie to prowadzi do sprzecznosci.
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% AeNA) wynika, se A=X,, gdzie X jest skorczonym podzhio-
rem zbioru 4; przy tym X0, gdyz 0x={0}, a {0} ¢ na mocy (5).

Niech B bedzie rodzing tych YCX, dla ktérych Y, e« M. Rodzina
t& jest niepusta, gdyz np. 0« B. Poniewaz za$ zbiér-X jest skorezony,
wige rodzina B zawiera element nasycony np. B. Wynika stad, ze

) ' By,
(8) T Hedli BCICX i ’fAEEIR, to Y=B.

Z (7) wynika, 26 B=4X. Dla, dowolnego ¢ ¢X—B .‘jest:'wifg.c

BCB+{a}CX i B+B+{a}, a zatem B-{a],non <M. BN
Z drugiej jednak strony B+{a}s=Bj, a witc z (7)'i (6) wynika
B+{a}s ¢ M. Doszliémy w ten sposéb do sprzecznosei. S

UWAGI. 1. Jak wykazdl G. Peano, arytmetyka liezb. naturalnych

qp@rta: byé moze na nastepujgeych, aksjomataich: .
1. 0 jest liczhg naturalng; o ‘ o
2. jesli @ jest liezbg natiirdlng, to a1 jest liezbs ndtﬁraina‘;
3. jedli q:i b 83 liczbami.naturalnymi i dok1=b1-1, to a=b;
4. jesli @ jest liczby naturalng, to. a+1<=0; - P

5. jesli M jest. zbiorem- spelniajacym warunki: “061"[’ e M—

~(a+1) e M, to M zawiera wszystkie liczby naturalne.

Zastapmy w tych aksjomatach 0 przez {0}, @i bprzez 41 B, a+1
i b+1 przez A* i B* i zwrot: ,,jest liczba naturalng” przez e RN(4)”.
Zakiadajac, ze A jest zbiorem nieskoriczonym, wnosimy z twierdzes 48,
Ze aksjomaty s3 przy tej interpretacji spefnione. Poniewaz istnienie co
n%gmniej:vjednego zbior nieskonézonego bylo przyjete jako aksj omat VIIT
wige kazdy aksjomat arybtmetyki (a zatem tez kazde twierdzenie arytme-y
tyki) ma swéj odpowiednik, ktéry moze by¢ wyprowadzony z aksjoma-
6w teoril mnogosci. Podobnie kazde pojecie a:fytmétyczne daje si¢ okre-
§lié na gruncie samej tylko teoril mnogosei.

‘W szczegbélnosei pojecian arytmetyczhe, ktére Wystgi;oWale' ‘W okre-

éilériia‘c'h zbiotéw skofiezonych i zbioréw przeliczalnych moga "byé zasty-"
pione pojeciami ezysto teorio-mnogofciowymi. Lot e

i 1;1) zmodyfikowana definicja przeliczalnosei brzmi jak nastepuje:
2bi jest preeliczalny, jesls istnieje abiér nieskohoron A § taka ¥lasa
MCR(A), .se. TAING5 - o, ('l v tanae O(LS‘Q.
] 2. Z})iér nazywamy skofczonym w znaczeniu Dedekinda, jesli -nie
Jg;ﬁ on lzqyfrnqlx'czny z zadng 8w czefcia wladciwg 1), )

" 17’) Por. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zaklen, Brausischweig 1888,

& .
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o . Aby ustalié zwiazek tej definicji'i definicji 2, udowodnimy najpierw

Twierdzenie 9. Zbidr X jest nieskoticzony w enaceenin Dedekinda

wtedy i tylko wiedy, gdy zawiera zbidr prezelicealny nieskorhczony (w zwy-
Ttym sensie). !

. Dowdéd. Zalézmy najplerw, ze zbiér X jest nieskohczony w zna-
QZenid Dedekinda, tj. ze jest on réwnoliczny ze swym podzbiorem wia-
§eiwym X,. Niech f bedzie funkejs ustalajacy réwnolicznodé X i Xl"
I prayjmijmy X,=f(X;), X;=FX,),... Poniewas '
f(X—X1)=X1*X§7 ‘f(%ﬁ—‘xz):‘xs_xax ) f(Xn‘*.Xn+1)= a1 Ant2y ey
oraz X —X;==0, wiec r6znice ;

XXy KXy XXy
89 niepuste i rozlaczne. ‘ oo
Niech ae X=X, A'wiec f(a)e X, X,, ff(a)e X,— X, itd. i ciag nie-

skofczony
‘ @, ‘f(a'); THa),... » E
jest zlozony z samych réinye}i %yraiéw; zbiér tych Wyrazéw jest wiee
przeliczalnym podzbiorem nieskoriczonym zbiorw X. -+
‘- Zalézmy teraz ma odwrét, ze zbiér X zawiera nieskoriczony pod-

' ghiér przeliczalny Y. Niech

?/1:(‘/27-~-;yn7-<--;“ »gd,Zie y}.#‘?/z. dla ZG=|=Z7 .
bedzie ciaggiem utworzonym ze-wszystkich: elementéw zbioru ¥. Funk-
cja f okreslona wzorami

f(w)== dla 2 X—Y -
@ =Yupa dla n=1,2,., B
jest wzajemnie jednoznaczna i odwzorowuje zbiér X na X—{y;}. Zbiér

" X1 jego czedé wlasciwa X —{y;} s’gad wige réwnoliczne.

Twierdzenié 10. Zbidr skotczony w sensie 'definicji 2 jest skort-
Geony w znaczeniv Dedelinda. L - o
" Dowéd. Nalezy okazaé, ze jesli zbiér X jest nieskoriczony w zna-
czeniu fDedekj_nda, to nie jest skoriczony w sensie definicji 2, tj. zZe
istnieje rodzina A jego podzbioréw bez elementu nasyconego. Aby taka
rodzing skonstruowaé, rozpatrujemy ciag : )

YiyYay ey Ynyorry glzie -y € X 1 ypsey, da k=Rl
istniejacy na mocy twierdzenia 9: Za A przyjmujemy rodzine zbioréw:
Wy Wu¥alsh o yenlsh
Rodzina ta oczywiicie nie ma elementu nasyconego.
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° Twierdzenie 11 (odwrotne). Zbidr skotczony w znaczeniu De-
dekinda jest skoticzony w sensie definicji 2.

Dowdd. Nalezy wykazaé, ze zbi6ér nieskonczony (w sensie defi-
nicji 2) jest nieskodczony w znaczenin Dedekinda, tzn. zawiera ciag
nieskoriczony.

Zatbzmy zatem, ze zbiér 4 jest nieskodezony, tj. ze istnieje nie-
pusta rodzina 4C24 bez elementu nasyconego. Dla kazdego wiec X ed
rodzina M(X) zbioréw Y, dla ktbrych Y e 4 i XCY+X, jest niepusta.

Z ogblnej zasady wyboru (rozdziat II, § 10, str. 74) wynika, ze
istnieje taka funkeja f, ze f(X) e M(X) dla X e 4. A zatem

f(X)ed 1 XCHX)ZX. ,
Obierzmy teraz dowolny zbidr X e d i utwérzmy cigg zbioréw
X=f(Xy), Xp=fXy), ..., ZXnpa=f(Za),...
Mamy “wiec:
Xped, XotZXnp, XaCXpp dla n=0,1,2,...

Réznice X,44—X, tworza zatem cigg zbioréw niepustych, roz- \

acznych i zawartych w A. Stosujac pewnik wyboru wnosimy, ze istnieje
zbidr B, zawierajaey dokladnie po jednym elemencie z kazdej z réznic
Xnp1—Xn. Oznaczajge ten element przez a,, otrzymujemy nieskoriczony
ciag réznych elementéw zbioru 4, c.b.d.o.

Definicja Dedekinda mniej nadaje sie niz definicja 2 do budowania
na jej podstawie arytmetyki, gdyz juz w najelementarniejszych twier-
dzeniach arytmetyki wymaga ona powolywania si¢ na pewnik wyboru.
Definicja ta odegrata jednak duzg role, jako pierwsza préba sprowadze-
nia pojeé arytmetycznych do pojeé teorio-mmogosciowych.

GWICZENIA. 1. Jedli zbiory 4 i B sa, niegkoriczone, to (A) ~ R(B).
2. Na to, by zbiér X byl nieskorczony w znaczenin Dedekinda

potrzeba 1 wystarcza, by jego moc m czynita zado$é réwnanin m—4l=m. -

3. Na to, by zbiér X byl skofezony (w sensie definicji 2), potrzebs
i wystarcza, by zbiér 2¢* byt skofezony w znaczeniu Dedekinda.
[Russell-Whitehead].
) 4. Na to, by zbiér X byl skoriczony (w sensie definicji 2), potrzeba
i Wstweza, by kazda rodzina jego podzbioréw, addytywna (tj. zawie-
Tajaca sume kazdych dwéch zbioréw, ktére do niej naleza) i zawiera-
Jaca wuzystkie zbiory jednostkowe {x}, gdzie @ e X, — zawierala jako
elementy wszystkie podzbiory niepuste zbiorn X. ‘

cm

ROZDZIAL 1IV.

Zbiory uporzqdkowmie.

- § 1. Relacje porzadkujace. Niech A bedzie dowolnym zbiorem,

R — relacjy, ktérej pole zawiera A (por. rozdzial II, § B, str. b4). M6-
wimy, ze relacja R jestl): : :

2wrotna w A, jesli xRz dla kaidego z e 4,

praeciwewrotng w A, jesli xnon Bx dla kazdego we A,

symetrycena w A, jefli dla dowolnych @,y ¢4 z wky wynika yRw,

przeciwsymetrycena (antysymetryczna) w A4, jesli dla dowolnych
2,y € A z xRy wynika y non Rz, .

preechodnia w A, jedli dla dowolnych z,y,2¢4 z xRy i yRe wy-
nika @Rz, . )

slabo asymetryczna w 4, jesli dla dowolnych a4,y ¢ A z aRy i =y
wynika y non Rz lub, co na jedno wyehodzi, jefli z Ry i yRx wynik_a
2=y dla dowolnych z,y ¢4, ’

spdjna w A, jesli dla dowolnych dwu réznych elementéw 2,y e A
mamy badZ xRy, bads yEe. - - :

Zapisane wzorami logieznymi definicje te majg nastepujaca postad:

[1 (#Ex) zwrotnosd,

x]? (2 non Rx) przeciwzwrotnosé,
"ﬁ (wRy — yRax) symetria,
| :”z'z(wR?! — y non Ex) antysymetria,

I] [(@Ry) (yBz)— (2=y)] slaba asymetria,
x'yl‘f [(=Ry) (yRe) > (2Rz)] przechodniogé,
x’jlifi(w#y) — (¢Ry+yEw)] spbjnosé.

* .

1) Systematyczne badania wiasnoSel relacji (dwucztonowych) zslupocz&tknv:mfli-
Russell i Whitehead w dziele Principia Mathematica, tom 1, 2-e wydanie, Cambridge

1925, czeéé IL.
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