ROZDZIAL II.

Relacje. Funkecje.. Dzialania nieskorczone.

§ 1. Funkeje zdaniowe. Kwantyfikatory. Rozpodzniémy ter

erSizia&, podobnie jak poprzedni, od podania pewnych wiadomosei z lo-
giki, na ktére bedziemy sie powolywali w toku dalszych rozwazanh 1)

Nazywamy funkecjq edaniowq o jednym argumencie jakikolwiek wa-
runek, natozony na dowolny przedmiot naszych rozwazah (np. liczbg
punkt, zbiér itp.). Funkcjami zdaniowymi sg np. warunki: ’

2>0, 22<0, X jest zbiorem niepustym'.

Funkeje zdaniowe oznaczamy symbolami &(a), ¥

. z we 0 z), ¥(2),0(y),... Zaste-

ﬁu{adg ;: funkeji zdaniowe] argument » dowolng, staly (tzn. ,nazw’fy jakiego~

- kolwiek przedmiotu, np. nazwg liczby lub zbioru), otrzym: i
prawdziwe Iub falszywe, np. " ymamy wante

1>0, B2<0, zbiér liczh pierwszych <5 jest niepusty.

Méwimy, ze przedmiot & spetnia funkeje edaniows @(»), jesli zda- -

nie, powstajace z &(») przez zastapienie ar, T i
J _ . .argumentu » nazwsg prze i
tj. zdanie ®(a), jest prawdziwe. pracdmiotn &,

W wielu przypadkach, stosujae funke; i ‘
. . : je zdaniowe zakladad hedziem;
e za zmienng ¥ mozna podstawiad jedynie nazwy elementéw pewneg{;

ustalonego zbioru A. Méwimy wéwezas, ze jest to funkeja zdaniowa

o o%wmiozonym zak?‘esie zm@ennoéoi argumentéw. Np. funkeja zdaniows
2>0 ma zakres zmiennofei argumentu ograniczony do zbioru liczb (rze-
czywistyeh, naturalnych, wymiernych itp.). .

Przyktadem funkeji zdaniowej, ktérej zakres zmiennogei

nie jest ograniczony jest z==gp. Argmenin

*) Dowody podanych tu twierdzen z logiki
; b giki matemat;
reczniku: A. Mostowski, Logika Matematycena,

-

ycznej znalesé mozna w pod-
Monografie Matematycze 1. 18 (1948).
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§1 Funkeje zdaniowe. Kwantytikatory.
Jedli kaidy element zbioru A spelnia -funkeje zdaniows &(x), to
piszemy :

[To@)

xed
i czytamy ten wzér: dle kaidego z naledqoego do A jest B(z).

Dia funkeji zdaniowyeh o zakresie zmiennoei argamentu ograni-

czonym do zbioru A piszemy krécej i

M6 lub [T.B(x), zamisst []d@). .
x - x€A

Podobnie, jesli @(x) jest funkcjg zdaniows o nieograniczonym za-
kresie zmiennoci argumentu, to IT,D(x) oznacza, se dla kazdego o jest
®(n). Np. zdanie IT.(z=w) jest prawdziwe.

Wzory

2 0(@)

wzglednie X &(z)
xed x

‘czytajmy: dla jakiegoé © nalezacego do A jest D(z), wzglednie; dla jakie-

go$ & jest B(w); lub tez: isinieje takie w (naleiqco do 4), ze O(»):
Symbole II i X nazywaja sie kwantyfikatorami, IT — kwantyfikato-
rem dugym lub ogélnym, % — kwantyfikatorém matym lub szezegblowym.
Zakladamy w dalszym eciggu, ze 4=0. J ezeli A sklada sie ze skon-
czonej liczby elementéw, np. z elementéw dy,as ... @n to twierdzenie
orzekajace, ze kazdy element zbioru A spelnia warunek @(z), jest oczy-
widcie réwnowazne koniunkeji n zdan - &(ay),P(a,), s P(as), zas .twier-
dzenie, ze jakid element zbioru -4 spelnia warunek &(z) — alternatywie
tych zdani: - ' :
[]0(@) =[8(a,)-P(ay) .. Pl

2 0(0) = [@(e) + Play) + -+ Plan)]

‘ Kwantyfikator duzy mozna by wiee nazwaé ﬁog(’)lnionym iloczynem
logicznym, maty za$§ — uogblnions sums logiczng. Uwaga ta uzasadnia
tez uzycie znakéw II i X dla ozdaczania kwantyfikatoréw. -

Zachodza nastepujace twierdzexgia, (prawa logiczne), dotyczace ope-
rowania kwantyfikatorami:
I6H) Jesli acA, to [[]o(@)]—d(a)

x€A

Druga cze$é tego prawa orzeka, serdla dowodu zdania egzysten- "
‘cjalnego postaci Zyea®P(w) wystarezy okredli¢ przedmiot a, o ktérym
mozna udowodnié, ze nalezy on do zbioru A i spelnia warunek @(x).
Takie dowody zdari egzystencjalnych nazywamy dowodami efektywnymi

i @(a) —>Z,1<D(w)‘

“lub dowodami przez podanie przykladu.:
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) [[12(0) ¥(@)] =[] 9(a) - ]| ¥ @),
() _ff [D(x)+ (=) E[g? 515(09%}-%1 ¥(z)].

Duzy kwantyfikator jest wiee rozdzielny wzgledem koniunkeji,
& maly — wzgledem alternatywy. Np. zdanie ,kazda liczba nalezaca
do 4 jest podzielna przez 3 i nieparzysta” jest réwnowasne zdaniu ,kazda
Hezba nalezgea do A jest podzielna przez 3 i kazda liczba nalezgca do A
jest nieparzysta”. Podobnie zdanie ,istnieja w zbiorze A liczby bgdz
podzielne przez 3, bad# nieparzyste” jest réwnowazne zdaniu ,,w zbiorie A
istniejy liczby podzielne przez 3 Iub tes w zbiorze A istniejg liczby nie-
parzyste”.

(4) [g D(x) + ]x] ¥(#)] ~>[1[P(@)+ ()],
®) ;[@(w)-?f(wn»g@(m) -2 ¥(@).

Slowami: jesli kazdy element zbioru 4 ma wlasnodé &(x) lub tez
kazdy element zbioru A ma wlasno$é ¥(), to kazdy element zbioru A4
ma bgdZ wiasnodé @(x), bad? tez wlasnosé ¥(w). Podobnie: jesli istnieje
W zbiorze A element  posiadajacy obie wlasnogei D(2) i P(@), toistnieje
W tym zbiorze przedmiot o wiasnofei &(x) i przedmiot o wiasnogei Y (w).

Oznaczajge przez A zbiér liczb naturalnych a przez &(z) i V()
odpowiednio funkeje zdaniowe:

w% jest liczbg parzysta” i @ jest liezbg nieparzysts”,

przekonywamy sie, ze implikacje odwrotne do (4) 1 (8) nie zachodzg
(por. tez wzory (16) i (17)).

(6) [g@’(@)]'%xZ@’(w)’ (0 [ @) =]] ().

Znagczy to: zdanie ,nieprawds jest, ze kazde # ma wiasnodei d(x)” r6w-
nowazne jest zdaniu ,jakie§ » mie ma wilagnodei D(w)", Zdanie ., nie-
prawda jest, ze istnieje # o wlasnodei D(x)” réwnowaine jest zdanin
»Zadne % nie ma wlagnogei D(x)”.

Prawa (6) i (7) nazywajg sie prawami de Morgana dla funkeji zda~
niowych. Wynikajg z nich réwnowaznogei:

®)  [I90) = 3o), (™) [Z0@) =[] o)
Mozna wige kwantyfikator szezegblowy okreslié za pomocy ogéblnego

(i oEiwrotnie, 0gélny za pomocsy szezegblowego) podobnie jak dodawanie
zdad mozna sprowadzié do mnozenia (lub mnozenie do dodawania).

cm
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Pierwsza z powyzszych réwnowaznodci wykazuje, ze:dowéd zdania egzy-
stencjalnego Z,®(#) mozna uzyskaé sprowadzajaec do niedorzecznofci
zatozenie IT,®'(x). Takie dowody zdan egzystencjalnych, czesto stoso-
wane, nie 58 jednak na ogét efektywne, tzn. nie daja zadnego sposobu .
konstrukeji przedmiotu, spelniajgcego funkeje zdaniows &(x) ).

Zdania uwazaé¢ mozemy za funkeje zdaniowe bez argumentu. Mamy
oczywidcie

38 [p=0p, ()] ,§p—=—p.

- Ratwo tez przekonaé sie, ze ‘ .
10) ] [p+@(w)]=[p + ][] (=], (11 %’ [p-O@)]=Ip 'g’@(w)l

Na podstawie znanego z rachunku zdan wzoru [p—&(z)]=[p'+ &()]
wynika z atwodcia ze wzoru (10):

(12) [p— L]@(m)] = [Ily > 2(@)].

Zauwazmy, ze

(13) o ] P@) >p]= ZP@) > p]-

Istotnie, lewa strona jest zgodnie z prawem (6) ?éwnowe}Zna' alter-
natywie X.9'(z)+p, tj- na mocy (9) — alternatywie 2.0 (.ff:)+2,,p,
maty za$ kwantyfikator wynie$é mozemy "pI'Z(.ad znak  alternatywy na
mocy'prawal(.‘S), otrzymujac Z.[P'(#)+ p] ezy1112,[¢(w)?>p]. ’

;- Funkcje zdaniowe mogg zawieraé nie jeden, lecz .wwle argumentéw.
83 to wowezas warunki nalozone nie na jeden przedln-cxlot lec.z na uklady
przedmiotéw. Jako przyklady funkeji zdaniowych wielu -zmiennych sh-
#yé mogy funkeje zdaniowe

x>y, -xeX, 224 y* 4 2*=0.

Funkcje zdaniowe o dwu zmiennyeh oznaczamy symbolami O(x,y),
Y’(w,y} :aéli funkeje zdaniows D(w,y) p0przedz.i__my kwan_tyfik?;torem 'Hx
lub Z}, otrzymamy funkeje zdaniows o jednej tylko zroiennej wolnej Y-
Np. funkeja zdaniowa Z,(y=2a?) wyraza pewng wlasnodé liezby y} (m.lz:S
nowicie, ze jest nieujemna), a funkeja zdamovya; Z_.’y(y:mz) wlasno
liezby # (w danym przypadku wiasnc §¢ wszystkich liczb). .

j i 26r 3x O(z) jako zdanie egzystencjalne ,istnieje takie @,
ze m;;“fﬁ:g:ﬁ;ﬁ;ﬁ: ,,istni:je"(“vzr ]s.ensie.réinym. od uiywa!}egofw jsz.ku ;1’):!;
tocznym, a ktéry z re, dotyezy istnienia da}q(.:egoisxq.udowodmé e e];t;yv:rme].mide
wynika ze wzoru (6') zdanie %’xdi(m) nie oznacza nic-wigee] ponad to, e zdanie ,,
= spelnia @'(x) jest fa.lszywe.:y:_ -
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Kwantyfikatory maja zatem wilasnosé wigeania emiennych, tzn. po-
przedzenie funkeji zdaniowej o zmiennej » kwantyfikatorem (duzym lub
matym) o wskaznikn # powoduje, ze # przestaje juz byé zmienng w po-
wstajacym w ten sposgb wyrazeniu. Podol.)nad wlasno$é majg takze znane

z analizy operatory f wdw i 2-stosowa,ue do f(=).

a x=1 X
Prawa (1)—(13) zachowuja swg waznofé dla funkeji zdaniowych

o wielu argumentach. Zamiast p w prawach (7)—(13) przyjaé mozna
jakakolwiek funkcje zdaniowa nie zawierajaca zmiennej x.

Podamy jeszeze kilka praw dotyezacych funkeji zdaniowych o dwu
zmiennych.

(14) UIyY@(w,y) = 17]]05(50,?/), (15) 2 X P(a,y) =2 X Bla,y).
) x ‘_l[ ) ‘x y y x
Porzadek w jakim wystepuja po sobie dwa kwantyfikatory duze lub
dwa kwantyfikatory mate jest zatem obojetny. Piszemy zaz¥vyczaj Il
zamiast IT.1T;, i Xy zamiast 2,2y : i

16) [[I19@ +[¥@)]=]] IUY [(B(x)+ P(y)] = [][P(x)+ P(y)],
x x x 7 xy .

an  [Dow) YPa)]= 2%’[‘15(03) Ply)] = J(D(a)- ¥(y)].
x x x xy )

'Dlaj dowodu prawa’ (16) podstawiamy. w prawie (10) zamiast p
zdanie [T, ¥(y) i zauwazamy, ze [IT,V(y)l+®(x) = II[V(y) + & (2)] na
mocy tegoz samego prawa (10). ) .

Dowéd prawa (17) jest podobny.

(18) Zlg]@(ff,y; — [ X &(z,y).
x ! y x

Prawo (18) zilustrujemy nastepujacymi przyktadami.

Liczba 1 jest najmniejszg liczbg naturalng. Oznaczajae.przez g
zbidr liczb naturalnyeh mamy wige Zyegllyeg(@<y). Wynika stad, e
dla kazdej liczby naturalnej y istnieje liczba naturalna « taka, ze 2<y;

j‘ako te liczbe @ obraé¢ mianowicie mozemy liczbe 1.

Natomiast, jesli G jest zbiorem wszystkich liezb catkowitych, to
zdanie Hyeg Xeeg(z<Cy) jost prawdziwe, a zdanie Fyepllyeq(a<y) — fat
szywe. Lewa strona wzoru (18) moze wiee by¢é falszywa, mimo iz prawa
jest prawdziwa. Wynika stad, ze.we weorze (18) enaku — nie modna za-
stapié preez enak < (a wige przez znak =)

‘Inny przyklad ilustrujaey znaezenie iolejnoéci w jakiej wyste- |

puja kwanty-fikatory dotyezy réznicy miedzy jednostajng zbieznoeis
a zwykly zbieznofeig ciggu funkeyj. :
Mianowicie, nie¢h lim f,(x) =f(#), gdzie 0<a<1.
W =00
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" ‘Aksjomaty III—VL.

W my§l definicji granicy r6wno&é powyzsza 0Znacza,,ze
1 [ 3 0 lfral@)—f@)] <e:
&0 x k n

Przestaﬁajaye kwantyfikatory [] i %‘ otrzymujemy definicje zbiez-
- x

nofei jednostajnej; zmiana ta powoduje bowiem, ze % staje si¢ niezalezne

od @ (i zalezy jedynie od £), co jest bezpokrednio widdczne ze Wzort.
Podobnie ciaglosé funkeji f w przedziale 0<<sj<l oznacza, Ze

11 3 D{(R<8)(0<s+h<1) > (flo+ ) —f@)] <)}
a0 x >0 h p

Przestawiajac kwantyfikatory [] iJZootrzymujemy definicje ciagtofel
. s &
jednostajnej funkeji f w przedziale 0<a<<1. ) ) ]
Analogiezna uwaga dobyezy jednostajnej zbieinogel calek nie-
whagciwych. .
Nastepujaca tablica zawiera szereg da;lszyeh‘twierdzen 0 przesta~
wianiu kwantyfikatoréw: . ‘

2 2oy 1220y N
H@(wy)——r»‘/ 1 o(@,). —»/\;Z@(w,w —3 Y o(#,9)-
i ) \ e ><(',x //‘xy

‘ \\ S oy =11 yZa?(w,yi /
g X . x

Na przykladach mozna gie  przekonaé, ze zadna z podanych tu -
implikacji nie daje sie odwrécié.
) § 2. Aksjomaty II—VL Wprowadzimy obecnie dalsze aksjo-
nfaty na ktéryeh opiera sie teoria m.nogoéci.l). Dotycza ozae,’ podobnie
jak aksjomaty ILiII" 2 rozdziatu I tworzenia z danych zbioréw novzvych
Zbioréw. Istobna réznica polega na tym, Ze obecnie ‘:ozpatrywaé b@dZ}emy
zbiory, kbtérych elementami sg réwniez zbiory (tak np. post@pu]el’ny
w geometrii, gdy rozwazamy zbiory krzywych, czy plaszezyzn — ktére
z kolei sg zbiorami punktéw) 2).

ermelo, ktéry podat je w pracy Unter-

. i 1—VI pochodzs od E. Z
!) Alsjomaty v * Mathematische Annalen 85 (1908), str-

suchungen iiber die Awiome dér Mengenlehre,
"261—281. -

2) Aby szyskaé na przejrzystosel,
miast zbiér- zbioréw. Rodziny zbioréw bedziemy z T
A, S, X. Por. str. 34 1 35.

méwié na ogél bedziemy rodzing sbioréw za-

eguly oznaczaé thusta -kursywas
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IT1. Aksjomat sumy. Dla kasdej rodeiny 2bioréw A istnieje 2bidr 8
toony 2 tych i tylko tych elementdw,.kidre nalesa do jakiego$ zbioru X
nalesqeego do A.

Symbolicznie:

(1) . meSEg}[(weX)'(XeA)].

Na mocy aksjoma,tﬁ I istnieje co najwyzej jeden zbiér 8§ o wiag-

nofel wymienionej' w III. Istotnie, jesli
weslgg[(weX)-(XeA)] i ac_eSZEXZ'[(meX)-(XeA)],

to dla dowolnego @
: reS;=0¢ek8,,
a wige w my§l aksjomatu I: §;=g,.

Poniewaz aksjomat III stwierdza istnienie co najmniej jednego
zbiorn §, spelniajacego wzér (1), wige wnosimy stagd, ze zbidr ten jest
dla danego 4 wyznaczony jednoznacznie. Nazywamy go sumg zbioréw
nalezgeych do 4 i oznaczamy przez S§(d4). )

Jedli rodzina 4 ma dokladnie n elementéw: X, X,,....,X,, to

S(A)=X,+ Xyt ...k X,
Jesli n=1, to §(4)=X,. Wreszcie S(0)=0.

Warunek S(4)e 4 oznacza, ze zbibr 8(4) jest najwiegkszym ze zbio-
16w naleiacych do rodziny 4.

Iv. Aksjohmt zbioru potegowego. Dia Latdego 2bioru A istnieje
rodzing ebiordw P, kidrej elementami sq wszystkie podebiory sbioru A.
< tylko ome:

(X ¢ P)=(XCA4). -

7 latwodciy dowodzimy (tak jak poprzednio), ze zbiér P jest wy-
znaczony jednoznacznie przez 4. Nazywamy go zbiorem potegowym
zbioru A i oznaczamy przez 24.

. Jekli zbibr 4 zawiera @ elementéw, to zbidr 24 zawiera 2= elemen- .
t6w. W szczegélnosei jedli A=0, to zbiér 24 zawiera jeden tylko ele-

ment, a mianowieie zbiér pusty (z inkluzji 0CA wynika, ze dla kag-
dego A4 jest 0 e 24), :

Y. AEksjomat podzbiorow. Jesli A jest zbiorem a &(w) do;uoln@
Junkejq zdaniowa, to istnieje taki #bidr B, Ze elementams B 8g te % tylko te
elementy zbioru A, kidre spetniajg funkcie zdaniowa D(x):

2) . (@eB)=(wed) D).

icm
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Zbiér B jest znéw wyznaczony jednoznacznie przez A i funkeje
zdaniowa ®(@). Oznaczamy go symbolem

E [2(@] Tub E [®(@}],

o ile ®(x) jest funkejy o zmiennej ograniczonej do zbieru’A. Symbgl
Brea[P()] czytamy: ,,zbiér tych @ na,leme.ych flo A, d}a; ktory’(?h D(x)”.
Jefli funkcja zdaniowa ®(,Y,...) zawiera inne zmlem}e, réine od.:f;,
to zmienne te graja role parametréw, od ]ftérych zalezny jest zbidr
E.[®(x,y,...)]- Np. niech 9 bedzie zbiorem liczb _na;tura%nych, & (I_)(m,y)
funkeja zdaniows w<y. Zbibr Z,,=Eug_[w<y] ]est.'wowczaisé 'zblo;em
liczb naturalnych » mniejszych od ¥; zbi6r ten za.lez‘y oczywiscie o‘ Y.
" Jedli teorie mnogoci stosujemy do innyel{ dma&‘ow matgmaty]g, tz
przyjmujemy, ze funkeja zdaniowa @(w) w a;kspmaclg v moze. zamirz?
nie tylko symbole oznaczajace pojecia 1.seor-10-.n.mogoéc107ve, ale 1 sym 0 o:
z innyeh dziedzin matematyki, tych m.xa,nomme,“df) k?or;rch tfaon@ m]]:](;-
godei stosujemy. Tak np. dowodzac w geometrii 1st'mema’ zbioru dhllm "
téw plaszezyzny, ktérych odleglosé od punktu 0 jest réwna bg(:l ¢
danego odcinka, stosujemy aksjomat V, przy czym w &O(x) wys Q}_) j%

“terminy geometryczne ,punkt”, ,odlegtosé” itp.

i jnej teorii gci korzystamy z pew-
W rozumowaniach abstrakeyjnej teorii mnogo : 7 Pe)
nika V tylko w przypadkach, gdy @() jest funkeja zd.i'ajmowaé, zatmeralzyc?f
poza symbolami logicznymi wylaeznie terminy teorii mnogogei: ,,zbidr

i, oraz takie terminy, ktére moztia-przy ieh pomocy @deﬁniowa&

Zie' wzoru (2) wynika, na ‘moey okteslenia zbiorn Ey [P (#)], 28

3 e @] =00-¢ed)
@) t e E[0(a]) = 2(0),

ta ostatnia r(;)wnowazﬁoéé dla funkeji @ o zmiennej ograniczonej do A.

Réwnowaznosé (3') prowadzi z tatwodeia do nastepujacych twier-

“dzen, dotyezacych operatora, B (przy zalozeniu, Ze funkeje tD i ¥ maja

zmienne ograniczone do A):

@ - - E0@+¥e)=F Ba)+E ¥e)],
.  E0@ Fe=E 0] E Pa)
©® E [0'(@)]=A—E [$()]

Dla przyktadu ndowodnimy wzér (4). W tym celu sPosuj'emy réwno-
wainosé (37) do funkeji zdaniowej P(w)+¥(); otrzymujemy

@ - 't e FI0(a)+ ¥(o)]=[0() + P(0)]-
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Zgodnie ze wrorem (3') jest jednak
o) =te F[Ox)] oraz ¥()=te E [¥(x)],
. x . x
z (i) wynika zatem

te FIO(0)+W@)] =1 F[O@)]+1te gi' [W(@)] = i'éxE [P(2)] +,E [¥{x)],

co dowodzi wzorn (4). .

Przy odezytywaniu zaréwno podanego tu dowodu - jak i wzoréw

{4)—(6) nalezy zwracal uwage na podwéjne znaczenie symboli- + i -
Symbole te umieszezone miedzy funkejami zdaniowymi oznaczaja ope-
racje logiczne tworzenia alternatywy i koniunkeji, te same za§ symbole
umieszezone miedzy nazwami zbloréw oznaczaja dziatania dodawania
i .mhnozenia zbioréw. Znakowanie to uwydatnia dwoistoéé migdey twier-

deeniami logiki a teoris mmnogosci. ‘

Twierdrzenie 1, Jesli a i b su clementami ebioru A, to istnieje jeden
i tylko jeden -2bidr, Kidrego jedynymi elenientdmi sq & i b.

Zbiér ten oznaczamy symbolem {a,b}.

Dowdd. Jednoznaczno$é zbioru {a,b} wynika z akfjomatu X; istnie-
nie — z aksjomatu V, gdyz

m )= Ele=a)+ =D

Podobnie mozna udowodnié istnienie zbioréw {a,b,¢}, {a,b,¢,d} itd
przy zalozeniu, ze zmienne tu wystepujace oznaczaja elementy pewneg
usgtalonego zbioru A. : ‘

Z réwnowaznofei

® . oe{nby=[(w=a)+(@=b)]

wynika, ze . ) ,
A9 S {,0}=1{b,a}.

Jesli a=b, to z (8) wynika, ze {a,b}={a}. Jest to zbidr elosony & jed-
nego elementu. Zbiér {a} nalezy oczywicie odrézniaé od elementu. .-
UWAGA. Jefli a i b sy zbiorami, to w twierdzeniu 1 nie potrzeba

zakladad, ze istnieje zbi6r, ktéry je zawiera. Mozna bowiem dowiedé, “

#e zbiorem takim jest 2%,

. Twierdzenic 2. Dla kaidej niepustej rodeiny ebiordw A istnieje
(jeden i tylko jeden,) #bidr 2losony # tych i tylko tych elementdéw, kidre naleda
do wszystkich zbioréw bedacych elementami rodziny A.

Zbi6r ten oznaczamy symbolem P(A4) i' nazywamy dloczynem zbio-
16w rodziny 4. . :

icm.

Aksjomaty ITE-—VI. 47

Mamy bowiem
PA)= F [J[(Xed)—(weX)]
. xeS4) X
Jedli rodzina A sklada sie ze zbioréw X, X,,...,X, (W skodczonej
ilogci), to .

PA)=X, - X,-....- Xp.

Warunek P(A4) e A oznacza, ze zbibr P(A) jest najmniejsaym ze zbio-
16w nalezacych do rodziny 4. :

UWAGA. Naiwna intuicja pojecia zbioru moglaby nas skianiaé do
przyjecia, Zamiast aksjomatu V, aksjomatu mocniejszego, orzekajacego
mianowicie, e do kazdej funkeji zdaniowej &(x) istnieje zbiér B zlozony
2 tych i tylko tych elementdéw, ktére te funkeje spelniaja.

Okazuje si¢ jednak, ze aksjomat tak sformutowany prowadzilby do
sprzecznofei (do tzw. antynomii). '

Wezmy jako przyklad funkeje zdaniows

@(w) = (¢ non ex)

prowadzges do tzw. amtynomii Russella®).
. . Udowodnimy, Ze :

(10Y: - mie istnieje 2bidr m-6w spelmiajacych funkeje wdaniowq (),

czyli ze nie istnieje zbidr, ktérego elementami byly_by.] wszystkie zbiory
nie bedace swymi wlasnymi.elementami. Praypusémy bowiem, ze Z jest -
takim zbiorem. Mamy yvéwczaa réquwaZnoéé e ’

(% e‘Z')’E (# non'ex)
i podstawiajac Z zamiast % dochodzimy do SprzEcZnosei: .
(ZeZ)y=(ZnoneZ).

Twierdzenie (10) jest W tén sp‘pséb ndowodnione %). ‘
Powstanie aksjomatyeznego systemu teorii mnogosei jest wynikiem

‘usitowan zmjerzajacych do takiego ugriintowatia podstaw tej nauki, ktére

7 jednej strony pozwoliloby na uniknigeie antynomii, z drugiej zas nie
zmuszato matematyki do zrezygnowania z jakichkolwiek wartosciowyceh
rezultatow, do kiérych doszia teoria muogosei w okresie przedaksjoma-
tyeznym: Usitowania te doprowadzily do sformulowania aksjomatu v
w postaci powyzej podanej i dajacej mu zasieg catkowicie wystarczajacy
z punktu widzenia zastosowarl teoril mnogosei.

1y Ob. G. Frege, Grundgeseize der Arithmetik, tom 2; Jena 1903, postowie.
2) Na fakt, se zdanie (10) daje sie udowodnié zwraca UWage miedzy innymi

. D. A. Boczwar, Matiematiczeskij Sbornik 15 (1944), str. 382, twierdzenie 2.

v
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48 ROZDZIAL II. Relacje. Funkcje. Dzidlania nieskoficzone.

V1. Aksjomat wyborw. Dla kaidej rodziny A zbiordw nicpustych
i roclacenych isinieje zbidr B, kidry ma dokladnie po jednym elemencie
wspdlnym 2 katdym ze 2biordw X naledqeych do A:

[ {X+0]-[(X+T)>(XT=0} >3 [] 3 [y « BX)=(y=a)l.
X,Yed . B Xed x g

Aby ulatwié odezytanie tego wzoru, zauwazmy, Ze funkeja zda-
niowa X IT,[(y e BX) = (y=u)] stwierdza istnienie takiego elementu w,
ze warunki y e BX i y=a 83 ré6wnowazne. Element 2 jest zatem jedy-
nym elementem iloczynu BX i rozpatrywana funkeja zdaniowa stwier-
dza, ze floczyn BX ma dokladnie jeden element. '

UWAGI. Aksjomat wyboru nié przez wszystkich matematykéw jest
_przyjmowany bez zastrzezen; niektérzy traktuja ten aksjomat z pewng
dozg nieufnodei i sy zdania, ze dowody przeprowadzons przy jego po-
moey majg inng warto$é poznawezg, niz dowody niezalezne od niegol).
Pochodzi to przede wszystkim stad, ze orzeka on istnienie zbioru B nie

- podajae mozliwosei jego zdefiniowania (a ‘wige nieefektywnie); przy tym

wiréd konsekwencyj pewnika wyboru jest sporo “bardzo osobliwych 2).
Jest jednak rzeczg niewatpliwa, ze wiele waznych odkryé matematyéz—
nych nie zostatoby dokonanych bez pewnika wyboru. -

Bedziemy w dalszym tekéeie umieszezali znak ° priy twierdzeniach,

kiibrych dowody opieraja sie na tym pewniku; z reguly pewnik ten sto-
sowaé bedziemy jedynie w dowodach twierdzed, ktére bez pewnika wy-
boru nie zostaty udowodnione.

OWICZENIA. 1. Jefli X ¢ 4, to P(4)CXCS(A).

2. S(A1+Az)=S(A1)+S(Az)- .

8. Jesli A;- 4,0, to P(4,-4,)D P(4,)- P(4,).
~4. Rodzing B zbioréw nazywamy addytywng, jesli

[XeR,Y¢R]>[X+YeR)],
multyjplikatyiong — jesli

[XcRB,YeR]~[X-YeR]

1) Jest to stanowisko np. Borela i Lebesgue’a (por. E. Borel, Hlément
la théorie des ensembles, Paris 1949, str. 200) w przec%wiex’lst(\sie do stanowitka np. J.’-Ilaf(u‘if
dorffa, Fraenkla lub Natansona, ktérzy przyjmujs pewnik Wwyboru bez zastrzezeri,
Drzypisujac mu taki sam stopied ,oczywistoscei®, co pewnikom I-—V (por. I. P. Natan-~
son, Teopua $yHrum BemecrseEROk Tepemernnol, Moskwa 1950, ‘str. 328).
Szezegblows analize lieznych dowodéw opartych na aksjomacie wyboru prze-

prowadzit W, Sie,rpix'lski W pracy Laziome de M. Zermelo ét son réle dams lu théorie
g;s e{nﬁs;mbles ¢ Panalyse, Bulletin de I’Académie des Sciences de Cracovie, 1918, str.

%) Ob. np. ,,Paradoksalqy rozldad Tdi na kohcu tej kﬂiigikl:.

icm..

Rodzing addytywna

Aksjomaty VII i VIIL 49

i multyplikatywna, ktéra spetnia warunek

[XeR,Y c R]>[X—Y ¢ R],

nazywamy ciatem #bioréw (por. rozdziat I, str.35).

Niech ZC24. Udowo

dni¢ (postugujac sie dziataniem P(X)), ze wiréd

rodzin zlozonych z podzbioréw zbioru A is‘tnieje: ‘
19 najmniejsza rodzina addytywna B taka, ze ZCRy,
20 najmniejsza rodzina multyplikatywna R, taka, ze ZCRp,

39 najmniejsze ciato

R, takie, 76 ZCR,.

*§ 3. Aksjomaty VII i VIIL Wprowadzimy obecnie nowy

aksjomatb:

VIIY). Aksjomat zastepowania, Niech A bedeie zbiorem, a D(@,y)
funkeja, edaniowa, cRYniGon zadodé nastepujacemu warunkows:

(W) dla katdego & €

L4 J

A istnieje co najwyée] jedno y takie, &e D(z,y)-

Istnieje wéwczas 2bidr B 2loiony 26 wszystkich y, dla kidryeh przy
©e A spelmiony jest warunek P(z,y)-

Warunek (W) zapisujemy symbolami logicznymi w taki sposéb:
I 1119w, %) - D(@,Y,) > (H1="Y2)]-

X€A gilx ‘
Dla dowolnego #bioru A i dowolnej funkeji zdaniowej @(z,y) istieje

.~ et najwyzej jeden zbiér

@

B tali, ze przy wszelkim y
(y ¢ B) = 3 B(z,9)-
x€4

Istotnie, jesli zbiory By i B, spelniaja ten warunek, to (y e B))=
=(y e By), & wiec By==DB, na mocy a,ksjomﬁtu I. o o

Aksjomat VII stwierdza, ze dla funkc.z]l zdamow?] s spelmagagcej' wa-
runek (W), istnieje co najmniej jeden zblér,‘dla. @orego zachodzi (1)
Ostatecznie wiee dla kazdej funkeji zda,niong, czynigee] zafdoéé warun-
kowi (W), istnieje dokiadnie jeden zbiér B tald, ze spetniony jest wzbr ).
Zbiér ten oznaczamy symbolem o4 i nazy wamy obrazem zbioru A
uzyskanym przy pomocy funkeji zdaniowe] D(z,y)-

j ili niezalezni iebie D. Mirimanoff w pracy
1) Akejomat VII wprowadzili niezaleinie od siebie p

Les afnfz)wwmw::ss de Russell et de Burali-Forti et le probléme fondamental de lu théorie des
ensembles, Enseignement Mathématique 19 (1917), str. 37—52, A. Fr.a.enkel w pra.cg
Zu den Grundlagen der Oantor-Zermeloschen Mengenlehre, Mathematische Amalen 8
(1922), str. 230—237, 1 Th. 8kolem w pracy Finige Bemerkungen 2ur axiomatischen

Begriindung der Mengenlehre,
Kongress der Skg,n&iua.viseh
217—232.

Kurs Teorii Mnogosci.

Wissenschaftlichyg Vortrige gehalten auf dem fiinften
en Mathematiker in Helsingfors, Helsingfors 1922, str.

4
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50 ROZDZIAL II. Relacje. Funkeje. Duzialania nieskoficzone.

.Zauwavay, ze od rozwazanej funkeji zdaniowej nie wymagamy, by
zawierala tylko dwie zmienne 2 i y. Je$li jest ich wiecej, to te do’d&t~
-kowe zmlienne grajg role parametréw, od ktérych zalezy zbibr @“4.

lIstmenie zbioru. @4 moze byé udowodnione bez uciekania sig do
pewmka VII, o ile ®(x,y) jest funkejg zdaniows, w ktérej argument y ma
za}aes zmmiennofei ograniczony do jakiego§ zbioru (. Istotnie mamy
woéwezas

- 04 =F [ 3 P,y
yeC xeA
tzn. istnienie @4 wynika z aksjomatu ioré ’
i y podzbioréw. Z tego wzgledu
pewn}ktVII wystepowaé bedzie dodé rzadko w naszych rozwaz’ax?ijch
stniejs jednak przypadki, w ktérych uzycie pewnika VII jest istot .
Oto przykiad: przyjmijmy - F - Jeststotre.
o ’ P1=57 _P?=2P1,‘..,P,,+1=2Pn,...,
gdzie- g jest zbiorem ligzb naturalnyeh, i niéch 'cb(w,?/) bedzie funkejg,
zd%mow% y= Py, 09zyw1écie, ta funkeja zdaniowa spelnia warunek (W).
Zblél“ 0“9 skiada sie ze yszystkich zbioréw P, jako elementéw. Uzycie
pewnika VII do dowodu istnienia tego zbioru jest istotné,’gdyi argu-

ment y w funkeji zdaniowej y=P, nie ma zakresu zmiennodeci ograni-

czonego do . zadnego zbioru, ktérego istnienie datoby si
mego do. _ sie w ‘ i
z aksjomatéw I—VI (a nawet 2 aksjomatéw T—VI iyVIIQI). yprevadas

VIII. Aksjomat nieskoriczonosci. Isinie i

Ak / _ . Isinieje 2bidr A 4 taka nie-
pzfﬁta rodzina jego pod.lzbwrd'w X, Ze dla katdego zbioru M e X istmicje
2bidr N e X, Ttdry zawiera M jako podzbidr wlasciwy: :

JU0+XCo4 1 3 [(MCH)- (M)}

Zanwasmy, e pewnik VIIT j j
1 : jest zbedny, gdy do aksjomatéw teorii
bmpogoéq do%azez_fymy. aksjomaty arytmetyki lub geometrii. Wynika 1 nicill
Wov:kes?mlﬁt;n%em% ;][)mru 4, czynigcego zadodé warunkom wymienionym
acie ;. w o przypadku’ arytmetyki mozna j ; j
aksj ’ . jako A prz
zbiér- liezb naturalnych, a jako X rodzine wszystkich zbioréw i

En<k<n] T (n=1,2,3,..).

Pewnik VIII jest natomiast niezb - jedi :

‘ g [ edny, jesli teoria mnogosei j
Zfraktowana jako odrebna nauka, niezalezna od’innych dziatéw ma%efxf‘al,t;i{]s{t
e ngZVmA:Gith »rozdzial;ch IIT i IV zapoznamy sig jeszeze z dwoma
pa nad,a; bére jednalk nie 5a niezbedne i ktére przyjmuje sie ‘tyllko
: nia dowodom twierdzedl teorii mnogosei przejrzystszej postaci.

L Pary uporzadkowane. . . b1

Wiekszofé twierdzen wyprowadzaé bedziemy z pewnikéw I—V,
a na aksjomaty VI—VILII bedziemy sie powolywali w nielieznych tylko

“wypadkach.

Znaczenie, jakie poszezegblne pewniki majg dla beorii mnogosei,
ocenié mozna w catej pelni dopiero po zapoznaniu sie .z wynikami i ro-
zumowaniami tej teoril. Na tym miejscu poprzestaniemy na kilku dogé
ogblnikowych uwagach. _

Aksjomaty IT, I1’, III—VII 83 to tzw. warunkowe aksjomaty istnie-
nia: pozwalaja one wnioskowaé o istnieniu pewnych zhioréw z zatozenia,
7e istnieja inne zbiory. )

Konstrukeje wykonywane na podstawie aksjomatéw 11—V, VII sg
jednoznaczne, natomiast pewnik VI nie wyznacza jednoznacznie zbioru,
Ttbrego istnienie stwierdza: dla danej rodziny 4, ziozonej ze zbioréw -
niepustych i rozlaeznych, istnieje na ogdt wiele zbioréw B realizujacych
teze pewnika wyboru. s

Pewniki II” i VIIL zastuguja na Nazwe absolutnych pewnikéw
igtnienia: postulujg ome istnienie pewnych zbioréw niezaleznie od wszel-
Lich zalozen. ) ¢

9. Zwigeli miedey aksjomatams.

(i) Aksjomat IT" jest wnioskiem z VIIL .

~ (ii) Aksjomat II" jest wnioskiem z V. Istotnie, niech 4 i B beds
dowolnymi zbiorami i niech O(w)=(6 < B)'. Zbir Brea[O(@)], istniejacy

V;, 0ZN1Ce - L : ‘
ksjomat V_jest wnioskiem z VII. Dla dowodu zalézmy, ze

A “'A jest zbiorem, & &(z) dowolng funkeja zdaniows, i przyjmijmy

O(x,y) = (@) (2=Y)-
TFunkeja zdaniowa @ czyni zadosé warnnkowi (W) ze str. 49, a wiee
w my$l aksjomatu VII istnieje zbiér B=0“A. A zatem o

(weBY=(x<d) B®);

tzn. zbiér B speinia warunek (1) aksjomatu V.

§ 4. Pary uporzadkowane. Zakladaé bedziemy w tym paragrafie,
7e zmienne a,’b, ¢ d przebiegaja elementy pewnego ustalonego zbiorn A.
' Zbiér )
(1) <& by={{a}, {a,03}

nazywamy parg wporzadkowans o popreedniku @ nastgpniku b1).

1) Tq definicje pary uporzadkowanej podat K. Kuratowski w pracy Sur la
notion de Dordre dams la théorie des ensembles, Fundamenta Mathematicae 2 (1921), str.
161—171. Por. tez N. Wiener, 4 simplification of the logic of relations, Proceedings of
the Cambridge Philosophical Society 17 (1912—14), str. 387—390.
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52 ROZDZIAE II. Relacje. Funkeje. Dziatania nieskoficzone.

Twierdzenie 1. Na to, aby (a,b):(c,d), potreeba § wystarcza, by
a=c¢ t b=d.

Dowéd. Dostateczno§é warunku jest oczywista, pozostaje wiec
udowodnié tylko jego koniecznodé. Zatézmy zatem, ze <a,b>=de¢,d>.
Stad na moey wzorn (1) i wzoru (8) z § 2, str. 46, wynika, Ze

{6} € <a’b> i {0’ d} € <6b,b>,
skad )
) {e}={a} lub (if) {c}={a, 0},
oraz
(iii) {e,d}={a} lub (iv) {¢,d}={a,b}.

_ ch’{r (ii) moze zachodzié¢ tylko wtedy, gdy a=e¢=b. Wazory (iii)
- i (iv) staja sie wowezas réwnowazne i daja ¢= d=a. Otrzymujemy wiece
0=C= b'== d, a zatem teza twierdzenia jest spetniona. Podobnie przekony-
wamy si¢ o prawdziwodei twierdzenia .w przypadku (iii). Pozostaje wiec
rozpatrzyé.przypadek, gdy spelnione sa wzory (i) oraz (iv). Mamy wéw-
czas o=a i bads c=b, badZ d=>b. Jefli ¢=>b, to spelniony jest wzér (i)
1 wracamy do p‘rzypadku juz rozpatrzonego. Jefli za§ d=>5, to mamy
a=c i b=d, a wiec twierdzenie jest prawdziwe i w tym przypadku.
Wm:osek.ﬁjgéh' (a,b):(b,d), to a=b. -

. Moiemy. teraz zdaé sobie dokladniej sprawe z istotnych wlasnodei
pojecia pary uporzadkowanej; mianowicie, para uporzgdkowana d,b>

1° wyznacza przedmioty a i b, ’

) 20 pozwgla (w przypadku, gdy a==b) odréznié jeden z nich jako
»pierwszy” od pozostatego ,drugiego” (tym sie rézni para uporzadko-
wana <a,b> od zbioru {a,b}), - ? pomadio:

3%jest wyznaczona jednozna.cinie jesli iot, i
o WY , jesli dane sg przedmioty a i b
ijeden z nich jest wybrany jako ,pierwszy”. v

Zamiast definicji (1) mozna by jad j iek i

Za przyjaé jakgkolwiek inna, byleb
spe@a]@c@.podane' tu warunki 19, 20 i 39. Definicja (1) jesb—’ja?]rz sig
zdaje — najprostszy definicja czynigey zado$é tym warunkom.

zbiorgv?.x P.rcl)zdukty. Relacje. Produktem albo dlocaynem artezjathskim
1 ¥ nazywamy zbiér wszystkich
takich, 7e s e X iye Y. 7 7o Spmrealmany ok <{fiy>
Istnienie tego zbioru uzasadniam: j
: y W nastepujacy sposéb. Jesli
seXiyeX, to {#y}CX+Y oraz {¢}CX+¥, skad .5

Co,y>={{a}, {o,5}} « 27+,

5 (t=<a,y>)],

telT xeX pyeY

Zbi6r ‘
gdzie T= 22X+Y,

iom,

2

Produkty. Relacje. 53

istniejaey na mocy pewnikéw II, IV iV, zawiera wiec jako element kazda
parg uporzgdkowany <4, gdzie zeX i yeX; przy tym wszy stkie jego
elementy sg takimi parami. Zbior ten jest zatem pro duktem zbioréw X i Y-

Poniewaz istnieje co najwyzej jeden zbiér, zawierajacy jako ele-
menty wszystkie pary {2,y>, gdzie zeX iyeY, i tylko takie pary, wiee
kazde dwa zbiory X i ¥ wyznaczaja jednoznacznie swéj produkt. Ozna-
czamy go symbolem X x Y. .

Jedli X=0 lub ¥=0, to oczywiscie X x ¥=0.

PRZYKEAD. Zbiér punktéw plaszezyzny (tj. zbiér liczb zespolo-
nych) mozna uwazaé za produkt &x &, gdzie & jest zbiorem liczb rze-
czywistych. '

Mnozenie kartezjanskie zbioréw jest obok dodawania, mnozenia
i uzupeliania jednym z podstawowych ‘dzialan na zbiorach. Moéwise
o tym dzialaniu mogemy nieraz z korzyscip nzywaé jezyka geomebrycz-
nego: czynniki X i ¥ preduktu X XY nazywamy osiami wspdlrzgdnychy
elementy prcduktu — punkiami. Poprzednik pary <&,y> e X XY nazy-
wamy jej odcigta, a nastepnik — rzedng. S

Niektére wiasnofci produktéw sa analogiczne do wlasneéci itcezy-
néw. Zachodza np. prawa rozdzielnosei:

(Xt )X T=X X T+ I, XY,  YX(Dt ) =T x L+ T %Xy
(X)X Y=X, x ¥—X;x¥, IX(H—T)=TX X,—Yx X,
: Dia przylﬂaﬂu udowodnimy pierwsza z tych réwnosei:
By Lt D)X T=(e X, X) - (ye D) = (e Lyfae L) (ye )
' =@eX, yeN)+@eX, ye¥)
= (K&,9> € Ty X D)+ (&, yD> e X X ¥)
= (&, yde (Xy X ¥+ X, X Y).

-«

Spelnione s3 takze prawa,' rozdzielnodei mnozenia kartezjafdskiego
wzgledem zwyklego mnozenia

(X, X)X T = (T X D) (KX T),  Tx(Xy Xy)= (T X Xy) (¥ X Zy).

Dowéd przeb‘iega. podobnie jak dla prawa rozdzielnodei wzgledem

dodawania. .
Mnozenie kartezjanskie jest wreszcie operacjs monotoniczng wzgle-

dem stosunku zawierania, tzn.: ; :
Fosli Y0, to (XyCXy) = (XX YCX X ¥) = (T X L;CY X Xy).
Istotnie, niech ¥ ¢ Y. Poniewaz (dla 3=1,2): ‘

K@y e XixY)=(@e Xy (y e X)
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B4  ROZDZIAE IL Relacje. Funkeje. Dzialania nieskoficzone,
wige, jedli X,CX,, to
(K&yy> e Xy X Y) > (Kmy>e X, xX),
. b zatem X;xXYCX,xY.
Na odwrot, jesli XyX¥YCX,xY iyeX, to

fpe X)) >(@weXy) (e X)=(Kanyd> e L xX) > (yy> e L X Y) =
=(@ecX,) (YeX)—>(zeX,),

- a wige X;CX,.
‘Dowdd drugiej czedei jest podobny.
~ Korzystajae z pojecia produktu mozemy tez dokonywaé pewnych
przeksztaleers logicznych. Np. wzory (por. str.542):
oy =[oan=I10F, 2Xo@yi=Zo0wy) =20
z x ¥ Xy z

pozwalajg zastapié dwa wystepujace obok siebie kwantyfikatory (duze

Iub mate) jednym kwantyfikatorem, w.gzacym zmienng z=<x,y> prze- .

biegajaca produkt X x Y.
Uwazamy tez za réwnoznaczne symbole B.$(z) i By D(x,y).

Podzbiory produktéw (a wiee zbior ]
P lory y par uporzgdkowanych) nazy-
wamy - relacjami (dwucztonowymi). yen) naty
) Zamiast <a,b) ¢ B, gdzie R oznacza relacje, piszemy nieraz aRb
i czyjugmy: @ pozostaje w relacji (stosunku) B do b.
wiedzing lewostronng (Dy) relacji B naz i i
. i (L zywamy zbi6r poprzednikéw
.par nalezacych do R; deiedeing prawostronng (Dp) — zbiér nastepnikéw
tych par. Sume obu dziedzin nazywamy polem relacji B
Uzywajac terminologii geometrycznej i o j
. . znej powiemy, ze D; jest reutem
zbioru R na o X (tj. jest zbiorem odci 6 ;
: etych punktd
za$ Dp-jest rzutem B na o§ ¥.' e v naletacyel do Bl
Mamy wiee:

¢

& Di=F, S[wy> R}, Di=F SKoy> e E]
. geYix

Wzory te daja réwnoczegnie d "istnieni i - i (
oy i ow6d istnienia zbioréw Dy i D, |na
Jefli ®(x,y) jest funkejs zdamiow i i
Jedl j 3 0 zmiennych ograniczonych od-
povvlecd)mo d.o ‘za,kregéw X 1Y, to zbiér B=E,D(w,y) jest re};a.cjsdl).
czywiscie: @(m,g/)szyE@:,y) e B. Ze wzoru (1) wynika wiee:

Twierdzenie. Rrutem ebioru By D(w,y) na of X jest 2bidr By Z,d(a, o

s

3) Zbiér ten oznacza sig tez symbolem () D(w,y).

Im §6 Funkeje. 55

PRZYEKEADY I GWICZENIA. 1) Niech X=Y=§ (zbiér liczb
rzeczywistych). Zbir Eg(w<y) jest czefcig plaszezyzny polozong nad
prostg #=y. Zbibr By (y==a?) jest parabola; jej rzutem na of X (tj. zbio-
rem liczb nieujemnyeh) jest zbi6r B, X (y=a%).

-9) Niech 4 bedzie jakad rodzing podzbioréw produktu X x Y.

Niech F(Z) oznacza rzut zbiorn Z (gdzie ZCXxY) na of X, zas
F(A) — rodzine rzutéw zbioréw Z e A. Dowiesé, ze

F[8(A)]=S8[F(4)],
tj. #e rzut sumy jest réwny sumie rzutéw.

3) Okazaé na przykiadzie, ze rzut iloezynu (dwéch zbioréw) moZe~
by6 réiny od iloezynu rzutoéw.

8§ ‘6. Funkeje. Niech RCXXY. Relacja R nazywa sie funkcja,
jedli dla kazdego @ istnieje co najwyzej jedno takie ¥, ze @ Ry?1). Inacze]
moéwige: wzory s Ry, i #RY, pociagaja za sobgy zawsze r6wnosé Yy="1Ya:

I [(@Byy)- (wBys) ~ (=91
Xhis
Funkeje ozhaczamy zazwyczaj literami f,g,h,... Lewostronng dzie-
dzine funkeji f nazywamy zbiorem jej argumentdéw, prawostronng — zbio-
rem jej wbdrtoses. SR } :
- gpi6r wszystkich funkeji 7, ktére maja X jako Fbi6r argumentéw,

& ktérych wartodci nalezg do ¥, oznaczamy gymbolem ¥Z.

Jefli X jest. zbiorem argumentéw & Y zbiorem wartodei, to mé-
wimy tez, ze funkeja f jest okredlona na X i ze odwzorowuje ona zbiér X
na zbiér Y.

Jedli f jest funkeje, to dla kazdego argumentu x istnieje dokladnie
jedno y pozostajace do z w relacji f, gdyz co najmniej jedno takie ¥
istnieje 'w my#l definicji dziedziny lewostronnej, a moze byé co najwyzej
jedno wobec okredlenia funkeji. To jedyne y 0znaczanly symbolem f(z)
i nazywamy wartoScia funkeji f dla argumentu z. Wazér y=f(x) wyraia
wiec to samo, co Zfy. :

Zachodzi oczxwiécie réwnowaznosé:

(j=9)= [I{fe) = g(a)]

1) Podana tu deﬁﬂoja funkeji pochodzi od G. Peano, Sulla definizione di fun-
zions, Atti della Reale Accademia dei Lincei, Classe di scienze fisiche, matematiche
o naturali 20 (1911), str. 3—5.
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Przyjeta tutaj definicja funkeji jest uscifleniem definicji klasycznej
podawanej zazwyczaj w podrecznikach analizy a orzekajacej, ze funkcja f
jest okredlona, gdy podane jest prawo, ktére kazdemu eclementowi a
zbioru argumentéw przyporzgdkowuje jedng i tylko jedna wartosé f(z).

Gdy pary uporzagdkowane utozsamimy z punktami plaszezyzny,
a iech poprzedniki i nastepniki odpowiednio z odeigtymi i rzednymi, to
okaze sig, ze funkeja jest tym samym co wykres funkeji (w terminologii
geometrycznej).

Pod pojecie funkeji podpada pojecie ciqgu. Cigg nieskoriczony jest
to bowiem funkeja, ktérej zbiorem argumentéw jest zbidr liczb natu-
ralnych. ‘

Ciag skoriczony o = -elementach jest to funkeja, ktérej zbiorem
argumentéw jest zbidr liczb {1,2,...,n}. Inaczej méwige: jest to zbidr
postaci {<1,a>, <2,bD, ..., {n,kD}.

UWAGA. Zauwaszmy, s ciag o dwu elementach dy,a, i para upo-

rzadkowana {ay,6,> sa pojeciami réznymi, bowiem eciag ay,a, jest to

zbitr {{1,a,3, <2,a,D}, zad {ay,a>={{a,},{01,6,}}. W zastosowaniach jest
jednak zazwyeczaj obojetne, ktére z tych dwéch pojeé uzyé.

Zbibér ciagdbw n elementowych, ktérych wyrazy nalezg do X ozna-
czamy symbolem X”, :

Definicja. Funkeja f jest réznowariosciowa (lub wzajemnie jedno-
snacena), jedli dla réznych argumentéw przyjmuje ona zawsze réine
wartogci: .

‘, Tftay) = (@) - [s=a],
gdzie @ 1 @, s3 dowolnymi elementami zbioru argumentéw.

} PRZYKLAD. Niech f bedzie funkejs, ktorej zbiorem argumentow
jest zbidr liczb rzeczywistych i ktéra dana jest wzorem f(z)= #?. Funkcja
ta jest réZnowartosciowa, gdyz wf:w;‘»a}l:wz. Natomiast funkeja g, dana
wzorem g(z)=2? nie jest wzajemnie jednoznaczna, gdyz np., (—2)2=22.

Def’{nxﬁ(yq. Fugkeja ¢ nazywa si¢ odwrotng do funkeji #, jesli zbior
argument6w g jest zbiorem wartosei 7, zbiér wartosei g jest zbiorem argu-

Ir}entéw f 1 przy tym dla kazdego argumentu s funkeji f. zachodzi
réwnodé

1) : 9(f(@)=w.

Tw?erdzenie 1. Na to, aby istwiala funkeja g odwrotna do funkeji f
potmeba z.fwysmrcz.a, l{y. funkeja f bylta rdénowartosdciowa. Jesli to zafosenie
;{est s*petm.one? to istnicje jedna tylko fumkcja g odwrotna do f; zarasem 1
jest fumkojq odwrotng do g. : ‘

\

@ ‘ ‘
cm . 5

Dowbd. Jesli g jest funkeis cdwrotng do f, a &, 1 #, sa dowolnymi
avgumentami funkeji f, to z f(a;)=1(z,) wynika g(f(z)=g(f(zy), & Wiee
@y ==, na moey (1). Jesli wiec istnieje funkeja odwrotna do f, to fun-
keja f jest réznowartosciowa. ’ )

Zal6zmy na odwrét, ze f jest funkeja wzajemnie jednoznaczng
i niech X bedzie jej zbiorem argumentéw a ¥ — zbiorem wartosei.

Przyjmujac -5 3 (o= <y,aD) - (y=1(2))

],
ze¥YXX xeX ye¥

. * '
wykazuje sie z latwoscia, ze ¢ jest funkeja odwrotng do f.

Funkeja odwrotna do funkeji wzajemnie jednoznacznej f jest_ty]ko
jedna. Istotnie, jesli g; 1 ¢, 52 funkejami odwrotnymi do f, to majg one
‘ten sam zbiér argumentéw i ten sam zbiér wartosel. Niech ¥ nalezy. do
zbioru argumentéw gy, tzn. do zbioru wartcsei f. Istn?‘eje 'zatem taklef:f
se y=f(z) i wzér (1), ktory w my$l zalozenia obowiazuje dia flle-G]I
g i g daje g(y)=2 1 gy)=u; stad gi(y)=ga(y). Wobec dowolnosei ¥
wzér ten dowodzi, ze ¢3=/{,- ) B

Aby wreszcie wykazaé, ze f jest funkeja odwrotng do swej f'unk.cp
_odwrotnej, zauwazmy, Ze Z (1) wynika f(g(f(2)))=7(=), skad, przyjmujac
y=f(&),- otrzymujemy
{2) flgy)=y-

Poniewaz kaidy. argument funkeji g moze byé przedstawigny jako f(x),
wiec wzor (2) zachedzi dla Mdowolneg)lo argumentu y’funke‘]l g, co dowo- -
dzi, ze f.jest funﬁcja odwrotng do g. A )

Twierdzenie 1 jest zatem ndowodnione w zupelnosei. .

Funkeje odwrotng do funkejiN(wzajemnie jednoznacznej) f ozna-
czamy symbolem f . Mamy zatem

@) )= [ @)=Y =1 g{[w.=f‘"‘(y)]—=—[y=f(m)1}-

Twierdzenie 2. J eéi’i kazda wartodé funkeji f jest argumentem ;fun—
kcji g, to isinieje dokladnie jedna taka funkeja h o tym samym zbwrzg
arqumentow co f, Ze

! ’ h(e) =g(f(@))- ,

Dowod. Jefli funkeje By 1 Ry czyhia obie zado§é warunkom Wwy-
mienionym w twierdzeniu, to hy(@)="Hy(x) dla kazdego @ nallezsg'(?,ego do
zbioru arguﬁlentéw tyceh, funkeji, a wiee hy="h,. Ist‘meme funkeji b wy-
nika z uwagi, ze na mocy aksjomatu V istnieje zbiér

= FE 3 3 =2 [e=g{f@)]

teXXZ xeX z€Z .

gdzie Z jest zbiorem wartosci funkeji- g.
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Funkeje h, ktbérej istnienie 1 jednoznacznodé orzeka twierdzenie 2,
oznaczamy przez gf 1 nazywamy funkcjg zlodomg. Funkcja zlozona gf
istnieje tylko wéwozas, gdy zbiér wartoedei f jest zawarty w zbiorze argu-

mentéw g. :

Nastepujace twierdzenie wyraza lacznosé operacji sktadania funkeji: |

Twierdzenie 3, Jesli zbidr warto$ei funkeji f jest zawarty w zbz‘iwze
argumentéw funkeji g,- o 2bidr wartodei funkeji g jest emwarty w ebioree
argumentow funkeji h, to h(gf)= (hg)f.

Dowb d..Nieeh « bedzie dowolnym argumentem funkeji f. A zatem
gfl@)=g(f(x)) 1 [h(gf))(w)="h(g(f(2)))- Podobnie

[(hg)f(@) =[hgl(f(m)) = h(g({(=))),

?mwiec [h(gf)](m):[(hg)f](m). Poniewaz & jest dowolne, 78 funkcje h(gf)
1 (kg)f maja te same zbiory argumentéw, wnosimy stad, ze h(gf)= (hg)f.

) Tfo.uierdze??/ie‘ 4 Jesli fumkcje f i g sq weajemnie jednoznacene 4 fun-
koja elozona gf isinieje, to fumkcia ta jest tez weajemmie jednoznacend.

Dowéd. Niech @ 1 #, beda argumentami funkeji f. Z réwnodei
qf(wl)'——— gf(fvz) wynika f(#;)={f(2,) wobec zatozenia, ze funkcja g jest wza-
jemnie jednoznaczna. Z réwnosci zad f(z)=f(x,) wynika, ze ¥, =u,, gdyz
f}mkcja / jest wzajemnie jednoznaczna. Zatem gf(col);i; gf(@ )—>§; =2
tj. funkeja gf jest wzajemnie jednoznaczna. - v

- Def'micja. Niech M bedzie podzbiorem zbioru argumentéw fun-
keji f Funl;cg@ Mg nz;zywamy funkeja cegdeiowq, mianowicie funkcja f
ogramiczong do M, jesli zbiorem argumentéw g jest M i g(x)= ]
@ e M. Piszemy: g=f|M. a ' sa=a) s
) Bez -trqdu mozna wykazaé, ze taka funkcja czefciows istnieje i jest
jednoznacznie wyznaczona przez f i- M. *

Jesli g=f|M, to gCf. Méwimy w tym przypadku, 7 ja f jest
preediuseniem funkcji g. YR preypadicy, go funkeja f jest

) ;?’wie?-dzenic? 5: ffeéli funkeje f i g sq ’wzajem;%'e jednoznacene
7 f_@fn cja _zlozo'na, g1 ‘istnieje, to funkeja odwrotng do gf jest. f (9]1X)™, gdeie
Y jest ebiorem warto$ei funkeji f. ’

_].).owod.. Nlecl} g1 bedzie funkeja czefeiows g|¥. Zbiovem wartodei
fm.:kcp gl—l' jest zbi6r argumentéw funkeji g, czyli zbi6r Y. Poniewaz
. zbiér "ten_ljest‘ zbiorem wartodel funkeji f, czyli zbiorem argumentéw
funkeji. f~, wiec spelnione sg zatozenia, zapewniajace istnienie funkeji

zlozonej g

iom.

Funkeje. 59
Niech @ bedzie argumeptém funkeji f. Mamy woéwezas

[(f"y;‘)(gf)](m)=f“(g:‘(g(f(m))))=f“%(g;‘(gl(fw))))_:f—‘(f(m)f =2,
co dowodzi, ze f 'gi" jest funkejg odwrotng do gf.

Definicja. Fankeje wzajemnie jednoznaczng f, ktérej zbiorem
wartodei i zbiorem argumentéw jest ten sam zbiér X nazywamy per-
mutacjg zbioru X.

Najprostsza permutacjs jest tozsamosé, t. funkeja I, ktérej war-
1046 stale Téwna sie argumentowi: I(#)=o dla xe X.

7 latwodcia wykazuje sie, ze jedli f1i g sa permutacjami zbioru X,
to i funkeje i gf sa permutacjami tegoz zbioru.

Definicja. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Funkeja f, dla
ktérej zbiorem argumentéw jest X7 (por. str. 56) nazywa sie funkeja
n zmiennych preebiegajacych zbidr X 1).

Argumentami funkeji » zmiennych sa wiec ciagli m-elementowe
(@1, .y @), ktOrych wyrazy nalezg do X.

Wartogei funkeji f wieln zmiennych oznaczamy symbolem f(y, ...;Tn)-

Wazystkie wprowadzone tutaj pojecia stosujg sie bez zmijany do
funkeji wielu zmiennych, gdyz funkecje takie 83 przypadkiem specjalnym
ogélnego pojecia funkeji {mianowicie, gdy argument przebiega zbiér X7).
W szczegolnodel funkeje » zmiennych nazywamy réznowartoseiows, gdy
dla dowolnych elementéw Bgyeeoyy Ypy -3 zbioTE X

[f(2y, ---,mn)=f(?l1, '_"::'/n)] -—)I[(w1=y1) ey = yn)]',

PRZYKELAD. Fankeja p(m,n)=27"(2n—1) ma g* za zbibr argu-
mentéw a J za zbiér wartosci; tj. kazda liczba naturalna %k daje sie
przedstawié w postati gm—1{9y,—1). Jesli bowiem m—1 jest najwyzszym
wykladnikiem potegi takim, Ze 9m=1 jest dzielnikiem %, to iloraz k:2m—t
jest nieparzysty. _ - - o
: ‘Wykazemy, e funkcja ¢ jest réznowartodciowa, tj. ze jesli
gm-1. (2p—1)=2=1. (2n'—1), 0 m=m' i n=n'. ] )

Niech p=2=1.(2n—1) i p/=2m—1. (20’ —1). Jefli p=p’, to naj-
wyssza potega 2 dzielgoa p jest tez najwyzsza potega 2 dzielaca p’, a Wige
m=m’. Skracajac Téwnos$é p=p' przez gm—1 otrzymamy 2n—1=2n"—1,
skad n=n'." .

Funkcja ¢ odwzorowuje zatem gt na J i jest weajemmnic Jednoznacens.-

1) Pojecie to uogénimy w § 10.
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UWAGA. Pojecie funkeji odrézniad nalezy od pojecia przyporzad-
. kowanias Przez przyporzadkowanic rozumiemy funkeje zdaniows P(w,y)
o dwu zmiennych, spelniajaca warunki
(W) I %‘ oy, 1 [9@90) P92 > (=1

Warunki te orzekaja, Ze dla kazdego # istnieje dokladnie jeden
taki przedmiot y, ze P(x,y). Przedmiot ten mozna by oznaczyé sym-
bolem. F(z). C

Jedli funkeja zdaniowa @(z,y) ma nieograniczony zakres zmiennogei
argumentéw, to moze nie istnieé zbidr wszystkich par <{z,y> takich,
ze D(2,y), tzn. ze moze nie istnied taka funkeja f, ze P(w,y) =[y={f(»)].
Np. funkeja taka nie istnieje, jesli P(x,y) jest funkcja zdaniowa z=y
{por. str. 38). Zachodzi natomiast twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 6, Jesli funkeja edaniowa D (x,y) czyni zadosé warun-
kom (W), zaé A jest dowolnym zbiorem, to istnieje taka funkcja 'fa, s A
jest jej zbiorem argumentéw i e dla dowolnego e A ¢ dowolnego y jest
[y=7alo)] = D(%,9).
Mianowicie, zadana funkeja f4 jest zbidr

E % [(t=<2,4>) D(z,9)],

B teAXD“A X
istniejacy na mocy aksjomatu zastepowania (por. § 3, str. 49).
OWICZENIA. 1. Niech n>>3 oraz -
X=A0+ ~"+An—11
Bi=Awpat ot Appn—t, Or=App+ .o +Adigna,
gdzle wskazniki zredukowane &g mod n.

Niech dany bedzie uklad funkeji fae Y2, k=0,..,n—1, spelnia-

Jjacych warunek
fa@)=fra(e) dla @ e Op. .
Istnieje wéwezas funkcja fe ¥X spelniajaca r6wnoé fr== f|Bx dla
kazdego %=0,...,n—1.
2. Udowodnié wzory:

0¥=0 dla X0, 0°={0}, ¥X40 dla Y==0.

§ 7. Obrazy i przeciwobrazy. Niech f bedzie funkeja, % —

zbiorem argumentéw f, 9 — zbiorem wartodci f. Dla XCF i Y Yy
- przyjmujemy: . .

FO=ELSw=1a), 1 (D=F fw) 71

.1) Zakladamy tu, e X none & oraz ¥ none %Y. Bez tego zalozenia symbolika
powyisza bylaby dwuznaczna. W zastosowaniach zalozenie to z reguty jest spelnione.

icm.

Obrazy i przeciwobrazy. 61

f(X) nazywa sie obrazem zbioru X, za$ [~ 1Y) — preeciwobrazem
zbiorn Y .Zbiér f(X) jest wige zbiorem tych wartosei funkeji, ktére odpo-
wiadaja argumentom naleigeym do zbioru X; zbibr f~ 1(¥) jest zbiorem
tych argumentéw, ktérym odpowiadajg wartodci funkeji nalezace do Y.

Jefli Y redukuje sie do jednego elementu y, to zbiér f~ 1(¥) nazy-
wamy warstwg funkeji f wyznaczony przez y. Wamstwy sg rozlgczne.
Sumg ich jest zbiér X.

W przypadku, gdy funkcja f jest wzajemnie jednoznaczna, symbol
i 1(]Z') ma pozornie dwa znaczenia. Moze on w my$l przyjetych tu uméw
oznaczaé albo przeciwobraz P zbioru Y ze wzgledu na funkeje f, albo tez
obraz Q zbioru Y dokonany przy pomocy funkeji f~ . Ta dwuznaczno$é
jest jednak tylko pozorna, bo @=P. Istotnie

(e@)= Z]’,(w=f”1(y)) Eyz;(y=f(fv)) =[f(z) e Y]=(z ¢ P),
yE 3
bowiem (por. (3), str. 57): [z=1"'(y)]=[y="F(x)].

Dla obrazéw i przeciwobrazéw zachodza nastepujace prawa (z.a.kla-

damy, ze X,X;,X, sa podzbiorami &, za$ ¥, Y, ¥, — podzbiorami )=

1) HXy+ Xo) = f(Xy) + f(Xo)-
Dowéd. y efiXy+ Xy =3 (y=1(a)
= Y[(# e Xy+Xa) - (y=HN]
= =3 e Xy) (y=Ha)+ (@ € X)- (y=1(2))]
| =Sl eX) =@+ I @ X =F)]
= [y e (XY]+Ty < f(Xa)]
=y e [{(Xp)+/(X].
@ C XCX,— [(X)CHX)-
In;p]jkacja, ta wynika natychmiast ze wzoru (1). )
@ F(Xy- Xo) CH(Xy)-H(Xy)-

Dowyc’)d. X, =X, X, (X;—X,), a wigc wobee (1)
AE) =X X+ (X —X) DX X).
Podobnie f(X,)Df(X,X,). Przez pomnozenie tych dwu inkluzji stronami
otrzymamy wzér (2).

®) NI L= (X))

I VT R
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Dowoéd. zef Y Yl—.l— Y,) =f(®) (X1 + X,) = [(f(#) e Y1)+ (flw) e Xy)]=
=[@ e/ TN+ @ (T =ac[f (T)+7 (L)
@ )= T YT, 6) =Y = (X~ ().
Dowdd jest analogiczny do dowodu wzoru (3)-
(2 (XX ={Xy)-[(Xy), o ile funkcja f jest résmowartoseiowa. )

Wizér ten otrzymujemy stosujac wzér (4) do funkeji . .

Wizér (1) wykazuje, ze tworzenie obrazu jest operacja addytywna,
wzory (3) i (4) — ze tworzenie przeciwobrazu jest operacja addytywng
4 multyplikatywng. Tworzenie obrazu nie jest natomiast operacja multy-
plikatywng (poza obrebem funkeji wzajemnie jednozneznych). -

(6) H)]=Y.
Dow6d. {y </ (V)] = 3w/ (V) (y=1@))]
- ’%’[(f(w) ¢ X)-(y=1(2))]
=yelX. ) N
(7) IO X.
Dowéd. (weX)—[f(a) e (X)] =2 e fHX)]

*

‘We wzorze (7) znak inkluzji nie moze byé zastgpiony znakiem

réwnosci. Jedli np. f jest funkeja zmiennej rzeczywistej i f(o)=x?,

to dla X= é‘ [@>0] jest f'[f(X)]%X. Natomiast dla funkeji wzajemnie

jednoznacznych zachedzi oczywidcie réwnodé I X)=X.
GWICZENIA. 1. Dowieé, ze

(a) X~ X)CHE—Xy),  (b) fIX-fH(X)]=HX) Y.

2. Jedli g=f|4, to g (¥)=A-f (T).

, 3. Wartodé y funkeji f nazywamy wartodcia rzedu n, jedli zbiér
f ({y}) sklada sie z n elementéw. Méwimy, ze funkeja f jest rzedu <n,
jedli kazda jej wartodé jest rzedu <n. ) :
N _Dowieéé, ze jedli funkeja f okreflona na przestrzeni & jest rzedu <n
ijedli ACE, to funkeja czefciowa f][f"lf(A)fA] jest rzedu <n—1.

, 4.. D@ny jest uklad r+1 podzbioréw rozlgeznych A,..,A, prze-
strzeni & oraz funkeja f rigdu <n okreglona na & (n>>r). Prayjmujemy
B={f{Ag)-...-f(4:).

Dowieéé, ze funkeja czedciowa f{[Ai-j;i(B)} jest rzedu {n——r.

icm
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§ 8. Sumy i iloczyny uogélnione. Niech F bedzie funkej,
ktorej wartosciami sg podzbiory pewnego ustalonego zbhioru &. Niech
argumenty funkeji F' tworza (niepusty) zbiér T. Mamy wige F e (25T
Zamiast F(t) pisaé bedziemy krécej Fy. ’

Niech W bedzie zbiorem wartogel funkeji ', tj. rodzing zbioréw Fy

‘ gdy t przebiega T. Sume zbioréw nalezgeych do rodziny W oznaczamy

(ob. § 2, str. 44) symbolem S(W); iloczyn — (ob. str. 46) symholem P(W).
Dogodng jest symbolika nastepujaca: ' :

(i) S(W,):;'F,,' P(W):[i]ll'?t.
Stwierdzamy z latwodcia, ze
(i) ' me;'mstz(mem, ’megF,Eg(weFt),

gdzie X' i IF po lewej stronie majg znaczenie matematyczne (okrveslone
wzorami (i), po prawej za$ — logiezne (sg o kwantyfikatory).
Jedli zbiér T sklada sie z jednego tylko elementu a, to

ZFt:Fa:,ngt’

tent

jesli zag T sklada sig z dwu elementéw ¢ i b, to

” ’ ZFizFa’JFFb i tIlthFa'Fb.
. ‘te

teT

" Rozwazane tu pojecia sg wiee istotnie nogélnieniami pojeé sumy

i iloczynu zbioréw na przypadek dowolnej liczby zbioréw.

7 (if) wyprowadzimy Wwzory zachodzace dla kazdej funkeji zdanio-
wej dwé6ch zmiennych ®(z,y) (o ograniczonym zakresie zmiennosel ar-
gumentéw): '

(iii) Z E Q(%f/)"“' Eg D(@,9); H EQ(w:y) = Ey¢(m,y)-
. 7 x x : . x

g x

'Istotnie,vprzy,jmnjaec Fy=F &(z,y), mamy

P(z,y)=2¢ | Ployy)=zecFy;

a - zatem

e ES 0@ y) = SBey) =3z P =2¢ SFy=zc I EO@y)-
x. g B g g E/ 4 x

@

Dow6d drugiej ezgé,ei.wzoru (iii) jest analogiezny. .
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Wzory dotyezace kwantyfikatorow, podane w §1, prowadzg na
" mocy (i) do nastepujacych wzoréw dotyczacych dziatar uogdluionych:

(2) ‘HﬂcEcgﬂ, |

o [HEee=[F:Jlo,  (© J@+0)=IFdZ0,
@ - [EA =T F e ) CITE et G,

(e) ' gwﬁwcgmﬂngﬂgmh

® (17 = X1, (g) (Er) =7,

W . [JA+F)=4+]]F, W AF)=4-3F,
) T (ACF]~[ACIIFd,

(k) I PCA)] > [(ZFICAL

We wzorach (f) i (g) X’ oznacza uzupelnienie X Wzgl@dem zbioru &.
Dowody wzoréw powyzszych otrzymuje sie automatycznie z odpo-
wiednich wzoréw § 1. Jako przyklad podamy dowéd wzoru (f) de Morgana:

w€(UFt),E(W€U31)'E(g$EFt)’E;‘(WeFQ)_Ew6%'17’?;

_stosujemy tu kolejno wzory: (2) z § 2, rozdzial I (str. 6), (ii), (6) z §1
(str. 40) i (if).

Réwniez tablica implikacyj podana na str. 43 prowadzi do wzoréw
dotyczaeych dziatad nieskonezonych; w tym celu wystarczy znak impli-
kacji — zastapié przez znak inkluzji C, za§ @ przez funkcje F dwéeh
zmiennych przybierajacg zbiory jako wartodei. W szczegélnosei zacho-
dzi wazny wzér ’

(1) 7 tZr"I;IFtsCI];yFts-

Jak wiadomo, w ogéloym  przypadiu inkluzja ta nie daje sig od-
wrécié (por. str. 42). k

Twierdzenie 1. Suma D F; jest jedynym szbiorem 8, czyniacym
2adosé warunkom !

® [1(FCE), (2) Q { (F:CX)]—(8CX)};5
iloczyn [] Fy jest jedynym zbiorem P, czymiqeym zado$é warunkom
®) [1(2CF), (4 [I{[](XCP))—~(XCP)}:

icm
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Inaczej moéwige, suma DI F, jest najmmiejszym zbiorem, zawieraja-
t

cym wezystkie zbiory Fy, a iloczyn [1F; jest na,jwi@kszy;m zbiorem zawazr-
t
tym W kazdym ze zbioréw Fi. !

Dowéd. Ze wzoréw (a) i (k) wynika, ze suma Z:F; czyni zadosé
warunkom (1) i (2). Na odwrét, zalézmy, ze zbiér §- czyni zadodé tym
warunkom. Z (1) i (k) wynika wowezas, ze. % F:CS. Podstawiajac zas
w (2) X=2X.F: 1 stosujac (a), otrzymamy S8C 2 Fy, co dowodzi, ze
S = Zl F te

Dowéd dla iloczynu jest analogiczny.-

¥ Twierdzenie 2 (uogblnione praws lacznodei). Jeshi T = Z;j H,,
. ue
prey czym H jest funkejd, ktdrej argumenty przebiegaje zbidr U, o Ttdrej
wartosciami sq zbiory (tj. H < (27)0), to

(8) SFe=) 2F, (6)

teT uel teHy - . teT

[TF:=1] [P+

u=U teHy
Dowéd. Przyjmujat
8= F,

teT

i 8=2F
. teH,
sprowadzamy wzér (5) do postaci

(n 8=2 84
. uel

7 zalozenia mamy SDOF; dla kazdego teT, a wiee w szezegdlnosel
dla kazdego t e Hy, skad 8§D, na mocy twierdzenia 1. Zalézmy na od-
wrét, ze XD8, dla dowolnego % ¢ U. Jedli t e T, to istnieje takie 'u‘eU,
76 te Hy, skad SyOF: a wiec XDF;. Wobec dowolnosei ¢ wnosimy
stad, ze  XDS. Stosujac fwierdzenie 1 otrzymujemy. wzér (7 )

Dowéd wzoru (6) jest analogiczny.

* Tuierdzenie 3 (uogdlnione prawa przemiennosei). Jesli ¢ jest

permutacja #biori T, to

®) 2 Fi=2 Py, ) 1 B=[]Fs-

1eT t
Dowéd. Niech S=ZiFypy. Jesli teT, to t=gplpT1()), a poniewaz

8D Fgq dla dowolnego ue T, wiec w szczegblnogel (dla w=g=Yt)) SOF;.

Na odwrét, jesli X jest zbiorem takim, ze. XDF; dla teT, to XD Pyt

gdyz @(t) e T. Stad XD8, co dowodzi, ze § jest najmniejszym zbiorem,

zawierajacym wszystkie zbiory Fy, tj. 8=2ZF:. )
_ Dowod wzoru (9) jest analogiczny.

Kurs Teorii Mnogo$ci. °


Yakuza


66 ROZDZIAL II. Relacje. Funkeje, Dzialania nieskoficzone.

* Twierdeenie £ (uogdlnione prowa rozdzielnosei) ). Jesli
M=XT, orae K=F [[(¥ -Tu=0),
uel

yeolM uell
to
) [ X F=X% [T, ay ¥ [r=] 3.
uelU teT, uel teTy te

Dowdd. Zalozmy, s YeK 1 uelU., W my§l definicji rodzmy K
mamy ¥ - Ty==0; niech wiec ¢y e ¥ - T, Wynika stad na mocy wzoru (a), ze

Hrmﬁ@CZF,

teTy

. Poniewaz 1nkluz3a ta zachodzi dla dowolnego u ¢ U (a statego Y), wige
na mocy twierdzenia 1 wnosimy, Ze

Orcll 2 F.

uel teTy,

Wobec dowolnodci ¥ wynika stad znéw na podstawie wzoru (a) inkluzja

(12) > [lrcCl] 3F,.

YeK teY uel tely

Aby udowodnié inkluzje odwrotng, zaldzmy, ze

(13) ' aell] 3 F.
uell teT,
Niech
(14) Y= E a e Fy).
: eM

Jesli u e U, to w myslL (13 @€ Z F,, a wiec 1stmeJe takie t e Ty,

76 & € Fy; zatem teY, co dowodzi, ze Y Ty3=0. W mysl okreflenia K
wynika stad, ze ¥ ¢ K.
7 (14) wynika, ze
[[(@eFy), ten: ae]]Fy,
tey 1€y
co daje .
(15) ‘ ae) []F;
. . . YeK teY

Wykazali$my wiec, ze z (13) wynika (15) dla dowolnego @, tzn. ze

- Il 3FCy 7.

wel re’[’u YeK teY

Inkluzm ta 1@czme % 12) daje 16wnosé (10)

1) Por, A. Tarski, Zur Gm/ndlegung der Boole'schen, Algebm 1, I‘unda.menta.
Mathematmae 24 (1935), str. }95.

s-
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Aby udowodnié (11), zastepujemy w (10) F, przez S—Fy, gdzie
8= 2 Fy. Otrzymujemy wéwezas
[[ Z2{(8—F) =3 [[(S§—Fy,
YeK

uel teTy, tey
skad, oznaczajac ogdlnie przez X' réznice §—X,

(1 2 Fy=(% N7y

U teTy

Stosujac prawa de Morgana (f) i (g) oraz wzér Fy=F;, otrzymamy
stad wzér (11).

Uogdlnimy obecnie wzory (1)—(4) z § 7, dotyczace sum i iloczynéw
skoriczonyeh, na sumy i iloczyny dewolne.

Twierdzenie 5. Niech F € (2%)T oraz f e Y. Wowezas

a8)  J(IF)=ZfF), an  JUIr)ClliE.

JeSli funkcja | jest weajemnie jednoznacena, to we weorze (17) moina
znak inkluzji zastapié przez znak réwnodci.
Dowé6d. Z okredlenia obrazu wynikaja réwnowaznosei

yef(XF)=Si(we I Py =1o)]
=3 (@ F)ly=1()]

3 [Y(wd’»(y )]

E%yefﬁu

=Ye 27‘ ),

~

Hl

ktére dowodza wzoru (16).
Podobnie otrzymamy, powolujac si¢ na wzér (18) z § 1 (str. 42)

ysf(nﬁ’t)~5’[erFfu ()] meeﬁu y=fx))]—
-+H5’weny ﬂwﬂ—JerfE yeQﬂFm

skad wynika wzér (17).
Jedli funkeja f ]est Wza]emme Jednoznaezna, to stosujac wzér (17)
do funkeji odwrotnej i i “gbioréw f(FY), otrzymamy:

U HE) CIT () = [Ty,
skad na mocy wzoru (1) z § 7, str. 61, wynika, ze
I11F) C (L1 F)..

Ze wzgledu na inkluzje (17) dowéd twierdzenia 5 jest zakohiczony.

5%
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Twierdzenie 6. Jesli G e (27)7 ¢ fe X%, 1o

-f"l(ZG) Z’f“1 @), (19) f"(HGt)— (&),

(18)

Dowéd 0t1zymu]emv zZ 1ownowaznoé01 (Wynlka]iyeych z definicji

przeciwobrazu, § 7, str. 60):
yer (S 0) =fly) e 36 = ST € O
=2y f“1 Gl =y e X1 (GD;

t t .
ye f"([] @) =1(y) H. b= T < 64
=y« f”‘

]~veﬂf

Wrzory (16) i (18) stwierdzaja addytywnodé operacji tworzenia obrazz
i przeclwobrazu, wzor zad (19) — multyplikatywnosé operacji tworzenia
przeciwobrazu. Operacja. tworzemia: obrazu jest multyphk’htywna tylko
dla funkeji wzajemnie jednoznacznych.
PRZYKEADY. Niech zbiér 1 bedzie przestrzenlaé topologmmaa (por.
rozdziat I, § 8).
1) Jesli B jest funkeja, kidrej wartosciami sq =2biory domknigte (roz-
dziat I, § 8, str. 25), to iloceyn P=1II;F; jest tes wbiorem domknietym.
Dowéd. Wobee PCF, mamy PCFy dla kazdego t, skad PCFyy
gdyz Fy=T;. Wymka stad, ze BCILFy="P, a wiec P= P, gdyz PCP
na mocy aksjomatu (3), z rozdmalu 1, §8, str. 25.
2) Jesli G jest funkeja, ktdrej wowtoécmmz sq 2biory otwarte, to suma
S=Z;@; jest zbiorem otwartym.
Dowéd. Zbiory 1—G: 53 domkmqte zabem 1locayn IT (1 —Gy)
© jest tez domkniety. Na mocy prawa de Morgana (f) zhibr 1—8 jest wige
domknigty, tzn. zbiér § otwarty. | ’ : .
3) Jesli- D jest funkejq, ktorej wartodciami sq deiedziny domknigte
(por. rozdziat I, § 9, str. 35), to 2bidr SD—ZtDt jest deiedzing domknigia
z2awierajqceq wszystkw sbiory Dy prey tym kaddd deiedzina domkm@m,
sawierajaca wseysthie zbiory Dy, zawiera tez zbidr 8. -
Dowéd. Oczywidcie 8,0D;, skad Int(S,) D Int (D), a zatem

(i) ' Jnt (8,) O Int (Dy =
Wobec dowolnogei ¢ wnosimy stad na mocy twierdzenia 1, ze

WE)O XD i Tav(8)D % D=0
t N t

iocm.
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7 drugiej strony Int (83)C8,, a wiee
Int (8,) C8y= 84,
co dowodzi, ze- Sy=Int (S,). Zbiér §, jest wiee dziedzing domkniets.

Z (i) wynika, ze 8, zawiera kazdy zbiér D;.
Jedli Z jest dziedzing domkniety i ZDD, dla kazdego t, to

223Dy, a wige Z=ZD D=8,
t 1

4) Jesli D jest funkeia, kidrej wariodciami sq deiedziny domknigte,
Py=1nt (I, Dy) jest deiedzing domlnigiq "zawartq w kasdym
ze 2bioréw Dy; prey tym kaida dziedeina domknigta, zawarta w keddym
ze zbioréw Dy, jest zawarta w P
Dow6d: Przyjmijmy dla skrécenia X=1II;D;. Mamy wowezas
Py=Tnt (X)=X"",

X 1

a wiee Int (Py)=
Stosujac wzér (15) z rozdziatu I, § 8, str. 28, wnosimy, ze
Int (P))=X""=P,.

Zbiér P, jest zatem dziedzina domkniets. . -
Poniewaz X CDy, wige Int (X)C Int (Dy) i Int Tot (X) C Int (Dy), tzn.
P,CInt (D)=D; dla kazdego ¢.
Wreszcie, jesli Z jest dziedzina domknigtg 1 Z CD; dla kazdego i, to
ZCI;Dy=X; zatem Int(Z)CInt(X) i Z=Int Tnt (Z) C Int (X)=P,.

GWICZENIA. 1. Niech Fe(2%)1, fe Y oraz £=XF;. Przyjmijmy

fr=1|Fr Dowiedé, ze

FUD=371(T) dla kazdego YCY.
£

2. Dowiesé, ze

(ZF,)X(Z G.) = %‘(th G, (];]Ft) x(pau) = g (Fex Go).

§ 9. Dzialania na nieskoriezonych ciagach zbioréw. Zaj-
miemy sie obecnie szezegblnym przypadkiem, gdy zbiér argumentéw T
fnokeji F jest zbiorem liczb catkowitych nieujemnych, tj. gdy F jest
ciagiem zbioréw Fo,Fy, ..., Fn, ... Przes analogie z szeregami i floczynami
nieskoriczonymi liczb rzeezymstych piszemy

37, b JF, b FyF+.. zamiast ) Zr ¥y,
n n=0 €
[P, Wb [IP, lWub FoFy-oe zamiast  [] Fs.
n n=0 teT
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Weory (iii) z § 8 dajg natychmiast wzory nastepujace:

(1) n"=>:'0E\¢' Qn(m)=§',£0®n(m)a nI—]OE (25"(0.")=E Izo(pn(w),
gdzie Dy@),Dy(),... jest ciggiem funkeyj zdaniowych i gdzie X i I majg
po lewej stronie wzoréw znaczenie matematyczne, a po prawej — logiczne.

Obok nieskorniczonego dodawania i mnozenia rozwazamy dzialania:

Lim sup F, (granica gérna ciagu F,,Fy,...),
n=co

Liminf ¥, (granica dolna ciagu F,Fy,...),

okreslone jak nastepuje:

oo o . oo Lol
Fatwo sprawdzié, ze Lim sup F, jest zbiorem tych elementéw a
ktére nalezg do F, dla nieskonczenie wielu wartodei ». Do Lim ian,,,
nalezy za8 & wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do F, dla wszystkich war-
todel » z wyjatkiem ewentualnie skonczonej ilodci.
Jak widaé (por. str. 64, wzér (1)),

(2) Lim inf 7, C Lim sup F,.
n==co n=oo
.Jetéli‘ zn.ak inkluzji we wzorze (2) mozna zastapié znakiem réw-
noégl, tj. jesli gérna i dolna granica s sobie réwne, to ich wspdlng war-
t08é, oznaczong symbolem
Lim F,,
n=ox N
nazywamy gmm'.ccg ciggu Fo,Fy,... i méwimy, ze cigg ten jest ebiedny.
‘ ’Ter}anologla ta‘ pozostaje w bliskim zwigzku z terminologia teorii
ciagbw hczP rzeczywistych. Aby ten zwigzek ustalié, wprowadzimy po-
Jecie funkeji charakterystycemej danego zbioru 1. :
1Nlech dany bedzie zbiér 1. Funkejs charakterystyczng zbioru X
zawartego w 1 nazywamy funkecjg fx okreslong jak nastepuje: )

(3) o1 8dy ®eX
fx(@) {0 gdy @el-X.

oo Lat;vo sig pr?ekonaé, z& na to, aby ciag zbioréw Fy,H,,... (zawar-
fznk w ]a;nym zbiorze 1) byl zbieiny, potrzeba i wystarcza, aby ciag
cyj ¢ arak.terystycznyeh tych zbioréw byl zbiesny do funkeji cha-
rakterystycznej zbioru Lim F,.
N n=oa
?) Por. Ch. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesque, fonctions d&’ensemble,
classes de Baire, 2-e wydanie, Paryz 1936.
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Pojecie zbieznosei ciggu zbioréw wykazuje nadto interesujgce ana-
logie z klasyeznym pojeciem zbieznosel ciggoéw liczbowyeh, o ile przyj-
miemy réznice symetryczng dwu zbioréw za odpowiednik bezwzgledne]
wartodei réznicy dwu liezb?). Mianowicie nastgpujace dwa warunki sg
réwnowazne:

(4) Tim (Fr—A4)=0, (49 Lim F,=A.
n=co =00~

Dowéd. Warunek (4) jest réwnowazny nastepujacemu: dowolny
element # nalezy do F,—4 dla co najwyzej skonczonej ilodei n. Inaczej
méwige: dla kazdego » istnieje takie %e z n>mn, wynika
(5) ‘ zeF,=xzcA.

Zalézmy, ze @ ¢Limsup Fp, tj. ze 2 nalezy do F, dla nieskonczenie
wielu n. Z (5) wynika, 7e v A ize weF, dla wszystkich n>mn,, tj. ze
o eLiminf F,. Udowodnilimy wiee, ze z (4) wynika

) Lim sup F C A C Lim inf F,,

n=o00 n==co

skad réwnosé (4') na moey (2).

Na odwrét, jesli spelniony jest warunek (6) 1 wed, to @ eLiminf Fr;
a wiec # ¢ F, poczynajac od pewnego 7. Jesli zad ¢ ¢ F, dla n>n,, t0
2 eLim sup Fp, & wiec w my$l (6) zeA. Warunki (6) pociggaja wiec
za soba réwnowaznodé (5) dla n>n,.

GWICZENIA. 1. Udowodnié, ze funkeja charakterystyczna (okre-
$lona przez wzér (3)), spelnia warunki nastepujace: -

(&)  Fl@)=0, ()  flz)=1, (¢} frlw)=1—fx(),
(a) fas(@)=Fa(@)-f5(2), ()  fa—pl@)=Fa(®)—]an(®).

2. Jegli F,CF,C..., t0 2 Fn=Lim Fy.
n=1 ) =05

3. Jegli F,OF,D..., t0 [] FyTLim Fy.

4. Jedli Fy=1, to ~ n=-=o
1=(F0—F1'>+<F1—F2>+(Fz—ﬁf’zw..‘tfj; P

Jesli ponadto F,OF,DF,D..., to '

Fy =)+ (Fy—F )+ oot [[Fam 1 I(Fo—F)+ (P Fo)+ )

1) Por. E. Marczewski, Concerning ‘the symmetric difference in the theory of seis
and in Boolean algebras, Colloquium Mathematicum 1 (1948), str. 200—202.

w
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5. Jedli ky<<ky<..., tO
Lim inf F,, C Lim inf Ty,

n==co n=oo

‘ Lim sup Fp, C Lim sup Fy.
n=co n=oQ N

6. Jesli H An H B,=0, to ]] A4,C Z[A B._1—B,)], gdzie By=L.

n=1 n=1 =1
7. 0 dn= Z,'B,,, gizie By=4, i B,,:AF(A1+'...+A,,_1) dla
n=1 n=1
n>1. -

8. Niech 2[] Bnm =A= HZ (‘n,m oraz 2—! On m—+1 CZ’ Cn me

nom m n n,m

Woéwezas A=Lim 4,, gdzie 4,= V(B,,,l-...‘B,,,,,)(Gl,k+ ot Cna)e
9. Udowodnié, ze:
(a) Liminf A= (Lim sup-4,)’, (b) Lim A,=(Lim 4,),

(e) . Liminf (4, B,)==Lim inf 4, Lim inf By,

(d) : Lim sup (4 —[—B V= TLim sup 4,+ Lim sup B,
(e) nnlA C Lim inf 4, C Lim sup 4, CZ,A,,,

(£) ' Lim inf 4, + Lim inf B, C Lim inf (4,4 By),
(g) * Lim sup (A,,t B,)CLim sup 4, Lim sup B, ,.

(h) A-LiminfA4,CLimsup(4-+4,), A= Limsup 4,CLimsup (4-4,),
i wykazaé, ze inkluzje odwrotne nie zachodza.

10. Funkeje f, ktéra zbiorom przyporzadkownje zbiory, nazywamy
ciggla, jesli dla kazdego zbieznego ciagu Fy,F,,... zachodzi réwnosé

f(Lim F) =

n=00

L1m HE
Wykazaé cigglodé funkeji X+¥, X-¥, X’ i ogélniej, cigglodé
funkeji 3 F,, [[F, wrgledem kazdego skladnika (czynnika).
m n " .
11. Udowodni¢ nastepujacy warunek zbieznofei ciagu J,: dla kas-
dego eiagu par {my,ny> takiego, ze hm my=lim n;=o00, jest

i=oa

117 (Fmy=Fp)=0. [Marczewskil.

&
tcm..
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§ 10. Produkty uogélnione. Podobnie jak w § 8, niech F bedzie
funkejg, ktérej wartodeiami s podzbiory zbioru &, a ktérej zbiorem ar-
gumentédw jest zhidr T=0.

Definicia. Produki P Fy (produkt zhioréw ¥y dla teT) jest to
3

€T
zbibr Wwszystkich funkeji f, dla ktoryeh T jest zbiorem argumentéw i ktére
spetniajg warunek f(t) « F; dla kazdego te 7. Znaczy to, ze
PF:=E [ITf(t) e Fel, gdzie O=&'.
fe@ teT -
Jesli T=9= {1,_,3 ..}, to piszemy P F, zamiast P F. Blementami
n=1 . fe .

tego produktu sa ciagi:

3=(39,39,...,3%,...),

Jedli wszystkie czynniki F; produktu sa identyczne:
mamy P F=YT

zbibr Ws;ystkwh funkeji, ktme maja T quo zbiér argumentéw, a kto-
rych wartodci naleza do Y.

W szezegdlnodei wiee, jesli T=9, to ¥7 oznacza zbiér wszysthich
ciggbw nieskonezonych o wyrazach nalezacych do zbioru Y.

Podobnie, jesli T=1{1,2,...,n}; to X7 jest zbiorem ciagéw n elemen-
towych o wyrazach nalezgeych do ¥. Produkt ten oznaczyliSmy (por.
str. 56) symbolem Y"; wykladnik n za,stgpuje tu wige symbol {1,2,...,n}.

UWAGA. Niech 7={1,2}. Produkt. uogélniony PF, i produkt

F; X F, nie sa identyczne; plerwszy ma jako elementy cwd i 0 dwu wy-
razach, drugi — pary uporzadkowane, a te dwa pojecia sg rézne (ob.
uwaga, str.56). W praktyce jednak rozréznianie miedzy tymi dwoma
rodzajami produktéw jest nieistotne, ze. wzgledu na moznos$é wzajemnie
jednoznacznego przyporzagdkowania kazdej parze uporzgdkowanej {z,y>
nalezacej do Fy X Fy, ciagu {<1,2>, <2,5>} nalez@eego do PF,

Jesli Fr,=0 dla jakiegoé 1, to P Fy=0.
. teT

gdzie 3@ e F,.

F t—-y to
Symbol PF: oznacza bowiem w tym przypadku

Istotnie, jesli f € P Fy, to f(ty) e Fy, & wiee Fy=0.
teT ~
Zajmiemy sie obecnie odwréceniem tego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Jesli zbior T ma skoticzong ilodé elementéw & Fy==0

- dla kazdego teT, to PF,:}:O.

Dowdd przeprowadznny przez indukeje wzgledem liczby elemen-
t6w T. Jesli T ma jeden element, to twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy
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zatem, 7e zachodzi ono dla przypadku, gdy T ma n elementéw; niech

T,=T-{a}, gdzie anoneT. Zalézmy, ze Fy=0 dla te T,; wykazemy,

ze wynika stad P Fy#0. Istotnie, zalozenie indukcyjne daje P Fy==0;
T

te T, te
niech wiec fe P Fy Niech {,eF,. Zbidr fy=F-+{{a,te>} jest funkcjy
teT
nalezacy do P Py, co dowodzi, ze produkt ten jest niepusty.
teTy

Twierdzenie 1 obowigzuje réwniez dla dowolnego T, jezeli wezystkie
czynniki produktu sg réwne (por. str. 60, éwiez. 2):

Twierdzenie 2. Jesli Y =0, to XY7<=0.
W ogéloym przypadku dowdd, ze produkt zbioréw niepustych jest
sam niepusty, wymaga uzycia pewnika wyboru:

° Twierdzenie 3. Jesli Fy=0 dla te T, to P Fy==01).
teT

Dowéd. Z pewnikéw IV i V (lub profciej z pewnika VII) wno-
simy z latwodcig, Ze istnieje zbidr Z, ktérego elemeéntami sy wezystkie
produkty {t}x F:, gdzie teT.

Jesli =1y, to zbiory {£} X Fy i {t,} X Fy, sa rozlaczne, gdyz pierwszy
skiada sie z par o poprzedniku 3, a drugi z par o poprzedniku #,. Pro-
dukty {t} X F; sa nadto niepuste, gdyz z zalozenia Fy==0 dla te T.

Z jest zatem zbiorem, ktérego elementami sg zbiory niepuste i roz-
laczne; w my§l pewnika wyboru (str. 48) istnieje zbidr f, ktéry z kazdym
produktem {t} X F; ma po jednym elemencie wspdlnym. Zbiér f skiada
sie wiec z par {t,a,, gdzie te T i a;e Fy, przy czym kazdemu ¢ ¢ T od-
powiada jedna taka para ze zbioru f. Wynika stad, ze f jest funkejg i ze
f(t)=a; dla t ¢ T. Funkeja f nalezy zatem do P Fy, ¢.b.d.o.

. teT

Zotbzmy w szozegllnodci, ze 7' jest rodzing zbioréw niepustych
i przyjmijmy Fo=1T dla TeT. Z twierdzenia 3 wynika, ze P Fr==0.
Otrzymujemy zatem o

° Twierdzenie 4 (Ogdlna zasada wyboru). Dla koidej rodeiny T
zbioréw niepustych isinieje taka funkcja g, ée

g(T) el dla Tel.
CWICZENIA. 1. Wrykazaé, ze twierdzenie 3 pociaga za sobgy pew-

nik ‘wyboru, a wiec jest mu réwnowazne.

i ) B. Russell przyjat twierdzenie 8 za aksjomat zamiast pewnika wyboru.
éks;oma.t ten nazwal on aksjomatem multyplikatywnym. Por. A. N. Whitehead
i B. Russell, Principia’ Mathematica, tom 1, 2-¢ wydanie, Cambridge 1925, str. 536-

. . .
Im 11 Przestrzenie: &%, G, §7 i iune. ‘ 75

2. Niech F, & i H beda trzema funkejami takimi, ze Fy;3=0, G+=0

i Hy4=0 dla wszystkich te T. Udowodnié przy pomocy pewnika wyboru
nastepujace twierdzenie. Jesli

PFtZP Gt‘%-PHt,

teT 4T teT
przy czym oba skladniki tej sumy sa rozlgezne, to istnieje dokladnie
jeden taki element i,e T, 2o Fy=G04+Hy, Gy H,=0 i F;=G0=H:
dla wszystkich #=1%,.

§ 11. Przestrzenie: &, C, F7 i inne. 1. Preesirzen euklidesowq
n-wymiarowe definiujemy jako zbi6r ciaggéw (ay, @y, ..., 8n) 0 Wyrazach
rzeczywistych. Kazdy ciag n-elementowy jest funkejs f okreslong na
szbiorze {l,...,n}, ktérej wartodei f(1),...,f(n) sa rzeczywiste (por. str. 56).
W my$l ustalonego wyzej znakowania (str. 73) przestrzen euklidesows
n-wymiarows oznaczamy symbolem &

2. Zbidér Camtora C jést to zbiér liczb rzeczywistych

o
Y Cit

1

W o=

¥

1

gdzie ¢;=0 lub ¢=2 dla i=1,2,... Kazdej liczbie ¢ C przyporzadko-'
waé mozemy w sposéb wzajemnie jednoznaczny ciag f(1),f(2),... okre-
§lony wzorem f(i)=e¢; dla i=1,2,... Zbiér C* tych ciggéw jest to wige
zbiér {0,2}7. W praktyce C i C* mozna zazwyezaj identyfikowaé.
Zbiér COantora — jak kazdy podzbiér zbioru & wezystkich lezb
rzeczywistych — mozna uwazaé za przestrzeri topologiezng (por. roz-
dziat I, § 8, str. 25) prayjmujac, ze domkniecie zbioru X CC jest suma
zbiorn X i zbioru jego punktéw skupienia (por. rozdzial I, § 8, str. 26).

3. Podobnie zbiér N wszystkich liczh niewymiernych przedzistu 01
mozna identyfikowaé ze zbiorem 97 , tj. ze zbiorem wszystkich ciggbdw
nieskoficzonych o wyrazach naturalnych. Istotnie, kazdej liczbie nie-
wymiernej xeN odpowiada cigg liezsb naturalnych wyznaczonych przez
rozwiniecie # na ulamek taicuchowy

1 1 1
{l?_—‘]"m;l—l—w—-f—!—ﬂg)j—l— weny
przy czym:

10 réznym liczbom niewymiernym odpowiadaja rézne clagi,

20 kazdy ciag nieskonczony liczb naturalnych przyporzadkowany
jest pewnej liczbie niewymiernej.
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‘4. Zbiér 27, tj. rodeing podebiordw wbioru liceb -maturalnych, mo-
semy zarytmetyzowad, przyporzadkowujae kazdemu zbiorowi X €27
punkt ¢ zbioru C okreslony jak nastepuje: w rozwinieciu (1) przyjmu-
jemy, ze . ’

. Gi:{:z gdy ieX,
0 gdy ¢monelX.

Jest tio przeksztatcenie wzaj emnie jednoznaczne zbioru 27 w zbiér C.
7 pomocy tego przeksztaleenia mozemy przeniesé do zbioru 27 topologie
przestrzeni C. :

5. Podobnie zbiér 25”,2 tj. #bidr wszystkich relacyj zachodeqeych mig-
day liczhami nmaturalnymi, mozna zarytmetyzowad. Wystarczy w tym
celu oznaczyé przez g(m,n) wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie
zbioru J2 w g (ob. § 6, str. 59, przyklad) i przyporzadkowad relacji Re
(zawarte] w J?%) punkt ¢ okreflony przez warunek:

2 gdy mRn,

¢ =
glmr) {0 gdy  mnon En.

Jest to — podobnie jak poprzednio — wzajemnie jednoznaczne prze-
ksztateenie ¥bioru 27" w C.

) 'KaZdej ??dzinie A relacyj odpowiada przy tym przeksztatceniu
pewien podzbiér Z4 zbioru Cantora; Z4 uwazaé mozna za odpowiednik
geometryczny rodziny 4. i

I.’odob%ige' j‘a-k poprzednio mozemy przenie§é topologie przestrzeni C
df) zb;oru 2 g W tym celu okreslamy domkniecie rodziny relacyj 4 jako
ro_wn‘e przemwobrazqwi domkniecia zbioru Z, (to ostatnie pojecie jest
okreglone, gldyz Z4 jgs’c podzbiorem C). Inaczej méwige, zbidr A relacyj
UWazamy za domkniety, gdy zbiér Z4 iest domkniety. W tym sensie
méwié bedziemy o przestrzeni relacyj 27 .

Zasad{ncze znaczenie maja tu twierdzenia nastepujace, ktérych
tatwy dowdd pozostawiamy ezytelnikowi.

a) Zbiér E(ai=2) jest domkniety i otwarty (w przestrzeni C).

B) Zbiér éf;' (mEn) jefst domkniety i otwarty w przestrzeni 27" (przy
statych m i ).

. GWICiENIA. 1 Niech C, bedzie zbiorem ciggéw f o wyrazach 0lub 1
takich, ze f(n)=0. Niech On=Cyi Or={0,11 —C,. Wykaza, ze dla kai-

-dego eiagu 4, zer i jedynek zachodzi nieréwnosé [] O'n==0. [Marczewskil.
n=1

L 2. Zbadaéj, czy x.vynik uzyskany w éwiczenin 1 pozostaje w mocy,
Jjesli C‘,,‘ zastaypimy- zbiorem O tych funkeji fe Cpn, ktére dla skoriczonej
tylko liczby argumentéw przyjmuja warto§é 0. )

#

icm
i12

Zastosowania do rodzin zbioréw. 7

3. Togdlniajac pojecie zbioréw niezaleznych (ob: str.22), nazywamy
rodzing K preeliczalnie niezaleing, jesli dla kazdego ciggu parami réz-
nych zbioréw X, nalezaeych do K i dla kazdego eiagu i, wskaZnikéw O
Iub 1 zachodzi nieréwnosé IT, X n==01). Wynik uzyskany w éwiczeniu 1.
stwierdza wiee, ze rodzina K zlozona ze wszystkich zbioréw C, jest prze-
liczalnie niezalezna.

Oznaczmy dla teC przez §* zbidr tych ciagéw jeC?, ktbre za-
wierajs ¢ jako jeden z wyrazéw (inaczej moéwiae feSt= T [f(k)=t]-
Wykazaé, ze rodzina. f 3 (X=8"(¢ ¢ C) jest przeliczalnie niezalezna.

s . [Marczewski]-

%§ 12, Zastosowania do rodzin zhioréw. 1. Zbiory borelowskie.
Niech R oznacza klase wszystkich rodzin B podzbioréw danej prze-
strzeni (np. przestrzeni &), ktére spetniaja nastepujace warunki:

10 jedli zbiér F jest domkniety i Re R, to Fe R,

20 jedli X, e R e R-dla n=1,2,..., to

(1) : EEXH)GR i gg;X,,)eR

(sq to warunki tzw. p’rzel'&czdlnej multyplikq,tywnos’ci % addytywnos’ci).
Pozostawiamy czytelnikowi do ndowodnienia, ze [P(R)]e R.
Rodzina P(R) jest wiec najmniejsza 2 rodzin nalezacyeh do R-

Nazywamy j& rodzitig podzbioréw borelowskich (danej przestrzeni) %).
Zbiory domkniebe nazywamy zbiorami borelowskimi klasy zerowej,

tj. klasy Fp. Kazdy zbiér postact , "

P+ Fot ot Fot oy gdzie Fnpe Ty,
nazywamy zbiorem pierwszé]’ klasy (klasy F), czyli zbiorem K.
Do klasy F, zaliczamy zbiory (zwane zbiorami Fys) postaci -
X, X, ..o Xpe oy gdzie X,eF,.
Ogélnie do klasy Fin, wzglednie Fhnii, zaliczamy zbiory postaci

] X, weglednic X Xp, gdzie Xme Fort, wzglednie Xme Faq-
m=1 m=1 . . ) P .
Klasy te oznacza]my symabolami:

E.FW Fﬂé; Fadn Fm}a'ﬁ; 3)-

.

1) Por.. E. Marczewski, Ensembles i-ndépéndan.ts ef leurs aj;plicatims a la théorie
de la mesure, Fundamenta Mathematicae 35 (1948), str. 13—28. Wazne prryldady Klas
niezaleznych skonstruowal A. Tarski; por. jego prace Ideale in vollstandigen Men-

* genkérpern I, Fundamenta Mathematicae 32 (1939), str. 45—63.

%) Od ‘nazwiska wspolczesnego matematyka ffancuskiego E, Borela, ktéry

pierwszy je rozwazal. . )
3) Klasy te nie wyczerpuja rodziny z})ioréw’borel‘owskich. Por. rozdziat V, § 4-
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CWICZENIA. 1. Udowodnié, ze:

(2) <loczyn dwdch 2biordw T, jest zbiorem Ky,

(b) suma ciggu nieskoficzonego zbioréw F, jest zbiorem Ky,

(e) produkt dwdch zbiovéw F, w & jest 2biorem F, w &=

Udowodnié analogiczne wilasnodei dla zbioréw Fy, i dla Wyzszych
Xklas borelowskich.

Wskazowka. Zastosowaé wzér (e) z § 8, str. 64, i éwicz. 2, str. 69.

2. Dowied, ze kasdy =bidr otwarty (w &) jest @biorem F,.

Wskazéwka. Niech @ bedzie zbiorem . otwartym, F zad§ jego uzu-
pelnieniem. Niech

Pu=[ [[llo—y|>1m], L
tj. (por. str. 63, wzér (iii)) .
Fin :qll E(y,1/m), gdzie - K(y,1/m) = F[jv—y| > 1/m].

K(y,1/m) oznacza wiec zbiér punktéw lezacych na zewnatrz kuli
0 promieniu 1/m i o $rodku y, lub na jej powierzchni.
3. Dowiesé, ze rzut ortogonalny zbioru domknigtego ograniczonego

{polozonego w &") jest domkniety. Wyprowadzié stad, ze rzut zbioru F,

Jest F, i (co jest réwnowazne, por. str. B4, tw. 1) ze:
jesli zbidr L‘@ (@,y) jest Fy, to L‘ZQ) (@,y) tez jest F,.

Wskazdwka Oprzeé sie na éw. 2 str. 55 i na nastgpumeym roz-
Kladzie zbioru domknigtego nieograniczonego:

F:‘ZF.sm, x
m==1 - '

gdzie 8, oznacza kule o frodku 0 i promieniu m.

4—6. Zbiory borelowskie okredlilifmy biorge za punkt wyjécia
zblory domkniete. Mozna jednak z latwosclq dowiedé (opierajac sie na
<4w. 2), e zbiory borelowskie tworza najmniejsza rodzing B zawierajaca
‘wazystkie zbiory otwarte i spelniajacg warunki 2° (dla X, e R).

Analoglczme do klag I, F, Fy,... rozwazamy: klise G zbioréw
otwartych, klase G 1100zyn6w claégow zbioréw otwartych, klase Gy

© Sum ciagéw zbioréw Gy itd. Sa to — jak latwo sprawdzié — klagy uzu-
peinied zbioréw F, By, Fyp itd.

Udowodnié twiérdzenia dwoiste wzgledem (a) 7 (b); udowodmé e

kaddy =bidr domknigty jest zbiorem Ga, produlkt - dwdch. é%ftomfw Gd w &
jest zbiorem G w &2,

7. Dowiedé, ze jesli X=Y=§& (lub ogblniej X =& Y= i jedli
2bidr E(D (w,y) jest Gy, to i zbidr E[](Dm,y ) jest Gy.

@ ,

~
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Szacowanie klasy borelowskiej danego zhioru moze byé czestokroé
uzyskane bezposrednio z definicji tego zbioru zapisanej w znakowaniu
logicznym (tj. przy usyeciu dziatan logieznych +, -;’, Z, II) i zastoso-
waniu wzoréw. (1), § 9, str. 70').

Jako przyklad, podamy dowdd twierdzenia orzekajgcego, Ze zbifr
punktéw zbieznofei ciggu funkeji ciagtych jest Fos.

Zapisujemy w tym celu warunek (Cauchy’ego) na zbieznoé ciggn
liczb rzeczywistych ay,agy...,an, ...

[ 211 [lomsenl <7

Wynika stad, ze zbiorem .Z punktow zbieznosei ciagu funkeji eiggtych
Fistageersfay e JESE

@ Z=E1 20 [\fmﬁ(w)—.fm(x)l < %]
Przyjmujac
) D= E[xfm+i<w) (o) < %]

x

- wnosimy na mocy wzordéw (1), §9, str. 70, ze

=3
D3
=8

_Z= Zk,m,l-

k i=1

il
A

I
-
-
[

m:

Poniewaz za$ zbidér Zpa.; (przy ustalonych wskaznikach) jest dom-
kniety (ze wzgledu na ciaglodé rozwazanych funkeyj), przeto Z jest Fos.

Wzory (1), § 9, str. 70 prowadza do wniosku nastepujacego: niech
dana bedzie funkeja zdaniowa @y, (#) zalezna od skonczonego uktadu
parametréw i,j,... przebiegajacych liczby naturalne; niech zbi6r

Zyj E Dyy,. ()
bedzie borelowski; wéwezas 2bidr

(i) A=FQQ.&y (v), gdeie Q=2 b I, . -
x i J .
jest réwnied abiorem borelowskim. .
Zmajac klase borelowsks zbioru Zy,., mozemy z latwodcia na
podstawie cytowanych wzoréw obliezyé klase borelowsks zbiorn 4.

1) K, Kuratowski, Hualuation de lo classe borélienne on projective d"un ensemble
de points & Vaide des symboles logiques, Fundamenta Mathematicae 17 (1931), str,
249272, ’ s ’ .
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Funkeja zdaniowa t.;l", j..(4) dana jest ZAZWYCZa] Jako wynik dzia-
lati elementarnyeh (4, -, "itd.)?) wykonanyeh na prostszych funkejach
zdaniowyeh; dla tych ostatnich za§ zbibr argumentow, ktére je spelniaja
jest zwykle borelowski niskiej klasy (domknigty lub otwarty).

W szezegdlnosei w przykladzie (i) mamy

Btom (@)= fnse(0) ()| <

TX. Zbiory reutowe?). Oznaczmy przez B rodzin@‘podz’bior(’)w bo-
relowskich przestrzeni & Rodzine te nazywamy zerows klasa pod-
sbioréw rzutowych przestrzeni &7 njech L{®=B". Do pierwszej klasy
rzutowej przestrzeni &7, tj. do rodziny L("), zaliczamy rzuby (prosto-
kgtne) na &™ zbioréw nalez@cych do rodzmy LMD Do klasy LY
nalezg zbiory postaci &" X gdzie X e

Ogélnie: do klasy LG-H zallczamy rzuty na przestrzen & zbiordw
Klasy L&Y, do Klasy za$ LS zbiory. postaci 8"—X, gdzie X e L.,

Niech O(1,...,%,) bedzie funkejs zdaniows n zmiennych ryeeaywi—
gbych. Méwimy, ze funkeja ta jest rzutowa; Jeé]l zbidr E D(xy, ..., 00) jest
rzutowy.

Twierdzenie ). Jesli funkeja D(®y,...,%.) jest rzutowe, to zbio’r
Q Q.. Q0@,..,5), gdeic Q=X lub II,
Xy Xp Xp4y ¥pi2 X,
jest rownies rzuidwy »
Istotnie, na miocy tw. 1, § 5, str. 54, zblél B2y ¢(2,y) jest rzutem
‘zhioru E @(w,J) na of X, zag

Eﬂ@wy =E3%(= v

Twierdzenie powyzsze wskazuje na szercki zasieg zbioréw rzuto-
wych: kaz‘dy zbiér, dajacy sie okreslié z.pomocs dziatad algebry logiki
(+, -, ) oraz kwantytikatoréw Z, i II, (w szezegélnoscl 2, i II,) wy-
konanyeh na rzutowych funkecjach zdaniowych, jest rzutowy. Jak juz
wspominali$my, funkecje zdaniowe wystepujace w definicjach (po kwanty-
fikatorach) sg zazwyczaj rzutowe klasy 0.

.1) Dzialanie p —¢ Aastepu]emy przez p’+q, por. rozdziat I § 1, str. 4,

2) Zbiory te wprowadzit N. Eiuzin (1883—1950) .w roku 1925, ob. Comptes.

Rendus 180, str. 1570. Tebria zbioréw rzutowych jest szczegélowo prredstawiona w mo-
nografii K. Kuratowskiego, Topologie I (2-e wydanie), rozdzial IIL. Por. tez N. Lu-
zin, Legons sur les ensembles analytiques, Collection Borel, Pary: 1930, oraz W. Sier-
pitski, Les ensembles projectifs et amalytiques, Parys 1950.

3) Ob.;K. Kuratowski i A. Tarski, Les opérations logzques el le,s .c'n,sembles
p'royemjs, Fundamenta Mathemahcae 17 (1931), str. 240—248.

N
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PRZYKLADY. (a) Niech dany bedzie zbiér domknigty ¥ polozony

na plaszezyZnie (lub ogélniej FCE"). Méwimy, ze punktp ¢ F' jest osig-

galny prostoliniowo, jesli istnieje odeinek pg, ktéry poza punktem p nie

ma zadnego punktu wspdlnego z F. Oznaczajgc przez A zbiér punktéw
osiggalnych zbioru F (a przez |p—gq| odlegtodé p od ¢), mamy wige

A=F- E {(g=p)- '17[ (lp—rl+lr—g = p—ah (r#p) > (r < )’}

=rE %‘ I {a=p)- [(p—rl+]r—d +lp—aD+(r=p)+(r eIV}

Zbidr A jest reutowy, poniewaz kazda z funkecyj zdaniowych

CI(p,0) =(g=p), A(p,4,7) =[p—rl+r—d=lp—al] i A@)=(reF)

_ jest rzutowa (zmienne p, ¢ i » zastepujs, oczywidcie, uklady zmiennych
. Tzeczywistych)..

Opierajac sie na powyzej podanej definieji zbioru A, oszacujemy
jego klase; okazemy mianowicie, ze jest to zbidr pierwszej klasy rzutowe;.
Poniewaz kaidy ze zbiordw

Er®q9, E Alpgr) i Ed)
rq Pq" ) r -
jest domkniety, wiec zbior E,, D(p,q,7), gdzie
P(p,q,7) = (q4=p)-[(lp —r|+|r—ql F [p—a) + (r=p)+(r <F),

jest zbiorem G, jako iloezyn zbioru otwartego przez sume zbloru otwar-
tego, domknietego i otwartego; mamy bowiem:

Eop,qr) =FE (gFp) - [E(p—ri+lr—d +p—a)+ E r=p)+ E (r ¢ F)']
par par par par

pgr

Zbiér By II, O(p,q,r) jest Gy (por. éw. T) i wreszcie zbibr

. A=§.§ ¥(p,q), gdzie Y(p,q)= !] D(p,4,7),

‘jeSt pierwszej klasy rzutowej, jako rzut zbiorn Gs?').

1) Z rozumowania powyzszego nie wynika, Ze oszacowanie nasze jest ostre, tj. Ze
nie mozna w tym oOszacowaniu obniZyé klasy. W danym przypadku oszacowanie jest
ostre, istnieje bowiem zbiér domkniety F c&?, dla ktdérego zbiér A jest nieborelowski
(udowodnili to 0. Nikodym, Fundamenta Mathematicae 7, 1925, str. 250, i P. Ul‘y—
gohn, Proceedings K. Akademie van Wetenschappen 28, 1925, str.984): :

Kurs Teorii Muogosci 6


Yakuza


82 ROZDZIAE II. Relacje. Funkeje. Dzialania nieskoficzone.

(b) Niech R oznacza rodzine relacyj B zachodzacych miedzy licz-
bami naturalnymi (tj. RC27) o wiasnodcei nastepujacej: istnieje taki
Ciag MgyNgy -y 26 Nptt BN tj.

R =F 31 % R3], !

R 3 k
gdzie zmienna 3 przebiega przestrzen ciagéw liczb naturalnyeh, lub —
co na jedno wychodzi — zbiér N liezb niewymiernych (ob. § 11, przy-
klad 3, str. 7). .

Poniewaz
[0 Ry®] = (3¢ =) (30 =1) (i BI)],
i

zhiory zal
E@®=j) i FUE)
8
s otwarte (pierwszy w przestrzeni &N, drugi — W 27 ﬂ, por. str. 76, f),
wiece i zbidr
' Zye= F [3¢HD=1)(3®=1) (i E)]
3R S

jest otwarty (jako iloczyn trzech zbior6w otwartych).
Réwniez jest wiec otwarty zbidr

VV]zzE[‘o‘(H'nRaai)] = ZZUk-
3R ij=1
Zhiér
E [1 3% R3@]=[] Wy
R k k=1

jesb zatem zbiorem G, & zbiér M — jako jego rzut — jest 2biorem rau-
towym- pierwszej Tlasy. )

W rozdziale V udowodnimy, ze zbiér R nie jest borelowski; da
to interesujgce zastosowania w teorii dobrego uporzgdkowania.

UWAGA. Rozwazane powyzej pojecie zbioru borelowskiego wpro-
wadzone zostalo przy tuzyeiu pojeé topologicznych (zbioru domknietego
Tub otwartego). Pojecie to, mozna jednak wprowadzié na gruncie ogdlnej
teorii mnogodei. Mianowicie, dowolng rodzing zbioréw nazywamy bore-
lowska, jesli jest ona przeliczalnie addytywna i multyplikatywna (por. (1),
str. T7) 1).

1) Por. tez F. Hausdortf, Mengenlehre, § 18 (Borelsche Systeme). Rodziny

borelowskie znalazly ostatnio waine zastosowania . w rachunku prawdopodobienstwa.

& .
icm..
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o)

*§ 18, Operacja (HA). Uogllnieniem dzialat nieskoriczonych Y
- e . - - -1
i H1 jest tzw. operacja (A) Suslina?). Okreflamy jg w sposéb na.sg—

et

pujacy: o

Zalézmy, ze kazdemu skolczonemu ciggowi ky,...,k, zlozonemu
z liezb naturalnych przyporzadkowany zostal zbiér A,..»; inaczej
moéwige: dana jest funkeja 4, dla ktérej zbiorem argumentéw jest zbidr -
wszystkich ciggéw skonezonych zlozonych z liczb naturalnych, a kbdrej
waptodciami sg zbiory. Nazywamy wynikiem operacji (A) dokonanej na
tej funkejt sume W(A) wszystkich iloczynéw postaci

oo
H Asy n,
n=1

Zbiér W(A) mozemy okreflié réwniez jak nastepuje:

Niech 3=(3,3%...)2) oznacza dowolny ciag nieskoriczony liezb na-
turalnych, tzn. 3e 7 lub — co na jedno wychodzi —3e &N (por. § 11,
przykiad 3, str. 75). Wéwezas :

(1) » W(A) = ZQABI---SH‘
3 =

W szezegélnosei, przyjmujae Ap..n,= Bz, wzglednie Ag. .i,=Bn,
otrzymujemy jako wynik operacji (), sume wzglednie iloczyn nieskon-
€czony. . :

Funkcje 4 nazywamy regularng, jesli stale

{(2) Apptglyyy C Abyky

Batwo sprawdzié, ze je§li A jest dowolng funkeja (regularng lub
nieregularng), to funkeja A* okreflona przez wzér

®) Apeay=An Aty Aty iy

jest regularna oraz W(A)#W(A*),
Funkecje 4 regularne spelniaja dwa wzory nastgpujace:

) ' 2 Z ﬁAmal...Bk———Z IjAal---ak

m=] 3 =1 3 R

1) M. Suslin (1894—1919) stwierdsil pierwszy, Ze istnieja zbiory rzutowe nie
Dborelowskie. Dla skonstruowania przykladu takiego zbioru wprowadzil on operacje na
rodzinach zbioréw, ktéra nazwano operacja (). Jest ciekawe, ze pomyst tej operacji
byl nasuniety Suslinowi przez blad, ktéry wykryl on w pewne] pracy Lebesgue’a.

" 2) Piszemy tu g% ... zamiast 3(1),3®,..., aby uproéci¢ symbolike.
6*
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i ogbluiej, dla kazdego pe g, ieJ:

(5) >y HA,,)x,,.Dimay,.ak:Z I] Apt.pigh..oghe.
m=1g k= 3 k=1 -

(6) Jedli stale Ax..r,CBrytyy to W(4)CW(B).

Ze wzoru (1) z § 8, str. 64, wynika, ze

(M 3 Ageegn CIT 2 Agten.
F n=1 n=1i 3
Pdowodnimy, ze we wzorze (7) znak inkluzji mozna zastapié przez
smak réwnodci, gdy warunek (Fogy ooy n) = (byy .oy ln) POCIEZD 78 soba

(8) Apyny Ay, =0.

Niech wiec p nalezy do zbioru po prawej stronie inkluzji (7). Na-
lezy dowiesé, ze nalesy do lewej. Z zatozenia istnieje taki wskaznik my,
e pedm, gdyz pe I3 Ag- i

-Podobnie p ¢ I3 4412, & Wiec istnieje para takich wskaznikéw 1y, ms,
76 p € Ay, Ze wzgledu na regularnogé funkeji A mamy Ay m, C Ay, skad
pedy; azatem pe Ay Ay, skad wynika z uwagi na wzor (8): L=my.
Mamy wiee p € Amm,- .

Zupelnie podobnie dowodzimy, ze P € Ammym, itd. Oznaczajac przez 3
cigg nieskonczony My, My, ..., otrzyrujemy dla kazdego n: p e Agl..qn.
A zatem p jest elementem zbioru po lewej stronie inkluzji (7).

Widzieliémy poprzednio (§11), ze zbiér wezystkich eiggéw nie-
skoticzonyeh, zlozonych z dwéch liczb, mezna identyfi_kowaé ze zbio-
rem € Cantora i #e zbiér ciagéw nieskotiezonych o wyrazach natural-
nych mozna identyfikowaé ze zbiorem & liczb niewymiernych odcinka 01.
Zauwazmy obecnie, ze 2bidr wszysthich ciqgow skoviczonych o wyrazach

naturalnych moéna identyfikowad ze ebiorem Ry ulamldw POstact gf—,, gdsie
0< m< 2". Mianowicie ciggowi ki,...,k, prayporzadkowujemy liczbe

_ 1 1 1
9@ . o =g Yo Tt GEER

Poriewas kazda liezba » nalezaea do zbioru R, daje sie przedstawié
w postaci (9) — i-przy tym w jeden tylko sposéb — przyporzadkowanie
to miedzy zbiorem wszystkich ciagéw skoniczonych o wyrazach natural-
nych a zbiorem R, jest wzajemnie jednoznaczne. : ‘

Im §13 . Operacja (A). 85

- Przy tego rodzaju identyfikacji ciagébw ky,...,k, z liczbami r, roz-
wazana poprzednio funkeja 4, ktérej argumentami byly ciagi skonczone
o wyrazach naturalnyeh, staje sie funkeja, ktérej zbiorem argumentéw
jest -zbibr R,1). :

Zachodzi twierdzenie nastepujace:
Warunek pe W(A) jest rownowazny isinieniu rosngeego ciggu nie-

. skotozonego 7, <17,<<7y... takich liczb zbioru Ry, ée peAn-A,-... (zakla-

damy, ze funkeja A4 jest regularna).

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze p e W(A4). Istnieje wige taki cigg
nieskoriczony liczb naturalnych Zy,ky,..., ze p € Ap-Azs,-... Oznaczajac
przez y,ry,.. liczby odpowiadajace na mocy (9) ciagom (ky),(k;, k), ...,
widzimy natychmiast, ze r<<r,<<...

Zalézmy z kolei, 26 1,<ry<.. i 2& P e Ap-Ap-.. Ciag ry,ry... jako
rosngey i ograniczony jest zbiezny; przyjmijmy, ze

n=co

: o 1 N
(10) hmrnzzo—m;, gdzie 1<<my<Mmp< ...

n=1

Niech ky=my oraz dla n>1 niech ky=m,—mn_y. Dla kazdego n

istnieje, oczywidcie, taki wskaznik jn, Ze
o 1 o 1
() <<
i=1 =1
Przyjmijmy
1 1
. 7‘]:1:2_11 —;——i—")“:;, 1<ll<.-.<ls‘

Na moey nieréwnosei (11) mamy wiee =1y, ..., ly="mn Oraz n<s.
A zatem uklad 1;,lo—Uy, ..., li—lp—1 jest identyczny z ukladem k&, k..., kn.
CiagowWi Ky, ..y by (Leta— )y ooy (la—ls—s) prayporzadkowana jest wiee liczba
7, (POT. (9)). Ze wzgledu na regularnosé funkeji A4, wnosimy stad, ze
A,anA;,I___Hn‘ Mamy wiee P e Ap.z, dla kazdego n. A zatem pe Ww(4).

Uogélnienie operacji (HA) stanowia operacje Hausdorffa?). Operaeji
Hausdorffa dokonuje sie na ciggach zbioréw podobnie jak operac)i
oméwionych w § 9. Kazda operacja Hausdorffa jest okreflona przez -

1) Funkeje tego Todzaju nazywamy rzeszoiem Zuzina..Por. N. Zuzin, Sur les
ensembles amalytiques, Fundamenta Mathematicae 10 (1927), str. 1—95.

%) Zdefiniowane réwnoczeénie i niezaleznie przez F. Hausdorifa i A. N. Kol
mogorowa W T. 1927. Operacje Hausdorifa badane sa szezegdlowo w pracy: E. Kan-
torowicz i B. Livenson, Memoir on the Analytical Operations and Projective Seis I,
Fundamenta Mathematicae 18 (1932), str. 214—279.
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zbiér 3 ciagbw o wyrazach naturalnych (czyli, co na jedno wychodzi,
przez pewien zbidr liezb niewymiernych); zbiér ten nazywa sie bazg
operacji. ) ‘

Niech F bedzie ciggiem zbioréw. Wynik operacji Hausdorffa o ba-
zie § wykonanej na ciggu F jest ogreflony wzorem ‘

(12)} vHS(F)ZZE; HiFa"r gdzie 3= (3432 . y3% )
38 ™

PRZYKEADY I OWICZENIA. 1. Niech 3 zawiera tylko jeden cigg:

1,2,3,... W tym przypadku
Hg(F)= ]_]1 Fa.

2. Jefli 3 jest zbiorem ciagéw 3 € J7, ktore zawierajg nieskoriczenie

wiele réznych wyrazow, to v .
Hg(F) = Li’llli iup Fr ‘

(por. § 9, str. 70). Istotnie jesli » eHS(F), to zgodnie z (12) istnieje taki
ciag 3¢9, 7e ®eFyn dla kazdego m, a wiec » nplezy do Fj, dla nie-
skofiezenie witlu wskaznikéw n. Na odwrét, jesli »'jest elementem F,
dla niegkoriczenie wielu wskaznikéw n, np. dla wskaznikéw ng,mn,,..., to
ciag 3==(ny,Ny,...) jest elementem zbioru 3, a wiec x e Hg(F).

3. Znaleté takie zbiory 3y i 3, aby

Hg (F) =H§1F,, i Hg,(#) =='Li,111=1inf F..
Ozy zbiory te sa wyznaczone jednoznacznie?
4. Kazda operacja Hausdorffa ma nastepujace wiasnosei:

(W) Hg(F)C X Py,

. n=1 .
(Wo) - [6eHg(]-[bnon ¢ Hg()]— Y [{a e Fr)(bnon e Gn)].
Podaé przyklad operacji na ciagach zbioréw, ktéra nie jest ope-
racja Hausdorffa. .
5. Kazda operacja @ na ciagach zbioréw spelniajaca warunki (Wi}
i (W,) jest operacja Hausdorffa. [Kantorowicz i Livenson].
Wskazéwka. Niech Dp= Ejy Z,(37=Fk). Operacja @ prayporzadkowuje
ciggowi D=(Dy,D,,...) zbiér FJ=G(D)CFI, przy czym Hg(F)=D(F).
Wykazemy obecnie, Ze operacja (_f]l) jest operacja Hausdorffa.
Z arytmetyki wiadomo, ze kazda liczba naturalna daje sie¢ w jedno-
znaczny sposéb przedstawié w postaci

== QR QgL L Oy by

Im P14 Dzialania nieskohiczone w piericieniach Boole’a. 87

gdzie Ey,...,kn 8a liczbami naturalnymi. Ciag k..., ks jest wige funkcja
liezby n:
(Byy oeiy kn)=pln).

Uwazajgc ciag k..., ks knir za przedtuzenie ciagu ky,...,kn, przyj-
mujemy )

(13) 3 =F[Ile(z") ma n wyrazéw i jest przedtuzeniem ¢(37~1)].
3 m .

Niech 4 bedzie funkcjég, ktora kazdemu eiggowi ky,...,kp DPrzypo-
rzadkowuje zbibr Ag. x,. ROwnosé

By = Apwm
okrefla ciag zbioréw- B=(By,B,,...). Wykazemy, ze
W(A) = Hg(B).

Istotnie, z¢ Hg(B)=3 [[#eByn= > e Agym.
3¢ n 3e8 n
Dla 3¢ 3 kazdy z ciagéw ¢(31),p(3?),... jest przedtuzeniem poprzed-
niego; mozna wiee te ciagi przedstawié w postael (ky), (%, ko) (s oay Eig), -
Przyjmujac n=(ky,k,,...) oraz z ¢ Hg(B), otrzymujemy zatem

wel[[Apt..pn, tj. zeW(A).

W podobny sposéb z e W(A) wynika z ¢ Hg(B).
Operacja (FA) jest wiec operacja Hausdorffa o bazie danej przez
wzoér (13).

*§ 14, Dzialania nieskori¢zone w pierScieniach Boole’a.
W §9 rozdziatn I stwierdziliémy, ze prawa algebry zbioréw daja sie
uogélnié w bardzo istotny sposéb. Prawa te dotycza nie tylko zbioréw,
ale tez elementéw dowolnego pierscienia Boole’a.

Obecnie zajmiemy sie analogicznym uog6lnieniem pojeé i twierdzed
wprowadzonych w § 8.

Definicja sumy i iloczynu z § 8 nie przenosi sie bezposrednio do
algebry Boole’a, gdyz w definicjach tych figuruje znak e (relacji przy-
naleznogci elementu do zbioru), ktéry nie ma swego odpowiednika w al-
gebrze Boole’a. Natomiast podany w twierdzenin 1 (§ 8, str.64) ko-
nieczny i dostateczny warunek na to; aby zbidér § byl sums a zbidr P
iloczynem wszystkich zbioréw F; dla te T, da sie przeniesé do algebry
Boole’a; warunek ten bowiem wystowiony jest wylacznie przy pomocy
relacji inkluzji, ktéra ma sw6j odpowiednik w algebrze Boole’a (por.
rozdzial I, § 9, str. 33).
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Niech K bedzie pierdcieniem Boole’a, T — dowolnym zbiorem nie-
pustym, a f— funkcja, ktérej zbiorem argumentéw jest T, a ktére]
wartodei f; nalezg do K (tzn. fe KT).

Méwimy, ze element s ¢ K jest sumaq wszystkich f; dla te T, jesli:

10 f;<<s dla wszystkich te T,

20 jezell w e K 1 f;<<u dla wszystklch tel, to s<<u. -

Element p ¢ K jest iloczynem wszystkich f; dla ¢ e T, jesli:

1* p<fy dla wszystkich te 7T,

2* jezeli v e K i v<{f; dla wszystkich ¢ T, to v<p.

Suma wszystkich f; dla te T jest wiec ,najmniejszym” elementem
pierfcienia K zawierajacym wszystkie f;, iloezyn za$ — ,najwiekszym”
elementem pierdcienia K zawartym we wszystkich f;.

Istnieje co najwyzej jedna sumad i co najwyzej jeden iloczyn ele-
mentéw f; dla teT. Istotnie, jesli s; 1 s, czynia zadosé warunkom.:

) (<), @ L[]S0l <)
@ [IU<s), @ LJ<wl> @<,

to podstawiajac w (2) w=s, i opierajac sie na (3) otrzymamy ;< s,,
podstawiajac za$ w (4) u=s, 1 opierajac si¢ na (1) otrzymamy s,<s;
ostatecznie wigc s =s,. h .
Podobnie dowodzi sie jednoznaecznogei iloczynu.
Sume i iloczyn wszystkich f; dla fe T (o ile istnieja) oznaczamy:

St i Hfe
teT teT

PRZYKEAD. Niech K bedzie pierfcieniemx Boole’a utworzonym
ze wazystkich skofezonych podzbioréw zbioru J (liezb naturalnyeh) i ze
wezystkich ich uzupelnien. Jesli f,={n} dla neY, to Z,fr=Y, natomiast
jesi fa={2n}, to suma Z,f, nie istnieje, gdy# w pierdcieniu K nie ma
najmniejszego elementu, ktéry by zawierat wszystkie zbiory f,. Podobnie,
jesli gn=F—{n} a hy=F—{2n}, to II,g.=0, za$ II,h, nie istnieje.

Prawa dla sum i iloezynéw ustalone w twierdzeniach 1—3 z § 8
(str. 64—65) zachowujg swa wazno§é w dowolnym pierscieniu Boole’a,
0 ile wzmocnimy ich przestanki zatozeniami stwierdzajacymi istnienie
sum i iloezynéw, o ktérych mowa w tych twierdzeniach. -

Istotnie, twierdzenie 1 jest spelnione w algebrze Boole’a, gdyz jest
przyjete za definicje sum i iloczynéw mnieskodezonych. W. ‘dowodach
zag twierdzen 2 i 3 (oraz pierwszej polowy twierdzenia 4) powolywa-
Liémy sig tylko na twierdzenie 1 i na takie wlasnosei relacji inkluzji

Drziatania nieskonczone w piercieniach Boolea. 89

oraz dziala dodawania i mnozenia, ktére spelmione sy w dowolnym
pierseieniu Boole’a; dzigki temu dowody twierdzed 2 i 8 otrzymujemy
automatycznie z dowodéw podanych w § 8.
’ Natomiast dowody praw (a)—(k), naszkicowane w § 8 (str. 64), nie
przenoszy sie do algebry Boole’a, gdy# czynig istotny uzytek z relacji e
przynaleinosei elementu do zbioru. Prawsa te pozostaja mimo to prawdziwe.
Dla przykladu podamy dowdd jednego z praw de Morgana:
Jesli istnieje suma Zyerfi, 208 a yest dowolnym  elementem pierscie-
nia K, to 'Lstmeye tez iloczyn Hter(a—f, L

a— 3 fr=[] (a—f).
teT teT

5

Dowdéd. Prayjmijmy s=2Zicrf;. Z zalozenia wynika, ze istnieje réz-

© nica r=a—s.

Jesli te T, to fi<s, a wiee a—s<<a—fs, czyli
{b) r<a—f; dla kazdego te T.

Jedi z<a—f; dla kazdego teT, to a— a.~ft a—wm, czyh
afr<a—z. Wynika stad, ze fr=afit(fi—a)<(a—2)+(s—a), a zatem
$<(a—2)-+(s—a). Odejmujge obie strony tej inkluzji od & otrzymamy

a—[(a—2)+(s—a)]<a—s=r,

skad wynika [a—(a—2z)]-[a—(s—a)]<r czyli aw-a<r, gdyz a—(s—a)=
=a—a(s—a)=a. Poniewaz z<{a, wiec arva=2 i otrzymujemy w<r.
WykazaliSmy w ten sposéb, ze

{6) jesli a<<a—f; dla kazdego f, to z<r.

Wzory (5) i (6) daja Ier(a—f)=r=a—s, c.b.d.o.

Zajmiemy sie jeszecze przeniesieniem do algebry Boole’a twierdze-
nia 4 z'§ 8 (str. 66). Przyjmiemy najpierw trzy definicje:

Definigja 1. Element a pierdcienia Boole’a K nazywa sig atomem
{tego pierseienia), jesli a=3=0 i przy tym z 0<<2<Co wynika, ze albo 2=0,
albo 2=a. '

K nazywa sie pierécieniem atomowym, jesli dla kazdego réznego od 0
elementu # tego pierScienia istnieje taki atom a, ze o< z.

Definicja 2. Pier§cied Boole’a K jest zupelny, jesli istnieje w nim
suma Z:f i lloezyn I f, dla kazdej funkeji f ¢ K7 i dowolnego zbioru 7'

Przykladem zupelnego i atomowego pierfcienia jest zbiér wszyst-
Xkich podzbioréw dowolnego zbioru A.
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Definicja 8. Dwa zupelne pierdcienie Boole'as K, i K, 83 izomor-
fioame, jedli istnieje funkeja wzajemnie jednoznaczna @, ktérej zbiorem
argumentéw jest K; a zblorem wartodci K, i ktéra spelnia réwnogei:

™ a3 1) = S0,
CI a([] 10 = [18(f0
teT teT

dla dowolnej funkeji f e« kT i dowolnego zbioru T.

Twierdzenie 1. Kaédy pieiéciev’b atbmowy 7 supelny K jest izomor-
ficany 2 pierscieniem wszystkich podzb'io'réw‘zbioru A jego atomdéw ).
" Dowéd. Przyjmijmy dla we K :
O(z) = [ [a<La]. ‘
acA
Wizér ten okrefla funkcje, dla ktérej zbiorem argumentéw jest K
i ktérej wartosciami sg. podzbiory zbioru 4.
Funkcja @ jest wzajemnie jednoznaczna. Istotnie, zaléimy, ze & iy
s elementami pierécienia K 1 #-—y==0. Zgodnie z zatozeniem atomo-
wodci piercienia istnieje’ zaterm taki atom a; ze a<<w-y. Ze wzoréw
ar<e i ay<e wynika, ze
wr=0 lub av=qa
oraz .
ay=0 lub ay=a.

Roéwnodei ar=0 i ay="0 pociagaja za sobg
a=a(n--y)=0x—ay=0-~-0=0,
skad a=0, whbrew definicji 1. Réwnofel ar=0 i ay=a daja
o=a(z—y)=ar—ay=a-0=0,
znéw wbrew definicji 1. Zatem, badz az=0 i ay=a, badZz aw=a
i ay=0. W pierwszym przypadku enon<{# i a<y, W drugim e<#
i anon < y. Zatem, albo & e P(y)—B(x), albo 4 e B(z)—D(y); W kazdym
wige razie O(x)==D(y).
Niech fe K7, Je§li @ ¢ Zier@(fs), to istnieje takie teT, Ze @ e D(fr),

skad a <fe<< Zeerfe, & wiee o e E(Zierfs)
UdowodniliSmy wiec, ze

(9) . 2P C & fo)-

€T

1y Por. A. Tarski, Zur Grundlegung der Boole’schen Algebra I, Fundamenta
Mathematicae 24 (1935), str. 197.
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Zalézmy teraz, ze @ e®D(Zyerfs), tj. Ze a < Zperfr- Gdyby bylto
afe—=0 dla kazdego f, to mielibySmy a=a—af;=a—;, a wiec

a=[](a—f)=a—) fr=a—a- 3} f=a—a=0,
teT tel teT

gdyz. fz-Z’uTﬁ:a. Whiosek ten jest sprzedzny z zalozeniem, ze aeA.
Istnieje wiec takie teT, ze O=Faf;<<a, skad afi=a, czyli a<fs, tzn.
aeD(fy), a wiee ae Zier®@(fy). Udowodnilismy zatem, ze zachodzi inkluzja

D( 3 fr) C X D(fe).
teT tel

Wobee (9) wynika stad réwnosé (7).
Jeszeze profciej dowodzimy réwnosei (8).
Mamy mianowicie

aecd([[fd=(a<][] f2)
feT teT
=[](a<fs)
g1
=[] (acP(fs))
teT
=aqc H @(ft)
teT
Pozostaje zatem do udowodnienia, ze kazdy zbiér XC4 moze byé
przedstawiony jako @(w) dla pewnego % « K. W tym celu przyjmujemy
T=X, f=t, =3 fa
aeX
(suma ta istnieje na mocy zalozenia, ze pierscien K jest zupelny).

Mamy zgodnie z (7)
O(w) =3 P(a)=3{a} =X,

aeX aeX
gdyz a jest jedynym atomem zawartym w a, a wiec O(a)={a}.
Twierdzenie 1 jest w ten sposéb udowodnione w zupetnosei.

Definicja 4. W pierscieniu zupelnym K obowigzuje wuogdlnione
prawo rozdeielnodei (por § 8, tw. 4, str. 66), jesli dla kazdej funkeji

(10) feEM gdzie M=2T, oraz T,+0 dla ueU,
uel

zachodzi réwnosé :

11 =

(1) 2= B

przy czym .

(12) K= F [[(¥T.+0).

Ye‘ZM uel
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Twierdrzenie 2. W kaidym pierScieniv zupemym i atomowym K
obowiqeuje wogdlnione prawo rozdzielnosei.

Dowéd. Zgodnie z twierdzeniem 1 istnieje funkeja @, ustalajaca
izomorfizm K i piercienia podzbioréw pewnego zbioru 4. Wzory (10)
i (12) pociagaja za sobg w my§l twierdzenia 4 z § 8 (str. 66) Wzérv

Il 2 o) ﬁyﬁ, ll;]y P(f2),

uel teTy
€0 wobec wlasnodci (7) 1 (8) funkeji @ daje

H 2“_(]) 2 Hft

ue[] feTy

Poniewaz funkc.ja ® jest wzajemnie jednoznaczna, wiec wynika
stad wzér (11).

Twierdzenie 31). Jesli w piercieniu zupelnym. obowiqeuje uogdl-
nione prawo rozdeielnosei, to pierscien tem jest atomowy. '

Dowdéd. Zalézmy, ze' K jest pierscieniem zupelnym ale nie  ato-
mowym; hiech wiec a, bedzie takim jegd elementem =0, ktéry nie za-
‘wiera zadnego atomu. Przyjmijmy oznaczenia

1=3w, w=1—u, T,={uu} da wekK.
wek .

Mamy zatem K=2y.xT,. Niech f=t-a,.. W my$l zalozenia zachodzi
réwnosé (11), gdzie U=M=K i gdzie K okreslone jest przez wzér (12)
{dla M=EK) - ‘

Poniewaz T, zawiera tylko dwa elementy « i %', wige

by ft_fu-|_fu/_.a0u+a0u = (U +u") = ay- 1= ay,
E u
skad :
> fr=aq.
uel teTy

7 (11) wynika wiee, ze ‘istnieje taki zbiér ¥y K, 2o

[7ex0.
, 3
Przyjmijmy :
{13) b"tnft=% []t
Poniewaz a, nie zawiera Zadnego atomu; wiee b nie jest atomem, tzn.
istnieje taki element ¢, ze S

(14) Of=0<h i c=b.

1j Por. A. Tarski, op. cit., str. 195.
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Zgodnie z okrefleniem klasy K (ob. (12)) ¥,-T,==0, tzn. ¢eY, albo
¢'e ¥, skad (na mocy (13)) b<Ce lub b<{¢’. W pierwszym przypadku
wnosimy (wobeec ¢<(b), ze b=e¢, w drugim zag, ze c¢<<¢'. Zatem: albo
¢=b, albo ¢=0, co przeczy wzorowi (14).

Otrzymana sprzeczno§é dowodzi, ze w pierscienin zupehlym nie
atomowym nie zachodzi prawo.rozdzielnosei, c. b. d. o.

PRZYKXLAD. Piersciens K deziedzin domknietych plaskich jest zupelny
1 nieatomowy; mie obowigzuje w nim wogdlnione prawo rozdzielnosci. ’

Istotnie, udowodnili§my w rozdziale I, § 9, str.35—37, ze K jest pier-
fcieniem Boole’a ze wzgledu na dzialania +, © i ©, i 7e w kazdym réz-
nym od 0 elemencie A ¢ K jest zawarty element B réeny od 0 i od A.
Pierdciert K nie jest wiee atomowy. Z twierdzenh 3) i 4) podanych w § 8,
str. 68—69, wynika, ze pierdcierr ten jest zupelmy. Z twierdzenia 3 wno-
simy wreszcie, ze -w pierscieniu K nie obowigzuje uogélnione prawo roz-
dzielnogei-

Jest to mteresumey przyklad wykazujacy, ze nie wszystkie prawa
algebry zbioréw przenoszs sie do- algebry Boole’a, nawet w przypadku

- pierscieni zupeinych.

GWICZENIA. 1. Udowodnié, ze w algebrze Boole’a obowigzuja
wzory (b)—(k) z § 8, str. 64.

2. Udowodnié, ze w pierdcieniach atomowych zupelnych obowigzuje.
ré6wnodé dwoista wzgledem (11):

(15) : > Al fe=]1 X1y

uel teTy YeK teY

i ze istnieja pierfcienie zupelne, W ktérych réwnofé (15) nie zachodzi.
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