ROZDZIAE 1Y)

‘Algebra zbioréw.

§ 1. Rachunek zdari. Wiele rozumowan teorii mnogofci mozna
przedstawié¢ w postaci bardzo przejrzystej, postugujac sie symbolika lo-
giezng i opierajac sie na prawach logicznych, sformutowanych w tej sym-
bolice. Podamy w tym paragrafie zasadnicze wiadomosdel z logiki, na
‘ktére powotywad sie bedziemy w dalszym ciagu tego rozdzialu, jak réw-
niez w rozdziatach nastepnych. - .

Dowolne zdania oznaczaé bedziemy literami p,q,7, ... Zakladamy, ze
kazde z rozwazanych zdan jest bads prawdziwe, badz fatszywe. Mamy
zreszba tu na mysl wylaceznie zdania z zakresu matematyki, & wiec takie,
dla ktéryeh zatozenie to mozna uezynié.

7 dwu dowolnych zdai p, ¢ ubworzyé mozemy nowe zdania, 1aczac
zdania p i ¢ jednym ze spéjnikéw: i, lub, jedli ... to ..., wtedy i tylko
wtedy gdy-

Zdanie p i ¢ zapisujemy symbolieznie jako iloczyn p-¢ ab po pro-
stu pg. Zdanie pq nazywa sie koniunkeja albo iloezynem logieznym zdan
p 1 g, ktére nosza nazwe czynnikéw konfunkeji. Koniunkeja pq jest praw-
dziwa, gdy obydwa jej ezynniki sa prawdziwe, jesli za$ choé jeden z czyn-
 nik6w jest falszywy, to cata koniunkeja jest tez falszywa.

Zdanie p lub g, ktére symbolieznie zapisujemy jako p-+¢, nazywa
sie alternatywi albo sumq logiezng zdah p i g (sktadnikéw alternatywy).
Alternatywa jest prawdziwa, jesli choé jeden z jej skiadnikdéw jest praw-
dziwy, fatszywa zad tylko w tym przypadku, gdy oba skladniki sg falszywe.

Zdanie jesli p to g nazywamy émplikacje o poprzedniku p i nastep-
niku ¢. Zemiast jesli p to g piszemy p->¢. Implikacje uznajemy za fal-
szywa, gdy jej nastepnik jest falszywy a poprzednik prawdziwy. We wszy-
. stkich innyech przypadkach implikacje uznajemy za prawdziwa.

- .- 1) Wiele materiatu do rozdziatu I czytelnik znajdzie w ksiazce: W. Sierpinski,
~  Algébre des Bnsembles, Monografie Matematyczne 28 (1951).
Kurs Toorii Mnogoki. . : - 1
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7 umowy tej jest widoczne, ze jesli potrafimy wyprowadzié zdanie g
ze zdania p przy pomocy poprawnege rozumowania, to implikacja p—-g
jest prawdziwa; nie moze wtedy bowiem zachodzié przypadek: p — praw-
dziwe, a ¢ — falszywe, gdyz ze zdania prawdziwego nie mozna wWyprowa-
dzié zadnego zdania falszywego, o ile rozumowanie jest poprawne. Nato-
miast z faktu, ze imacplikja p—¢ jest prawdziwa, nie wynika bynajmniej,
ze g daje sie wyprowadzié z p przy pomocy normalnie przyjmowanych
sposob6éw wuioskowania. 'Z prawdziwosel implikacji p—¢ wynika tylko,
e albo p jest falszywe, albo tez p i g 83 jednoczesnie pmwdmwe\ Np. im-
plikacja (1=23)—(2-2=15). jest prawdziwa.

Ozytelnik powinien zatem zapamigtad, ze prawdziwosé zdania p—g
nie oznacza, ze ¢ jest wniogskiem z p; jesli jednak uda sig.nam w trakcie
jakiego§ dowodu wyprowadzié zdanie g ze zdama p, to mozcmy uznaé
implikacje p—-g za prawdziwg.

Zdanie p wtedy ¢ tylko wiedy, gdy g nazywa sie réwnowasnoscig o czlo-

nach p i ¢. Zapisujemy je krétko jako p==¢. Zdanie to uznajemy za praw- -

dziwe, o ile zdania p i ¢ maja jednakowe warbosci logiczne, tj. sa bads
oba prawdziwe, badz oba falszywe. Jefli zad p jest- prawdziwe a ¢ fal-
szywe, lub p — falszywe a g — prawdziwe, to réwnowaznodé p=g uzna-

jemy za falszywa. ,
Réwnowaznodé p=¢ mozna tez okredli¢ jako koniunkeje

(r—>0)  (g—p).

Zdanie nie p nazywamy negacje p i zapisujerny jako p’. Jest ono
prawdz1we, o ile p jest falszywe, i falszywe —o ile p jest pmwdzlwe
' Negacja p’ ma wige warto$é logiczna przeciwng wartosei p.

Dowolne zdanie -prawdziwe oznaczamy przez 1, a dowolne zdanie
falszywe przez 0; np. 1 moze byé zdaniem 2-2=4, 2 0 zdaniem 2-2=35.

Postugujge sie symbolami 0 i 1 mozemy zapisaé podane wyzej okres-
lenia, dotyczgee prawdziwosel i falszywodci konfunkeji, alternatywy, im-
plikacji, rownowaznoém i negacji w postaci nastgpujacych prawdziwych
réwnowaznogei:

(1) 0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1s=1,
(2) 04+0=0, 0+1=1,  1+4+0=1, 1+1=I,

(3) 0>0)=1, (0—>1)=1, (1>0)=0, (L—-1)=1,
(4) S(0=0y=1, (0=1)=0, (l=0)=0, (l=1)=1,
(3) 0'=1, 1'=0. '

icm

.
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Prawa logiczne albo tautologie logiczne sa to wyrazenia zbudowane
z liter p,q,7,... 1 tacznikéw -, 4, -, =, ' i posiadajace te wiasnosé, ze
jakkolwiek zastapimy litery p,g,r,... zdaniami (prawdziwymi lub falszy-
wymi), otrzymamy w wyniku zawsze zdanie prawdziwe.

Poniewaz prawdziwodé lub falszywosé zdand zbudowanych przy po-
moey igeznikéw -, 4, —, " ze zdan p,q,r,... nie zalezy od samych
zdan p,q,r,..., lecz tylko od ich wartosci logicznych, wiee sprawdzenia,
czy jakiekolwiek wyrazenie jest prawem logicznym dokonaé mozna przy
pomocy nastgpujacej metody, zwane] metoda zerowo-jedynkowq: w ba-
danym wyrazenin podstawiamy na miejsce liter p,q,7,... wartoei 0 i 1
na wszelkie mozliwe sposoby i nastepnie obliczamy z pomoeg wzordéw
{1)—(5) . wartosé logiczng wyrazenia dla kazdego z tych podstawien.
Jesli wartodcia ta jest zawsze 1, to wyrazenie jest prawem logicznym;
jesli zad przy jednym choéby podstawienin wartodeia wyrazenia. jest 0,
to0 badane wyrazenie nie jest prawem logicznym.

PRZYKLAD. Wyrazenie p-q—(p+7r) jest prawem logicznym.
Mamy w nim trzy zmienne p,g i r, a wige dokonaé musimy o§miu pod-
stawien, odpowiadajacych wartoseiom:

=,

p=0, g=0, r=0; p=0, ¢=0, r=1;
L p=0, g¢=1, r=0; p=0, ¢=1, r=1;
p=1,- ¢=0, r=0; p=1, g=0, 7’:15,
p=1, g=1, r=0; p=1, g=1, r=1.

W pierwszym przypa.dku otrzymamy 0-0—(0-0), a poniewaz réw-
nowaznosei 0-0=0 i 040=0 sy prawdziwe, wiec otrzymujemy 0-»0,
tj. 1. W drugim przypadku otrzymamy 0-0—(0-+1); poniewas réwno-
waznosei 0-0=0 1 0+1=1 sy prawdziwe, wiec implikacja ta sprowadza
sie do 0—1 i ostateczng wartoscia wyrazenia jest znéw 1. Podobnie wyka-
zujemy w kazdym z pozostatych przypadkéw, ze wartodcia badanego
‘wyrazenia jest 1.

Batwo sprawdzié, ze jesli w Wyrazemu wystepuje » zmiennyeh, to
stosujgc metode zerowo-jedynkows dokonaé nalezy 2" podstawier.

Podajemy ponizej kilka n@jwaZniejszych'pra,w logieznych wraz z ich
nazwami. Sprawdzenie (przy pomocy metody zerowo-jedynkowej), e wy-
razenia te istotmie sa prawami logicznymi, pozostawiamy czytelnikowi.

(r+9)=(¢+p) prawo przemiennodei alternatywy,
[lp+@+rI=I[p+(g+7)] prawo leznofei alternatywy,
(p-q9)=(q-p) prawo przemiennogei koniunkeji,
[p-(g:M]=lp-q)-7] prawo lacznogei koniunkeji,

& plerwsze prawo - rozdzielnosei,
drugie prawo rozdzielnosci,
1*

g+ =lp-0)+(p-7)]
[p+(g-nI=[p+9 (+7)]
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(p+p)=p, p-p=p
(p:0)=0, (p+1)=1
(p+0)=p, (p-1)=p. :
W prawach tych uwidocznia sie daleko idaca analogia miedzy ra-
chunkiem zdah a zwykly arytmetyks. Gléwna réznica dotyezy drugiego
prawa rozdzielnodei oraz praw tautologii i pochlaniania. Prawa tauto-
logii wykazuja, ze w rachunku zdan nie sg potrzebne ani wspélezyn-
niki ani wyktadniki.
(p—>9)(g—>r)—>(p—>7)

prawa tautologii,
prawa pochianiania,

prawo sylogizmu,,

(p+p)=1 prawo wylaczonego drodka,
(p-p')= prawo sprzecznosci,
=p" prawo podwdjnego przeczenia,

P+ =), (» 0" =({+q)
(p—>q) = (g'—>p")

(p—~9) =(p'+9),

0—p, p—p, p—>1.

prawo kontrapozyeji,

Dla feistodei zaznaczymy jeszeze, ze nalezy odrézniaé wypowiedze-
nie zdania od stwierdzenia jego prawdziwodci. W szczegélnogci, wypowie-
dzenie zdania p=1 nie przesadza bynajmniej prawdziwofei zdania p.

w d@lszym ciggu tej ksigzki wszedzie tam, gdzie pisaé bedziemy
wzory uiywajae symboli logicznych, stwierdzaé bedziemy jednoczegnie,
ze wzory te sa prawdziwe; uwagi, poprzedzajace wzér lub nastepujace
po nim, zawieraja zawsze dowdd prawdziwodci wzoru.

§ 2. Zbiory i dzialania na zbiorach. Podstawowym pojeciem
teorii mnogosei jest pojecie zbioru. Pojecie to doznato na gruncie teorii
mnogodei stopniowej ewolucji. W poczatkowym okresie rozwoju teorii
mogoéei, czyli na gruncie tzw. ,naiwnej” teorii mnogosei, postugiwano
sie intuicyjnym pojeciem zbioru, tzn. wyrazowi ,,zbiér” nadawano to

Samo znaczenie — malo zreszty sprecyzowane — co w jezyku potocznym.

Takie bylo W.szezeg(’)lnoéci stanowisko twérey teorii mnogodei, Cantoral).
Stanowisko to jednak nie dato sie utrzymaé, intuicyjne bowiem

- pojmowanie zbioru okazalo gie w pewnych przypadkach zawodne. Be-

d‘ziemy méwili w rozdziale IL, § 2, o tzw. antynomiach teorii mnogogei,
tj. 0 p.ozor'nych sprzecznogciach, ktére pojawily sie w pewnym stadinum
rozwoju tej nauki, a ktdrych przyezyng byla niejasnodé, w bardziej skom-

) Georg Cantor (1845-—1918), matematyk niemiecki, profesor uniwersytetw
W Halle. Prace swe z zakresu teorii mnogodei oglaszal w ozagopiémie Mathematische
Annalen w latach 1879—1897. Do badah w kierunkn teorii mhogoéci skléniljr Cantora
pewne zagaduienia z dziedziny szeredéw trygonometryeznyeh. ‘

icm

prawa de Morgana, .

Zbiory i dziatania na zbiorach. 5

plikowanych przypadkach, intuicji laczonej z pojeciem zbioru. W toku
polemiki, jaka wywigzata sie dokola antynomii, okazalo sie wyraznie, ze
r6zni matematycy wiazg istotnie rézne intuieje z pojeciem zbioru. Wsku-
tek takiego stanu rzeczy oparcie teorii mnogofci wylacznie na podsta-
wach intuicyjnych stalo sig niemozliwe. ‘
Stanowisko intuicyjne jest nie tylko niewlasdciwe ze wspomnianych
wyzej wzgledéw, ale jest tez z punktu widzenia matematycznego nie-
potrzebne. Nie jest bowiem rzecza matematyki rozstrzygaé, czy istnieje
np. zbiér wezystkich przedmiotéw. Teoria mnogosei dotyezy zbioréw,
z ktérymi ma sie do czynienia w matematyce, jak zbiory liczb o danej
wlasnodei, zbiory punktéw figur plaskich czy przestrzennyeh lub zbiory
funkeyj. Wiasnodei zbioréw tego rodzaju stanowia obiekt teorii mnogosei.
Metodg ich badania jest metoda aksjomatyczna. Podobnie jak w geo-
metrii nie odpowiadamy wprost na pytanie ezym s punkty, proste i plasz-
ezyzny 1 inne ,terminy pierwotne” geometrii, lecz z pewnego ukladu
aksjomatéow (pewnikéw) wyprowadzamy wszystkie twierdzenia geometrii
bez odwolywania si¢ do intuicyjuego znaczenia terminéw pierwotnych, —

tak samo i teorie mnogofci oprzemy na kilku aksjomatach, z ktérych .

w drodze dedukeji otrzymywaé bedziemy twierdzenita,.' Aczkolwiek aksjo-
maty te maja swe zrédlo w intuicyjnym pojmowaniu. zbioréw rozwaza-
nych w matematyee, to jednak tre§é intuicyjna wyrazu ,zbiér” nie be-
dzie — dzieki mebodzie aksjomatycznej — interweniowata w dowodach
twierdzeni ani w definicjach pojeé teorii mmnogosei.

" Aby jednak rola teorii mnogodci w obrebie innych nauk matema-
tycznych mogla byé nalezycie uwydatniona i aby dobér aksjomatéw
i pojeé podstawowyech teorii mnogodci byt dla czytelnika zrozumialy,
ilustrowaé bedziemy czesto twierdzenia i pojecia feorii mnogosei przykla-
dami zaczerpnietymi z innych teorii matematyeznych, zwlaszeza z aryt-
metyki i geometrii. W tym przypadku, obok przyjetych aksjomatéw teorii
mnogosei, implicite przyjmowadé bedziemy aksjomatyke odnosnej teorii.
Tak np. stosujae teorie mnogodei do zbioréw polozonych ni plaszezyznie,
zaktadaé bedziemy milezaco aksjomatyke geometrii plaszezyzny.

W pewnikach teorii mnogofei précz pojecia zbioru wystepowaé be-
dzie dcigle z nim zwiszane pojecie stosunku przynaleznofei elementu do
zbiorn. Zamiagt pisaé ,,o naledy do zbioru A”, pisaé bedziemy krétko
oo eA”). Jedli @ e d, to méwimy tez, ze » jest elementem zbioru A%).
Zaprzeczenie zdania s e 4, czyli zdanie (» e A)’, zapisujemy jako #non 1
lub z€4.

1) Znak ¢ wprowadzony przez G. Peano jest skrétem greckiego slowa éori (byé).
2) Zbiory bznaczaé bedziemy z reguly dusymi literami 4,B,X,..., ich elementy
za§ — malymi. ‘ '


Yakuza


6 ROZDZIAY I. Algebra zbioréw.

Przyjmiemy na razie ‘cztery aksjomaty:
1. Aksiomat jednoznacznosei. Jesli whiory A i B majg te same
elementy, to A 1 B sq identyczne. o
II. Aksjomat sumy. Dla. dowolnych 2biordw A i B istuieje zbidr,

 kidrego™ elementami sq wseysthic elementy ezbioru A i wszystkie clementy

gbioru B, i Kidry sadmych innych elementéw nie zawiera.

II'Y). Aksjomat réinicy. Dia dowolnych ebiordw A i B istnicje
abidr, Tidrego elementami sq te © tylko te elomenty zbioru A, kidre nie sg
elementami, 2bioru B. !

1171%). Aksjomat istnienia. Isinieje co najmnicj jeden zbidf":,\»,

Aksjomat jednoznacznodei I mozemy zapisaé w postaci . ‘

jesli pray wszellim » jest: we A=weB, to A=B,

przy czym znak réwnofei miedzy dwoma symbolami wskazuje, ze Sym.
bole te oznaczajg jeden i ten- sam przedmiot.

Z aksjomatéw I i IT wynika, ze dla dowolnych zbioréw A i B
istrieje dokladnie jeden zbidr, czyniacy zadosé warunkom wymienionym
W aksjomacie II. Isjptnie, gdyby byly dwa takie zbiory 0, i O, to oba
zawieratyby te samé elementy (a mianowicie te, ktére nalezs do A orsz
te, ktére naleza do B), a wiec w my#l aksjomatu I byloby Cy=C,.

Jedyny zbiér, spetniajacy warunki aksjomatu II, nazywathy sume
#biordw A ¢ B i oznaczamy symbolem 44 B ?2). Mamy zatem dla dowol-
nego @ i dowolnych zbioréw A i B réwnowaznodé :

- (@eA+B)=(wed)+(eB), .

przy czym znak - po lewej stronie oznacza dzialanie na zhiorach, a po
prawej stronie dziatanie na zdaniach (alternatywe).

Z aksjomatéw L1 TI-wynika w podobny sposéb, ze dla dowolnych
zbioréw 4 i B istnieje - doktadnie jeden zbibr, ktérego elementami sg
przedmioty nalezace do 4 i nie nalezagce do B. Zhiér ten nazy wamy
réénica ebiordw 4 3§ B i oznaczamy przez A—B. Mamy wiee dla dowol-
nego & i dewolnych zbioréw 4 i B w o

£ P -
) < (@eA—Bp=(wed) (@< B\

. Na podstawie. prawa de Morgana i prawa podwéjnego przeczeénia
(§ 1, str. 4) wynika stad takze \

3 (e A—B) = (» eA)'+(§;;B),

.1) Ozna.ez-enih. I i II” wprowadzone zostaly ze wzgledu na to, se w-dalszych
rozdzm,lach‘ aksjomaty tg beda zastapione praez ogélniejsze (Vi VIIL, ob. str. 44 i 51).
#) Niektérzy antorzy uzywaja symbolu AUB zamiast 44 B.

)

Zbiory i dziatania na’ zbiorach.

tzn. z nie jest elementem réznicy A—B, jesli # nie jest elementem A
Iub tez jest elementem B. )
Dziatania dodawania i odejmowania zbioréw daja sie z Iatwoscig
zilustrowaé geometrycznie. Niech Ay, By, A,, B,, A4, By beda zbiorami punk-
téw, lezgcych wewngtrz nakre€lonych ponizej kél. Woéwezas 4,4 By
jest zbiorem punktéw lezgcych wewnatrz érubej linii otaczajacej oba
kota, 4;—B,; jest zbiorem punktéw lezgeych w obszarze zakreskowanym
i na linii XYZ. Dalej jest d,—B,=4,, By—A,=B,, 4;— B, jest zbiorem
punktéw, lezacych wewnatrz zacieniowanego pierscienia z wigczeniem
muniejszego obwodu, wreszcie nie istnieje. punkt, nalezgcy do Bz—As;.
* N

Przy i)omocy dziatann 4 i — zdefiniowaé mozna dwa dalsze dzia-
fania na zbiorach.
Iloczyn AB?Y) zbioréw A i B defininjemy jako -
AB=A—(A—B)."
Zgodnie z definicjg réznicy mamy dla dowolnego x
veAB=(zecd) (xcA—BY,

skad na mocy (3) i pierwszego prawa rozdzielnoei (ob. str. 3), wynika

veAB=(@ecA) [(wed) + (xeB)]
' =(@ecd) (wed)+(zecd) (weB)
=0+ (zed) (zeB)
=(zed)-(weB),

czyli ostatecznie
(4) . weAB=(wed) (zeB).

Tloczyn jest wiee czedcig wspdlna ezynnikéw; elementami jego sg
te 1 tylko te przedmioty, ktére nalezg do obu czynnikéw iloczynu. Np.
jesli 4 jest zbiorem liczb pierwszych, a B zbiorem liczb parzystych, to
1 AB jest zbiorem, ktérego jedynym elementem jest liczba 2. ¢

5

1) Zbiér ten bywa tes oznaczany symbolem ANB.
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_ Rotnice symetryceng dwu zbiordéw A4 i B okreflamy jako
(5) A=B=(4—B)+(B—A4).~

Elementami zbioru A--B sa wiee te przedmioty, ktére nalezg do 4, ale
nie nalezs do B, oraz te przedmioty, ktére nalezs do B, ale nie naleza do 4.
GWICZENIA. 1. Zdefiniowaé dzialania -+, -, —, przy pomocy:
&) =, 3 b) =, +5 ¢) -, —. :
2. Wykazaé, ze nie mozna zdefiniowaé sumy przy pomocy iloczynu
i réznicy, ani réznicy przy pomocy sumy i iloezynu. :

§ 3. Inkluzja. Zbiér pusty. Zbiér 4 'nazywa*siq podzbiorem
zbioru B, jesli kazdy element zbioru 4 jest tez elementem zbioru B.
Piszemy wéwezas ACB lub BDA i méwimy, Ze zbiér 4 jest za/wm”ky w B.
Stosunek C nazywamy stosunkiem énkluzjs.

Z definicji wynika réwnowaznogé

(1 {dla katdego x jest (xeA—>meB)}=ACB.

Oczywifcie z A=B wynika, ze ACB, ale nie na odwrét.
Jesli ACB i A= B, to méwimy, ze A jest podebiorem wlasciwym B.
Jedli 4 ]est podzbiorem B i B jest podzbiorem 4, to A= B, tj.

(ACB)(BCA4)—>(A=B).
7 zalozenia wynika bowiem, ze dla kazdego z
ved—>2eB i reB—xed,

skad wynika réwnowaznosé weA =2e¢B, a wiec 4=B na mocy a.kSJo-
matu I.

Z tatwodeiy dowodzimy, ze jesli 4 jest podzblorem B iB ]est pod-,
zbiorem C, to 4 jest podzbiorem (:

@ (ACB)-(BCO) - (4C0),

tzn. ze stosunek inkluzji jest preechodni.

» “Suma dwu zbioréw zawiera kazdy skladnik; iloczym dwu zbioréw
Jest zawarty w kazdym czynmku

) ‘ ACA+4+B, BCA+B,
(4) ) ABCA4,  ABCB.

Istotnié, z prawa p—(p+¢) wynika, ze dla kazdego o jest
weA—~[(wed)+(zeB)],

icm

Inkluzja. Zbiér pusty. 9

a wiee na mocy wzoru (1) z § 2, str. 6,
' ved—>xe(d+B),

skad wobec (1) wynika ACA <4 B. Dowdd drugiego wzoru (3) jest po-
dobny, a dowdéd wzoréw (4) opiera sig na prawie p-g->p.
Ze wzoru (2) z § 2 wynika

.A—BCA.

Réznica dwu zbioréw jest wiec zawarta w odjemnej.

Stosunek inkluzji moze byé zdefiniowany przy pomocy stosunku
réwnofei i jednego z dziatai 4 lub -. Zachodza mianowicie réwno-
waznogei .

(B) (ACB)=(A+B=B)=(AB=A4).

Istotnie, je§li ACRB, to dla kazdego x mamy weA —% sB a wiec
na mocy prawa (p—-g)—>[(p+q)—4],

[(@ed)+(zeB)]—>(zeB),

co dowodzi, 76 A-BCB. Z drhgiej strony BCA+ B, a wiec A+ B=B.
Na odwrét, jesli' A+ B=DB, to na mocy (3) ACB.
W podobny sposéb dowodzi sig drugiej czesei réwnowaznodei (5).
7 aksjomatu II’ wynika, ze o ile istnieje chod jeden zbiér 4, to
igtnieje tez zbiér A—A, ktéry nie zawiera zadnego elementu. Istotnie,
7z ve(A—A) wynikaloby (wed)-(wed), wbrew prawu sprzecznofei.
Na mocy aksjomatu II” istnieje co najmniej jeden zbidér. Otrzy-
mujemy zatem wrniosek, zelistnieje zbiér nie zawierajacy zadnego ele-
mentu. Zbior taki jest tylko jeden’ Istotnie, gdyby byly dwa takie zbiory
Zy i Z,, to mieliby$my dla kazdego » rownowa,znoéc

veZi=uwecl,,

ktéra jest prawdziwa, gdyz oba jej czlony sa falszywe. Z aksjomatu I

_ wynika zatem Z,=Z,.

Jedyny zbidr, ktéry nie zawiera zadnego elementu; nazywamy zbm-
Tem pustym i oznaczamy przez 0. Mamy wiec dla kazdego =

@ non ¢ 0,
czyli
(2 €0) =0.

Symbol 0 po lewej stronie réwnowaznosei oznacza ti zbiér pusty,
po prawej stronie.— zdanie falszywe:.
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Poniewaz implikacja o poprzedniku falszywym jest prawdziwa, wiec
dla kazdego © jest stuszna implikacja we0—>ze 4, skad )

0CAS

Zbior pué’ty jest wi@c‘i)odzbior,em kazdego zbioru.
Ze wzoru (1) z § 2, str. 6, wynika

Be(A+0)=(@ed)+(re0)=(ved)+0=nc4,
gdyz p-+0=p. Wnosimy stad, Ze '
’ L A+0—4A.
W podobny ‘spo.séb z prawa p-0=0 wnosimy, Ze

. A-0=0, 0—4=0,
z prawa zag 0'==1, ze :
: A—0=A4.

Réwnodé AB=0 oznacza, ze zbiory A i B nie maja wspdlnego ele-
mentu, czyli — jak méwimy — sg roelgcene. 778 o ol G

Réwnogé B—A =0 oznacza, ze BCA. .

Rola zbioru pustego w teorii mnogodci jest analogiczna do roli liczby
zero w algebrze: bez zbhioru 0 mnozenie i odejmowanie nie zawsze byloby
wykonalne, co w konsekwencji prowadzitoby do znaecznych komplikacji
rachunkowych. .

§ 4, Prawa dodawania, mnezenia i odejmowania. Dzialania.
dodawania, mnozenia i odejmowania zbioréw maja liczne wiasnogei
wspélne z dziataniami dodawania, mnozenia i odejmowania liczb. W obec-
nym paragrafie wymienimy najwazniejsze. Zanotujemy takze kilka twier-
dzen, wskazujacych na réznice miedzy algebrg zbioréw a arytmetyka?l).

Prawa przemiennosci:

(1) : " A+B=B+4, AB=BA. ﬂ
Prawa te wynikajg wprost z praw przemiennogci dla dlternzmtywy

i kontunkeji p4-g=g+p-i pg=qp.
Prawa l@czgoéei:

(2) A+(B+0)=(4+B)+0, A-(B-0)=(4-B)-0C. \
Dowdd opiera sig na prawach Iacznogei dla alternatywy i koniunkejiz
prgtr=@+a+r p-(¢n=@p g r :

') Twierdzenia podane w § 4 odkryt matematyk angielski G. Boole (1813—1864),
ktérego prace zapoczatkowaly badania nad logika matematyczna.

ROZDZIAL 1. Algebra zhioréw. : im A

Prawa dodawania, mnozenia i odejmowania. 11

Wzory (1) i (2) stwierdzaja, ze suma i iloczyn skorczonej - ilodei
zbiordéw nie zaleza ani od porzadku, w jakim dokonywamy dodawania
(mnozenia), ani tez od tego, ezy dodajemy do siebie po kolei poszeze-
gélne skiadniki (lub mnozymy czynniki), czy tez dodajemy do siebie
sktadniki w poszczegélnych grupach (mnozymy grupy czynnikéw) i po-
tem dodajemy sumy poszezegdlnych grup (Iub mnozymy ich iloezyny). Np.

A+ AB+[0+(D+ B =[A+ (D+O)]+(B+ B)= (B-+0)+[B+(4+D)].

Wynika stad, ze przy dodawaniu Inb mnozeniu skoticzonej liczby
zbioréw mozemy opuszczaé nawiasy wskazujace porzadek dziatan.
Prawa rozdzielnofei: )

(3) 4-(B+0)=4-B+4-C, A+B-O=(A+B)-(4+0).

Dowody opieraja sig na prawach rozdzielnodei: koniunkeji wzgledem
alternatywy i alternatywy wzgledem koniunkeji, znanych nam z § 1.

Pierwsze z praw rozdzielnodei jest Zupelnie analogiczne do arytme-
tyeznego prawa rozdzielnofei. Podobnie jak w arytmetyce, wynika z tego
prawa, ze aby pomnozyé dwie sumy przez siebie mnozymy kazdy Sktad- —-
nik pierwszej sumy przez kazdy skiadnik drugiej i dodajemy do siebie
utworzone w ten sposéb iloczyny:

(A+B+ .. +H)(X+T+ ...+ T)= S
=AX+AY+..+AT+BX+BY+..+ BT+ ..+ HX+HY ..+ HT.

Drugie prawo rozdzielnofei nie ma swego odpowiednika arytme-
tycznego.

Prawa tautologii:
(4) A+A=A4, AA=A.

Dowéd otrzymujemy natychmiast z praw tautologii: p+p=p
i p-p=p. Prawa tautologii wskazuja, ze w algebrze zbioréw nie sg po-
trzebne ani wspélezynniki, ani wykladniki poteg.

Udowodnimy teraz kilka praw dotyczacyech odejmowania.

(5) - A+ (B—A4)=A+B.
Dowdd. Na mocy wzoréw (1) i (2) z §2.,y‘sf.r. 6, mamy
Te[d+(B—A)] = (@ed)+(0eB) (e d),
skad wobec prawa rozdzielnogci al’cernﬁyﬁvy %vzgl@dem koniunkeji

@ EIitH—.,(Bﬂfl)] =[@ed)+(weB)}-[(wed)+(ved)] .
=(weA)+(weB),


Yakuza


12 ' ROZDZIAL I. Algebra zbiordw.

gdyz (@ed)+(@ed) =1, a czynnik 1 mozna pomingé w koniunkeji
Wynika stad, zZe

we[A—f— —A)]*nn(A-[—B),
co dowodzi wzoru ().

Ze wzoru (5) wnosimy, ze odejmowanie zblorow nie jest dzialaniem
odwrotnym do dodawania. Np. je§li A jest zbiorem liczb parzystych,
a B — zbiorem liczb podzielnych przez 3, to zbibr A—i—(B——A) jest réiny
od ' B, zawiera bowiem wszystkie liczby parzyste

Natomiast w przypadku, gdy A4CB, mamy na mocy wzoru (b
i wzoru (5) z § 3, str. 9,

, +(B-4)=B, 1
tak jak w arytmetyce.
(6) A—B=A—AB.
Dowbd.
wed—AB=(ved) (wcAB) = (wed)-[(@ed) (weB)]

(wed)-[(@ed)+@eB)]
(ved) (wed)+(ved) (weB)"

O+ (wed) (weB)'==(wecd) (weB)
=xre¢A—B.

hown 8

Prawo rozdzielnogei mnozenia wzgledem odejmowania ma w alge-
. brze zbioréw postaé
(7) A(B—C)=AB—C.
Prawo to wynika z réwnowaznosci
2eA(B—C)=(wed) (weB) (xeC)
‘ =(xe¢AB) (e 0) =wpeAB—C(.
Ze wzoru (7) wynika, ze )
' " A(B—A)=AB—A=BA—A=B(A—A)=B0=0,
a wiee : :
A(B—A4)=0.
Prawa de Morgana w rachunku zbioréw majs bosta.é
(8)  A—BC=(A—B)+(4—C),  A—(B+0)=(4—B)(4—0).

‘W dowodach powotujemy sie na prawa de Morgana z rachunku zdan.
Zanotujemy wreszcie bez dowodu réwnogei:

9) (4+B)—0=(4—0)+(B—0),
(10) A—(B—0)=(A—B)+AC,
) A—(B+0)=(4—B)—C.

icm
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Nastepujace wzory dotyeza stosunku inkluzji i ilustruja analogie,
zachodzacy miedzy tym stosunkiem a stosunkiem nieréwnodei:

(12) (ACB)-(0CD)->(4+ CCB+D),
(13) , (ACB)-(0CD)—>(ACCBD),
(14) (ACB)-(0CD)—(A—DCB—0).

Inkluzje mozna zatem dodawaé i mnozyé stronami, przy odejmo-
waniu za§ nalezy zmienié kierunek inkluzji w odjemniku.

Ze wzoru (14) wynika jako latwy wniosek
(15) (0CD)—>(A—DCA—-0).

~Jest to odpowiednik arytmetycznego twierdzenia
) <Ly > 2y <Le—2.

GWICZENIA. 1. Udowodnié wzér: N(4 -+ B)=N(4)+N(B)—N(4B),
w ktérym N(X) oznacza liczbe elementéw zbioru X (przy zalezeniu, ze
jest ona skondezona).

Wyrazié N(A—B) przez- N(A) i N(4B).

2. Togéblnié wynik éwiczenia 1 w sposéb nastepujacy:
N(Ay+4p+ 44D = 2 N (4~ ZN(A,A;H— 2‘ N(AiAdp)—
przy, czym wskazniki sumowania przeblega,m Wa,rtoém od 1 do ki sg

r6iné miedzy soba.

3. Korzystajac z wyniku éwiczenia 2, wykazad, ze ilo§é liczb mniej-
szych od n i pierwszych wzgledem n jest dana wiorem

-3 (=)
Py y 2 Pr
gdzie Pq,Pay--.,Dr 0znACZAjy Wizystkie rézne czynniki pierwsze liczby n.

*§ 5. Wlasnofei réinicy symetryeznejl). Roéznica syme-
tryezna 4= B zostals okreSlona w § 2, str. 8, przez wzér nastepujacy:

(0) A~B=(4—B)+(B—A).
Dziatanie = jest przemienne i laczne:

@ A=B=B+4

(2) A= (B~ 0 )= (4-~B)=0.

Wzér (1) ]est bezposredmm wnioskiem. ze wzoru (0).

1) Whasnosei réinicy symetrycznej badal szczegétowo M. H. Stone. Ob. The theory
of repr tations for Bool algebras, Transactions of the American Mathematical
Society 40 (1936) str. 37—111. Por. tes F. Hausdorff, Mengenlehre, 3-e wyd., Toz~
dziat X.
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Dla dowodu wzoru (2) obliczymy na mocy (0) lewa i prawsg strone:

4+(B+0)=A-+[(B—0)+(C—B)]
={A—[(B—0)+ (0—B)}+{{(B—0)+(0—B)] *A}

Stosujge teraz wzory (8‘) (9), (10) 1 (11) 2 § 4, str. 12, otrzymamy

A= (B=0)=[A—(B—0)]-[A—(C—B)]+[(B—0)—A]+[((—B)—A]
| —[(A—B)+A0] [(A—0)+AB]+[B—(C+A)]-+[0—(B-+4)]
—(4—B)* (A—0)+(4—B)- B-+(4—0) - C-+ABO+[B—(0+4)]

S [O0—(B+4)]

=[4—(B+ O)]+ [B—(0+4)]+[0—(4+B)]+4B0.

Zbiér A-(B-() sklada sie wiee z elementéw, Ktdre n..uleaay badz
do wszystkich trzech zbioréw 4, B i C, bads tez do dokladnie jednego
z nich.

Aby obliczyé prawsg strone wzoru (2) nie potrzeba juz powtarzaé
rachunku. Wystarczy zauwazyé, ze na mocy (1)

(AéB)»LG:O—L(AéB),
skail (zastepujac we wzorze na A= (B 0) litery 4, B, 0 odpowiednio
przez O, A, B) otrzymamy
(A~B)+0=[0—(A+ B)]+[A—(B+ )]+ [B—(0+4)]+ CAB
=[A—(B+ 0)]+[B—(0+4)]4+[C—(4+B)]+4B0.

Xiacznodé dziatania < zostala w ten sposéb udowodniona. Ze wzo-
6w (1) i (2) wynika, ze przy wielokrotnym stosowanin operacji - mo-
Zemy pomijaé nawiasy.

Dziatanie mnozenia jest rozdzielne wzgledem =, tj.

{3) A(B~()=A4AB-+A40.
. Istotnie, zgodnie ze wzorami (6) i (7) z § 4, str. 12, jest

A(B = 0)=A[(B—0)+(0—B)]
— (AB—0)+(AC—B)
= B(4—0)+0(A—B)
— B(A—AC)+ O(A—AB) ‘ i
—(AB—AQ) (AC—AB)=AB=AC.
Zbidr pusty jest modulem dla dziatania -, tj.
(4) A=-0=A4. K
Tstotnie (A—0)+(0—A)—A+0=A. ‘

icm
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Dotychezas udowodnione twierdzenia nie wykazuja istotnej réz-

» nicy miedzy dziataniami = i --. Rézniea ta uwidoeznia sie w nastepu-
- jacych twierdzeniach: )

(3) A~4=0. -

Istotnie, A4 =(4-—4)+(4—4)=0.

Dziatanie dodawania nie posiada dzialania odwrotnego. Widzielifmy
W szezegllnogel, ze dzialanie odejmowania zbioréw nie jest dzialaniem
odwrotnym do dodawania. Natomiast do dziatania — istnieje dziata-
nie odwrotne:  dla dowolnych zbioréw 4 i ¢ istnieje dokladnie jeden

¢ zbibr- B taki, ze A-~B=(, mla,nowz(:le B=A-=C; inaczej méwige:

®) _ A= (A=C)=
(7) . ‘ AéB:O—»B:A—'—G.

Istotnie, z (2), (4) i (5) wynika

A= (A=0)=(4-4)=C0=0-0=C=0=0,
o dowodzi wzoru (6). Jesli za§ 4A-~B= C’ to A+(4-B)=A-C, a wiec
B=A4-C na mocy (6).

Udowodnione w ten- sposéb wzory (6) i (7) wykazujg, ze dziala-
nie - ma dzialanie odwrotne; tym dziataniem odwrotnym jest samo

© dziatanie —.

W algebrze i teorii-liezb rozwaia, si¢ wielokrotnie uklady pewnych

Q przedmiotéw, ktére nazywaé mozna liezbami, oraz dwa dziatania + i -

(zwane dodawaniem i mnozeniem), wykonalne na tych przedmiotach

i spelniajgce nastepujgce warunki:

() o+y=y+a, () o+ (y+2) =(wf+y>+z, '

(iif) istnieje liczba 0 taka, ze »-+-0=g,

(iv) “dla dowolnych # i y-istnieje dokladnie jedna uczba, 2=x—y (roz-
nica) taka, ze y-+z=un,

(v) zy=y-a (Vi) @-(y-2)=(2-y)2

C(vid) 2 (yte)=x-y+ 22

» Uklady takie nosza nazwe pierscieni (dokladniej: pierdcieni prze-
miennych). Jegli istnieje liczba 1 taka, ze

(viii) ’ zl=gn

- dla kazdego ®», to méwimy, ze pierscier ma jednosé.

Rachunki algebraiczne w pierfcieniach wykonywamy zupehie tak

- samo, jak w-zwyklej arytmetyce. Dowody bowiem praw rachunkowych
. arytmetyki korzystaja tylko z zalozenia, e liczby tworza pierdcien.

x
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Wiory (1)—(7) wykazuja, e zbiory tWOI"Z& pie??éciex’x (Pez j.e(lino'éci)
o ile jako ,sume” przyjmiemy dziatanie 8 ;!ako ,,ll_oczyn .dfm anie -
Osobliwodeig tego pierscienia jest to, ze dzialanie ,,od:a,]mowanla pokryw:
sie z dziataniem ,dodawania”’, a nadto ,kwadrat kazdego element
j im i zny 1),
fest ZP:;;H é(j;];g edzizmla),ﬂ = i - jako dzialan p().dstawowyeh,.mchunk
w algebrze zbioréw ukladaja sie wiec ?Ja‘k samo, Ja:?i w zwyklej a;ytme
tyce, z tym, ze mozna pomijaé wezelkie wykladn}kl poteg, a wspolezyn
niki redukowaé wedtug modulu 2 (tzn. 2kA=0 i (2(c+ 1)A§A). s

Wynik, do ktérego doszliémy, posiada tym wu?ksze z.na'czenm,.‘z‘
dzialania + i — dajg sie wyrazié przy pomocy d_zmlmﬁ ey dzug].;
czemu cata algebra zbioréw, rozwinigta w pqprze_dmgh pe.umgmfacl? daA.J.
sig ‘wjaé jako arytmetylka omdwionego tu pierdcienia zbioréw. Igtotme

jak atwo sprawdzié: .
(8) : A+B=4-=-B+~AB,
©) " A—B=A=AB.

Ze wzoréw (8) i (4) wyniky nastepujace twierdzenie:

.(10) jesli abiory A i B sq rodlacene, to. A+ B=A=B.

PRZYELADY. 1. Udowodnimy prawo rozdzielnodci dodawar
wzgledem mnozenia: ‘
C(11) (A—I—B)(A—j— 0)=A4+ B0,
korzystajac z wiasnodci réznicy symetrycznej. W. tym celu wyrazar
lews strong przy pomocy dziatan -~ i -; otrzymujemy
(AéB—‘—AB)(A—%O—'wAG‘).

Przemnazamy nastepnie te dwa wyrazenia tak jak gdyby byly o
wielomianami i korzystamy z prawa A-4A=A4; otrzymujemy

Aﬂ;A(J;A“O;BA;BO;BAO'—'—«A’B—'—AB(?;A’BO=
=A4-A40+AC-~AB-BC-~AB0~AB~AB(C--A]BC.

W powyiszym wyrazeniu skracamy skladniki wystepujace dw
krotnie i otrzymujemy na mocy (8)

A-=~BC+ABC=A+BOC.
Wazér (11) jest w ten sposéb udowodniony.

2. 8pos6b, w jaki réznica symetryczna wystepuje czesto w zastos
waniach, zilustrujemy na nastepujacym przykladzie.

i) W algébrze méwi sig, Ze mnozenie takie jest idempolenine.

§5 Wiasnogel réznicy symetiyczne;. V 17

Dwa zbiory A i B nazywamy prawie réwnymi, jesli ich réznica sy-
metryczna 4B sklada sig ze skorczonej liczby -elementéw (w szczegol-
nosei lezbg ta moze byé 0). Piszemy woéwezas A=B.

Poniewaz zbiér pusty jest skoriczony, wynika ze wzorn (5), ze

A=A,

tzn. ze stosunek == jest zwrotny.
Z (1) wynika, ze
' AZB > B=A,

tzn. ze stosunek = jest symetryczny. B .

Wreszeie z fozsamogei A~ B = (4~ C)=(B=0) wynika, ze.
A=BC(A4=0)+(B-=-0), gdys réznica symetryczna dwu. zbioréw jest .
zawarta w ich sumie. Poniewaz suma dwu zbioréw skoniczonych jest
skoficzona, wiee wnosimy stad, ze

(A=B)(B=0)—~(4=0),

tzn. ze stosunek = jest przechodﬁi. . : :
Zastepujae W niektérych poprzednio podanych definicjach znak
réwnodcl® przez znak -= ofrzymujemy nowe pojecia; np. (por. str. 10)

. dwa zbiory A i B nazywamy prawie rozkacenymi, jesli AB==0; méwimy,

ze A jest prawie zawarte w B, jedli A—B=0 itp.

UWAGA. Do;vodzalc, 7e relacja = jest zwrotna, symetryczna i prze-
chodnia, oparliémy sie tylko na nastepujgeych trzech wiasnodciach zhio-
Téw skofczonych: . ‘ .

1° suma dwu zbioréw skofiezonych jest skoriczona,

. 29 podzbiér zbioru skodczonego jest skoticzony,
-8° zbidr pusty jest skoticzony. .

Mozna zatem przeprowadzié analogiczne rozumowanie, biorac za-
miast skofezonodei jakgkolwiek inng wlasnogé, spelniajgeg zalozenia 19,
29, 3%. Powsbajace w ten sposéb rézme relacje ,,prawie réwnogei” odgry-
wajg nieraz duzg role. - S . :

CWICZENIA. 1. Zbiér Al—'—A;—'—...—'—A,. zawiera te i tylko te ele-
menty, ktére nalezs do nieparzystej liczby zbioréw A, (=1,2;...,m).
2. Udowodnié, ze jesli zbiory 4,,4,,..., 4, sa skonezone i zbiér A,
zawiera. N(4;) elementéw, to . ) : o

N(dy = Ay = A)= .
=2 N(4)—2 5 N(AA)+4 D N(Ad;A,)—8 3 N(4 A;dsd)+ ... -
P ! i ij,k : A7 3
W) .

Kurs Teorii Mndgosel.
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3. Wykazaé, ze: v )
(Ay+ Ayt ooobd) = (Byt Byt oot Ba) C(4y = By) 4 oo+ (An=Bu),
(A1A2.‘.An)-'—l(BlBg---Bn)C(Al—;‘Bl)+"'_l_ (An—By) [Hausdorff

§ 6. Zbiér 1, uzupelnienie. W wielu zastosowaniach teorii mne
gosei rozpatruje sie tylko zbiory zawarte w pewnym siﬁaﬂym zbiorze
Np. w rozumowaniach geometryeznych rozpatru;g sie 'tylko zbiory pun
ktéw danej przestrzeni, w arytmetyce — zbiory liczb itp. . '

W obecnym paragrafie. zatozymy, ze litery A,B:,... 0zNACZA]G z.b1ory
zawarte w pewnym ustalonym zbiorze, ktéry nazwiemy preestreeniq 1}1]c
ogélem rozwazanych przedmiotéw i oznaczymy symbolem 1.‘ Ma,my'wl@e
dla kazdego A

AC1,

skad

Zbi6r 1—A nazywamy uzupetnieniem zbioru A i oznaczamy przez 4':

: A"=1——A_.
Jest jasne, ze ‘
(2) : AA'=0, A+4A4"=1.
. , . |
Poniewaz 4”=1—(1—A4), wiec na mocy prawa (10) z §4 (str.l12
otrzymujemy  nastepujace prawo -,podwéjnego uzupelnienia’:

3) ’ A'=A4.

Przyjmujae w pmwaéh'de Morgana (§ 4, wzory (8), stri12) A=
i zastepujac litery B i C przez 4 i B, otrzymamy
(4) - ; (AB)I=A/+B’) (A+B‘)/=AIBI

szupelnienie,ﬂoezynu dwu zbioréw jest wige réwne sumie uzupe
nie & uzupetnienie sumy dwu zbioréw jest réwne iloczynowi uzupehier

Jest godnym uwagi, ze wzory, jakie otrzyrimjemy wprowadzajs
do rozwazal pojecie uzupeinienia, ¥ zupelnie analogiczne do praw.r¢
chunku zdad, oméwionyeh w § 1. Wystarczy zastapié w prawach (1)—(:
znak réwnodei przez znak réwnowaznosei i interpretowad litery A,B,.
jako zmienne zdaniowe, a symbole +, -, %, 0, 1 jako alternatywe, ki
niunkeje, negacje, zdanie falszywe i zdanie prawdziwe, by otrzyme
prawa rachunku . zdad (por. str. 4). Na odwrét: mozna z praw r
chunku zdan ofrzymaé przez prostq zmiang znaezenia symboli. twi

iom

§6 » ‘Zbiér 1, nzupetniene, - 19

dzenia algebry zbioréw. 7 tego wzgledu rachunki na zbiorach zawar-
tyeh w pewnym stalym zbiorze 1 ukladaja sie najprofciej pray uzyein
dziatah +-, - 1, )

Odejmowanie daje sie zdefiniowaé przy pomocy dziatania ‘i jed-
nego z dziatad -+ albo -. Mamy istotnie

A—B=A4-1—B=A-(1—-B)=AB'
OYaz
A—B=AB'=(4'+BY.

Stosunek inkluzji daje sie sprowadzi¢ do stosunku réwnodei na
podstawie nastepujgcego wzoru

{5) ’ (ACB)=(4B'=0).

Istotnie, z inkluzji ACB otrzymujemy przez obustronne pomno-
Zenie przez B’ wzér AB'CBB'=0, skad wynika AB'=0. Na odwrét,
jesli AB'=0, to

A=4-1=A(B+B')=AB--AB'=AB-+0=A4ABCB.
Poniewaz (A=DB)= (ACB)(BCA4), wiec ze wzora (5) wynika wzér:
(A=B) = (AB'=0)(BA’'=0),

& poniewaz réwnoczesne zachodzenie réwnogei X=0i ¥=0 réwnowasne
Jest réwnodei X+ ¥Y=0, wice

& (6) (A=B)=(4B'+ BA'=0)= (4~ B—0),

Ze wzoru (5) wynika natyéhmidst (por. prawo kontrapozyecji, str. 4)

NG : - (ACB)=(B'C4).

Uklad wszystkich zbioréw zawartyeh w 1 tworzy pierdeien ze wzgledu

 na dzialapie - jako dziatanie dodawania i - jako dzialanie mnozenia. _

Pierfcieri ten rézni sie od pierdcienia zbioréw rozpatrywanego w § 5

" tym, ze ma on jednogé. Jednodeig jest mianowicie zbiér 1. Wazér (1)

- stwierdza w samej rzeczy, ze zbiér 1 spelnia charakterystyczny dla jed-

|3
b
¥

!

b

B

- Morgana). Obliczyé 4-(B:4). »

i nosci pierscienia warunek (vili) z § 5 (str. 15).

Wynika stgd, ze rachunki w algebrze zbioréw mozna upodobnié

formalnie do rachunkéw wykonywanych w algebrze liczb.

GWICZENIE. Okre§lamy dzielenie zhioréw wzorem
) A:B=A+B'.
Znalezé wzory na A:(BC) i A:(B+ O (odpowiedniki wzoréw de

9%
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#§ 7. Skladowe. Normalna postaé twierdzex. Rozpa,tr.yw’a,é
bedzienly obecnie zbiory, ktore utworzyé mozna z.dowoln‘,‘ych " Zh}orow
przy pomocy operacji dodawania, mnozenia i ode]mqwama. Wyka,:zemy,
e ilodé takich zbioréw jest skohczona i ze wazystkie one daja sig za-

. . - . N « lﬂ/@. )
aé W pewnej postaci zwanej postaciq NorMa _ ‘ ,
P Niegh Al,i‘iz ooy dn bedg dowolnymi podzbiorami przestrzeni 1, ktdre
w ciggu wszystkich rozwazan tego paragrafu pozostawaé ]E)Qda; stale.
Przyjmijmy

Al=1—4,, .A? =A; dla ¢=1,2,..,n

Kazdy iloczyn postaci

Af A2 A

nazywamy skladowq. . N .

Tlogé sktadowyeh wynosi co najwyzej 2°, kazdy bowiem ze Wska;?

pikéw 45 moze przyjmowad dwie wartosei 0 lub 1. Tlodé _sklafiow_y(.zh moz

jednak by¢ mniejsza niz o™, Jeli np. n=21 A;=1—A4,, to istniejy tylk
trzy skladowe

0=A3 Ad=4%-A3,  A,=Af-43,

(ix=1 lub i,=0 dla k==1,2,..,n

A2=.A.}'.A.g‘

Dwie rézne skladowe sa zawsze rozlgezne. Istotnie, jedli skl_a.doviv
Qy=Alt-Ab.. Al i Sy=Aft-Af-..-A]» nie s xéwne, to cO najm
dla jednej liczby k<<n jest ip=kjx, np. =0, jr=1. A wiee AgtApt=
i tym bardziej §;-8;=0. ,

Suma wszystkich skladowych jest réwna 1.

Dla. dowodu wystarezy zauwazy€, ze

1= (43+41) (43+45) ... (An+47),
przemnozyé praws strong zgodnie z pmwefn rozdzielnogei mnozen
wagledem dodawania. Po prawej stronie otrzymujemy woéwezas sur
skladowych. ‘ .

Zbidr A, jest réwny sumie tych sktadowych, kidre zaw%’emy’cg orynnik A
“Istotnie 1=8;+ Qs+ ...+ Sn, gdzie Sq,85...,8n 83 Wazystkimi skl
dowymi (h=2"). Wynika stad, ze - . :
’ Ay=A:8;+ A8y + ..+ A8 ’ ‘
Jedli 8, zawiera czynnﬁ; 43, t0 A8;=0, gdyz Adl=d (L —A4)=

Jedli natomiast S, zawiera czynnik A7, to 4:8,==~8,. Wynika. stad,
A; jest sumg tych §,, ktére zawierajs czynnik 4], ¢.b. d.o.

iom

¢ ¢ych praw rachunku zbioréw:
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§7 Skladowe. Normalna postaé twierdzes. 21
"Udowodnimy teraz nastépuj@ce

Twierdzenie 1. Kaidy zbidr niepusty, powstajgoy ze zbioréw
Ay Ay ooy An prees stosowamie deiakah dodawamia, odejmowania i mmose-
nia jest sumaq pewnej liezby skladowych.

Dowéd. Twierdzenie jest prawdziwe dla zhioréw 4y, 4, ..., 4,. Wy-
starczy zatem wykazad, ze jedli zbiory X i ¥ sa sumami pewnej liczby
skladowych, to réwniez zbiory X+Y, XY i X—¥ daja sie przedsta-

* wié jako sumy skladowych (o ile nie sa puste).

Zoak6zmy, ze X 1 Y dajg sie przedstawié jako sumy skladowych:
X=8+ 8yt it Bhy  T=Bt- Byt ot Br

Wynika stad, ze .

| XA = (Bt ot S0+ (Bt ot B

a zatem XY jest suma skladowych. .
- Z prawa rozdzielnosei mnozenia wzgledem dodawania wynika, Ze

X ¥=8,-8+8 8yt . 8y S+ 81 Byt -+ 8- 8.

8:"8;=0 o ile 8=8;; W przeciwnym razie S;S=4§;. Wnosimy

stad, ze iloczyn X-¥ jest sumg pewnej liczby skladowyeh S;:

X-sti,-l—SiZ'-}- ...+S

iy

- lub tez jest pusty. -

Jedli wirdd skiadowych Sy, 8y, ..., 85, wystepuja wszystkie skladowe
81,85, .., 8x, toO ’

X—Y=X—XYC (84 .8 —(8+F ...+ 8x) =0.
W przeciwnym razie, niech ;S’j;;ijz,ﬁ..,qu beda tymi ze skladowych
8,83, ..., 8 ktére nie wystepuja wiréd skladowych 8,84, .., 8y, Mamy
~X_y=X—XY=[(Si1+...+S,P)+(S,-1+...‘+S,-q)]—'(si‘+...+s{p)
’-—_-(,S’jl—_[—...—l—S;q)—(Sll—l— S, ‘
=8yt oA 8jp) —(8py+ oo 83,) (S + -+ 83)
=Sji+‘...+qu, :

Q75 (St S5) (St 8,) 0.

Twierdzenie jest w ten sposéb ndowodnione.
Zauwazmy, ze w -dowodzie korzystaliémy wylacznie z nastepuja-

»
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‘ A+B=B+4, A-B=B-4,
(A+B)+O=A+(B+0), (4-B)-0=4-(B-0),

Af0=4, A:-0=0,

A+1=1 4:1=A4,

A4d=A, A-A=A, E
A-(A+B)=4, A-(B40)=A-B+4-0)
(4—B)-B=0, (A—B)+B=A+B,

A—B=A—A:B, —(4--B)=0,

(A+B)—A=B—A. ‘

Wniosek 2. Z n zbioréw motna przy pomocy dziatar -, + ¢ — utwo-
rayé co najwysej 22" 2biordw.

Istotnie, kasdy taki zbi6r, z wyjatkiem zbioru pustego, jest sumg
skla,dowyeh poniewas za§ ilofé skladowych nie przekracza 2%, wige ilogé
réznych sim, utworzonych z pewne] (niezerowej) liezby skladowych, nie
przekracza 28" —1. :

Szczegblnie wazny jest przypadek, gdy wszystkie skladowe sg rézne
od 0. Méwimy woéwezas, ze zbiory Ay,...,An sa niezaleine?).

Twierdzenie 3, Jesli 2biory Ay,...,An sq miezaleéne, to liczba ro4-
nych sktadowych wynosi 2"

‘Dowdéd. Jesli, -
{0) S=Aft... Aln=A{t ... . Aln

i nie wszystkie réwnosei 4;=7j,...,in={s zachodza, to §=0. Istotme, Jeéh
np. ép==1, j,=0, to mnozac podwdjng réwnosé (0) przez A,,, otrzymamy
S§=0. Zatem, jedli zbiory A4,..,4s 84 niezalezne, to réwnogé (0) za-
chodzi tylko wtedy, gdy i1=ji1,...,i,.=7',,,' c. b.d.o.

 Podobnie dowodzi sie, #e jesli Zbiory A, .., 4, wa niezalezne
i 84+t Br=8+ ...+ 8y, gdzie 8y,...,8, 8y...,8 sa skladowymi, to
h=F i kazda ze skladowych §, jest réwna pewnej gkladowej §), a kazda
skiadowa § jest réwna pewnej skladowej 8.

PRZYKEAD. Niech zbior D, sklada si¢ z takich ciagow (2,...,%),
ze kazde 2, réwna sig bads 0 bads 1, zas. #n=0. Zbiory Dy,...,Dn s3 nie-
zalezne. Istotnie, 1)’"l sklada sie z clagéw (19 +y2n), dla ktbrych 2m=1im,

‘zatem (iy,...,4n) e Dit... D (por. tez rozdzial II, § 11, str. 76-77).

1) Pojecie .zbioréw niezalesnych gra wazna role w. zagadnieniach zw:.&za,nych
z podstawami rachunku prawdopodobiefistwa.

Por. E. Marczewski, Indépendence d’ensembles et prolongement de mebwea, Col-
loquium Mathematicum 1 (1948), str. 122—132.

§'7 Skladowe. Normaina postaé.twierdzed. 23

Skladowe znajduja zastosowanie przy klasyfikacji elementéw do-
wolnego .zbioru ze wzgledu na pewne wlasnosei (cechy).

Przypuéémy np., ze chcemy rozklasyfikowaé wszystkie trojk@ty
ze wzgledu na nastepujace cechy: wiasnodé posiadania dwu bokéw przy-
stajacych, wlasnod§é posiadania trzech bokéw przystajacych, Wlasnoéc
posiadania kata prostego..

W tym celu przyjmujemy jako 1 zbiér Wszystkmh tréjkatow, jako A
zbiér tréjkatéw réwnoramiennych, jako B — zbidr tréjkatéw réwnoboez-
nych i jako € zbiér tréjkatéw prostokatnych. Zadana klasyfikacja dana
jest przez rozklad zbioru 1 na skladowe ze wzgledu na zbiory 4, B, C.
Fatwo sprawdzié, ze tylko nastepujacych 5 sktadowych jest réznych od 0:
A-B-C'=B, A-B'-0, tj. zbitr tréjkatéw réwnoramiennyeh prostokat-
nych, 4-B'-C', tj. zbiér tréjkatéw réwnoramiennych nieréwnobocznych
i nieprostokstnych, A’-B'-C, tj. zbiér trojkatéw prostokatnych nie-
réwnoramiennych i A'-B’-0’, tj. zbiér tréjkatéw nieréwnoramiennych
i nieprostokgtnych. Mamy wiec:

) 1=B+4A-B'-0+A-B'-C'+4’-B'-C+A’-B'-C,
czyli .
(i) - A.-B-O+A’-B-0+A'-B.0'=0.

Rozpatrzmy jeszeze inne zastosowanie skiadowych, mianowicie do
sprowadzania zdan rachunku zbioréw do postaci normalnej.

Nazwijmy edaniem algebry zbioréw kazde zdanie majace postad
réwnosdei lub inkluzji, po obu strondeh ktdrej 'wystgpuj@ wyraZenia zbu-
dowane ze zmiennych A;,4,,...,4, i symboli 0,1, +, -

‘Twierdzenie 4, Isinieje metoda pozwalajaca kaide zda/me algebry
2biordw preeksetateid w réwnowadne zdanie postaci 0=0 lub Sl—l— S+ ...+
+ 8x=0, gdeie Sy,8s,...,Sk sa_skladowyms..

Istothie, réwnowaznosei .

(A4=B)=[(4—B)+(B—4)=0], (ACB)=(4—B=0)

dowodzg, ze kazde zdanie algebry. zbioréw daje sig sprowadzié ‘do po-
staci A=0, gdzie 4 jest wyrazeniem zbudowanym ze zmiennych
Ay, A, A, i symboli 0,1, +, -, — Jak udowodniliémy, A moze byé
wyrazone jako suma,’Sl—l—Sz—f—...-{—St lub -jako 0, c¢.b.d.o.

Otrzymana w twierdzeniu 4 ogélna postaé zdad algebry zbioréw
nazywa sie postaciq mormalng. Taks jest np. postaé zdania (i) o prze-
strzeni wezystkich tréjkatow.

PRZYKEADY. 1. Sprowadzimy do postaci normalnej zdanie’
e :  [A—(B—0)]C(4+0).
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Jest ono réwnowazne zdaniu [A—(B—C)]—(440)=0, ktbreg
lews strone przedstawiany Jako sume skladowych W tym. celu zan
wazmy, ze .

@ '~A=A°B°G°+A°B°01+A°B10°+A°B101,
(8) - ¢ B=AOBICO4 ARV AOBOC + ALBOCY,
(4) O=A0BC0+ A1 BICO+ AOBICO- A1BLCP,

gdzie A°=4 i A'=1—4 (podobnie dla zbioréw B i 0).
Mnozge stronami (3) i .(4) otrzyma;my
: BO=ABO(+ ALBO(0,
a wiec ‘ :
C B—(0=B—B0=A"B'(*+4'B°C".
“Stad’ A(B—ﬂ) AOBOCY, o wiee |
(5) A—(B—0)= A —A(B— 0)_A°B°0°+A°B10°+.A013101
Dodajac (2) i (4) otrzymamy
A+ C=A°B°O°+A0B°01+A°B10°+A°B10%-|-A1B°G° +-41B' (0,
skad :
6) - [A—~(B—O)(A+ 0)—A°B°00+A0310°—|~A"B101
Z (5) i (6) Wynlk% [A—(B— —(4+0)=0;

Zdanie (1) zosta.lo W ten, sposéb sprowadzone do posmu 0==0; jest
wiec ono prawdmwe dla dowolnych zbioréw A, B, O.

2 Rozpatrzmy zdame

N : ‘ A ‘(B~ 0)= B+O ’
ktore jest réwnowasine zdaniu R ' )
{{4—(B—0)]—(B+O)} + {(B+0); [A (B=0O)}.=0.
Lewa strona wyraza sig jako nastepujacasnumaskiadowych
(8) AOBL( ALBO(R +A1B°0°+A13109+A°,B°01;“

Zdanie (7) nie jest wige prawdziwe dla wszystkich zbioréw, np. jesb

.faAszywe, jedli A9B("4=0. Na to; by zachodzila réwnogé {7), potrzeba

1 wystarcza, by wszystkie sktadowe Wyst@pumce W 8) byly pus’oe Na-
stapi to wowczas, gdy
! AR — 0,
AB'G++ A°BI(O = 0,

. -A1B°C'1+A1.B°0°= 0,
ALBOCO 4 A1BL(0—0

icm

Zastosowania algebry zbioréw do. topologii. 25

tzn. gdy ‘ - - : . .
oS . ABI(L= 0, AIBD=O - BOCt=0, A=

dzyli ACB+0, BCA, BCC i OCA. Batwo Wykazaé e warunki te sg

réwnowazne warunkowi BCA=(.

- Widzimy na tych przyktadach, ze me&oda sprowadzania wzoréw
do postaci normalnej pozwala mechanicznie rozwigzywad- zagadnienia
dotyczace prawdziwosei zdan algebry zbioréw. Jest to jeden z nielicz-
nych przypadkéw, w ktérym udato sie dla pewnej gatezi matematyki
znalez¢ metode dowodzenia lub obalania twiérdzen, czyl rozmaezaé po-

. zytywnie tzw. problem rozstreygalnoses.

CWICZENIE. Niech I bedzie ]ednostkowap kostka n-wymiarows, t]
zbiorem ciagbw (wy,...,2,) takich, ze 0<w,<1 (i=1,2,...,m). Niech I
skiada sie z takich ciagéw (my,...,a,) eI, 26" Yy <om<1. Wykazaé, ze
zbiory 1y,..,I, 88 niezaleine. Podad: dnterpretacje geometryezng dla
n=2 i dla n=3.

*§ 8. Zastosowania algebry zbioréw do topologiit). Aby
zilustrowaé zastosowania, jakie rachunek rozwiniety w poprzednich pa-
ragrafach, znajduje poza o0gdlng teoriy mnogodei, rozpatrzymy tutaj
aksjomaty tzw. topologii ogélnej i wyprowadzimy z nich przy pomocy
algebry zbioréw niektére wnioski.

‘W topologii ogolneJ bada sie zbidr-niepusty 1 zZwany przestrzenig,
ktiérego elementy nazywaja sie punktami. Zaklada sie dalej, 76 kazdemu
ZblOlOWl A zawartemu w 1 odpowiada pewien zbiér 4, zwany domknig-
ciem zbioru A i réwniez zawarty w 1. Opéracja, prowadzaca od A do 4,
©zyli operacja domykania zbioru czynié ma przy tym zadosé na:stepu]aé-
cym warunkom (aksjomatom topologii ogélnej):

@ A¥B=4+B,
(2) ’ - . A=A,
(3) ACA,
“) -~ 0=0.
W aksjomataeh (1)—(3) litery 4i B oznaczaja dowolne podzbiory
przestrzeni.
Aksjomaty (1)—(4) sg np. spelmone, gdy 1 jest zbiorem punktéw

plagzezyzny, a operacja domknigeia 4 polega na dolaczenin do zbioru A

1) Rozwlety w. tym paragrafie rachunek topologmzny przedstawiony jest
szdzsgélowo w monografii: K. Kuratdwski, Topologie I, wyd. 2-e, Monografie Mate-

~ matyezne 20 ( 1948) rozdz. I. Por. dalsze badania nad tym rachunkiem przeprowadzone

z punktu widzenia algebraicznego w pracy: J. C. C. Mc Kinsey i A. Tarski, The algebm
of topology, Annals of Mathematics 45 (1944), str. 141—191.
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wszystkich punktéw skupienia tego zbioru, tj. takich pun.kt:;é'w p, ze do-
wolne kolo o §rodku p zawiera w swym woetrzu co najmniej jeden punkt
zbiore A réiny od p. Te interpretacje ukiadu akgjomatéw (1)—(4) be-
dziemy nazywali w dalszym ciagu interpretacja naturalng. :
Pokazemy jak z aksjomatéw (1)—(4) mozna wyprowadzié rozmaite
whasnodei operacji domkniecia, korzystajac jedynie z praw rachunku
- zbiordéw. ’ .

Dowéd. Dla ka;zdegdsjA‘mamy AC1, zaé aksjomat (3) daje 1CI.
(6) A-—~BCA—B.

Dowé6d. Wobee B+(‘A—B),=A_+B mamy, stosujae aksjomat (1),

B+ A_B=A+ B. Wynika stad, ze ACE+A—B, 2 wiee
A_BC(B+A—B)—B=A—B—-BCA—B,

co dowodzi wzoru (6). . o :
(7 ACB > 4CB.

Dowéd. Zalozenie ACB jest réwnowazne _réwnoéci {1—}—B:B,
% ktérej na mocy aksjomatu (1) wynika A4 B=RB, a wige ACB (por.
§ 3, wzor (5), str.9).
(8) ABCA-B.

Dowéd. Poniewaz ABCA i ABCB, wiec twierdzenie (7) daje
ABCA i ABCB. Mnozac te inkluzje stronami i stosujae prawo tauto-
logii (§ 4, wzér (4), str.11) otrzymamy wzdr (8).

(9) ' Jedli A=A i B=B, to AB=AB. _

Istotnie, ABCAB na mocy aksjomatu -(3), za§ ABCA.B=AB
zgodnie z (8) i z zalozeniem twierdzenia. Zatem AB=A4B.

Zbior, ktéry jest réwny swemu domkrnieciu nazywamy domknighym.
Twierdzenie (9) orzeka zatem, ze iloczyn dwu zbioréw domknietych jest
domkniety, podezas gdy aksjomat (1) stwierdza, ze suma dwu zbioréw
domknigtych jest domknigta. = : :

Uzupelnienie zbioru domknigtego nazywamy zbiorem otwartym
Z praw de Morgana wynika, ze suma i iloczyn dwu zbioréw otwartych
jest zbiorem otwartym.

W naturalnej interpretacji aksjomatéw (1)—(4) 2biory domknigle $¢
to takie 2biory, kidre zawierajq wszysikie swoje pumkly skupienia. Zbiox
otwarte maja natomiast nastepujaca charakterystyczng wilasnofé: jes]
punkt p nalezy do zbioru otwartego, A, to istnieje kolo o frodku p cal
kowicie zawarte w A.

icm
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Zbi6r 1)
Int (4)=1—1—A4=4""

nazywamy wnghrzem zbioru A. Wnetrze dowolnego zbioru jest oczywiscie
zbiorem otwartym. W naturalnej interpretacji aksjomatéw (1)—(4) zbiér
Int (4) sklada sie'z takich punktéw p, dla ktérych istnieje koto o frodku p,
zawarte catkowicie w A.

(10) " Int(4)CA.

Dowéd. Z aksjomatu (3) wnosimy, ze A"CA"", skad na podstawie
wzoru (7) z § 6, str. 19, wynika

1—A4™C1—A4’,
ATICA"=A.

Z wzorn (10) wynika w szezegdlnodei, ze -Int (Int(4)) CInt(4).
Wzér ten moze byé wzmocniony; zachodzi bowiem twierdzenie

(11) o Inb (Int(4))==Int({4).
Dowéd. Z definicji wynika
Int (4)==A"", Int(Int(4))=[Int(4)]"'=[4~"}V".

Poniewaz dziatanie ' powtérzone dwukrotnie znosi si¢ (prawo po-
dwoéjnego nzupelnienia), wige .

Int (Inb(4))=4" ",

czyli

’

~ na mocy aksjomatu (2), wiec
Tnt (Int(4) =A™= Tnt(4).
12) Int (AB)=Int(4)-Int(B).

a poniewas AT T=A

Dowéd. Na mocy praw de Morgana jest
(4B)™'=(4'+B")”,
skad przez zastosowanie aksjomatu (1) otrzymamy

Int(AB)=(4B)~'=(A"+B"Y

i powtérne zastosowanie praw de Morgana daje :
Int(AB)=A"""-B'=Int(4) Int(B).
Jako prosty wniosek wyprowadzimy z (12):

(13) ACB — Int(4)C Int(B).

1) Zamiast pisaé A niekiedy dogodnie bedzie pisaé A~

!

I
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Istotnie, zalozenie ACB daje vAB=A skad
Tnt(4)=Int(4B)= Int(A) Int(B)CInt(B).

(14) | , - Int( Int ))_‘Int()

Dowéd. Zgodnie z (10) jest
' Int(Tat(4)) C Int(4),

skad wobec (7) i aksjomatu (2) wynika
(14;) Tut(Tnt(4)) C Tt (4).
7 drugiej strony mamy zgodnie 'z (11), (3) i (13)
Int(4)=Int(Int(4)) C Int(Tnt(4)),

skad na mocey (7) wynika

(14y) Tat(4) C Tn (Tnt(4))-

Tukluzje (14;) i (14,) dowodza wzorn (14),

Zastepujac we wzorze (14) Int(X) przez X, otrzymujemy wzb:
(15) L AT

Wstawiajae tu A’ zamiagt A i ghosujae prawo podwojnego uzupel-
nienia otrzymamy jeszcze
(16) 4—‘;I—I—I—=A—'_ 1)'

‘Wzér (16) dowodzi, ze. jedli do dowolnego zbioru A stosowaé be-
dziemy kolejno operacje nzupelniania i domykamia, to otrzymamy tylko
skoriezong ilogé zbioréw. Jedli mianowicie rozpoczniemy od operacj
uzupelniania, to otrzymamy zbiory k

A, Al,’ AI_, .A.’_', Al"’l—’ A’—,_’7 A!—I'—I—’ AI'—I"'I"'I-

Nastepnym zbiorem .bytby 47777, jest on jednak na mocy (15
Téwny wystepujgcemu juz poprzednio zbiorowi 4",

Jedli natomiast rozpoozmemy od 01)61'3:0]1 7, to otrzymamy - zbior,

A_, _A._', A /—’ A"“I‘*l’ A——l—f— AT,

Nastepnym zZhiorem by}by AT , jest on jednak na mocy (16)
réwny zbiorowi 47,

1) Tozsamoéé (16) podat K. Kuratowski w pracy: Sur Vopération A & Analysis
Situs, Fundamenta Mathematicae 3 (1922); str. 182--199.

icm
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JBigeznie zatem otrzymujemy z dowolnego zbioru A przez stosowa-
nie operacji ‘i T co najwyzej 14 réznych zbior6w.

Wzory (17 (19) podajemy ze wzgledu na zastosowania w § 9.
(17 Int(4—B)+ B = Int(4)+ B.

Dowdd. Stosujae aksjomaty (1) i (2), okredlenie wnetrza i prawa
de Morgana, otrzymujemy

* Int(4—B)+B=(4—B)""+B=[(4B')™"+B]~
=[(4'+ By~ + BT =[A"'B'+ B]”
=(4"'+ By =[Int(4)+ B]~
=Int(4d)+ B.

(18) . Jesli B=X""", to Int[Int(4—B)-B]=0.
Dowdd. Oczywidcie A—BCB’, skad na moey (13) i (7) wynika, ze
Int (Tot(A—B)-B] C Int [Tnt(B") - Bl.
Wystarczy zatem wykazaé, ze
Int (Tot(B")-B]=0.

Poniewaz Int(B)=B""" =B "=X""""=X" ™7, wiee na
mocy wzoréw (12), (16) i (10): !

Int [Tnt (B')- B] = Int[Int(B ]Int(B)—X_"’“’_’ B
=X Bl—l =R’ BI—I___O-

(19) Jesli A=A lub B=B, to Int(4) -+ Int(B) =Int(4d+ B).

Dowdd. Z twierdzenia (13) wnioskujemy, ze Int(4) C Int (4 -+ B)y
i Int(B) C Int (44 B), zatem Int(4)- Int(B)CInt(4-+B). Biorge
domkniecia po obu stronach otrzymamy mna mocy (1) i (7): .

(19,) Tnt(4) + Inb(B) C Int (4 + B).

! Dla dowodu inkluzji odwrotnej zatézmy np., ze B=B. Stosujemy
A+ B+[1—(4+B)]=

z ktérej wynika na mocy aksjomatu (3)

A+B+1—(A+B)=1,
skad . .
B4+1—(4+B)D1—A.
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Stosujge do zbioréw wypisanyeh po obu stronaeh operacje do-
mkniecia, otrzymamy (wobec B=B):

B+1—(A+B)D1—A4,

skad
[1—1—4]+B+I1—{@+B)=1,
ezyli
Int(4)+B+1 I—(A+B)=1.
7 réwnosel tej wynika, Ze
= Int(4)+1—(A+B)D1—B,
a wiec

_ Tot(d)+1—(A+ B)D1—B.
Dodajge do obu stron zbibr 1—1—B=1Int(B) otrzymamy

a6 (4)+ Int (B)+1—(A+ B)=
‘skad , .
Int(4) + Int(B)D1—1—(A+ B) = Int(4+ B).

Stosujaec po obu stronach operacje domknigeia i opierajac sie na
aksjomatach (1) i (3), otrzymamy

(19,) Tat(4) - Tat(B) D Ink (4 + B

Wzbr (19,) lacznie z (19,) dowodzi téiy.- twierdzenia (19).
CGWICZENTIA. 1. Dowiedé, ze jedli zbiér A jest otwarty, to

) - A-X=4-X

dla kazdego zbioru X.

2. Przyjmijmy Fr(4d)=4.1—A (ograniczenie zbioru 4).
Udowodnié wzory ): : : . :

(a) Fr(A-B)-+Fr(4B)+ Fr(4) Fr(B)=TFr(4)+ Fr(B) [A.H.Stone],

{b) : Fr{d)=A -1—4+ (4—A4),
{e) - A+Fr(d)= A,
{d) . ‘ Fr[Int(4)]C Fr(4),

(e) Int [Fr {(AY]=A - Int [Fr(4)] = Int [Fr(d)]—A4.

1) Wiele innych analogicznych wzoréw znajduje sie w pracy: M. Zaryoki, Quel-
ques notions fondamentales de T Analysis Situs aw point de vue de 1 Algébre de la Togique,
Fundameénta Mathematicae § (1927), str. 3—15.

.

iom
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3. Zbiér A nazywamy zbiorem brzegowym, jesli 1—A=1. Zbidr A

nazywamy nigdeiegestym, jesli zbidr 4 jest brzegowy.

Dowiedé, ze

(a) suma zbioru brzegowego i. nigdziegestego jest zbiorem brze-
gowym,

(b) suma dwéch zbioréw nigdziegestych jest zbiorem nigdziegestym,

(¢) na.to, zeby zbidr Fr(A4) byt nigdziegesty, potrzeba i wystarcza,
aby zbiér A byl sumg zbioru otwartego i nigdziegestego.

4. Niech 1 oznacza przestrzen spelniajaca précz aksjomatéw (1)-~(4)
(str._25) aksjomat nastepujacy: jesli zbiér A sktada sie z jednego punktu,
to A=A. -

Moéwimy, ze punkt p jest punktem skupienia zbioru 4, jesli p e A—{p}
{dla plaszezyzny warunek ten réwnowazny jest zalozeniu, ze p= h'mp,,,
gdzie pne A—{p}, tj. warunkowi podanemu na str. 26). Przez A oznaczamy
zbibr wszystkich punktéw skupienia zbiorn A4, zwany pochodng zbioru A.

Udowodnié wzory:

(A+B)=4'+B,

5. Niech 1 oznacza przestrzen rozwazana w 6éw. 4. Zbiér A nazy-
wamy w._sobie gestym, jesli ACA".

Udowodnié, ze

(a) jesli przestrzen jest w sobie gesta, to i ka.zdy zbibér otwarty jest
w sobie. gesty,

(b) jesli zbiory A i 1—4 s brzegowe, to przestrzen jest w sobie gesta,

“(c) zbiory Int[Fr(4)] i A-Int[Fr(4)] sa w sobie geste.

6. Warunki (1)—(3) réwnowazne g9 warunkowi

+Z+§—A+B ’ " [Isekil.

_B‘C(.A.-‘“BY, A“CA.‘, Z’—:A—]-_A‘, A_.‘r—A‘

§ 9. Algebra Boole’a. Zakonezymy ten rozdzial rozwazaniami
o charakterze aksjomatycznym. W przewazajgce] wigkszosel dotychezas
podanych - twierdzet o zbiorach nie figuruje znak e oznaczajacy stosunek
przynaleznodei elementu do zbioru, mimo, ze znak ten figuruje w do-
wodach i definicjach. Nasuwa sig wobec tego zagadnienie ugruntowania
tej czefei rachunku zbioréw jake' odrebnej: teorii, nie postugujgcej sie
stosunkiem e. Méwié w niej bedziemy -tylko o réwnosei i nieréwnosci

pewnych przedmiotéw zwanych zbiorami i o pewnych dzialaniach

(dodawanie, mnozenie, odejmowanie) wykonalnych na tych przedmio-
tach. Scharakteryzujemy przy tym zbiory.i dzialania ich dotyczgce
odpowiednimi aksjomatami w taki sposéb, aby wzystkie twierdzenia
poprzednich paragraféw, w ktérych nie figurowat znak €, MOZna bylo
wyprowadzié. z tych akgjomatow.
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2
Teona,, do ktérej w ten sposob dochodzimy, nosi nazwe. algebry
Boole’al). Znajduje ona zastosowania w licznych dzialach matematyki®?).
Prosty uktad aksjomatéw algebry Boole’a otrzymamy, obierajac
jako pojecia pierwotne: zbiér 0 i dziatania -+, - oraz —. Nastepujacy
uklad aksjomatéw ®) wystarcza do wyprowadzenia Wszysthch praw,
ktére poznali§my poprzednio:

(1) A+B=B+4, (2) A-B=B-A,

(3) A+(B+0)=(4+B)+0, (4) 4-(B-0)=(4-B)-0,
(8) A+0=4, - (6)  A0=0,

() A-FA=A, (8) A+(B-+0)=A-B+4-0,
(9) A.(A+B)=A, <10) (A—B)--B=A+B,
(1) ‘ (4—B)-B '

Wyprowadzimy’ tytulem pIzyk:‘tadu Kkilka, tWIerdzen z tych aksjo-
matow.

(12) ; A-A—d.
Dowéd. Prayjmujemy w (9) B=0 i stosujemy aksjomat (5).
(13) ‘ A+A-B=A. ‘

Dowéd. Z (12) wynika, ze A4+ A-B=4-A+4-B. Stosuja_,c aksjo-
mat (8) otrzymujemy stad 4-+4 - -B=A4-(4A+ B), skad wynika (13) przez
zastosowanie (9).

14), . A+B-0=(4+B)-(4+0).

Dowéd. W mysl (8), (2), (9), (3) i (13)
"(A4B)-(4+0)=(A+B) - A+(4+B) O=A+(4-04B-0)
) Jesli X+B=A-+B i XB=0, to X=A—B.

Dowdd. Zbiér X=A4—B spetnia zalozenia twierdzenia (15). W

starczy zatem wykazaé, ze nie ma dwu réznych. zbioréw, czymadeyc]r
zadodé tym zatozeniom. :

=4+B-0

1) Ob. monograficzne opracowanie algebry Boole’a w kéigzce: G. Birkhoff
Lattice theory, wyd. 2-e, American Mathematical Society Colloquium. Publications
tom 25 (1948). .

?) W ostatnich czasach algebra Boole’a znajduje coraz W1qce] Zustosowam réw-
niez poza matematyks, np. 'w teorii: sieci elekfrycznych i w teorii systemu narwowcgo

Por. W. Szestakow, HexoTopHE MATEMATHIECKHS MBTOE ROBGprHpOBﬂEK.ﬁ
H YIPON[eHHS IBYIOMIOCHBIK BI[BICTPK‘IGGEKX CXOM KI8C08 A, Moskwa 1938, '

C. A. Shannon, 4 S meolw Analysis of Relay and Switching Cireuits, Trong-
actions of the.American Institute of Electrical Engireers, 1988. '

M. A. Gawrilow, Teopma pemelHO-KOBTAKTHEIX CXOM, Moskwm—l,cmngra,ﬂ 1950

N. Rashevsky, Mathema,twal Biophysios (Ch XLVI, Boolean Algehra. of neural
nets), Chicago 1948. :

%) Por. tez E. V. Huntington, Sets of mdependmt poamlatm for the algebra of
logic, Transactions of the American Mathematical Society & (1904), str. 288-—309.

icm.
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Przypuddmy, ze . ‘
(i) X+B=A+B, . X-B=0, -
(ii) Y+B=A+B, Y.B=0.

7 (i) oraz (9) wynika X—_‘—X-(X—I—B)=X-(A+B),>co na mocy (8),

(5) i (i) daje X=X -A+4X.B=X.A. Mnozac teraz pierwsza z réw-

nodei (ii) przez. X stronami otrzymamy X-(¥Y+B)=

X-(A+B), skad
X-;Y+X-B=X~A+X-B, a,‘wi@c wobec X-B=0

X Y=X-A=X.
Analogicznie dowodzimy, ze ¥-X=Y, a wiec X=Y, na mocy (2).
(16) - A—B=A—4.B.

Tstotnie, réznica R=A —A-B czyni zadodé réwnoseiom R-A-B=0
i R+4-B=A4+4+A4A-B. Tym samym réwnosciom czym jednak zadodé
réznica A4 --B, zatem E=A—B.

W podobny sposéb dowodzi sie Wwzoréw

(17) | A—(4+B)=,
(18) - . (A+B)—A=B—4.

Prawa (1)—(12), (16)—(18) Wystareza.j@ do ugruntowania teorii po-
staci normalnyeh, wylozonej w § 7.
" Istotnie przyjmijmy dla dowolnych lecz ustalonych A,...,A,

1=A;+ Ayt .t-d.

Zachodzad wéwezas rownoécl 1+ X=1, 1- X=X dla kazdego X
powstajacego z A;,..., 4, przez stosowanie operacji dodawania, mnozenia
i odejmowania, co przy uzyciu wspomnisnych wzoréw wystarcza do po-
wtérzenia wszystkich rozumowand z § 7 (por. str. 22).

Teoria postaci normalnych obowigzuje zatem w algébrze Boole'a
i moze shizyé do automatycznego sprawdzania wzoréw tej algebry.

‘Wynika stgd, ze kazde twierdzenie teorii mnogosci, dotyczace zbio-
réw-i dajace sie zapisaé jako réwnod$é miedzy wyrazeniami, zbudowa- .
.y oznaezajacych dowolne gzbiory, i symbol
=+, -y —, 0, daje sie wyprowadzié z aksjomatéw. (1)—(11).

Relacje inkluzji oznaczamy w algebrze Boole’a zZazwyczaj symbo-

lem < (rezerwujgc znak C dla stosunku zawierania miedzy zbiorami).
Deflmc]a, relacji < brzmi:

(19) S <
WykaZemy, ze
(20) ' (A<B)=(4 -B=A4).

Kurs Teorii Mnogosci: . . 3

B)=(A+B=B).
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Istotnie, jesli A—]—?B:B, to A-B=A-(44+B), a wiec A-B=4 1
mocy (9). Jesh 7a$ A-B=A4, to A+B=A4. B+ B, a wiec A-+B=RB n
mocy (13). . )

’ Wyprowadzimy tytulem przykladu kilka twierdzen dotyczacych
inkluzji.

7 (7) wynika, ze A< A4, za z (5), ze 0< A.

Jedli A<B i BKC, to A=A:B i B=B-0, zatem 4=4-(B-0)=
=(4-B)-C=A.0, skad wynika, ze 4<C. .

" Jedli A<B i B<A, to A=A -B i B=B-A, zatem 4=DB.

‘Aksjomaty (1)—(11) nie s wystarczajace dla algebry zZbioréw za-
wartyeh w statym zbiorze 1 (por. § 6, str.18), gdyz nie znajduje w nich
wyrazu fakt, ze zmienne A,B,... przyjmuja jako wartosei tylko zbiory
zawarte w 1. . R

Aby uzyskaé dostateczng podstawe do aksjomatycznego ujecia al-
gebry zbioréw, zawartych w stalym zbiorze, wprowadzamy nowy termin
pierwotny 1, o kiérym zakladamy, ze oznacza zbior (,,przestrzed”).

Przyjmujemy nadto aksjomat ’ )

(21) A-1=A4.
Z (19) i (20) wynika, ze

. (22) : A41=1.

Uzupelnienie zbioru A definiujemy ja,kb
A'=1—A4.
Z(10) i (11) wynikajg na mocy (22) twierdzenia

23y A'44=1, A-A'=0.

. Mozna tez przyjaé:jako terminy pierwotne 0,1,-+,: i ’, a jako
aksjomaty — wzory (1)—(9), (21) i (23)." Definiujac réznice wzorem
A~—B=A-B' uzyskamy prawa (10) i (11) jako twierdzenia.

Definicja, Kazdy zbiér K, kiéry zawiera element 0 i w ktérym
hokreélone s dziatania -+, -, —, czyniace zadosé aksjomatom (1)~—(11),
nasywamy - pierscieniem Boole'a (dolltadniej: pierdcieniem Boole’a ze
wzgledu na dziatdnia -+, - i —), Jeéli w pierdcieniu - K istnieje ele-
ment 1, ezynigey zadodé alksjomatowi (21), to méwimy, ze K jest pier-
$oieniem Boole’a z jednodcig. g

PRZYKEADY. 1) Przykladem pierscienia Boole'a jest rodzine

_ wuzystkich podzbioréw pewnego ustalonego zbioru 1, przy czym dziata
nia -, i'— maja zwykle znaczenie ~dodawania, mnozénia i odejmo
wania zbioréw, a 0 jest zbiorem pustym. T interpretacjs ukladu aksjo-
matéw (1)— (11) zajmowaliSmy sie w §-6. )

icm.
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2) Ogélniej rozpatrywaé mozemy zamiast rodziny wszystkieh pod-
Zbioréw. zbioru 1 taka rodzing K jego podzbioréw, ze suma i réznica dwa '
zbioréw nalezgcych do K znéw nalezy do K*).-Rodzina taka przy zwy-
Kklym znaczeniu stalych -+, ., — 1 0 jest tez pierécieniem Boole’a. Tak
np. rodzina wszystkich zbioréw plaskich ograniczonych gtanowi pierseiert
‘Boole’a bez jednodei. .

. 8) Niech 1 bedzie jakagkolwiék przestrzenig z operacjg domkniecia X
{por. § 8, str. 25). Zbiér AC1 nazywa sie dziedeing domknieta, jesli

4 =1Int(4). .
Oznaczmy przez K irodzine wezystkich dziedzin domknigtych za-

wartych w 1. Jest jasne, ze 0 i 1 nalezy do K, gdyz

Mt =0=0 i Imt@)=I1=1
- Jefli AeK, to A=A, gdyz ’
A=Tnt (‘?f) = Tnb(A)=A.

Kazdy wiec zbiér nalezgey jdo K jest domknigty (por. § 8, str. 26);
zgodnie z twierdzeniem (19) z %,8, str. 29, wynika stad, ze jesli AeK

4+ B =Tot(d) } Tob(B) = Tt (@ + B),
o dowodzi, & A+BeK e
yimijiny ‘dla A¢ K i BeK . ‘ :

. AQB=Int(4-B), ACB=Tnt(A—B).

7 okredlenia tego wynika na imocy wzord (14) z §8, str. 28, ze
jefli A¢K i BeK, to AQBeK i ABBe K.

Twierdzenie. K jest pierscieniem Boold'a (2 jednodcia) ze wegledu
na dziatania +, © 1 ©.

Dowoéd. Nalezy wykazaé, ze dziatania +,0© 1 © spelniaja aksjo-
maty (1)—(11). V ‘ ) . =

Aksjomaty (1), (8), (5) i (7) sa oczywideie spetnione, gdyz dziatanie
dodawania spelnia te aksjomaty. Aksjomat (2) wynika ze wzora

AOB:Int (4-B)=Int(B-4)=BOA.
. Roéwnie latwo ~spra,wdza£ny,_ e spelniony jest aksjomat (21):

AQ1=Tnb (4 -1)=1Int (4)=A4.

1) Méwimy tez w tym praypadku, ze K jest cialem zbioréw. -
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_ "Aby wykazaé, ze spelniony jest aksjom at (4), opieramy sie na pra
wach (12), (8) i (13) z § 8.i otrzy mujemy
Int [(AQB)- 0]=Tnt (AQB)-Int (C),
A@B=Tnt(4-B) =Int (4)-1nt (B) Cint(4)-Int (B)=A B,

skad wynika na moey wzorn (10) z § 8, ze
(24) Int[(AOB) (] C(AOB).-0=A4-B-CCB-C, *
a wies ‘ \ 4
Tot {Int (4@ B)- 01} C Int (B-0),
czyli (por. § 8, wzér (11)) '
Int[(AQB)-0] C Int(B-0) CTnb(B-0) = BOC.
Poniewaz. (na mocy (24)) Int [(AQB) -0]CA4, wige
Int[(AOB)-C1CA- (BOO),

Int{Int[(AOB)- €]} C Int [4-(BOC)],

tj. Int[(40B)-0]CInt[4 - (BOC)]. Biorac domkniecia po -obu stro-

skad

nach, otrzy mamy

Ins [(AoB)-g] CInt[4 (BOO),

ggli (zttQBn)kOIOCAO(BQG). W zupelnie podobny sposéb wyprowa-
my tez inkluzje odwrotng. Réwnosé (AOB)OC=A4A ;
zatem uznaé za udowodnions. ( ' OFO0) mosemy
Aksjomat. (6) jest spelniony, gdyz
AQ0 = Tnt(4-0)=Tnt(0)=0.

Rozpatrzymy obecnie aksjomat (8). Mamy

| AQ(B+0)=Im[A (BT 0N = int (A BF40).
Zbiory 4, B i ¢ s domkniete, a wige (por. § 8, waor (9), str. 26)

A-B=4-Bi A-C=4-0. Na mocy twi i
e s b0 y twierdzenia (19) z § 8, str. 29, wno-

Int(4-B+4-0)=Int(4-B) + Int(4-0) = (AOB)+ (40 0).
A wiec ' o

40 (B+0)=(40B)+(400).

Aksjoma t (9) sprawdzamy w nastepujacy sposéb:

AQ(A+B)=Int[4 - (A+ B)]=Int (A)=4.
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Aksjomat (10) jest natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia an -

z § 8, str. 29, i z uwagi, ze dziedzina domknigta jest zbiorem domknie-
bym. Tstotnie, _ ) ‘
(46B)+ B=TInt (A—B) + B=Tnt(4) + B=4+B.

Akgjomat (11) wynika z twierdzenia (18) z §8, str. 29. Jesli bo-
wiem B jest dziedzina domkniets, to B=1Int(B)=B"". Przyjmujac
X=B' mamy zatem B=X""" 1 wzér (18) z § 8 daje

Int[Int (4 —B)-B]=90,

" cayli Int [(A©B)-B]=0, skad wynika, ze

(4©B)O B=1Int[(4B6B)- B1=0.

4) Niech 1 oznacza plaszezyzne. Kazde kolo wraz z obwodem
jest oczywifcie dziedzing domkniets. Poniewaz zaé kazdy niepusty zbiér
‘postaci Int (4) zawiera pewne kolo, wiec wnosimy stad, Ze pierfcient
Boole's, K utworzony. z dziedzin domknigtych plaskich ma wiasnodé na-
stepujaca: : ) :

Jedli A XK i Al==0, to istnieje takie B, ze Be K, 0=BCA i BfA.

GWICZENIA. 1. Wykazaé, ze uklad aksjomatéw (1)—(11) i (21) jest
réwnowazny nastepujacemu ukladowi ‘aksjomatéw:

A-+B=B+A4, A-B=B-A, Co
(A+B)-G=A-0+B-0, A-B+C0=(4+0)-(B+0),
A+0=4, A-1=4,
A4A'=1, A-A'=0,
gdzie réznica A—B jest zdefiniowana jako 4-B’, a uzupelnienie A’ jako
1—A4. . . [Huntington].

2. 7 kazdego twierdzenia algebry Boole’a zapisanego W postaci réw-
nogei, po ktérej obu stronach stojg wyrazenia utworzone ze zmiennych,
gymboli 0 i 1 oraz symboli +-, - i ¢, mozna otrzymaé nowe twierdzenie
algebry Boole’a, zastepujac wzajemnie przez siebie symbole 011 oraz + i-
(zasada dwoistosei). !

3. Wykazaé réwnowasznodé teorii opartej na aksjomatach (1)—(11)
i ‘beorii, w ktorej terminami pierwotnymi sg symbole: - (mnozenie) i -~

(réznica symetryezna), a ktérej aksjomaty stwierdzaja, ze zbiory tworzg -

pierfcien algebraiczny ze wigledu na dziatania - i =, przy tzym mno-
zenie jest idempotentne (por. § 5, str. 15—16) [Stone].
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