h34 PRZYPIS I. Formy kwadratowe.

Na odwrét, z (21) wynika (20), gdyz dla 2<<0 jest wobec.(21)
—3=0, AR=0, — 4,220, Az >0,
a zatem w(})>0; wynika stad, ze liczba 1<0 nie moze by¢ pier-

wiastkiem charakterystycznym, a wiee zachodzi (20)
20 Wezystkie plerma.stkl §3 ujemne:

(22) <0, <0,  1,<0.

Jak w poprzednim przypadku, okazuje sig, ze na to, aby za-
chodzily nieréwnosei (22), potrzeba i wystarcza, zeby zaehodzﬂy
nieréwnosci

A,<0, A,>0, A< 0.

Tak wiec na to, by wszystkie trey pierwiastki byly tego samego
znaku, potrzeba i wystarcza, zeby

(23) A,>0 i A A0,

30 Wazystkie pierwiastki sa rézne od zera, lecz nie majg zgod-

nych znakéw. Aby tak byto, potrzeba i wystarcza, zeby spelnione
bylo zaprzeczenie warunku (23), czyli zeby

(23) A,<0  lub  A,4,<0.

40 Jeden z pierwiastkéw jest zerem, a dwa — rézne od zera.
Zachodzi to wtedy 1 tylko wtedy, gdy

A, 0 i Ag=0.

Gdy A,> 0, oba pierwiastki rézne od zera sg tego samego znaku,
a gdy A,<0, majs one znaki przeciwne.
59 Dwa pierwiastki sg réwne zeru, a jeden rézny.od zera. Za-
chodzi to wtedy i tylko wtedy, gdy
A, #0 i A,=A,=0.

6° Wszystkie trzy pierwiastki sa réwne 0. Zachodzi to wtedy
i tylko wtedy, gdy rzaéd ma,merzy A jest zerem, a wiec gdy 0y, =0
dla wszystkich 1, k.
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PRZYPIS II

ILOCZYN WEKTOROWY

1. Okreslenie. W § 3 okredlilismy iloczyn skalarowy dwdch
wektordw jako pewns liczbe, przyporzadkowans  parze wektoréow
(p. str. 16). Obecnie okreflimy inne dzialanie, zwane mnoieniem
wektorowym, ktére kazdej parze uporzgdkowanej wektoréw przy-
porzgdkowuje nie liczbe, lecz wektor. '

W tym celu wyréznijmy i ustalmy jedna z dwéech mozliwyeh
orientacji tréjek wektoréw w przestrzeni i nazwijmy ja orientacja
dodatnia (p. § 11, str. 56). '

Niech wektory a i b tworzg kat ¢. Jesli jeden z mich jest
wektorem zerowym o lub jedli oba sg réwnolegle, to ich ‘loczynem
wektorowym nazywamy wektor o. W przeciwnym razie ich iloczy-
nem wektorowym nazywamy wektor ¢, speiniajacy nastepujace
trzy warunki:

1° wektor ¢ jest prostopadly do obu wektoréw a i b;

.20 tréjka uporzadkowana a,b,c ma orientacje dodatnia;

3% zachodzi ré6wnodé

ey [c|=]al |b] sing.

Tak okreslony iloczyn wektorowy oznacza sie przez a Xb.

2. Najprostsze wlasnosci. Z warunku 3° wynika, ze dlugosé
iloczynu wektorowego axb jest réwna polu réwnolegtoboku zbu-
dowanego na wektorach a i b.

7 warunku 2° wynika, ze iloczyn wektorowy axb zalezy od
porzadku czynnikéw; orientacja bowiem tréjki wektoréw zmienia
sie, gdy zmieniamy porzadek dwu z nich.

Dokladniej: jesli zamienimy ze soba wektory a i b, to Zeby za-
chowaé orientacje, musimy zmienié tylko zwrot wektora ¢ (gdyz
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536 PRZYPIS II. Iloczyn wektorowy.

jego kierunek i dilugo$é na mocy 1° i 2° pozostang te same),
a wiec musimy zastapié ¢ przez —c. Tym samym
2) aXb=—(bXa).

Np. gdy dane s3 trzy wektory jednostkowe i,j,f, wzajemnie
prostopadle i tworzace w tym uporzadkowaniu ukiad o orientacji
dodatniej, to
Ixi=],
3
®) ixXi=—1.

ixE=i,
EXi=—1,

ixXj=},

iXi=—1%,
Z okreflenia iloczynu wektorowego wynika, ze dla kazdej liczby
rzeczywistej m jest

(4) (m-a)Xb=ax(m-b)=m-(aXDb),
stad za§ dla dowolnych liczb rzeczywistych m i n
(5) (m-a)X(n-b)=mn-(axb).

Przyjmijmy, ze wybraliSmy te z obu mozliwych orientacji,
ktérg — postugujac sie anatomis czlowieka — oznaczyliémy jako
lewoskretng (p. § 12, str. 59). Jesli zatem czlowiek stoi na plasz-
czyznie, w ktérej leza wektory a i b, zwrécony glows tak, jak
wskazuje wektor axb, to widzi najkrétszy obieg doprowadzajacy
wektor a do pokrycia sie z wektorem b jako zgodny z ruchem
wskazéwek zegara.

Niech teraz
lal=1

4

a
iniech b bedzie dowolnym wektorem

rem qa, II — plaszezyzna prostopadis
:/ do a, wreszcie ¢ — katem o ramio-

nach a i b (rys. 170). Woéwezas dla
rzutu b, wektora ‘b mna plaszezyzne
II dostajemy

X

Rys. 170

o] =18l cos(%/2—g)=|b| sinp=lal [b| sinp=|axB|.

Obréémy teraz wektor b, w plaszezyznie I7 o kgt prosty dokota
a w ten sposob, zeby czlowiek stojacy na plaszezyznie I7 i zZwrécony
glows w polprzestrzen wskazang przez a widsziat ten obréh jako
zgodny z ruchem wskazéwki zegara. Wéwezas wektor b i przechodzi
w wektor ¢=axb.

majacym wspélny poczatek z wekto-

icm

2. Najprostsze whasnoSci. 537

 Z tej wiasnodei rzutéw b, skorzystamy dla dowodu rozdziel-
nodei lewo- i prawostronnej dodawania wektoréw wzgledem mno-
zenia wektorowego:
(6) tX{a+Db)=cXa+tcXb,
(7 (a+b)Xc=axc+bXc. , :
Wystarczy udowodnié tylko réwnosé (6), gdyz (7) z niej wy- -
nika; mamy bowiem
(a+D)xXe=—{cX(a+b)}=—{cXatcXb}=
, =—cXa+(—cXb)=aXc+bXe
Dla dowodu réwnodci (6) zatézmy naprzéd, ze |c|=1, i niech
(8) b=a-+Db.
Dla rzutéw wektoréw a, b i d na plaszezyzne prostopadia do ¢
zachodzi wobec (8) réwnodé '
dp=oar+bn
Obréémy teraz w plaszezyinie I7 wszystkie trzy rzuty dokola ¢
o kat prosty w spos6b opisany poprzednio dla rzutu by Otrzymamy
trzy wektory a;, b; 1 d;, dla ktérych nadal

9 Dy=a;+Dbs.
Na podstawie ndowodnionej wiasnodei rzutu b, jest
Di=eXD, aG=cXa, bi=c XD,

a wiec ‘wobec (9) i (8) dostajemy (6).

Odrzuémy teraz zalozenie, ze |c|=1. Przyjmijmy wige |c|#=1.
Jedli |¢|>0, niech
¢
== m .
Zatem c¢=|cle; 1 |¢/=1. Stad
ex(a+b)=lc/{x(a+b)}=lc/{a Xad ¢, Xb}=
_ =(lclcl)a—l—(lclc;)xb=c><a+c><b.

Jedli zag |¢|=0, wzér (6) jest oczywisty. :

7 (6) i (7) otrzymujemy przez indukeje rozdzielnosé lewo- i pra
wostronng sumy dowolnej ilogci wektoréw wzgledem mmozenia
wektorowego. ‘ .

7 (6) wynika tez w prosty sposéb wzor

(10) (a+B)X(c+d)=aXc+bXc+axXd-4bXb.
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3. Skiadowe iloczynu wekforowego. Niech teraz bedzie dany

w przestrzeni prostokatny uklad wspblrzednych Owyz ‘Wyznaczong
przezen orientacje uwazajmy za dodatnia i niech 1, I, I beda wekto-
rami podstawowymi tego ukladu wspéirzednych. Wéwezas zachodzy
wzory (3).
' Wezmy ponadto pod uwage dowolne dwa wektory a,= [ay, by, 6]
i ay=[as, bs, ¢;]. Jest wige
ay = Qi 4+ byj + o f i 0y = Gyl 4 baf + ¢5f.

Stosujac wzory (3) i (10), dostajemy stad
(11) g X Ay = (b16s— C1b5) i+ (6182 — @16)f + (@1 b2 — a3 1) .

Tym samym wektor a=aq; X a, ma skiadowe

(12) a=0,0s—0¢D,, b= 105 — G1Cy, e=0yby— b1ty
R6wnogé (11) mozna napisaé symbolicznie w postaci
it § f
{13) 0 Xay=1|% by ¢].
’ A by 6y

Rozumieé jg nalezy w ten spos6b, ze gdybyS$my rozwineli w niej
formalnie wyznacznik wedlug pierwszego wiersza, to otrzymali-
bys$my réwnosé (11). )

4. lloezyn mieszany wektoré6w. Niechaj beda dane trzy wek-
tory a, b ic. Zajmiemy si¢ znaczeniem geometrycznym tzw. dlo-
czynu mieszanego (aXDb)c.

Pomnézmy zatem skalarowo wektor axXb przez c.

W tym celu wyprowadzmy wszystkie trzy wektory z jednego
punktu. Oczywiscie, gdy leza one wszystkie na jednej ptaszezyinie,
to (aXb)c=0, gdyz wéwezas wektory axXb i ¢ sg prostopadie.

W przypadku zag, gdy nie lezg one na jednej plaszczyznie,
mamy (p. § 3, str. 16) g

(14) . (aXb)c=[aXDb|]|c]| cos ¢,

gdzie ¢ jest katem utworzonym przez ¢ i axb. *Poniewaz liczba
faxb| jest réwha polu réwnolegloboku zbudowanego na wekto-
rach a i b, liczba za$ |c|cosgp jest réwna dlugosci prostopadtej opu-
szezone] z konea wektbora ¢ do plaszezyzny, w ktérej lezg wektory
a i b, wiee warto§é bezwzgledna wyrazenia po prawej stronie réw-
nosei (14) jest réwna objetofci réwnolegloscianu zbudowanego na
wektorach q,b,c jako nd krawedziach,

icm

5. Odlegloéé miedzy prostymi skoénymi. 539

Oznaczajac teraz przez V objetosé czworoscianu zbudowanego
na tychie trzech wektorach, mamy zatem

V=1/g|(axXb)c].

Jak latwo widzied, jezeli tréjka uporzadkowana a,b,c ma
orientacje dodatnia, to ¢ i axb leza po jednej i tej same] stronie
plaszezyzny zawierajacej wektory a i b; woéwezas wiec 0 <o <T/g,
a zatem cos ¢ > 0; gdy zad tréjka q,b,c ma orientacje ujemnsy, otrzy-
mujemy @>T[g, a zatem cosp<<0. :

Tak wiec udowodniliémy twierdzenie:

Dla kazdej tréjki uporzadkowanej wektoréw a,b,c, wychodzacych
z jednego punktu, objetodé V czworoécianu zbudowanego na tych wek-
torach wyraza sig weorem

(15) - V=41s(aXDb)c,

gdzie emak -+ naledy wzigé wiedy, gdy tréjka a,b,c ma orientacje
dodatnia, a znak — wiedy, gdy ma ona orientacjg ujemnd.
Oznaczmy dla k=1,2,3 przez a,by,c, skladowe wektoréw a,b,c.
Wobee (12) i wobec wzoréw (18) z § 7 (p. str. 33) dostajemy
ap by o
(16) (aXb)c=aa,+bbs+ ccg=1as by €.
as by o5
Uszywajac znakowania (8) ze str. 56, otrzymujemy stad na
mocy (15)

al
(17) V=~¥_:1/6(a><b)c=:1:1/6“b§i
) c

czyli (12), str. 48.

5. Odleglo§é miedzy dwiema prostymi sko$nymi. Gdy
le|=1, dlugoéé rzutu wektora a na of zawierajaca wektor e jest
réwna wartodci bezwzglednej iloczynu skalarowego ea. Wynika to

latwo ze wzorn (4), str. 17. \

Niech teraz beda dane dwie proste majgce w ukladzie prosto-

katnym wspéirzednych réwnania

=% Y—Yi. ¥—5
- - ’

gdzie k=11 2.
ay, bk C,

(18)
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540 PRZYPIS II. Iloczyn wektorowy.

Niech a,=[a,, by, ¢,] 1 niech m bedzie wektorem o poeczatku
(24, U1, 2,) 1 konieu (@, ¥, %), @ ¢ — wektorem o diugosei 1, prosto-
padlym do obu prostych (18). Zatem
(p. rys. 171) -

4
ay X'y
sQ:i — ]
T oy X,

Odleglodé d miedzy prostymi (18)
jest réwna diugodei rzutu wektora m
na of zawierajacg wektor e, a wiec

Rys. 171 d=-4em

czyli

(20) d= 4 (G20 (a1XU2)

Ialxazl

Znak zalezy w wiadomy sposéb od orientacji tréjki 0y Oy, 1M
Z (16) i (20) wynikaja wzory (14) i (15) ze str. 115.

icm


Yakuza




