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PRZYPIS I

WYZNACZNIKI, ROWNANIA LINIOWE
I FORMY KWADRATOWE

§ 1. Wyznaczniki

1. Permutacje. Dwa rézne przedmioty ¢ i b mozemy ustawid
na dwoch miejseach dwoma réznymi sposobami:

ab, - ba.

Dla trzech réznych przedmiotéw a,b i c jest szesé réznych
ustawien na trzech miejscach:

abe, bac, cab,
ach, bea, eba.

Yatwo sprawdzié, ze na czterech mlejscaeh mozna cztery przed-
mioty ustawié 24 sposobami. .

Kazde ustawienie n réinych przedmiotéw na n miejscach na-
zywamy permautacjg tych n przedmiotdw.

Liezbe réznych permutacji n przedmlotow oznaczamy przez P,.

Udowodnimy, ze

(1) P,=1-2-3-...-n.
Istotnie, dla n=1 jest

@) | P,=1,

a dla n>1 zachodzi wzér

(3) P.=nP, ;.

Gdy bowiem na pierwszym miejscu ustawimy jaki§ przedmiot,
to pozostaje n—1 miejse, na ktérych mozna pozostatych n—1 przed-
miotéw ustawié P, , sposobami. Poniewaz na pierwszym miejscu
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mozemy ustawi¢ po kolei kazdy z = przedmiotéw, wiec otrzymuje-
my tacznie nP,_; réznych permutacji. Wobee (2) otrzymujemy z (3)
Py=2-1, Py;=3P,=3-2-1;

ogélnie przez indukcje dostajemy (1).
Tloczyn 1:2-3-...-n oznacza sie krétko przez n!, co czyta
sie n silnia. @
Tak wiee wzor (1) mozemy napisa¢ w postaci

(4) P, =n!

w dalszym ciagu bedziemy rozpatrywali tylko permutacje liczb
1,2,...,n. Niech

o

(5) Ugy s, ..
oznacza dowolng permutacje tych liczb. Jedli
a;>a dla 1<k,
to méwimy, ze para a;,q, tworzy w permutacji () inwersje.
Np. w permutacji

(6) 41,6283
pary 4,1 i 6,5 tworzg inwersje, para za§ 1,3 nie tworzy inwersji.
Wszystkich inwersji jest tu 7. :

2. OkreSlenie macierzy i wyznacznika. Niech kazdej parze
uporzgdkowanej liezb naturalnych 4k, gdzie 1<i<<m i 1<k<n,
bedzie przyporzadkowana liczba a,. Przyporzadkowanie to jest
wiee funkejg dwéch zmiennych 4,k, ktérej wartosciami sg liczby ay,.

Funkeje taka nazywa sie macierzq 1 oznacza przez

(@),

dopisujac w razie potrzeby zakresy zmiennofci:
7=1,2,...,m, E=1,2,...,n.

Macierze oznaczamy réwniez literami niemieckimi %, B, E,...
Wygodnie tez bywa zapisywaé macierze w postaci

Qg1 A1z --v Ogp )
Qg1 Qg «ev Ogy

.
aml a’m‘-’ a‘n,m
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494 PRZYPIS I. Wyznaczniki.

gdzie w i-tym wierszu stojg wyrazy o tym samym pierwszym wskas-
niku i, & w k-tej kolumnie — wyrazy o tym samym drugim wskas-
niku k. Oto przykiady macierzy 1-, 2- i wielowyrazowych:
31 3 2
o Ch =2,y ) |-1s
20
Gdy m=n, macierz nazywa sie kwadratowq, a n jej stopniem.
_ Wezmy pod uwage macierz kwadratowg
@iy Qyp oo Gy
' Aoy Qag «i Ag,
(7) W= (ay)=
anl a, 2 e a’nn

Niech aj,a,,...,0, bedzie dowolng premutacja liczb L2,...;n
& I ilodcig inwersji w tej permutacji. Utwérzmy iloczyn

(8) (_‘]“)Ia/lctl a2ag"'a

noy,®

i

Tloczyn (8) zawiera wiréd swych czynnikéw dokladnie 1 Wyraz
z kazdego wiersza i dokladnie 1 wyraz z kazdej kolumny macie-
rzy (7). Zesumujmy iloczyny (8), utworzone dla wazystlkich n! per-
mutacji liezb 1,2,...,n. Otrzymang sume oznacza sig znakiem

(9) . Z ( _‘l)Ia’la,QZa,_.' .. “nan

Iub znakami
Gy Qyo .. Qg
7 T

(10) AL, el B
Gy Ay oee O,

1 nazywa sie wyenacenikiem macierzy (7).
Z tej definicji wyznacznika wynika w szezegélnodei, ze

1“11 A2
(11) - T U1 Oog— Uy oy
| Ga1 Qg
la
j 011 Gip Gyg
(12) | —
= Aoy Ogg g | =011 Qoo gy — Gy g thoy gy ~+ Gy, a3y —

Oy Ggg Ggy I 011 Qg gy~ Gy Agy Qg Q5 gy Ggg.
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Zmany jest prosty sposéb muemotechniezny obliczania wyznacz-
nika 3-go stopnia, mianowicie tzw. schemat Sarrusa: dopisuje sig
z prawej strony do trzech kolumn jeszeze raz pierwsza i druga ko-
lumne macierzy. Powstaje w ten spos6b schemat

gy Qsp Gy Az G

/ XX\

O3 @3 d3s Q3 Op
NN
+ + +
wedtug ktdérego sie oblicza.
3. WlasnoSci wyznacznikéw. Jeseli jakis wiersz lub holumna
wyznacznika sktada si¢ @ samych zer, to wyznacznik jest réwny 0.
Kazdy bowiem skladnik sumy (9) zawiera czynnik z kazdego
wiersza i kazdej kolumny.
Utworzmy z macierzy kwadratowej % nows macierz B, za-
mieniajage W (7) wiersze na kolumny. Otrzymujemy macierz
B=(b;)
gdzie by=ay,.
Takg macierz B nazywa sie macierzq przestawionq macierzy A
i oznacza sie przez A+. ‘
Wyznaceniki macierzy i macierzy przestawionej sq réwne:
(13) [U=|AT].
Np. dla wyznacznikéw 2-go stopnia jest na moey (11)
ian Qa1

(AT =]

|Gy Qo

| =0110sy— Ay 0oy =| W

dla wyznacznikéw 3-go stopnia jest na mocy (12)
|

'
1

| B11 o1 Qg |
AT |= [@12 Qo %21 =a11a22“33"“31“22“13‘1‘“21“3_2“13—’
H H N
[@ig Gog Gag| — QuyGgslag GayGyp oy —Gay Byg Bgy=| AL

Gdy macierz B powstaje z macierzy W przez preesiwwienie dwdch
kolumn lub dwdch wierszy, to

(14) |B|=—|U].
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Np. dla wyznacznikéw 2-go stopnia przez przestawienie ko-

lumn otrzymujemy

| Q1s Gyy

= gty — Q3 Gy =—| A |,
| G2z Vam!

a gdy w wyznaczniku 3-go stopnia przestawimy pierwszy i trzeci
wiersz, dostaniemy wyznacznik

Q33 Q3p Q33

=31 Qg iz — Oy oy gy | Qo oy Gyg —

oy Ao Usg .
— G5 ag (gy T+ Qgg Bay Oy — By oy Gge == —| U |

Q11 Gip dyp |

Wyznacznil macierzy, w kto’rej dwa wiersze lub dwie Lolumny
sq jednakowe, jest réwny 0.

Przestawiajac bowiem te dwa wiersze (lub kolumny), dosta-
jemy ten sam wyznacznik ||, a stad wynika w mysl poprzedniego
twierdzenia, ze

[U|=—]A|
czyli
A=0.

Utwérzmy macierz (n—1)-go stopnia B przez wykredlenie
i-tego wiersza i k-tej kelumny z macierzy n-tego stopnia . :
Liczbe

i} Age=(—1)""*|B|
nazywamy dopetnientem algebraicenym wyrazu o

—1

0 5
0 3|, to Ay=(—1)2+
2 0

Np. gdy U=
4 2

K= o Ot

Zachodzy nastépujaéee réwnosci:
(15) U =a, 4, + a4, +.ta,d;
(16) U =ayAdy+aydgy+...+ R

dla 1=1,2,...,n
dle k=1,2,...,n

Sg to, tzw. rozwiniecia wyenacenika wedtug i-tego wiersza oraz
wedtug k-tej kolummy; zawdzigczamy je Laplace’owi.
Dla wyznacznikéw 2-go stopnia wzory (15) i (16) sa oczywiste.
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Dlas wyznacznikéw 38-go stopnia, porzgdkujae (12) wedlug wy-
razéw drugiego wiersza, otrzymujemy

|U| =o1 (13050 —B15035) F A (Ayy B33 —a1y5 0531) + Gog (A2 By — 0110 g0) =
Ly G Q11 Q3 (Gyy Oga

1
| T Qo | | ey |

=gy |
| Ogp Gag gy @33 | [ Gg1 Qgs,

czyll rozwiniecie (15) dla i=2. Podobnie, porzadkujac (12) wedlug

wyraz0w innego wiersza lub kolumny, otrzymuje sie rozwiniecia

Laplace’a dla pozostatych wartosei ¢ i k. Ogélnie, mozma dowiesé

twierdzenia Laplace’a dla wyznacznikéw stopni » >3, np. przez

indukeje. Wzory (15) i (16) dajs praktyezny sposéb ich obliczania,

ktére wedtug samej tylko definicji wyznacznika byloby zmudne.
Dla przykladu obliczmy wyznacznik 4-go stopnia

10 3 -1
2 3 0 1
A=
o 1 0 2
2 0 4 0
Przez rozwiniecie wedlug trzeciej kolumny otrzymujemy
2 8 1 /1 0-1
A=30 1 t—4 3 1.
2 0 | 0 1 2|

Obliczajae obydwa wyznaczniki 3-go stopnia np. za pomoca

schematu Sarrusa, otrzymujemy latwo
. A=3-10—4-3=18.

Jeseli macierz B powstaje z macierzy W przez pomnoienie wyra-
26w jakiego$ wiersza. lub kolumny przez stalg s, to
(17) |B]=s]A].

Aby tego dowiesé, zauwazmy, ze gdy w wyznaczniku zmienid
w dowolny sposéb wyrazy jakiegokolwiek wiersza lub kolumny,

“to nie ulegng zmianie dopelnienia algebraiczne tych wyrazéw. Jesli

wige w szezegélnogei pomnozymy elementy i-tego wiersza przez s,
to stosujaec do otrzymanej macierzy B rozwiniecie Liaplace’a
wedlug tego wiersza, otrzymamy ’
[B]=(8a;) A+ (8%2) Asat . .. +(5a;,) A=
=s{ay A n+apndpt... +a,4,)=s[U].

Monogratie Matematyezne XXVI. 32
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4908 PRZYPIS I. Réwnania liniowe.

Gdy dla pewnego i jest

0y =by+cy dla E=1,2,...,n,

to
!
[ @11 Gy v Gqp | @1y G oo O1n
| !
| !
[ S -
(18) W= by bz o bin + 1€ Ca .o O
i
1
1 ........
| z
ianl Apn A ianl py --o Oy

Analogicany wzir zachodzi dle wierszy. Mamy bowiem
[W=asds+...+ ainAin‘__—" (budiite o+ bndip)+(Cndat ...+ 0ndy),

ezyli (18).

Wartosé wyznacenika nie ulega smianie, gdy do wyrazéw jednego
wiersza (kolumny) dodaé wyrazy innego wiersza (kolummny) pomno-
gone przez tg samq liczbe s. :

Tak np.

\

@11 Gyp Qyg Q3 Qg -Gy
Gy Ogg Gog| 18| Agg Agy Goy

Qg3 Q3p O3y

}“11'1“3“13 Q1 Gg |
H
fa21+3%3 Agp Aog| =

.l G311 803 Agy Gyg

j

31 A3y Ggg

ostatni wyznaeznik jest kr(’)wny 0, gdyz ma dwie kolumny identyezne.
Udowodnimy jeszeze nastepujace réwnosei:

’ : [ dla i=j,
(19) a’il-Aj1+ a'izAjr]' et ain-Ajn: ..
0 dla ©59.
. 1] dla k=1,
(20) Gy Ayt 0y dyt.. A ayd = ‘
0 dla k-l

Dla k=1 oraz i=j wzory te sg po prostu rozwinieciami Lapla-
ce’a (por. (15) i (16)). Dla 4] lewa strona wzoru (19) jest rozwinie-
ciem wedlug j-tej kolumny wyznacznika powstajacego z || przez
zastapienie a;, przez a,. Poniewaz otrzymany wyznacznik ma dwa
wiersze idenbyezne (i-ty oraz j-ty), wiec jest réwny 0.
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§ 2. Réwnania liniowe
1. Uklad Cramera. Jezeli uklad » réwnan o » niewiadomych

an{l’z'l—}— alng—{— e +a1n;29n= bl?

1) A1 81+ Aoglls+ .o + Ao, 8, = b,

.................

spelnia warunek
(2) (U= a0,
to nazywa si¢ ukladem Cramera.

Mnozace 4-te réwnanie uktadu (1) przez A, ezyli przez dopel-
nienie algebraiczne wyrazu a;, i dodajac wszystkie réwnania stro-
nami, otrzymujemy

(@11 A5+ oy Aoy 4. F G d ) 2y
e + (a'lnA11+ w?m.A21+ e + a'rmAnl) Lp=
"‘_blAll_f— bBA21+"'+bnAnlﬂ
lczy]i na mocy wzoru (20) z § 1, str. 496;,
by Ggs -en al,,i
' by @sp «o Aoy
Uy = 3 .
%bn Oy e a3n|
Ogélnie, z ukladu (1) otrzymuje sig
B
3 L=t
( ) k IQU’ -
gdzie B, powstaje z |U| przez zastqpienie k-tej kolumny przez kolu-
mng wyrazow by, by,...,b,.

Wzory (3) dla k=1,2,...,n nazywaja sie weorami C’Tamera.'v

hatwo sprawdzié, ze liczby (3) spelniajg uklad réwmnan (1).

Np. dla ukladu dwéch réwnan

(2) 2¢—y—5=0, 3r42y—8=0
jest ’
! 2 —1]
W= | =T#0,
13 2]
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500 PRZYPIS I. Réwnania liniowe.
a wiec
115 —1] 18 112 5] 1
r=r| (=7 y== ==
(8 2| i 3 8] {

Podobnie, dla ukladu trzech réwnan

20—y+2=3, 3z+2y-+5z=1, e-+2y—2=—1

jest (
12 —1 1|
191;=13 2 5’:-—28;&0,
1 2 —1|
a wiec :
i —1 1{ 2 3 1}
1| , 1
-1 2 —1 1 —1 —1
2 —1 3|
1
28
1 2 -1

W przypadku, gdy
by=by=...=b,=0, ‘
réwnania (1) oraz ich uklad nazywaja sie jednorodnyms.
Woéwezas B,=0, a wiec wobec (3) jest a,=0.
Zatem wukiad jednorodny o wyznaceniku régnym od 0 ma jedyne
rozwiqzanie ‘
By=®y=... =2, =
Rozwigzanie takie nazywa sie zerowe.
W szezegblnosel wiee, jesli wkilad jednorodny kwadratowy ma
rozwiqeanie niezerowe, to |A|=0.

2. Uklad ogélniejszy. Zbadamy obecnie uklad m réwnah o n
niewiadomych

O3 &y + Ay + ..o+ a2, - Crmt1Fmis T+ oo Ay, 7, =by,
(4) Aoy Ty Gog Ty .o o - (o &, + Q2mt1Pmr1 T oo+ W2y T, =D,

1 X3+ Qoo+ ... @, - Cmmi1Cmprt oo+ @y =,
gdzie m<<n.

§2 k 2. Uklad ogélniejszy. 501

Niech U bedzie macierza prostokatng, utworzona ze wspél-
czynnikéw ukladn (4).
Zatézmy, ze jeden z wyznacznikéw m-tego stopnia, jakie mozna
utworzyé z kolumn macierzy 9, jest roZny od zera.
Przez zmiane numeracji niewiadomych mozna osiggnad to, ze
1

(011 Bz oen @y
|y Qg ... @,
(5) A= " 0.

' |

| Oy Apypy o e s [/ -

Uklad (4) jest réwnowazny ukladowi
ATyt e F Q@ =0y — @y Py — 1
(6) U1t oo F Uom L =Dy — Oy py 1 By g — . <o lonilp,
a’mlwl_l_ .o + ammrm:bm—amm+1‘rm+1— cor T U T

Jesli obecnie za ,,,,2,.,,...,2, podstawié do {6) dowolne
wartoscl, to prawe strony tych réwnar stang sie liczbami stalymi
i (6) stanie sie wobec (5) ukladem Cramera o niewiadomych
Byy Loy ooy T Wynika stad, ze uklad (4) ma nieskoriczenie wicle
rozwigzan, w ktérych za z,.,,...,7, mozemy przyja¢ dowolne
wartosei, a nastepnie wyznaczyé z,,...,2,.

W szezegélnodei, gdy ukiad (4) jest jednorodny, a wiee gdy

by=by=...=b,,=0, ma on nieskoniczenie wiele rozwigzan réznych
od zerowego. Np. dla ukladu réwnan
(7) , z4+2y—5z+8t=0, 22+ 4y+2—t=0

jest
2 —5
4=
2 4 1 1
Napiszmy uklad réwnan (7) w postaci
dy -tz =—2p-41.
Podstawiajac s=a i t=>b, gdzie ¢ i b sa dowolnymi liczbami,
otrzymujemy za pomocg wzoréw Cramers

1|—a—8b —3] 1

=22=£0.

2y —bz=—p—81,

E’ —2a-+b

2 —a—8|_17,
4 —2¢4+b 11

g=

1
22
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Kazde rozwigzanie ukladu (7) mozna wiee napisaé w postaci

17

1
r==qa, y=— 55 (11a-}-3b), g= ﬁb’ t=b,

Crzesto spotyka sie uklad réwnan
Asw+-By+Cy2=0,

(8)
Ao+ Byy+C2=0,
gdzie np. ' '
4, B
1 Oy £0.
.—Aa 'BZ
Podstawiajac tu z=c, gdzie ¢ jest liczba dowolng, dostajemy
__ilol -Bl . ¢ A1 01‘
dlo, B, T A|a,0) T
Przyjmujac oznaczenie
_c
o= A ’
otrzymujemy wiec
B, ¢,! O, A, A, B
0}:9! 1 1’, y:g’ 1 1 , Z-T‘—Ql 1 1 .
B, 0, |C, 4, “84, By

Jest to najogblniejszy ksztalt rozwigzad ukladu réwnan (8).
W szezegblnosei, dla 940 mamy \

B, |

¢, 4,
1B, ¢,|" 0, 4,

|4 B,
"4, B,

(9 Try:1z=

) 3. Rzad macierzy. Skredlmy w dowolnej macierzy prostokat-
nej Iub k}?va,dra,towej U pewny ilogé wierszy i kolumn tak, aby po-
zostale wiersze i kolumny utworzyly macierz kwadratows . Wy-

zna,ezmk macierzy I nazywa sie minorem macierzy 9. Np. 'WyzZnacz-

1 3 ,
0 4| 7

icm
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sy minorami 1-go, 2-go i 3-go stopnia macierzy

1 2 38 4
(10) 2 -1 0 38 |;
0 1 4 1

nie s to oczywiscie wszystkie minory tej macierzy.

Rzedem macierzy nazywa sie najwyzszy ze stopni tych jej
minoréw, ktére sa rézme od 0.

Np. macierz (10) jest rzedu 3, a macierz

r 2 -3 0
0 1 3 4
1 3 0 4

jest rzedu 2, poniewaz wszystkie jej minory 3-go stopnia sg réw-
ne 0 i istnieje w miej minor 2-go stopnia rézny od zera: miano-

" wicie, jak latwo obliczyd,

LI
| [#£0.
|0 14

[y

Rzad macierzy U oznaczamy przez J(A).

R(A)=0 znaczy wige, ze wszystkie wyrazy macierzy U sg
réwne 0.

Read macterzy nie ulega zmianie, gdy:

10 preestawiamy wiersze tub kolummny, .

20 mmosymy wiersze lub kolummy przez dowolng liczbe s£0,

30 dodajemy do wiersea (kolumny) inny wiersz pommozony (ko-
lumng pommozong) przez dowolng liczbe s+ 0.

 Wiasno$é 1° wynika stad, ze przestawienie kolumn lub wierszy
wplywa jedynie na znak minoréw macierzy (p. § 1, str. 493), a wiec
kazdy minor macierzy przeksztalconej albo jest réwny odpowied-
niemu minorowi macierzy pierwotnej, albo rézni sie od niego tylko
znakiem. '

Wiasnodé 2° wynika stad, ze kazdy minor macierzy przeksztal-
conej jest réwny albo pewnemu minorowi pierwotnej, albo jego
iloczynowi przez s.


Yakuza


504 PRZYPIS I. Réwnania liniowe.

. Aby dowies¢ wlasnosei 3% zaldézmy np., ze do pierwszej kolu-
mny dodalismy drugg kolumne pomnozong przez s. Niech wiee

[ZV R @1+ 8015 By
Gyy oo Qg1+ S8Gay  Ugg
N= ) B=
N/ S 1+ 80 Uy -

Udowodnimy naprzéd, ze

{(11) R(B)<R(Y).
Niech dla krotkosei
(12) r=R(A)

i niech M hedzie dowolnym minorem (#-+1)-go étopnia macierzy 8.
Jefli minor M nie zawiera pierwszej kolumny, to jest minorem
(r+1)-go stopnia macierzy %, a wiec wobec (12) jest réwny 0.
Jefli za§ minor M zawiera pierwsza kolumne, np. zawiera
pierwszych r+1 wierszy, to

[ @1+ SGya Oy

............

Grr11H 80,019 Fypqg -ne [ Ory1y B3 oes A1 Gppygees

Pierwszy ze skladnikéw jest minorem (r--1)-go stopnia ma-
cierzy U, a wiec na mocy (12) réwny jest 0. Drugi albo jest minorem
(r+1)-go stopnia macierzy %, albo ma pierwsze dwie kolumny
identyczne, a wiee takze jest réwny 0. Zatem w kazdym przypadku
jest M =0, a wobec tego wzér (11) jest dowiedziony. _

Zauwazmy teraz, ze i na odwrét, macierz 9 mozna otrzymaé
z macierzy B przez dodanie do pierwszej kolumny macierzy 8 dru-
giej kolumny tejze macierzy pomnozone] przez liczbe —s. Jest
wiee na moey wzoru (11), zastosowanego do odwréconych rél ma-
cierzy A i B,

(13) : ? B(A) <R(B).

Wzory (11) i (13) daja réwnodé
R(A)=R(B);

tym sa.myrh wlasnogé 3° zostata takze dowiedziona.
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Wyznaczanie rzedu macierzy jest bardzo ezesto potrzebne
zarbwno w algebrze jak w geometrii. Udowodnione twierdzenie je
ulatwia, dajac moznogé powiekszenia w macierzy ilosci wyrazéw
réwnych 0 przez wykonywanie na jej wierszach lub kolumnach
trzech dziatari, o ktérych mowa w tym twierdzeniu. Np. niech

/12 3 4 35,

A 0 1 2 —1 3 .
1 3 5 3 8]’
2 5 8 T 131

odejmujac od wierszy trzeciego i czwartego wiersz drugi, dostajemy

1 2 3 4 3

o, — 0 1 2 -1 3
1 2 3 4 3
2 4 6 -8 10

Odejmujac teraz wiersz pierwszy od trzeciego i podwojony
wiersz pierwszy od czwartego, ofrzymujemy

1 2 3 4 3.
0 1 2 —-1 3

Wy = i
2 0 0 0 0 o
0 0 0 0 07

Widzﬁ:ny, Ze
B =R(A) =R(A)=2.

4. Twierdzenie Capelliego i Kroneckera. Oznaczmy dla krét-
kodei litera z zespél n zmiennyeh #;, @,,...,2, i wezmy pod uwage

-m form liniowych tych zmiennych:

(14) R =ann 4. .
Niech %=(a,) i niech
(15) R(AW=r.
Udowodnimy nastepujace twierdzenie pomocnicze:
Przy zalozeniu (15) mosna tak wybraé r sposréd form (14), np.
formy f(2),...,7.(x), se
(16) fj(m)=cj1f1@)+cjzfz(m)+-~-+erfr(m):
gdzie j=r4-1, r+2,...,m ¢ gdeie liceby ¢ Sa stale.

7
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Innymi stowy: gdy macierz ukiadu form liniowyeh ma rzad r,
to mosima tak wybraé r form, Ze pozostate m form sg ich kombi-
nacjami liniowymi o statych wspétczynnikach.

Dla dowodu zauwazmy wpierw, Ze macierz

Gyy oo G1pn fi(@)
@oy -eo @ay [a(®)

..........

dyy ay,, 0
Qa1 ag, 0

lez H
a, Gpin 0

gdyz macierz 9, powstaje z macierzy U, przez dodanie do jej ostat-
niej kolumny poprzednich kolumn, pomnozonych kolejno przez
Dy, Lyy.nny Ty Liecz R(Wy)=r, gdyz kazdy minor macierzy U jest
minorem macierzy U, pozostate zad minory macierzy U, maja ko-
lumne zlozong z samych zer. Poniewaz R(U,)=R(A;), wiec

(17) R(Uy)=r

Mozemy zalozyé, ze minorem r-tego stopnia macierzy U, réz-
nym od zers jest minor

(18) A= .. ...

ty -.. @,

Gdyby bowiem by} nim inny minor r-tego stopnia macierzy A,
wystarczyloby zmienié odpowiednio numeracje form i zmiennych,
by uzyskadé (18). '

© . Nastepujace minory (r—{—l) 20 stopma. macierzy UA; s rdéwne
zeru na moey (17):

iy Gy iee Gy fl(w)‘

H
............ —0 dzie J=¢-+1,....m
aarl a‘rz ”’n‘ fr(x) ’ g 7 + , ’
"{,1 ajg aljr f](m)

icm
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4. Twierdzenie Capelliego i Kroneckera. 507

Rozwija,jade je wedlug ostatniej kolumny, otrzymujemy
4 fi(@)+dufr(@)+. . .+ d, f.(2)=0,

stad za$ wobec (18) wynika (16), c. b. d. o.
Udowodnione twierdzenie pomocnicze nie ulega oczywiscie
zmianie, gdy formy jednorodnée Tx(®) zastapié przez niejednorodne

k(m)zamah"" L A ) T

2 macierz U przez macierz

Ay Qs ... G, by

Aoy Ggg «.. (s, by
9«[0= "

1 Omo oo Qo by

Wysta,rczy bowiem' udowodnione tmerdzeme zastosowaé do
form

&1+ Qg T+ by,
a nastepnie podstawié z,.,=1.
Wezmy teraz pod uwage uklad réwnanh liniowyeh w postaci
najogélniejszej: :
Fy(2) =0y,8,+ @125} . ..+ ay,2, - b, =0,
Fo(#) =00, 8+ @995+ . ..+ A9, @, by =0,

(19)
(m)—"' lwl+a’m2m2+ . + amnxu_}_ bm:O"
Niech ‘
(20) R(A)=r>0
oraz
Gy Gyp oo Gy, by
B— Gg1 Gy -.. (o, by
“ml a’m2 b a’mn bm

Macierz B powstaje wiee z macierzy U przez doplsame kolu-
mny wyrazéw Wo]nych ukladu réwnan (19).
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Zachodzi nastepujace twierdzenie Capelliego © Kroneckera:
Azeby uklad réwnait (19) miat rozwiqzanie, potrzeba ¢ wystar-
eza, by
(21) R(A)=R(VB).

Dowdd. Na podstawie twierdzen juz nam znanych (p. str. 505)
zachodzi réwnodé '

U1y oe G, Fy(2)
(22) R(B)=R Aoy e G, Fy(2)
V a‘ml t. amn Fm(m)

dla kazdego ukladu liczb @y, @5,...,%,. W szczegélnodel wiee, jedli
ten uklad liezb jest rozwigzaniem ukladu réwnan (19), to

Oyq eav @y, O

Agy ve. Oy, O
R®B)=R| ? = R(%).

Oy voe Oy O

W ten sposobh udowodniliémy koniecznosé.warunku (21).
Na odwrét, zaldézmy (21). Wéwezas na podstawie twierdzenia
pomocniczego jest '

Fy(w)=cp Fy(2)+cp Fo(@) ... 40, F () dla j:r—[—l,r—{—2,...,n.
Stad wynika, ze kazde rozwigzanie ukladu pierwszych » réwnan
(23) Fi(#)=0,  Fy(z)=0, ..., F,(2)=0,

Jest zarazem rozwigzaniem ukladu wszystkich m réwnan (19) i na
odwrdt.

Jest oczywifcie » <n. Jedli r=n, to uklad (23) jest ukladem
Cramera, a wiec ma dokladnie jedno rozwiazanie. Jedli zag r<n,
to otrzymujemy uklad réwnan (4), o ktérym dowiedli§my (p. str.
501), ze ma nieskoriczenie wiele rozwiazan. Tym samym zostata
dowiedziona réwniez dostatecznosé warunku (21).

Z réwnowaznofei ukladéw (19) i.(23), stwierdzonej w toku
dowodu dostatecznosei warunku (21), wynika, ze gdy macierz wspdt-
czynnikéw wkladw m réwnarh liniowych jest rzedu r i A jest jej mino-
rem r-tego stopnia réinym od zera, to odrzucajge réwnania, ktérych
wspdlezynniki nie sq wyrazami minora A s dostajemy uklad r réwnan,
réwnowazny uktadows (19). : ‘

icm

§3 1. Mnozenie macierzy kwadratowych.

09

Ut

Rozwazmy jeszeze uklad réwnan liniowych jednorodnych kwa-
dratowy:

Q1+ ApPa+t ...+ Ay, 2, =0,

(o L5+ Gga Tyt .. Fa 2,=0
T gdzie |9([=o0.

Oy L1+ Qg T+ . .- =0,

Wowezas R(U) =r<n, mozemy wiee odrzucié n—r réwnai.
Pozostaje uklad r<<n réwnan, ktéry ma nieskorczenie wiele roz-
wigzan, a w szezegblnosci rozwigzania niezerowe. Zatem:

Na to, by uklad réwnas Uliniowych jednorodnych Fwadratowy
mial rozwiqzanie niezerowe, potrzeba i wystarcza, Zeby |W|=0.

§ 3. Przeksztalcenia liniowe i mnozenie macierzy

1. Mnozenie macierzy kwadratowych. Weimy pod uwage
wzory

Y1=0p L1+ Q1sTo+ o0 1, T

(1) Yo= Qo1 81+ Aos o+ ...+ G, T,

’ Yu™= Oy 1+ Qo Byt - . .+ A T,
gdzie .
(2) . U =lag[#0.

Kazdemu ciagowi n wyrazéw z,,2,,...,%, wzory (1) przyporzad-
kowuja ciag tyluz wyrazéw y, ¥s, ..., ¥,. Jezeli liczby ¥y, ¥s,---, ¥p
83 dane, to wobec (2) mozemy wyznaczyé liczby @y, Z,,...,%, Za
pomocy wzoréw Cramera. Wzory (1) okreflaja zatem pewne prze-
ksztalcenie zbioru ciggébw m-wyrazowych w ten sam zbiér.

Nazywamy je preekszialceniem liniowym.
Niech beda dane dwa przeksztateenia: (1) i

2y =by Y1+ byt F+01,Y0,
3) Zo=by1 Y1+ b0aYat oo+ D2nYns

znz bnlyl—l" bn2y2+ s _l' bnnyn‘ .
Podstawiajac wartodcl z (1) do (3), dostajemy wzory

2= Cy L1+ Cpnpt...FCr, - dla  i=1,2,...,n,
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gdzie — jak latwo sprawdzié —
(4) =y Dyt Qia byt - - i D

Macierz
C=(cy)

nazywa sie iloczynem macierzy W i B i oznacza sie przez BIA.
Tloczyn macierzy jest wiee okre§lony tylko dla macierzy kwa-
dratowych tego samego stopnia.
Wyraz ¢; macierzy BU powstaje w ten sposéb, ze elementy

i-tego wiersza macierzy B mnozymy przez odpomedme elementy

k-tej kolumny macierzy % i dodajemy. Np. dla

0 1 0 1 01
g—2 1 0|, 8=[0 1 0
110 0 0 2
otrzymujemy

1-040-24+1-1 1-140-1+1-1 1-040-0--1-0
BA={0-0+1-2+0-1 0-1+1-1+0-1 0-0+1-0-10-0 | =
0-0+0-2+2:1 0-14+0-14+2-1 0-040-0--2-0
12 0 ’
=12 1 0
2 2 0

01 0
Natomiast AB=|2 1 2
111

S

Z powyzszych ‘dwéch przy]dadéw jest widoezne, ze zloczyn _

macierzy nie jest preemienny.

Mozna bezpodrednim rachvnkiem sprawdzié Igeenodé mnozenia
macierzy czyl wzor :

(5) - (QIQS)(Z A(BCE).

Dla, wyznacznika iloezynu dwéch maciersy zachodzi nastepu-
jace twierdzenie Cauchy ego

- ®) | B =B,

icm

-(m R(UAB)<E(),

§3 2. Macierz odwroina. 511

Twierdzenie to sprawdzimy tu dla wyznacznikéw 2-go stopnia
(dla wyznacznikéw 3-go stopnia dowdd jest analogiczny):
‘{‘ RV ATV PPY O S AN ;
@byt Uoobsy  BaybistGasboe %
‘“11 11 anblﬁ‘afmbzz‘ }‘ambvl Gy b2t ambze?
‘ 911y “21b12+ azzbzzl qi
E Ay Gypbis | 1 Q11 Gy9bse

—b111 b ni
gy g1 D12 [ Ga1 Ga3bas

[ @gabs; @g1012-F Boobs

. | | Gyp G11b1a] ‘
e 211

2
i
| Bag Ay bys | i 1

Gy Gyabos
o,

99 Boplas

wyciagajac teraz przed kazdy wyznacznik wspdlny czynnik kazdej
kolumny i odrzucajac Wyzna.ezmkl o dwéch jednakowych kolumnach,
otrzymujemy

|
‘ 11 1., ia Ay |
bubzzi |+ baaby 1 | =
j Goy a"’zi Qoo oy |
E“n 4T 1“11 aﬂ:zz} “711 bis
= (bizbas—ba1bis) = .
1‘121 Q22 [ Gay Gas ‘b21 bz»

‘W podobny sposob udowa,dma sie mnastepujace uogdélnienie
twierdzenia Cauchy’ego:

Kasdy minor p-tego stopwia macierzy UB daje sig preedstawic
w postaci X A;B;, gdzie A; jest minorem p-tego stopnia macierzy 91
a B; — macierzy B.

W szezegblnosei wynika stad, ze gdy kazdy minor p-tego sto-
pnia macierzy U jest réwny 0, to i kazdy minor p- tego stopnis ma-
cierzy AB jest réwny 0. Wobec tego

R(UB)<E(B).

2. Macierz odwrotna. Jesli za pomoes wzoréw Cramera wy-
TAZi6 @q, Loy eery Ty DIZET Y1y Yy ey Yuy HO ZO wzoréw (1) otrzymuje.

sie wzory: R
' !yl Gz -ev Qin
z ]?/2 oy --- OQop
: ?—A% ........
'i‘yn a‘nZ hid ann
i analogiczne dla s,...,z,. Ogélnie wiec dla 1=1,2,...,1m
(8) ‘ .Z' bzly1+bl2y + myh'l
‘A‘kl

; b= —
gdzie & 4
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(14
—
3]

Wzory (8) réwrniez okreflaja przeksztatcenie liniowe.

Nazywa sie je preekszialceniem odwrotnym przeksztatcenia (1).

Macierz przeksztalcenia (8) nazywa sie macierzg odwrotng ma-
cierzy W==(ay) 1 oznacza si¢ przez A~L. Wobec tego

' o (A
®) ¥ “(A)'

Przyjmujemy oznaczenie

10...0
. lo1..0

(10) . 3=

. 00...1

Yatwo widzieé, ze dla kazdej macierzy U zachodzy réwnodei

(11) AI=T[U=19,
a takze né, mocy wzordw (19) i (20) z § 1, str. 498, réwnosei
(12) CoAA=F, AIA=F.
Oczywiscie
(A7) =U

pyoniewa,z‘;‘przekszta&eeniem odwrotnym do (8) jest (1). Z (12) wynika
dla wyznacznika macierzy odwrotnej, ze

1A A =[J[=1
ezyl
1
13 A=
(13) (A= il | |
Macierzq przestawiong At macierzy A nazwaliémy macierz

powstajaca z A przez zamiane wierszy na kolumny (p. § 1,
str. 495). Latwo sprawdzié, ze

=[U [

(14) S (UB=mtAt, (A= (ar*l)+
Jesti A | _7&0, to kagde z réwnarh macierzowych
(13) AX =1\, PYA=1
~ ma dokladnie jedno rozwigzanie:
(\16) X=U"'B, P=BAL.

icm

§3 3. Mnozenie macierzy prostokatnych. 513

Udowodnimy to np. dla pierwszego z réwnan (15). Mnozac
lewostronnie przez A, otrzymujemy

A B=THUX) =(A WX =T =X;
na odwrét, podstawiajadc X z (16) do (13), otrzymujemy

AWAB)= (QIQI“I)SB B=1.
Jesli |W|£0, to dla kazdey macierzy B zachodzi réwnosd
(17) R(UB)=R(B).
| W istocie, przyjmujac oznaczenie
=B,

stﬁerdzamy na moey (7), ze
(18) R(C)<E(B),
a poniewaz

B=AC,

wiee stosujac ponownie (7), mamy wobec nieréwnodei |U|rs£0,
wynikajacej z (13),

R(B)<E(C).
Stad R(C)=R(B) czyli, wobee (18), réwnodé (17).
3. Mnozenie macierzy prostokatnych. Niechaj

Ay +ov Q1n byy «ee by,

Macierz % ma wiec tyle kolumn, ile macierz B ma wierszy.
Mozemy zatem utworzyé wyrazenia

Cp =0 byt oo+ by, gdzie i=1,...,m 1 k=1,...,s.

Otrzymujemy w ten sposéb macierz
(5::(017‘),
kt6ra ma tylez wierszy co macierz U i tylez kolumn co macierz B.

Monogratie Matematyczne, XXVI. 33
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Macierz & nazywamy dloczynem macierey U ¢ B 1 ozna-
ezamy przez 2UAB.

Mnozenie macierzy kwadratowych, okreslone na str. 510,
jest szezegélnym przypadkiem obecnie okreslonego mnozenia ma-
cierzy prostokatnych.

Czesty jest przypadek, gdy macierz QS skiada sie z jednej.
tylko kolumny: ‘

y
Ty
(19) B=()=| :
T
Wowezas
Q1%+ Gy @+ o QT
Qg1 0y + Bpa T + ..

(20) AB=U(z)=

1 ) A R SR S
Widzimy wiee, ze wzory (1), okreflajace przeksztatcenie liniowe,
daja sie napisaé krétko w postaci '
(¥)=U(x).
Stad tez
(#)=A(y).
W tym znakowaniu uklad réwnan lniowyeh mozna napisaé
jednym réwnaniem macierzowym

A(w)= (b) ?
gdzie
by
- b2
(b)=| -
bn

Macierz p;zesta,wiona, macierzy (19) jest zlozona z jednego tylko
wiersza o
()r=(2; ®3 ... @,).

7 (20) wynika réwnodé v
(21) (?/)“‘Ql(w)—‘(f),
gdzie § jest wielomianem

(24) At =Y,

§3 © 4. Macierze ortogonalne. 515

f=ano i+ ana s+ . Fane Y.+ ...
(22) e s e e e e

. +a/n1mny1+a’n” ny”+ .. ‘+ OnnLnYn-

4. Macierze ortogonalne. Macierz kwadratowa nazywa sie orto-
gonalng, gdy

(23) WA= ‘
Tak np. macierza ortogonalng 2-go stopnia jest dla dowolnego

‘@ macierz

Cos @ sin g
ging —cosg ’

macierzg ortogonalng 3-go stopnia jest macierz

3 12

3 i 3

1 s 2
1 T 15 3

2 1“1

15 3 3

Warunek (23) jest réwnowazny kazdej z réwnosci
AT = 3.
Wyznacenik macierzy ortogonalnej jest rowny —1; istotnie, na
mocy (23) z |At|= Y| wynika, ze
=1 i |¥U=
~ Niech A+=(by). Wéwezas by=a;. Poniewaz WA= (¢y), gdzie
A D W= Ay Oy A Qoo+ + + - = B Uiy

Gik::bilalk—}_ b‘oag};“}“ “es

wiec z (23) wynika, ze na to, by macierz A byla ortogonalna, potrzeba
i wystarcza, seby da kolumn macierzy W zachodzily réwnoset

' {1 dla  i=k,
2 ;0 N T SR o Y .
(25) y; Oyt 2% T i n.k 0 dla ik,
Podobnie, stosujac druga z rownosel (24), otrzymujemy jako
warunek ortogonalnosci macierzy A nastepujace réwnoscei dla ‘Wwierszy:
[ 1 dla i=k

(26) Gy Gy~ Bialga T+ o+ Qi O = l 0 dla itk

33*
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Iloczyn dwich macierzy ortogonalnych jest macierzq ortogonalng ;

istotnie, z réwnosci

Q['*':QI—I, %4»:-%—1’
wynika, ze

(UB)+ =B+ +=B-19~1= (AB) L.

Macierz odwrotna macierzy ortogonalfnej jest or togonalfna istotnie,
gdy zachodzi (23), to wobec (14) jest

(A1) Y= ( 91+)+9I ==

§ 4. Formy dwuliniowe i kwadratowe
1. Okreslenia. Wielomian postaci

@130 Y1+ Q¥ Yot oo G 11 Ynt G Y

nazywa sie formq dwuliniowq zmiennych @,,%,,...,%,, Y1,Ys,...,7

Oznaczamy go znakiem f(x|y).

Jest to wiclomian drugiego stopnia wzgledem tych zmiennych.
Dla ustalonych @y, &,,...,, jest on stopnia pierwszego wzgledem
Y1y Ys,---3 Yn 1, tak samo, dla ustalonych v, ¥,,..., ¥, jest on pierw-
szego stopnia wzgledem @y, @s,...., &,.

Forma dwuliniowa jest wyznaczona przez macierz U jej wspol-
czyniik6w. Formie dwuliniowej o macierzy % odpowiada wzajem-
nie jednoznacznie iloczyn postaci (y)*U(z) (por. wzor (20), str. 514);
dlatego bedziemy uzywali réwniez nazwy forma (y)+*U(x).

Forma kwadratowq nazywa sie wielomian jednorodny drugiego
stopnia.

Kazdg forme kwadratows zmiennych z,, a,,.
pisad ]ednym i tylko ]ednym sposobem w postacl

%, 10Zna na-

n

(1) . Z (TRUR(
i, k=1

przyjmujae, ze

(2) - Ay = Oy

o n D)
(znakiem 2 a-hw.mk oznacza si¢ — jak wiadomo — sume wyrazéw

postaci a,kac ack, gdzie wskaniki 4, & przebwga]ay wszystkie mozliwe
pary wartosci sposréd liczb 1,2,...,n).

icm

§4 1. Okreslenia. 517

Je§li bowiem po redukeji wyrazéw podobnych iloczyn zx
wystepuje ze wspélezynnikiem «, to warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym réwnosel (2) jest, zeby

] a/2 dla ik,
Oy = Q= .
] a dlas i=k.

Postaé¢ (1) z warunkiem (2) jest powszechnie przyletvm 8poso-
bem pisania formy kwadratowej.

Np. forma kwadratowa
(3) 2 —3xpy 2622 .
daje sie napisa¢ w tej postaci, jak nastepuje:
3 -3
»?— oy +0y°— 5 ya+ 22+ Oyz -+ Ozy -+ 3zr+- 3x2.
Macierz =/(a,) nazywa sie macierzq formy (1), a wyznacznik

1| — jej wyrésnikiem.
Np. macierz i wyréznik formyw kwadratowej (3) sa nastepujace:

1 —3/2 3 .
A=| =32 0 0}, |UW=—1.
3 0 1

Macierz spelniajgca warunek (2) nazywa sie symelryceng.
7 kazdej formy dwuliniowej otrzymuje si¢ forme kwadratows
przez podstawienie

(4) Y1= %1, Ya="2s, SRR Yn=Tn-

Macierza tak otrzymanej formy kwadratowej nie musi jednak
byé macierz pierwotnej formy dwuliniowej, poniewaz macierz formy
pierwotnej moze nie byé symetryezna. Przez podstawienie warto-
§¢i (4) do wzoru (22) z § 3, str. 515, otrzymujemy forme kwa,dratowap

Z A L; T
=1

ktérej macierza jest B=(by), gdzie

b Qg+ s
=Ty
2
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Formie kwadratowe] 0 macierzy U odpowiada wzajemnie
jednoznacznie iloczyn (z)*AU(x); dlatego bedziemy réwniez uzywali
nazwy forma (&) U(x).

Formaq . biegunowq formy kwadratowej (1) nazywa sie forma
dwuliniowa
(6) - .kz,’ia'ikmimk' ‘

Formy biegunowe réiniq sig od pozostalyeh form  dwuliniowych
tym, e majq macierze symetryczne.

Zgodnie z tym, ze dla formy dwuhmowe] (5) przyjehémy znak

f(zly), forme kwadratows (1) mozemy oznaczaé znakiem f(x|w).

2, Przeksztalcenia liniowe form kwadratowych. Niech bedzie
dana forma ¢

(6) f(m{m)— Sn’ Qg T3 L«

Wprowa.dza,my podstawienie liniowe
(7) By=byy Uy + by Us—+ . . .+ Dy, gdzie i=1;2,...,n;
zatem ‘

(8) | (2)=B(),
gdzie '
9 [B[5£0.

Podstawiajac wartodei (7) do (6), dostajemy nowa forme
kwadratowsa g(u|w) zmiennych 4y, Us,...,%,. Aby znalezé jej
macierz i wyréznik, napiszmy (7) krétko w postaci

Ty= Z bi.lus’
s=1
i podstawmy Ado (6). Ofrzymujemy

g(%l’llz)——z axk(z by, (2 bkp

i, k=1 “s=1

=Z 2 2 aztkbf,bkpﬂsup:

gdzie i=1,2,...,m

ik=1s=1 p=1
=Z Z atlcb bkp),
s,p=1 ;, =1
stad zas
(10) 9(’“1“)—2 G ’M,’MP,

5,p=1

icm

§4 2. Przeksztalcenia form kwadratowych. 519
gdzie
(11) G’P=2 aikbi‘bkp .
8, p=1
Dla macierzy (c,,)=0C zachodzi réwnosé
(12) E=B+AB,

wynikajaca bezposrednio z (11) na moey definicji mnozenia macierzy
prostokatnych. _ '

Jesli poddamy przeksztatceniu (8) macierz () U(x) odpowiada-
jaca formie (6), to dojdziemy do macierzy odpowwdquce] formie

praeksztatconej (10); istotnie

() W) =[B (u) P ALB (w)] = (u) "B UB (u)=(v)" C(u),

gdzie © jest macierzg okreslong wzorem (125.
7 zalozenia (9) wynika na mocy wzoru (17) z § 3, str. 513, ze

R(E)=R(%).

A zatem: rzqd m?wierzy formy kwadratowej jest niezmiennikiem
praeksztaleen liniowych.

Jezeli forma kwadratowa i przekszta&eeme liniowe majg Wspot-
czynniki rzeczywiste, to stosujac twierdzenie Cauchy’ego o mno-
zeniu wyznacznikéw, otrzymujemy

|€|=|B+-19]-|Bl=]BI*| A

A ‘zatem: enak wyrétnika formy kwadratowej o wspdlezynnikach
reeceywistych jest miezmiennikiem preeksztaloery lintowych o wspot-
caynmikach rezecaywistych.

Udowodnimy jeszeze, ze pwez preeksatateenie liniowe forma
biegunowa f(zly) formy kwadratowej f(z|x) przechodzi w forme bie-
gunowa g(ulv) formy preeksziatcone] g(ulu).

Dla krétkosel uzyjemy macierzy. Formie f(z|y) odpowiada ma-
cierz jednowyrazowsa ;

(f(e]y) = (@) AW)-
Po przeksztateeniu liniowym ofrzymujemy

(@)=Bw), ([H=B@),
wiec
(@) A(y) = (u)* BHAB (v) = (w)*+C (v) = (g(x]0)),

gdzie @ jest macierzy okreglong wzorem (12).
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3. Sprowadzenie formy kwadratowej do sumy kwadratéw.
Udowodnimy, ze istnieje przeksztalcenie liniowe formy kwadratowej (6)
w forme
(13) a i agui- .. ol

Dowéd przeprowadzimy, za Lagrangem z pomocy indukeji
wzgledem ilogci zmiennych #.

«Dla n=1 twierdzenie jest prawdziwe, bo sama forma (6) ma

“postaé
f(@|2)=a27.

Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla m—1 zmiennych.
Rozréznimy dwa przypadki:
1° Istnieje 4, dla ktérego a;5~0. Niech np.
(14) a3 70. .
Zbierajac osobno wyrazy zawierajace x;, otrzymujemy
flzls)= “11”7%‘]" 201281 Ty . . . +201, 8,2, 2 Qg 03 %), =
i h=2
1 2,2 ) <
= (@11 214201501181 Do+ .. 20, 0,,2,2,) + Z i1 T T
11 iyk=2
Wielomian w nawiasie zawiera wszystkie wyrazy kwadratu
(@112 1@+ . . o 4y, ,)2,
w ktérych wystepuje zmienna z,. A wiee A
1 . »
(15) i(wl-’v)=a— (auml‘l“---+alumn)2+f1(mzs Zyyenny Ty,
11 .

gdzie f, jést formg kwadratowa n—1 zmiennych. Poddajmy for-
me (15) przeksztatceniu ' ‘

(16) Uy =011 %1+ ... 09, Ty,

Vy=s, sy Un ==y,
czyli podstawieniu
1 [ a K
M e 1 ¥
a7 m=—v——0v,— ... — 29, Ly==1,, cery T, =,
Ay 11 @13

v Wyznacznik tego przeksztatcenia, jako réwny 1/a,,, jest rézZny
od 0. Na mocy (15)

1 . -
(18) f(%lw)=g(vl'v)=;~v?+fl (V2;03;..4,2,).
11 «

icm
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Poniewaz f, jest formg n—1 zmiennych, wige w mysl przyje-
tego w indukeji zatozenia istnieje przeksztatcenie
Va=los s+ . .4 Aoyl ,
Un=Cnallgt oot Gy,
majace wyznacznik rézny od 0, ktére forme f, przeksztalea w forme
gu(u|u)=asuz +... + a,u.
Wowezas przeksztalcenie
V= 1y,
(19) By==Qyp Uy~ + . - A, U,

.............

V== 2 Uy + o + QU
ma réwniez wyznacznik rézny od 0 i przeprowadza forme (18)
w forme
1 [} ) a
h(ulu)= — uit+aui+...-au’

: &y
czyli w forme ksztaltu (13).

Sprowadzenie formy (6) do formy (13) za pomoecg dwéeh kolej-
nych krokéw (17) i (19) jest réwnowazne sprowadzeniu formy (6)
do formy (13) za pomocy jednego przeksztatcenia, ktére jest iloczy-
nem przeksztaleen (17) i (19).

2° Dla kazdego i=1,2,...,n jest a;==0. Wiwezas niech np.

k @170
czyli
f(@|2)=20a132:+ ...,
gdzie kazdy z wyrazéw wykropkowanych zawiera co najmniej jedng
ze zmiennych zj,...,%,. Zatem
| (@]2) =3} Q1a(@1 +Zo)*—F 015 (21— 2+ ...
Przez przeksztalcenie liniowe
V=2 + s, Vy=1T1— &, V3=Tzy eny V==, -
0 wyznaczniku réznym od 0 otrzymujemy
f(@]@)=h(vv) =420 — ] a1503+ ...

Kazdy z wyrazéw wykropkowanych zawiera co najmniej jedns

ze zmiennych u,., ..., 4,, & wiee te wyrazy nie moga sie zredukowad
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z wyrazem u.. Poniewaz w nowej formie wystepuja kwadraty,
wiee mozna jg dalej sprowadzié do postaci (13) jak w przypadku 10,

Twierdzenie zostato zatem dowiedzione w obu przypadkach.

W dowodzie uzyliSmy wylacznie preeksziateen, w kidrych wspdt-
caynniki sq funkejami wymiernyms wspdlozynnikéw formy pierwotne;.
DowiedliSmy wiec zarazem, ze jeieli forma f(zlw) ma same wspdl-
ceynniki reeceywiste, to istnieje przeksztalcenie o wspblezynnikach
reeceywistych, ktére sprowadza te forme. do sumy kwadraiéw.

Forme kwadratowsg (6) mozna oczywidcie sprowadzié do po-
staci (13) nieskonczenie wieloma sposobami, gdyz przeksztatcenie
liniowe ;

Uy == Ay, s

Uy==a;Vq, Uy == @, D,

o wspétezynnikach dowolnych, byleby réznych od 0, przeprowadza
forme ksztaltu (6) w forme ksztaltu (13). '

W szezegblnodei gdy forma (13) ma wspélezynniki rzeczywiste,
mozna jy przeksztalcié tak, by wszystkie jej wspolezynniki r6zne od
zera byly réwne +1. W tym celu wystarczy poddadé forme (13) prze-

ksztatceniu
:]/1‘12“"27 seey 0=V |a,|;

”1:—‘]/] ay |y,
otrzymujemy
h(vjo)=Lvitvit ...

Podobnie, jedli dopudeimy przeksztalcenia o wspotezynnikach
zespolonych, to zawsze bedziemy mogli osiagnaé to, zeby wspél-
czynniki r6zne od zera byly réwne 1; wystarczy uzyé przeksztal-
cenia

vlz.’/&;ul: @ezl/;;“h [ERN 'vn=]/-‘;’;un~

Wreszcie, przy kazdym przeksztatceniu formy kwadratowej (6)
w forme (18) ilo$é wspdlezynnikéw résmych od zera jest ta sama; jest
ona réwna rzedowi macierzy formy. :

Istotnie, rzad tej macierzy jest niezmiennikiem przeksztatcen
Iiniowyeh (p. str. 519). Macierzg formy (13) jest

a0 ... 0
o— 0 ag...0~,
00 ... a,

a wiee rzad R() jest réwny iloéci liczb a;7#0.

icm
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4. Twierdzenie o bezwladmnosci form kwadratowych. Twier-
dzenie to, odkryte i dowiedzione niezaleznie przez Sylvestera iJda-
cobiego, brzmi:

Jesli forme kwadratowa (6) o wspdlezynnikach reeceywistych spro-
wadzié do form ksztaltu (13) za pomoca dwéch réinych przeksetal-
cet o wspolezynnikach rzeceywistych, to obie otreymane formy majq
zaréwno te same tlosci wspdlezynnikéw dodatnich jak i te same losci
wspotezynnikow wjemmych.

Istotnie, niech przeksztalcenie

(20) = by Uy + byyUhpt... + by u,, gdzie i=1,2,...,n

o wspblezynnikach b, rzeczywistych i takich, Ze |b;|s%0, sprowa-
dza forme f(z|x) do formy ,

(21) g(ulu)zaluf—}-...—}-akui——a'luﬁﬂ—— --"‘at'ulzc-l—l;
gdzie
(22) cog>0 i g>0.

Niech' drugie przeksztatcenie
(23) &=V iVt .. o+ 010, gdzie 4=1,2,...,n,

o wspbtezynnikach ¢, rzeczywistych i takich, ze |cy|+0, sprowa-
dza te¢ samg forme f(z|x) do formy

(24) R (v]v)=B101+ oo+ Bt — Br0i i1 — o — BViips
gdzie )
(25) - B>0 i B>0.
Zachodzi réwnogé
(26) , m+p=k+l,

poniewaz wspdélna wartosé jej obu stron jest réwna rzedowi macie-
rzy formy f(x|z), ktéry jest mezrmenmklem przeksztalcerr liniowych
(p. str. 519). ‘

Nalezy dowiedé, ze :
(27) m=k i p==Ll.

Przypudémy, ze tak nie jest, np. ze

(28) E>m.
Stad wynika wobec (26), ze
I<p.
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Wezmy pod uwage przeksztalcenia odwrotne do (20) 1 (23):
=Dy 2y Dip®ot o+ Dinty '
20) om it 2 aheee " odzie 4=1,2,...,M.
By = Cyy @y + Cip@at oo+ A CinPny

Tutaj u; i v; sg formami liniowymi zmiennych #,, %,,...,,.
Wesmy dalej pod uwage nastepujacy ukiad n—Fk-+m réwnan
liniowych jednorodnyeh o = zmiennych @, s, ..., %, -
0,=0 0,=0 v,=0
(30) 1 H 2 ) I H
U1 =0, uk@O, ey u,=0.
Poniewaz n—k-+m<n wobee (26), wiec uklad (30) ma roz-
wigzania niezerowe (p. str. 501 i 508). Niech

(31) LYy Ty ey T

bedzie jednym z tych rozwigzan. Podstawiajac te wartodei do
f{z|z), otrzymujemy wobec (22) 1 (30)

(32) fl&®]20)= a1u%+---+ak’ui>0,
a wobec (25) i (30) ;
f(@ )= _/317’:;—1-1_ . '—ﬂpvri+p<0-

Zatem f(x°|2°)=0, skgd wynika na mocy (22) i (32), ze
%, =0, Uy=0, vy u,=10.
Widzimy wiee, ze dla ukladu liczb (31) jest
Uy=Ug=. . .=%,=0,
a stad wynika wobec (20), ze
W=ay=. . .=a2=0,

czyll ze rozwigzanie (31) jest zerowe. Przypuszczenie, ze zachodzi

nier6wnos¢ (28), prowadzi zatem do sprzecznogei. Tak samo jest

z przypuszczeniem, ze zachodzi nieréwnosé k<<m czyli p >1.
Tak wige réwnofei (27) s3 dowiedzione, c. b. d. o.
Sprowadzmy forme kwadratowa rzeczywista przez przeksztal-
cenie rzeczywiste do postaci

(33) Uizt o U — Uy — . —

T

gdzie wyrazy o wspélezynnikach dodatnich poprzedzaja pozostate.

icm
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Z twierdzenia o bezwladnoseci wynika, ze dla kazdej formy
istnieje tylko jedna postad (33), do ktérej ta forma daje sie spro-
wadzié. o

Nazywa sig ona postaciq kanoniczng tej formy.

Tak np. dla form dwéch zmiennych istnieje pieé postaci kano-
nicznych: :

iy, —wi—uy,  wj—wy, o ui,  —ui,
a dla form trzech zmiennych — te same oraz eztery postacie
witustus,  widui—ui,  ui—wi—ui,  —ui—u—us,

czyli razem dziewied.

Forma kwadratowa rzeczywista nazywa sie okreslona dodatnio,
gdy jej postaé kanoniczna ma tylko wspétezynniki 01 1. Jesli nie wy-
stepuje w niej wspélezynnik 0, czyli gdy ma ona postaé¢ kanoniczna

Uty gy
nazywa sie ona istoinie dodatniq, w przeciwnym za$ razie — nie-
istotnie dodatniq. Podobnie definiuje sie formy okreslone ujemnie.

Na to, by forma f(z|x) byla okreslona dodatwio, potrzeba i wy-
starcea, 3eby dla kaédego uktadu licsh reeczywistych ®y,%s, ..., %, 2a-
chodeila mieréwnosé
(34) f(w|2)=0.

Na to, by forma f(z|z) byla istoinie dodatniq, potrzeba i wy-
starcza, 2eby dla Tasdego wkladu niezerowego liceh rzeceywistych
@y Loy .oy &, 2achodzila nieréwnosé

(39) fla]z)>0.

Aby dowiedé koniecznodei tych warunkéw, sprowadz’niy forme
f(z|a) do postaci kanonicznej przez przeksztalcenie
(36) L= byyUy+ - - Dty gdzie 1=1,2,...,n.
Jedli forma jest okreflona dodatnio, to
flo | o) =ui -+ ut ... 47,

gdzie r=R(A). Stad wynika (34).
Jedli forma jest istotnie dodatnia, to r=n. Zatem réwnoéé
f(@|@)=0 pociaga za sobg Té6wWnosé

U= Uy =...=%,=0,
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skad @;=oy=...=%,=0 na mocy (36). Stagd dla uktadéw niezero-
wych wynika (35):

Aby dowiesé, ze nieréwnosé (34) dla wszelkich =, z,;...,,

jest warunkiem dostatecznym na to, by forma f(z|«) byla okredlona
dodatnio, przypusémy, ze w jej postacl kanonicznej wystepuje
wspélezynnik —1, a wiee Ze
flw|o) =wi+... —up—
Mozna tak dobraé uklad ,,,,...,, liczb rzeczywistych, aby
Up= .= Uy =Upyp="1..= U, =0, Upy1=1.
Dla tego ukiadu jest
flzlz)=—1 -

wbrew (34). Podobnie dowodzi sie ‘dosta.teczzioéci warunku (35).

§ 5. Przeksztalcenia ortogonalne form kwadratowych
Przeksztatcenie liniowe rzeczywiste
(1) By=Dby s+ ...+ by, gdzie 4=1,2,...,n,

nazywa 8ie preeksztalceniem ortogonalnym, gdy macierz 23 ( i)
jest ortogonalna.

Na to, by preeksztatcenie (1) byto ortogcmalne, potrzeba 1 wystar-
cza, #eby przeksziatcato ono forme

@ 4 a+ai+... +a)
w forme i
(3) , uiFua+ ... +ud.

Istotnie, macierza formy (2) jest A=3. Jak wiemy z § 4 (str. 519),
przeksztaleenie (1) przeksztatca forme (2) w forme o macierzy

C=BrUAUB=B+IB=B+B.

Poniewaz macierzs formy (3) réwniez jest J, wiec na to, aby
forma (2) przeszla w (3), potrzeba i wystarcza, zeby B+B=3, czyli
zeby macierz 9 byla ortogonalna, ¢. b. d. o.

Zbadamy obecnie, jakie wlasnosci form kwadratpwych rzeczy-
wistych nie ulegaja zmianie przy przeksztalceniach ortogonalnych.

Jednym takim 'nieemiennikiem jest rzqd macierzy formy kwa-

dratowej, gdyz jest to niezmiennik wszelkich przeksztatcenn linio-
wych (§ 4, str. 519). :
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Dalszym niezmiennikiem przeksziatcen ortogonalnych jest wyrds-
nik |A| formy kwadratowej, gdyz dla wyréznika € formy przeksztal-
conej jest (p. tamze)

| €|=|B+UB|=[B—1AB | =Bl [21] B =|2].

Niech
Qi3—A Gy ... Gy,
(4) A(A) = Gy Gge—A 2%
T
‘Wyznacznik
(5) . w(A)=[A(R)

nazywa sie wiclomianem charakterystycenym formy 2 a,2;%,.
Jest to wielomian stopnia n: . "

(6) w(A)=(—1) (A=A, 2 (—1)4,).
Np. dla formy (2) jest
w(A)=(1—A)"
Udowodnimy, ze nieemiennikami przeks"taxlcen ortogonalnych

foriny kwadratowe] sq:

1° dla kazdego A rzad macierzy WA(1);

20 wspdlezynnwiki wielomianw charakterystycznego.

Aby tego dowiedé, weZmy pod uwage przeksztatcenie ortogo-
nalne 7 o macierzy B, przeksztalcajace forme kwadratowa f(w|x)
w forme kwadratows g(u|w). Przeksztalca wice ono forme

(7 fl@|o) =A@+ a5+ . +a7)
w forme
- (8) o gwluw)—A (it uit )

(por. str. 526). Niech U bedzie macierzg formy f(z|z),

C=B+UAB
macierzg formy g(u|u). Wéwezas U(4) jest macierzg formy (7),
a €(1) macierzg formy (8). Poniewaz 1 przeksztalea (7) w (8),
wiee rzedy macierzy W(A) i €(4) sa réwne Stad niezmienniczogé
rzedu macierzy, czyli 1°. .7
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Niezmienniczogé za§ wielomianéw charakterystycznych ()| Z (7) wynika, ze
i |€(4)] wynika stad, ze te wielomiany sg wyréznikami form (7) Ay @y + Ggg Byt .. . - g, 3, =0y,
i (8), a wiec tez s3 réwne dla kazdego 1. Dwa wielomiany jednak, 4 . o
ktére dla kazdej wartosci zmiennej przybieraja te same wartosei, 11+ Gga®at .o o - Qo B = AT,
maja te same wspélezynniki. Stad 2°. '

..................

7 udowodnionego twierdzenia nie wynika, ze rzgd macierzy A1 By + Qo ®ot ... + 4, = A0,
9[(1) nie zalezy od A. Zmieniajace A, mozemy zmienié rzad; ustaliwszy - 5 , ) . ,
jednak 1, ustalamy ten rzad niezaleznie od przeksztatced ortogo- Mnozge plerw_sza}_, z tych rowr_mém p¥zez. 1 (hGZb? sprzqzon?é
nalnych. Z $q), drgg@ przez T, itd., a nastepnie dodajac je wszystkie stronami,
Pierwiagtki  wielomianu charakterystycznego ~nazywaja sie otrzymujerty
pierwiastkami charakterystycenyms formy. (9) : 1101 F 1+ Byo BTy By B Tyt o o & 0,2, %, =
Wskutek niezmienniczosei wspélezynnikéw tego wielomianu A (01T By Tt 1, F,).
réwniez pierwiastki charakterystycene form _/ w niezmiennikams prae- )
Lsztalcert ortogonalnych. Przejdzmy teraz po obu stronach do liczb sprzezonych. Ponie-
Pierwiastki charakterystycene macierzy reeczywistej 4 symetryce- waz wspolezyoniki ay s rzeczywiste, wiee du=dg, & poniewaz
nej sq liczbami rzeczywistymi. ‘ ; macierz U jest symetryczna, wiec az=a,;. Zatem

Istotnie, niech i spelnia réwnanie _ _ _ .
Q11 Ty @1+ By Toy + G2 Ty Byt oo o A T B ==

U1 —A  Gys .o Qg T — _
v L ! =A(T181+ To@a+ ... +Tp).
(yy  Qop—A oo Qg . :
(5 =0. Stad i z (9) wynika, ze
T s e e s e a s e AL B SRR . k -
A A | : A(@y Ty Ba Tyt oo F B, ) =4 (Fa g+ BaByt oo By
Mamy dowie$é, ze A jest liczba rzeczywists, czyli ze Poniewaz #,%,=|,[?, wiec wobec (8) sumy w nawiasach sa
- rézne od zera, a Ze s3 one identyczne, wiec musi zachodzié réw-
(6) A=2 ’ nogé (6), c. b. d. o. :
‘(przypommamy, ze J. oznacza liczbe zespolong sprzezona z A i ze ’ - Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie pomocnicze:
gdy A=a-+bi, to I—a— —bi, oraz ze /11 T = 11 + 12 i A= A x ). Dla wszellich n liceb rzeczywistych byy, biay ...y by, Spelniajacych
Wyznaeznik po lewej stronie réwnania (5) jest wyznacznikiem warunek R
ukladu kwadratowego réwnan liniowych jednorodnych 1+b o+ ... b1, =1,
(g —2A) @y @ya Byt ... - ay,5,=0 istnieje macierz ortogonalna, kidrej pierwszy wierss jest zlotony z tych
e n%n T 9 - '
n liceb.

Qo By + (Ros—A) B+ .o + @, 2,=0,

(7) Nalezy udowodnié istnienie n wierszy spehliajaeych warunek

..................... ‘ 1 dia ’b_——‘j,

Ay Ty + Qoo ... —}—(ann——l)mn———O. (10) bilbjl_l_biZ ot +bm in =" )

} o lo dl .

Wobee (5) uklad ten ma co najmniej jedno rozwigzanie nieze-
TOWe Ty, Ty, ..., T, (Da razie nie wiadomo, czy rzeczywiste); zatem W mysl zalozenia istnieje wiersz spelniajacy warunek (10) dla
. ={=1. Zal6smy, ze istnieje k< n wierszy zlozonych z liczb rzeczy-
(8) [2: P42+ . |, 2> 0.
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wistych, speliajacych warunek (10). Uklad k<<nm réwnan jedno-
rodnych
A by byaa . o .+ b1, 0, =0,
by @1+ baga+ o .+ by, =0,
bia @+ bpa®at . o by, =0
ma rozwigzanie niezerowe rzeczywiste @, %,,...,a,, dla ktdérego

22 ai . ai>0.

(11)

Niech
b B
= T b
R/
Ly
(12) - bk+12= 5 ?

Vit ai+...+a

...............

Liczby (12) stanowia réwniez rozwigzanie ukladu réwnand (11),
a wiec

biabesart bisbigaet oo+ 0inbiy1 =0 dla

oraz
bi1a+ bipiat ...+ biey1n=1.

Zniﬂez’h’émy zatem k-1 wierszy spehiajacych warunek (10).
Stad przez indukeje wynika istnienie n takich wierszy, c. b. d. o.

Oczywidcie, w dowiedzionym twierdzeniu pomocniczym mo-
zemy slowo wiersz zastapié stowem FKolumna. ‘

. W dowodzie nastepujacego twierdzenia oprzemy sie takze na
tym, ze iloczyn dwu przeksztalcen ortogonalnych i przeksztatcenie
odwrotne do ortogonalnego sa znowu ortogonalne. ‘Wynika to z praw-
dziwosci twierdzeri dla madierzy, dowiedzionych w § 3 (p. str. 516).

Kazdg forme kwadratowq reeczywisty mosna sprowadzié za po-
. mocq praeksziatcenia ortogonalnego do sumy kwadratéw

(13) M@+ At .. 2,025
liczby %, sq tu pierwiasthami chdmkterystyczfnymi formy.

©§5 , Przeksztalcenia ortogonalne form kwadratowych. 531

Istotnie, niech A, bedzie dowolnym pierwiastkiem charakte-
rystyeznym formy. Zatem réwnanie (5) jest spemione, gdy pod- -
stawimy A=21,. Tym samym dla tej wartodci zmiennej i uklad

réwnann (7) ma rozwigzanie niezerowe rzeczywiste oy,Zay-..;%,-
Niech ,
v 2,
b= T
Vo + a2,
2
' b= /T_“v_z”—m_2’
(14) ' Var+a+...+ o,
. x,
bnl = 5 5 5
Vi + o+ ...+
Stad
(15) b%1+b§1+--~+bi1:1

i liczby (14) tez stanowig rozwigzanie niezerowe ukladu réwnan (7).
‘Wobec tego

(16) ' Oy b3+ Gipbor+ oo @b = A4 by

7 (14) wynika na mocy dowiedzionego twierdzenia pomocni-

- ezego, ze istnieje macierz ortogonalna B, ktdrej pierwszg kolumn%

jest ukiad lieczb (14). Utworzmy iloczyn
C=B+AB.

. Mamy tu AB=(dy), gdzie =2 a,b,. Zatem C€=(c,), gdzie
p=1 :

n n

=), bqidql:z (bqiz a‘srpbpl)zz1 bpl(zl ,bqia’qp)‘
g=1 p=1 p=1 L g==1

q=1

W szezegblnosei

011:21 (bP.lZ; balaqp) :
= g=
‘Wobec (16) jest
eu=A > bubp..
p=1
Poniewaz macierz B jest ortogonalna, otrzymujemy stad

Cy=Ayy Crp=...== €y, =0,

34*
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a wobec tego, ze macierz € jest symetryczna, jest réwniez

, C= =03, =0.
Tym samym
410...0
0 ‘
C= : Ay !
0

gdzie U, jest macierzg symetryczng stopma n—1. Wynika stad, ze
przeksztatcenie ortogonalne o macierzy B sprowadza forme kwadra-
tows f(x]z) do postaci

fl(ul“)=}'1u%+g(uzy'”'ar“7un)~

Stad za§ wynika przez indukeje, tak jak w dowodzie twier-
dzenia Lagrange’s (p. § 4, str. 520), ze istnieje przeksztalcenie orto-
gonalne, ktére sprowadza forme f(x|x) do postaci (13).

Nalezy jeszcze dowiesdé, ze wspdlezynnili 4, w (13) sg pierwiast-
kami charakterystycznymi formy f(x|»). Ot6z 83 one pierwiastkami
charakterystycznymi formy przeksztatconej, gdyz dla niej

=2 0 .. 0

P00 A,—4 ... 0
w(d)=" =(A—24) (Ag—4)... (4,—A).

0 0 ..A—2

Z niezmienniczofci jednak tych pierwiastkéw wzgledem prze-
ksztalecenn ortogonalnych (p. str. 528) wynika, ze s3 one zarazem
pierwiastkami charakterystycznymi formy pierwotnej, ¢. b. d. o.

Weéréd pierwiastkéw charakterystycznych formy kwadratowej
ilo$é tych, ktére sa rézne od zera, jest réwna rzedowi formy, gdyz
macierz formy (13) ma na giéwnej przekatnej liczby 1, a poza
nig same zera.

Nie wszystkie pierwiastki charakterystyczne musza byé rézne.
Zbierajac plerwmstkl rowne, mozemy Wlelomlan ehara,kterystyczny
napisaé w postaci ’

(7) w(l)=(%—11)’(1—12)"---(/’l—lk)"’.
Liczba s nazywa sie krotnoéciq pierwiasthka A,.

Dowiedziemy, ze gdy i, ma krotnoé s, to rzad macierzy A(A)
jest réwny liczbie n—s (twierdzenie Weierstrassa).

§5 Przeksztaleenia ortogonalne form kwadratowych. b33

Poniewaz E[U(4;)] jest niezmiennikiem przeksztalcert ortogo-
nalnych (p. str. 527), wiec wystarczy udowodnié to twierdzenie dla

form sprowadzonych do postaci (13). Forma taka ma wowezas
ksztalt .

Ay ’Jf‘}'lug_I‘ et Al'“’i-‘}“zs—rlui—yl‘l— cen “l‘lnui .
Zatem
A—24 )

_ B |
A(A) = | 1 bt . \

T A, —A

Wszystkie wyrazy poza przekgtng gléwng sg tu zerami.

Wobec tego

O'
[ "o
A(h) = Ay1—Ay .
T A—A

" Poniewaz I, dla k>s+1, wiec rzad macierzy A(A,) jest
réwny n—s, ¢. b. d. o. ‘

Zbadamy jeszcze zaleanéé miedzy znakami pierwiastkéw cha-
rakterystycznych a wspdlezynnikami wielomianu charakterystycz-
nego dla macierzy 3-go stopnia. Wéowezas

(18) w(l) =+ A, 2~ A, 2+ 4.
, Poniewaz
w(A)=(A—12) (2,—12) (A;— )=

= — B+ (A2 +HA) 2 — (Aide+ A+ 2o 2) A+ Duda A,
wiee :
(19)  A;=A+A+1;,  A,=AA+AA;+ A4, Ag=2A5 .

Rozréznimy 6 przypadkdw.

10 ‘Wezystkie pierwiastki sa dodatnie:

(20) . 4> 0, 15> 0, A3>0.
Wynika stad na mocy (19), ze
(21) 4,>0, 4,50, A,;>0.
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Na odwrét, z (21) wynika (20), gdyz dla 2<<0 jest wobec.(21)
—3=0, AR=0, — 4,220, Az >0,
a zatem w(})>0; wynika stad, ze liczba 1<0 nie moze by¢ pier-

wiastkiem charakterystycznym, a wiee zachodzi (20)
20 Wezystkie plerma.stkl §3 ujemne:

(22) <0, <0,  1,<0.

Jak w poprzednim przypadku, okazuje sig, ze na to, aby za-
chodzily nieréwnosei (22), potrzeba i wystarcza, zeby zaehodzﬂy
nieréwnosci

A,<0, A,>0, A< 0.

Tak wiec na to, by wszystkie trey pierwiastki byly tego samego
znaku, potrzeba i wystarcza, zeby

(23) A,>0 i A A0,

30 Wazystkie pierwiastki sa rézne od zera, lecz nie majg zgod-

nych znakéw. Aby tak byto, potrzeba i wystarcza, zeby spelnione
bylo zaprzeczenie warunku (23), czyli zeby

(23) A,<0  lub  A,4,<0.

40 Jeden z pierwiastkéw jest zerem, a dwa — rézne od zera.
Zachodzi to wtedy 1 tylko wtedy, gdy

A, 0 i Ag=0.

Gdy A,> 0, oba pierwiastki rézne od zera sg tego samego znaku,
a gdy A,<0, majs one znaki przeciwne.
59 Dwa pierwiastki sg réwne zeru, a jeden rézny.od zera. Za-
chodzi to wtedy i tylko wtedy, gdy
A, #0 i A,=A,=0.

6° Wszystkie trzy pierwiastki sa réwne 0. Zachodzi to wtedy
i tylko wtedy, gdy rzaéd ma,merzy A jest zerem, a wiec gdy 0y, =0
dla wszystkich 1, k.

icm

PRZYPIS II

ILOCZYN WEKTOROWY

1. Okreslenie. W § 3 okredlilismy iloczyn skalarowy dwdch
wektordw jako pewns liczbe, przyporzadkowans  parze wektoréow
(p. str. 16). Obecnie okreflimy inne dzialanie, zwane mnoieniem
wektorowym, ktére kazdej parze uporzgdkowanej wektoréw przy-
porzgdkowuje nie liczbe, lecz wektor. '

W tym celu wyréznijmy i ustalmy jedna z dwéech mozliwyeh
orientacji tréjek wektoréw w przestrzeni i nazwijmy ja orientacja
dodatnia (p. § 11, str. 56). '

Niech wektory a i b tworzg kat ¢. Jesli jeden z mich jest
wektorem zerowym o lub jedli oba sg réwnolegle, to ich ‘loczynem
wektorowym nazywamy wektor o. W przeciwnym razie ich iloczy-
nem wektorowym nazywamy wektor ¢, speiniajacy nastepujace
trzy warunki:

1° wektor ¢ jest prostopadly do obu wektoréw a i b;

.20 tréjka uporzadkowana a,b,c ma orientacje dodatnia;

3% zachodzi ré6wnodé

ey [c|=]al |b] sing.

Tak okreslony iloczyn wektorowy oznacza sie przez a Xb.

2. Najprostsze wlasnosci. Z warunku 3° wynika, ze dlugosé
iloczynu wektorowego axb jest réwna polu réwnolegtoboku zbu-
dowanego na wektorach a i b.

7 warunku 2° wynika, ze iloczyn wektorowy axb zalezy od
porzadku czynnikéw; orientacja bowiem tréjki wektoréw zmienia
sie, gdy zmieniamy porzadek dwu z nich.

Dokladniej: jesli zamienimy ze soba wektory a i b, to Zeby za-
chowaé orientacje, musimy zmienié tylko zwrot wektora ¢ (gdyz
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