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odwrotne. W nauce o podstawach geometrii przestrzen rzutows
zespolong i rzeczywista buduje si¢ aksjomatycznie, okreflajac w od-
powiedni sposéb pojecie stosunku anharmonicznego. Nastepnie wy-
réznia sie dowolng prosta rzeczywisty, ktérg nazywa . sie prostg
w oo, a na niej dwa punkty zespolone sprzezone, ktdre nazywa sie
cyklicznymi. Proste przechodzgce przez te punkty nazywa sie mini-
malnymi. Otéz okreslajagc wéwezas miary katéw miedzy prostymi
za pomocy wzord (5), mozna okreslié odleglodei punktéw za pomoesg
stosunku anharmonicznego. Geometria grupy przeksztalcen nie
zmieniajacyeh tych odleglosei spelnia wéwezas aksjomaty geometrii
euklidesowe].

Postepowanie to daje sie uogélnié.- Uezynit to Cayley.

Niech na plaszezyznie bedzie dana dowolna stozkowa I, dwie
dowolne proste p i g oraz styczne ¢, i ¢, do I, poprowadzone
z ich punktu przeciecia. Cayley okrelit miare w(p,q) kata miedzy
prostymi p 1 ¢ wzorem

o(p,0)= 5108 (ixiap ).

Gdy dane sa dwa punkty P i @ i prosta przechodzaca przez
te punkty przecina stozkows I' w punktach J; i J, to odleglosé
d(P, Q) punktéw P i @ okredlit on wzorem

AP, Q)= 5 10g(7,7,P Q).

Tak okreslone odleglodci i katy nosza w literaturze nazwe miar
Cayleya.

Maja one inne wlasnodei dla stozkowych I' rzeczywistych. niz
dla nierzeczywistych. F. Klein, postugujac sie- miarami Cayleya,
zbudowal za pomocy geometrii rzutowej modele geometrii nie-
euklidesowych. Pierwszg z takich geometrii stworzyl aksjomatycznie
Lobaczewski iniezaleznie od niego Bolyai, 2 rozwingl ja szcze-
gllnie Lobaczewski. Jedli za I" wziaé stozkows nierzeczywists, to
w geometrii nie ma prostych nie przecinajacych sie, jesli zad wzigé
za I' stozkowsa rzeczywista, to przez kazdy punkt poza prosta prze-
chodzi nieskoriczenie wiele prostych nie przecinajacych tej prostej.

Geometria euklidesowa daje sig otrzymaé w pewien sposéb

~ jako przypadek graniczny obu tych geometrii, ale sama nie miesei -

sie¢ wiréd geometrii zbudowanych za pomoeg miar Cayleya. )
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KRZYWE DRUGIEGO STOPNIA I DRUGIEJ] KLASY

§ 85. Klasyfikacja rzutowa krzywych
drugiego stopnia i drugiej klasy

Krzywq n-tego stopnia nazwaliSmy zbiér punktéw, ktéry we
wspélrzednych punktu daje sie przedstamé réwnaniem

(1) F(#1,25,25)=0,

gdzie lewa strona jest formsg n-tego stopnia, lecz ktéry nie daje sie
przedstawié réwnaniem nizszego stopnia (p. § 40, str. 201).

Dualnie okreflamy kreywa n-tej klasy jako zbiér = prostych,
ktéry we wspélrzednych proste] (p. § 78, str. 423) daje sie przed-
stawié réwnaniem

2) 2y, 29, %5)=0

gdzie lewa strona jest forma #n-tego stopnia, lecz ktéry nie daje
sie przedstawié réwnaniem nizszego stopnia.

Np. linia prosta jest krzywsg 1-go stopnia, gdyz ]est zbiorem
punktéw dajacych sie przedstawié réwnaniem

(3) 1T+ yHa525=0.
Analogicznie, zbiér prostych przechodzacych przez punkt jest
krzywa 1-ej klasy, gdyz daje sie przedstawié réwnaniem
(4) Ay Uyt Uo Uy Ay Us=0.
W réwnaniu (3) wspélezynniki ay, a, ia; 5% wspolrzednymi
prostej, a w réwnaniu (4) - wspéirzednymi punktu. -
Poprzednio méwilismy krétko, ze réwnanie (3) przedstawia
prosta. Przez analogie méwimy, ze réwnanie (4) preedstawia punki.
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W tym sensie prosta jest wiee krzywa 1-go stopnia, a punkt —
krzywg 1-ej klasy. ; v

Zbadalismy juz przedtem krzywe 2-go stopnia w geometrii
afinicznej. BadaliSmy je we wspéhrzednych jednorodnych na plasz-
czysnie wiaseiwej. Tym samym wylaczyliémy krzywe 2-go stopnia
lezace w plaszezyZnie w co. W geometrii rzutowe]j zatarta sig réznica
miedzy obydwoma typami krzywych, gdyz nie ma wyrdznionej
plaszezyzny w co. '

Sklasyfikujemy rzutowo krzywe 2-go stopnia i 2-e] klasy.
W tym celu skorzystamy z nastepujacego twierdzenia algebraicz-
nego (p. Przypis I, § 4):

Kazda forme kwadratowq trzech zmiennych ©,,%,,%; 0 wspdl-
czynnikach rzeczywistych moina przez przeksetatcenie postaci

(3) 2;=bs1Y1+bi2Y2+bisY s gdzie  1=1,2,3

i gdzie by, sq rzeczywiste, sprowadzi¢ do jednej 2 postaci kanonicenych :
(6) Hyidyidys,  dyides,  dob

Jes§li w przeksztatceniu (5) dopuscimy wspélezynniki b, zespo-
lone, to dostaniemy tylko trzy postacie kanoniczne:
(7 ity yihs o v

Na to, tzby otrzymad postacie wymienione w (6) 4 (7) na drugim
i trzecim miejscu, potrzeba i wystarcza, aby |W|=0, gdeie WU=(ay).

Przez zastosowanie tego twierdzenia dostajemy nastepujace
twierdzenia dualne: i

Niech bedzie dana krzywa Niech bedzie dana krzywe

2-go stopnia. 2-¢j klasy
3 3 .
(8) 2 ay@;m=0, (CHR 2 ag =0,
ik=1 i, k=1

0 ﬂwspélcz&zjnnikach meczywistyoh. 0 iuspélczy%mkach rzeceywistych.
Przez przeksziatcenie rzutowe rzeceywiste krzywa te mosna pree-

ksztaleié w jednag © tylko jedng = krzywych nastepujgcych :

9 yitnty=0, | (9") vivi40i=0,
(10) NHH—Y=0, (10" vivi—v=0,
1L Vity: =0, L) el =0,

L ogey o el —o.

2y - p-n =0,

iom
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W przypad]_zu, gdy lewa strona réwnanis (8) sprowadza sie do
trzeciej z p_osta:cl (7), otrzymujemy prosty, a prosta nie jest krzywa
2-go stopnia. Dlatego méwi sie wtedy, ze réwnanie (8) przedstawia
prostq podwdjng.

We -W~Sp(5h'.Z(2dIlY0h pliickerowskich dostajemy punki podwdiny.

Istnieja wiee w geometrii rzutowej rzeczywistej doktadnie po
4 rézne krzywe 2-go stopnia i 2-gj klasy; sa to:

(9) stozkowa wlasciwa |

(9') krzywa wlasciwa
nierzeczywista,

nierzeczywista,
(10) stozkowa wlasciwa (10") krzywa wiladciwa
rzeczywista, rzeczywista,
(11) para prostyeh | (11") para punktéw
nierzeczywistych, } nierzeczywistych,
(12) para prostych ) . (12') para punktéw
rzeczy wistych. rzeczywistyeh.

Krzywa 2-go stopmia, jak i krzywa 2-ef klasy, jest wlaseiwa

wiedy @ tylko wiedy; gdy |%|5£0. W preeciwnym razie pierwsza roz-

pada sig na dwie proste, a druga na dwa punkty.

W geometrii rzutowej zespolonej ofrzymujemy tylko po 2 krzy-
we 2-go stopnia i 2-ej klasy, a mianowicie krzywe o réwnaniach (9)
i(11) oraz ¢ r6éwnaniach (9°) i (11).

§ 86. Styczne i punkty styczmoéei

W § 54 okredlilismy styczna do stozkowéj wiasciwej przedsta-
wionej réwnaniem .

: 3
(1) J (1, @2,25) ?glamwi$k=0
jako prosta przecinajaca te stozkows w jednym punkecie (p. str.
226). Tam tez wyprowadziliimy réwnanie stycznej we wspéhrzed-
nych jednorodnych: '

(2) ﬁlgx“l(m)*}‘mzamg (m)+$381’3(m) ——-i’él%ﬂ“imk-—&

Styezna w punkeie (m;:m,:m;) ma zatem wspéhzedne plicke-
rowskie

of af af
: Ug=—— (M) — M) — .
(3) Uy tUg > Ug 5z, (m) 8-’1?2( ) 2y (m)
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Rozumowanie tam przeprowadzone przenosi sie bez zadnych
zmian na dowolne rzutowe uklady wspdlrzednyech.

Przeprowadzimy obecnie rozumowanie dualne.

Niech bedzie dana krzywa wlasciwa 2-ej klasy o réwnaniu

3
(4) J ey, sy 5) = Zglaikuiukz 0
Lk=

i niech [9UA|+%0. .
Punktem stycznodci krzywej (4) nazywamy punkt, przez ktéry
przechodzi dokladnie jedna prosta nalezaca do tej krzywej.
Udowodnimy, ze na kaidej prostej (v,:v,:9y), naledgeej do Frzy-
wej (4), ledy dokladnie jeden punkt stycano$ci; ma on réwnanie
0 2f of af (

3
V)4 Usy Vy4us — (V) = ) ayu,0,=0.
18’11:1()1 98%2( )‘[‘ 38'%63 ) i:k_,z ke Wilk

(5)
Punkt ten ma wiec wspdlrzedne
o

{6) XLy i1y Ly=

0): 2L ()

'Bug

2L

JUy | DUy
Niech prosta (v,:v,:9;) nalezy do krzywej (4), czyli
3
(") : ) 400, =0,
i k=1
i niech punkt P lezy na tej prostej. Proste przechodzace przez punkt
P mozna wiec przedstawié parametryeznie
(8) QU= 1 Uy Uy Wy, gdzie 1=1,2,3 i p#0

i gdzie w;:w,:w; 58 wspblrzednymi’ dowolnej innej ustalonej pro-
stej przechodzaeej przez punkt P. Aby znalezé proste wspdlne
punktowi (8) i krzywej (4), podstawiamy wartosei z (8) do réwna-
nia (4). Otrzymujemy

3
) h21aik (0o w;) (11 0+ praw,) =0
ke

czyli
8 : :
(9) H1 aikq}ivk+2/"1,u22 a‘ikviwk—l'ﬂgz Qi W;Wp=10.
i k=1 LE=1 i k=1
Wobec (7) réwnanie (9) przybiera postaé
. 3 3
(10) Ha(2py kzlamviwk+ﬂ22 Uy ;W) =0
ik= i, k=1

, : 1
- (14) OL; =03 V1~ C;n Vs 03 U3 =

- kazda stozkowa wla$ciwa jest
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Réwnanie to ma rozwiazania

) i 3 3
(11) Bitpa=1:0 i  gig,= (— > a:kwiwk): (3 x> aikv,-wk).
ik=1 k=1
‘Na 1?0, aby pant_ (8) byt punktem stycznosei, potrzeba iwy-
starcza, Zeby rozwiazania (11) byly identyezne, czyli zeby

3
(12) 2 aﬂc*v,-wkz O
k=1
3

(nie moze byé‘glamwiwkzo, gdyz wowezas w réwnaniu (10) znikly-

by wszystkie wspélezynniki i krzywa zawieralaby wszystkie proste
peku (8), a wige nie bylaby wladciwa).

Zastepujac w, przez w, w réwnaniu (12), widzimy, ze na to, aby
punkt P prostej (v,:v,:v,), nalezacej do krzywej (4), byt punktem
stycznosci tej krzywej, potrzeba i wystareza, zeby zachodzila réw-
nogé '

(13) G, 0; Uy, =0

1

T e

i,
dla kazdej prostej (ulzu_zzua) przechodzacej przez P. Réwnanie (13)
po uporzadkowanin wzgledem u; przybiera postad
L3ty T3ty +25Us= 0,
gdzie wobec a;=ay;

af

25
= dU;

(v) da =1,2,3.

Poniewaz |U|+£0, wiec liezby x;, okreslone wzorem (14), nie
moga réwnoczesnie znikaé. Zatem réwnanie (13) okredla jeden
i tylko jeden punkt styeznosei, lezacy na prostej (v;:v,:v3),
¢. b. d. o.

§ 87. Dualizm tworéw plaskich drugiego stopnia

Zbidr punkiéw stycznosci krzy- [ Zbiér  prostych stycznych do
wej wtasciwej 2-ef Tlasy jest | stozkowej wlasciwe] jest krzywa
stozkowq wlasciwa i na odwrdl, wlaseiwg 2-ej klasy © na odwrdt,
kazda krzywa wtasciwa 2-ej klasy
jest zbiorem prostych stycenych
do stozkowe] wlasciwe;j.

zbiorem punkidw stycenosci krzy-
wej wilasciwej 2-ej klasy.
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Udowodnimy np. twierdzenie prawe; zdualizowanie dowodn
nie nastrecza trudnosei. Niech bedzie dana stozkowa

_ 3
(1) D ag;0,=0, gdzie

th=1

(A= [y | 0.

Styczna do niej w punkeie (my:my:my) ma, wspblrzedne
(2) OV;==0y3 My U5 My Q3 Mg, gdzie =1,2,3 1 pz£0.
Niech
3) A 1=B=(b,).
Z (2) dostajemy wiec
(4) omM;==b;; U1+ D30+ D305, gdzie 9=1,2,3 i o0%0.

" Poniewaz

3
(5) D) agmymy=0,
=

i,k=1

1,

wiec podstawiajge tu (4), otrzymujemy

3
(6) N D) 6300, =0.
k=

i k=1

Dla macierzy formy stanowigcej lews strone tego réwnania
mamy wobee (3) i (4)

C=(cz) =BTAB.

Poniewaz macierz U jest symetryczna, wiee réwniez macierz |
B=U" jest symetryczna. Zatem B=1+ skad

C=BAB =YY YAL=9~1,
Wynika stad, ze réwnanie (6) ma ksztalt

N
(7) D bav = 0,
ik=1
a zatem' kazda styezna do stozkowej (1) spelnia réwnanie
3. '
(8) > g, =0.
k=1

Na odwrét, kazda prosta speliajaca to réwnanie jest styezna
do stozkowej (1). Gdy bowiem zachodzi réwnanie (8), to okreflajac
punkt réwnaniem (4), sprawdzamy, ze zachodzi réwnanie (5), a wiec

" we wspdlrzgdnych punktowych
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punkt ten lezy na stozkowej (1), ze wzoréw za$ (4) i (2) wynika,
ze pro‘sta, jest styezna w tym punkeie, ¢. b. 4. o. '

Niech Z bedzie zbiorem prostych. Jezeli pewna krzywa I' jest
w kazdym swym punkcie styczna do dokladnie jednej prostej ze
zbioru Z, to krzywa te nazywamy obwiednig zbioru prostych Z.

W mysl tej definicji mozemy wystowié ostatnie twierdzenie
tak: obwiedniq zbioru prostych nalezqeych do krzywej wladciwej 2-ej
Ilasy jest stozkowa wlasciwa.

Stozkowa wlasciwa jest wiee wyznaczona albo jako miejsce
geometryczne swych punktéw, albo jako obwiednia zbioru swych
styeznych. '

Wobec tego odtad bedziemy rozumieli przez stoskowq wiadeiwa
zbiér zlozony z punktéw stozkowej wlasciwe] rozumianej w sensie
dotychezasowym i ze stycznych do niej.

Tak pojeta stozkowa wlasciwa jest zatem wyznaczona réwna-
niem we wspélrzednych punktu lub we wspélrzednych prostej.

Stoékowej wladciwej odpowiada w dualizmie plaskim stotkowa
wlasciwa. '

Niech bowiem stozkowa wlageiwa ma réwnanie

we Wspéirzgdnych punktu ‘ we wspohrzednych proste]

3
Zbikuiuk=os

3 i
Soam—, |
i =1

ih=1
gdzie B=UA"
Woéwezas korelacja
QU =1y, gdzie k=1,2,3,
przeksztatea ja w stozkows wladeiwg o réwnaniu

we wspolrzednych punktu we wspoOlrzednych proste]

3
Z aik%,-’wk= 0 -
ph=1

Udowodnimy teraz np. lewe z nastepujaecych dwu twierdzen
dualnych:

Jesli stoskowa wlasciwa ma

3
2 b,-kmimk= 0 0

i
;
%
|
| ik=1

Jesli stosdkowa wilasciwa ma
we wsplrzednych prostej réw-
réwnanie , nanie .

. 3 , N
(9) ‘ Zaikﬂliwk———“o, (9 ) Z wiku'iukzoﬁ

i =1 ! ' i k=1
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to ma ona we wsplrzednych
prostej réwnanie

to ma ona we wspdélrzednych
punftowych réwnanie

@1y Q13 Q33 Uy @y G1p Oy3 Oy
doy (op gz T
=0. (10%) =0.
Q31 Ogp Qg3 L3

Qo Ggy Aoz U

(10)
Gg1 Ggy A3 Us

Uy Uy Us O g . %y B @ 0

Istotnie, jak dowiedliSmy, réwnaniem stozkowej (1) we wspél-
rzednych prostej jest réwnanie (8), gdzie
B=UA"

Zatem
Aki Au:

e E,
a1
gdzie 4, oznacza dopelienie algebraiczne elementu a; w macie-

© rzy U (zamiana wskaznikéw jest tu dozwolona ze wzgledu na syme-
trie macierzy ). Ot6z réwnanie (8) mozemy napisaé w postaci

(11) by =

(12) Bythy Loy~ Bathg= 0,
gdzie
02; =D, +D;pUs+Digths dla ¢=1,2,3.

Punkt (2, : 2,: 2,) jest wiee punktem styeznodei prostej (4, : uy : u,).
Wobee (11) mamy dalej ‘
’ A9y Aga Qs
0'501=-A11u1+A12“2>+A13“3 = | Q&3 Qg5 Gg3|,

Uy Uy Ug

A1y Q1 Cg3

0%y =A 51U + Aoyt + Apglla= — | @31 Az Qg3 |,
Uy Uy Ug
Q11 Q12 g3

05 =A gyt +AgothyFAgglhy = | Ggy Aoy Goy| -
Uy Uy Ug.

_Pczdsf;awia,jadc te wartosei do (12), dostajemy po lewej stronie
rozwinigele wyznacznika (10) wedlug ostatniej kolumny, e. b. d. o.

icm
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|

Dowiedziemy jeszeze, ze:

Istnieje dokladnie jedna stos-
kowa przechodzqca przez 5 da-
nych punktow, z ktérych zadne ;
3 mie letg na jednej progiej. |

Istnieje dokltadnie jedna stoz-
kowa styezna do 5 danych pros-
tych, =z kidrych tadne 3 nie pree-
chodzg przez jeden punkt.

Znéw ograniczymy sie do jednego z tych twierdzen dualnyeh,
np. do lewego. Sposréd 5 danych punktéw obierzmy dowolne 3 28
wierzchotki tréjkata podstawowego ukladu wspolrzednyeh rzuto-
wych. Niech stozkowa I' ma w tym ukladzie réwnanie (1). Ponie-
waz punkt (1:0:0) lezy na niej, wiec musi byé a,;=0. Podobnie
Qg =033="0. Stozkowa I' musi mieé¢ zatem réwnanie ksztattu

(13) (1201 By Gy T Tyt AogTp e =0.

Niech pozostate dwa punkty M i ¥ sposr6d danych 5 punktéw
majg w tymze ukladzie wspéhrzedne m,:ms:mg i ny:n,:7m, Zadna
z tych szesciu wspéirzednych nie jest zerem, gdyz w mysl zalozenia
punkty M i N nie lezg na bokach tréjkgta podstawowego. Poniewaz
stozkowa I' zawiera punkty M i N, wiec na mocy (13)

Oy Moy Mg =y g Moy Mg == Aoy Mgy =10,

Stad

1oy Ny Oyg NN+ Aoz NaNz=0.

(14) Q12 Gy3:0n5=
= Mg Ny (M1 Ny —Ty Ms) t Moy (MgNy — Mg My} My Nq(MaTg— NaMs).
Wyrazy po prawej stronie tej réwnodei nie znikaja jednoezes-
nie, gdyz m;7#0, 7,50 oraz punkty M i N sa rozne. Tym samym
stosunek ;s :aq;: oy Wspolezynnikéw réwnania (13), a wiee i stozko-
wa I, zostal przez réwnosé (14) jednoznacznie wyznaczony, ¢. b. d. o.
W § 60 dowiedlismy, ze gdy dwa réwnania
(15) (@1, 5,35) =0,
przedstawiajg jedna i te sama stozkowa I, to istnieje taka liczba
rzeczywista o, ze
(16) F (@13 s, Bg) = 04 (21,22 ) «
Dowdd dzielil sie na kilka przypadkéw: wymagat rozréznienia
elips, hiperbol itd. Obecnie mozemy podaé dowd6d jednolity. Do-

bierzmy uklad rzutowy wspéhzednych tak, aby jego trzy punkty
podstawowe lezaly ma I'. Dla wspélezynnikéw wielomianéw (15)

Gy, Ty, 23) =0
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zachodzi wowezas réwnosé (14), a wiec i tozsamodé (16) dla pewnego
o. Jefli za§ tozsamosé (16) zachodzi w jednym ukiadzie rzutowym
wspbirzednych, to oczywidcie zachowuje sie w kazdym.

Uwaga. Dla krzywych stopnia wiekszego od 2 styczna w pun-
keie M(my:mq:mg) do krzywej okredla sie w geometrii rézniczkowe]
jako graniczne poloZzenie proste] przechodzacej przez dwa punkty
tej krzywej, gdy obydwa punkty zmierzaja do M, i dowodzi sie, ze
ta styezna ma wspétrzedne o stosunku

ul:u2:u3=g§(m) : 58—5; (m) :—a—]—c;(m).

Dla krzywych klasy wiekszej od 2 punktem stycznosei krzywej
z prostg (vy:0,:9,) nalezgey do niej nazywa sie graniczne polozenie
punktu przecigcia tej prostej z inng prosty nalezacg do tej krzywej,
gdy zmierza ona €o pierwsze] prostej, i dowodzi sie, ze punkt styesz-
nosci ma wspélrzedne o stosunku . ‘ ‘
af of of

L1: Wyt Xyg—=—V): — W) — V).
iy g= - (0): - (0) 5 (0

W geometrii rézniczkowej dowodzi sig réwniez, ze zbiér styez-
nych do nierozpadajgce] sie krzywe] algebraicznej pewnego stopnia
jest krzywa algebraiczng pewnej klasy, a zbiér punktéw stycznosei
nierozpadajgcej sie krzywe]j algebraicznej pewnej klasy jest krzywa
algebraiczng pewnego stopnia. ‘

Nazwijmy, ogélniej, kreywa algebraiczng zbidr wszystkich punk-
téw i wezystkich stycznych do nierozpadajacej sie krzywej alge-
braicznej pojmowanej w dawnym sensie (§ 40, str. 201). Krzywa
algebraiczna ma wiec dwa réwnania algebraiczne: we wspélrzed-
nych punktu i we wspélrzednych prostej, a zatem ma ona stopien
i klase. , ‘

Dla stozkowych wiadciwych stopien i klasa s3 jednakowe, mia-
nowicie réwne 2, ale dla krzywych algebraicznych wyzszych stopni
stopien i klasa sg na ogdt rézne. ‘

Np. dla krzywej 3-go stopnia o réwnaniu

(17) v+t —ai=0
styczna ma wspéhrzedne o stosunku

9

Uyt Ug Ug= 1071 W3 1 — 5.

§ 88 1. Biegunowe we wspétrzednych rzutowych. 459

Stsy.d, W.yra,Zajape % przei % 1 podstawiajac do (17), dostajemy
réwnanie tejze krzywej we Wspblrzednych prostej

6
up s Fuf - dudud Hdudui—0 ,

ktére jest 6-go stopnia. Poniewas — jak sie dowodzi — krzywa ta

nie daje sie przedstawié réwnaniem we wspblrzednych prostej,

ktore byloby nizszego stopnia, wiee jest ona krzywa 6-ej klasy.
Natomiast dla tzw. paraboli Neila

. yr=a?,
ktéra ma we wspohrzednych jednorodnych réwnanie
wim}—w?:(),
otrzymuje si¢ réwnanie we Wspélri@dnyeh prostej
2T upus +4u=0.

Krzywa ta jest wiec zarazem 3-go stopnia i 3-ej klasy.

Z przykladéw tych widaé, ze klasa krzywej nie zalezy wylacz-
nie od jej stopnia i, na odwrét, stopied krzywej nie zalezy jedynie
od jej klasy. Zaleznodei miedzy stopniem a klasy zostaly zbadane
przez Pliickera. Okazato sie, ze gdy dany jest stopien, to do wy-
znaczenia klasy potrzeba jeszeze znaé ilogé punktéw wielokrot-
nych i ostrzy, a gdy dana jest klasa, to do wyznaczenia stopnia
potrzeba jeszeze znaé ilogé styeznych wielokrotnych i punktéw
przegiecia. :

§ 88. Biegunowa i biegun
1. Biegunowe we wspolrzednych rzutowych. Jak wiadomo
(p. Przypis 1, § 4), przeksztatcenie liniowe, ktére przeprowadza forme
kwadratowa Zagx;x, w forme Zbyzz, przeprowadza zarazem
forme biegunows a2y, pierwszej formy w forme biegunows
Zbyxyy, drugiej formy. Wynika stad, ze gdy przyporzgdkujemy
punktowi M (y,:¥,:ys) Prosta

3
(1) Z a2, =10, gdzie |A[+0,

k=1

to przyporzadkowanie bedzie zaleine od stozkowej

3
(2) D W@y =0,

k=1
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lecz bedzie miezalezne od wyboru ukladu wspéirzednych rzuitowych

i nie zmieni sie przy przeksztalceniach rzutowych. Prostg (1) na-

zwali§my biegunowa punktu M. .
Biegunowa punktu jest wigc pojeciem geometric rzutowe;].

Pojeciu biegunowej punkiu odpowiada dwoiscie pojecie bieguna

prostej.

Krzywa. (2) ma bowiem we wspéhzednych proste] réwnanie

(3)

i k=1

3
D) bguu,=0, gdzie

B=Y

--Biegunowa punktu (y,:y.:ys) wzgledem krzywej (2) ma wspdt-

rzedne
(4)

QU= Y1+ i Yo+ i3 Y3

gdzie i=1,2,3.

Przez zdualizowanie tego okredlenia widzimy, ze pojeciem
dwoistym do biegunowej jest punkt, przyporzadkowany prostej

wzorami

(5)
czyli

o(x)=3B(v),

0%;==b;; 01 +D;505 1+ bi30;,

gdzie ¢=1,2,3,

o(x)=A(v),

skad o(v)=U(z). Punkt (5) jest wiec biegunem prostej (v;:v,:vs)

wzgledem krzywej (2), ¢. b. d. o.

Geometryeczne znaezenie-biegunowej 1 bieguna znamy z § 54.

A mianowicie:

Jesli punkt P lezy ma stosko-
wej wlasciwej I, to jego biegu-
nowa jest styczna do stozkowej
I w punkcie P.

Jesli za§ punkt P nie lezy -

na I, to biegunowa tego punkiu
jest prostq tgczqcq punkty styce-
nosei styczmych do I', wyprowa-
dzonych 2z punktu P.

Jesli prosta p wmaledy do stos-
kowej wlasciwej I, to biegun tej
prostej jest jej punktem styczno-
$ci ze stoikowq I.

Jesli zas prosta p wmie na-
lezy do T, to biegun jej jest punk-
tem preecigeia  stycznych do T,
wyprowadzonych z punkiéw pree-
cigcia prostej p # I

Oczywidcie, obie te wlasnodci sa rzutowe i dualne jedna wzgle-
~dem drugiej. Inne geometryczne i rzutowe znaczenie bieguna i bie-
gunowej w przypadku, gdy punkt P nie jest punktem stozkowej
(dualnie: gdy prosta p nie jest styczng do stozkowej), wynika z na-
stepujacych dwu twierdzeri dualnych:

icm

§ 88

Przez punki P, kiéry nie
lesy na stozkowej wtasciwej I,
preeprowadémy wszystkie. proste
p i znajdémy punkty przeciecia

1. Biegunowe we wspétrzednych rzutowyeh.

461

Na prostej p, Kiéra nie jest
styczna do stozkowej wlasciwej I,
wedmy wszystkie punkiy P iz kas-
dego = nich poprowadémy styczne

M, N stoskowej I' z kaidg & tych
prostych. Wowczas takie punkty
Q prostych p, e

6)  (MNPQ)=—1,

tworzq prostq, kidra j'est bieguno-
wq punkiv P (rys. 155).

m, n do stotkowej I. Wowczas
takie proste g, przechodzace przez
punkt P, ze

(67)
tworzq pek, kidrego wierzcholek
jest biegunem prostej p (rys. 156).

(mnpg)=-—1,

Rys. 155 Rys. 156

Wystarczy udowodnié jedno z tych twierdzen, np. lewe. Niech
punkt P bedzie punktem plaszezyzny zawierajgcej stozkowa wia-
gciwg o réwnaniu (2), lecz nie lezagcym mna tej stozkowej. Przepro-
wadzmy przez P dowolng prosta. Rozréznimy dwa przypadki:

1° Prosta p nie jest styczna do stozkowej I'. Przecina wige te
stozkows w dwéch réznych punktach M(m,:my:ms) i N (721:712:?L3),
rzeczywistych Tub nie. Niech @(g;:¢.:¢s) bedzie punktem proste] p,
réznym od P, N i M. Prosta p daje si¢ wiec przedstawié parametrycz-
nie ukladem réwnan

% i=1,2,3.

0= i1 Pi~t 2 gdzie

W przedstawieniu tym punktom P, @, M, N odpowiadaja sto-
sunki o
- His s

1:0, 0:1, 1% o

oraz u, i pj sa rézne od zera, gdyz pary P,Q i M,N sy rozigczne.

%
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Zatem (por. wzér (4) z § T4, str. 402)

(UNPQ)=224

192

Na to wiee, aby zachodzila réwnodé (6), potrzeba i wysta.rcza.,
zeby

Iu?lu,l, =—1,
My e

czyli zeby

(8) , N
HMa - Mg

Poniewaz punkty M i N lezg na stozkowej I', wiec stosunki
By, Wyznaczajgee te punkty, otrzymamy przez podstawienie
wartodel z (7) do (2). Po podzieleniu przez u3 dostajemy réwnanie

3

3 3
2% : ,
() Sact 22 Napiat Yasgg=o.
1 kel

Y/
3/ {k=1 Haik=

Jest to réwnanie drugiego stopnia o niewiadomej u,/u,. Dwa

réine pierwiastki tego réwnania wyznaczajy punkty M i N. Waru-
nek (8) wyraza, ze suma pierwiastkéw tego réwnania jest réwna 0.
Na to jednak potrzeba i wystarcza, zeby wspélezynnik przy pierw-
szej potedze niewiadomej byt zerem, czyli zeby

3
9 ’ 2 P gp=0.
i1

Z réwnosci tej wynika, ze punkt @ lezy na biegunowej punktu P.
2° Prosta p jest styezng do stozkowej I'. Punkty M i NV sg za-

tem identyczne. Aby zachodzila réwnosé (6), potrzeba wiec i wy-

starcza, by punkt Q byl identyczny z punktami M i N (§ 75,
str. 412). Wéwezas punkt @ lezy na stozkowej I'. Prosta p, jako
styczna do niej w punkecie @, ma réwnanie
3 N
Z Oy Z; =0
. ] f,k=1
i warunek;(Q) wyraza, ze styczna ta przechodzi DPrzez punkt P. Za-

ter; idw tym przypadku punkt Q lezy na biegunowej punktu p,
e. b. d. o.

" ES jest biegunows punktu P, ponie-

§ 88 2. Tréjkat samobiegunowy. 463

_Z tego twierdzenia wynika nastepujaca konstrokeja bieguno-
wej punktu P za pomocy samego liniatu, gdy nakreslona jest stoz-
kowa I' (rys. 157): '

Z punktu P kreflimy dwie sieczne
przecinajace stozkows I' w punktach
A, i Ny oraz M, i N, Na tyeh cate-
rech punktach budujemy czworokat zu-
pelny. Jednym z punktéw przekatnych
(§ 83, str. 442) tego czworokata jest P.
Pozostate oznaczmy przez R i 8. Prosta

waz para prostych SP,SR przedziela
harmonicznie pare prostych SM,,8N,
(§ 83, str. 443). Zatem

(M N, PQ)=—1, (M,N,PQ,)=—1,

a wigc prosta Q,Q,, czyli prosta SR, jest biegunows.

Jak wiemy z §§ 57-59 (p. str. 290, 297 i 299), zewnetrze stoi-
kowe]j rzeczywistej daje sie scharakteryzowaé jako zbiér punktéw,
z ktérych mozna poprowadzié do stozkowej po dwie styczne rze-
czywiste. Oczywidcie, przeksztalcenie rzutowe rzeczywiste przepro-
wadza punkty zewnetrzne stozkowej w punkty zewnetrzne obrazu.

Zatem pojecia wneirza i zewnelrza stodkowej sq pojeciami geo-
melrii reutowe] rzeceywiste].

2. Trojkat samobiegunowy. Tréjkat nazywa sie samobieguno-
wym wzgledem stozkowe]j I, jesli kazdy jego bok jest wzgledem niej
biegunowa przeciwleglego wierzeholka. .

Na to, by stozkowa w ukladzie wspdlrzednych rzutowych miata
réwnanie postact

(10) auﬁ‘!‘“zé-‘”i”*‘“asw%:o; gdzie a;%*0 dla i=1,2,3,

potrzeba i wystarcza, seby trojkat podstawowy tego uklodu wspilrzed-
nych byl wegledem niej trojkgtem samobiegunowym.
Dostatecznosé warunku jest jasna. Jefli bowiem stozkowa ma
réwnanie (10), to
of af — .
a_m—l = 284,24, o, E 20955, E = 2053053
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zatem biegunowa punktu (z,:x,:2;) ma wspéhrzedne o stosunku
Uyt Ut U= G131 %1 ATyt Q33

W szezegélnosel biegunowa punktu M(1:0:0) ma wspélrzedne
1,0,0, czyli ma réwnanie z,=0; jest to wige bok przeciwlegly
do punktu M. Podobnie dowodzi sie tego dla pozostatych bokéw.

Na odwrét, niech tréjkat podstawowy bedzie tréjkatem samo-
- biegunowym wzgledem stozkowej I' o réwnaniu (2). Biegunowg
punktu (y,:%5:%s) jest prosta (4); w szezegblnosel biegunowsy punktu
(1:0:0) jest prosta majaca wspéirzedne o stosunku

Uy Uyt Ug==0qy ¢ Gyg? Gyge

Wobec zalozenia, ze tréjkat podstawowy jest samobiegunowy,
biegunowa punktu (1:0:0) jest prosta »;=0, ktéra ma wspélrzedne
o stosunku i :

Uygithg:Ug=1:0:0,

A wiec a,,=a,3=0. Podobnie a,;=0 i otrzymujemy réwnanie
ksztaltu (10), c. b. d. o.

Jedli stozkowa i tréjkat samobiegunowy sa rzeczywiste, to
wspélezynniki w réwnaniu (10) nie majg jednakowego znaku. Mo-
zemy wowczas zalozyé, ze stozkowa ta ma réwnanie :

Red a3 —23ai=0, gdsie A4#0 dla =1,2,3.

Podstawiajge tu 2,=0, otrzymujemy dwa punkty przeciecia
rzeczywiste. Tym samym biegunowa punktu (1:0:0) przecina stoz-
kowa w punktach rzeczywistych, a wiec punkt ten lezy zewmnatrz
stozkowej. To samo dotyezy punktu (0:1:0). Punkt (0:0:1) nato-
miast lezy wewnatrz stozkowej. A wiec: ,

wJesli stozkowa i tréjkat samobiequnowy sq rzeczywiste, to jeden
wierzchotek trojkata ledy wewngtrz stotkowej, o dwa pozostate zewnqtre
niej. ;
Poniewaz zewngtrze stozkowej rzeczywistej skiada sie z punk-
t6w, z ktérych mozna poprowadzié do niej dwie styczne, wiec ze-

wnetrzu stozkowej odpowiada dualnie zbiér prostych przecinajacych
stozkowa w dwéch réznyech punktach rzeczywistych. Przez zduali- -

zowanie trojkata samobiegunowego otrzymujemy ten sam tréjkat.
Zatem: :
Na to, by stotkowa miata we wspdtregdnych prostej réwnanie

(11)  awit-auitaui=0, gdzie a,#0 dla i=1,2,3,
potrzeba i wystarcza, zeby tréjkat podstawowy byl samobiegunowy.

L]

icm

§ 89 1. Przedstawienie parametryczne. 465

Dla elipsy i hiperholi przykladem tréjkata samobiegunowego
jest tréjkat utworzony przez pare grednic sprzezonych i prostg w oo,

Jak widzieliSmy wielokrotnie w geometrii afinieznej, w bada-
nin stozkowej waznym algebraicznym drodkiem pomocniczym
bylo doprowadzenie lewej strony jej réwnania do sumy kwadra-
téw. Postgpowanie to nabiera obecnie znaczenia geometrycznego
sprowadza sie ono do znalezienia tréjkata samobiegunowego, kto-
rego jednym wierzcholkiem jest frodek krzywej, a przeciwleglym
bokiem — prosta w oco.

§ 89. Przedstawienie parametryczne i pek stozkowych

1. Przedstawienie parametryczne. Niech I' bedzie stozkows

wladciwg. Przyjmijmy za wierzchotki tréjkata podstawowego
ukiadu wspéhrzednych rzutowych do-
wolne dwa punkty M i P stozkowej I’
oraz biegun N prostej MP (rys. 158).
Bokami tego tréjkata sy wiec prosta
MP i styczne w punktach M i P,
a punkty M, N i P majg wspéhzedne
1:0:0, 0:1:0 i 0:0:1.
‘ Poniewaz w my§l zalozenia punkty
M i P lezg na stozkowej I', wiee w jej
réwnaniu jest a,;=a,;=0. Biegunowa
punktu N ma réwnanie

190y Aap Ty 3= 0,

& ze jest nig prosta x,=0, wiec w réwnaniu stozkowej I' jest tex
ty9=3,=0. Stozkowa I' ma zatem réwnanie

215%; Ty Aoy 3 =0.

Przez odpowiedni dobér mnieustalonego dotychezas punktu
jednostkowego (1:1:1) mozemy to réwnanie sprowadzié do postaci
(1) 2 Tg—aa=0.

Wprowadimy liezby 4,70 i A, przez réwnodci

or, =1, 0Ty =A1As.

Réwnodei te wyznaczaja stosunek 1;:1,=x,:2, i z (1) wynika,

76 y=1s. :
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Tym samym

2) 0% =21, 0By =115, 02y=13.

Tatwo widzieé, ze réwnania te okreslajs odwzorowanie wzaje-
mnie jednoznaczne miedzy punktami stozkowej a stosunkami 1,:1,
(w szezegdblnogei, gdy 1,=0, jest réwniez z,=0; wtedy otrzymujemy

punkt (0:0:1), ktéry w przedstawieniu (2) odpowiada stosunkowi

0:1). Zatem réwnania (2) stanowia parametryczne przedstawienie

stazkowej (1).
Stad: kasda krzywa, kiéra daje sie preedstawié parametrycznie
za pomocg form kwadratowych

(8) o= i+ Ay dads+ aiA3, gdzie 1=1,2,3 oraz |UF#0,

jest stotkowq wla$ciwg, gdyz powstaje ze stozkowej (2) przez prze-
ksztalcenie rzutowe

r
00; = sy By} Qi Lot 3%y

o wyrézniku |%|s40 (macierz (a;) nie musi tu byé symetryezna).
Na odwrét, kaszda stoskowa wlasciwa ma preedstawienie para-
metrycene postaci (3), gdyz powstaje ze stozkowej (1) przez prze-
ksztatcenie rzutowe.
Krzywe algebraiczne, ktére daja sie przedstawié parametrycz-
nie za pomocy wielomianéw jednorodnych zmiennych 4, i 4,

0% =1;(A1, %), gdzie ¢=1,2,3,.

nazywajg sie jednobieinymsi.
Zatem stozkowe wlasciwe sq krzywymi jednobiesmyms.
Liczby o stosunku 2;:1, moga byé uwazane za wspéhzedne
rzutowe punktu na dowolnej prostej rzutowej. Réwnania (2) daja
wiee odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne (a ponadto ciagle) stozkowej
na prosta rzutowsy.

W szezegblnodel wynika stad, ze na
plaszezyinie rzutowej stozkowe wiadci-
we skladaja sie z jednej gatezi.

Gdy bowiem punkty o wspéhrzed-
nyeh 4,2, przebiegaja prosta rzutows,
odpowiadajace im punkty plaszezyzny
rzutowej przebiegaja cadg stozkowsg (2)
(dla biperboli p. rys. 159).

icm

§ 89 2. Pek stozkowyech. 467

2. Pek stozkowych. Tdowodnimy, ze dwie réine stoikowe, albo
preecinaje si¢ co najwyiej w cxerech punkiach, albo majg prosiq
wspdlng (1 wowezas obie sg niewlasciwe).

Istotnie, jesli stozkowe nie majg wspélnej prostej, to sa dwie
mozliwodei:

1° Przynajmniej jedna stozkowa sklada sie z dwéch prostych.
Wowezas kazda z obu prostych przecina druga stozkows co naj-
wyzej w dwoch punktach, a wiec laczna ilo§é punktéw przeciecia
tych stozkowych jest nie wigksza niz cztery.

20 Obie stozkowe sg wladciwe. Wowezas mozemy tak dobrad
ukiad wspélrzednych rzutowych, by pierwsza stozkowsa miala w nim
przedstawienie parametryczne (2). Podstawiajac wartosel z (2) do
rébwnania drugiej stozkowej, otrzymujemy réwnanie czwartego
stopnia, & wiee majace nie wiecej niz cztery rozwigzania {w przeciw-
nym bowiem razie wszystkie wspélezynniki tego réwnania bylyby —
jak wiadomo z algebry — zerami, wskutek czego byloby ono spel-
nione dla wszelkich wartosei 4, i 1., & przeto obie stozkowe bylyby
identyczne whrew zaloZzeniu).

Tak np. kolo i elipsa, ktére w ukladzie wspélrzednych jedno-
rodnych maja réwnania

:'El—]-—xg—‘ixg, 4o+ a=4a3,
przecinaja si¢ w dwoéch punktach, a kolo i elipsa
2 (0, —2m, )2 =43,  16x;--4xi—64x;

przecinaja sie w trzech punktaeh.

Zajmiemy sie obecnie przypadkiem dwéch stozkowyceh I3 1 1
(wlagciwych lub nie), przecinajaeych sie w ezterech réznych punk-
tach P,, P,, P, i P, (rzeczywistych lub mnie), z ktérych zadne trzy

nie lezg na jednej prostej. Niechaj te stozkowe majs réwnania

3

(4) Ty@)=)

i k=1

3
aikximk=0, Tg(m) EZ b.g‘ximk=0 .
k=1
Pekiem stoikowych wyznaczonym przez I i I', nazywamy zbi6r
stozkowyceh okreslonyeh réwnaniami postaci

(5) ATy () +2, T () =0, gdzie  [A4]+14,|>0.

Jest oczywiste, ze réznym stozkowym pgku odpowiadajg rézne

stosunki 4,:4, 1 na odwrét.
2n*
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Pek (5) moze tez byc scharakteryzowany jako =biér wszysthich
stozkowych przechodzacych przez punkty Py, Py, Py 1 P,.

Istotnie, kazda stozkowa peku (5) przechodzi przez cztery
punkty Py, P,, Py i Py, w ktérych przecinaja sie stozkowe I'y i I,
Na odwrdt, jezeli stozkowa I’ przechodzi przez te cztery punkty
i P(p:ps:ps) jest jej punktem rézuym od nich, to liezby I'(p)
i Iy(p) okreslone wzorami (4) nie znikajg razem, a wiec réwnanie

Iy(p) I'y(2) =1y (p) Iy ()=

przedstawia stozkows I peku (5), ktéra ma ze stozkows I’ pieé
punktéw wspolnych; zarazem jesli stozkowa I' jest wlasciwa, to
I" takze (bo wéwezas zadne trzy z tych pieciu punktéw nie lezg
na jednej prostej), a wiec stozkowe
I'i I sg identyczne (p. § 87, str. 457).

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek,
gdy stozkowa I' rozpada sie na proste.
Poniewaz w mysl zalozenia zadne trzy
sposréd punktéw P,, P,, P, i P, nie

punkty wyznaczaja trzy pary prostych
przez nie przechodzgeych, a mianowicie
boki przeciwlegle (p. str. 442) czworo-
kata zupemmego, ktérego wierzchotkami
sg te punkty (rys. 160). Kazda z par przeciwleglych bokéw jest
jednak wyznaczona przez ktérykolwiek punkt jednego z tych bo-
kéw, rézny od P,,P,,P; i P,. Zatem i w tym przypadku stoz-
kowe I" i I sg identyczne, c. b. d. o.

Tak wiec pek stozkowych jest wyznaczony przez cztery punkty
Py, Py, Py, i Py, z ktérych zadne trzy nie lezg na jednej prostej

Rys. 160

Punkty te nazywamy wierzchotlami peku stozkowych.

Ponadto stwierdziliémy w dowodzie, ze do kasdego peku stoz-

kowych nalesq doktadnie trzy stoskowe niewltasciwe, a mianowicie

tray pary przeciwlegtych bokéw ceworokata zupetnego, machego 66
punkty jako wierzeholki.

Analityeznie znajdujemy te pary prostyeh wyznaczajac A, i A,

tak, aby znikal wyréznik réwnania (5) czyli, wobec (4), Wyrozmk
réwnania

3
(6) _2 (M@ =A5Dy) 2,2, = 0.
Lie

i, 1

leza na jednej prostej, wiec te cztery .

icm
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Otrzymujemy w ten sposéb réwnanie
! My F2sbyy Ayt 2sbys Az tAshys,
(7) { A1yt Agboy Aos 25D, 7—1“23‘5"221’232 =0.
[ M5 +AsDsy Al tnlss Aigy—+Asbay |

Jest to réwnanie trzeciego stopnia, ktére — jak wynika z ostat-
nich rozwazai geometryeznych — ma trzy rozwigzania réine.

Zauwazmy, ze pek jest tez wyznaczony przez jakiekolwiek
dwie stozkowe do miego nalezgce. Mozna wiee wzia¢ za I, i I, np.
dwie pary przeciwlegltych bokéw czwoerokata.

Podstawmy w (6) 2,=0. Dla punktéw przeciecia stozkowych
peku (6) z prosty ;=0 otrzymujemy wiee réwnanie

2

(8) . > (Maa+Asba) T, =0.

]
k=1

Jesli prosta ;=0 nie przechodzi przez zaden z czwoirki pun-
ktéw P,, P,, Ps, P,, to réwnanie (R) wyznacza pek par punktéw
na prostej #;=0, tworzacych inwolucje (p. § 76, str. 417). Ponie-
waz %,=0 moze by¢ dowolng prosta, wieec wynika stad nastepujace
twierdzenie Sturma:

Qdy przetniemy pek stozkowyeh dowolna prostq nie przechodzqeq
przez wierzchotli peku, to prosta ta przetnie stogkowe peku w parach
punktéw naletqeych do jednej inwolucji.

Punktami statymi tej inwolucji sg oczywiscie punkty stycz-
no$ci tej prostej ze stozkowymi peku. Poniewaz kazda inwolucja
ma dwa punkty stale (§ 76, str. 414), wiec gdy dane sq cztery punkiy,
2 ktorych 2adne trzy nie leiq na jednej prostej, i prosta p nie przecho-
dzaca przez taden z wich, to isiniejq dwie rozne stoikowe przechodzace
preez te cztery punkty 1 stycine do p.

7 twierdzenia Sturma wynika starsze twierdzenie Desax-
gues’a:

Jezeli czworokat zupeny zbudowany na czterech punktanh stoz-
kowej preeciaé prostq nie przechodzqeq przez jego wierzeholki, to trzy
pary punktéw przeciecia tej prostej z przeciwleglymi bokami czworo-
kata, jak réwnied para punkiéw przecigeia tej prostej ze stozkowq, na-
lezq do jednej tnwolucji.

Wrynika stad réwniez twierdzenie Desargues’a, dowiedzione
w § 83 (str. 444).

Niech teraz I' bedzie dowolng stozkowa peku o wierzcholkach
P,,P,,P,,P,, 2 Q,Q,,Q,—punktami przekatnymi czworokata o tyeh
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wierzchotkach: Woéwezas biegunows punktu @, wzgledem I jest
prosta Q,Q,. Tréjkat Q,Q.¢; jest zatem samobiegunowy wzgledem I

Tak wiec dwie stoskowe przecinajace si¢ w ceterech réénych pun-
ktach majg wspdlny tréjkat samobiegumowy. Zatem réwnania tych
stoskowych daja sig sprowadzié réwnoczesnie do postaci

3 3
2 2
o D=0, Dbyui=0.
=1 i=1

Przez zdualizowanie powyzszych twierdzed i ich dowodéw
stwierdzamy, ze dwie kreywe wlasciwe drugiej klasy majg co naj-
wysej eztery styczne wspdlne, a przez zdualizowanie pojecia peku
stozkowyeh ofrzymujemy zbiér krzywych drugiej klasy

3

2 (A +Aoby) w4, =0,

i k=1
ktory nazywamy wiqeka krzywych drugiej klasy.

‘W szezegblnosei, zbidr krzywych drugiej klasy zawierajacych
cztery ustalone proste, z ktérych zadne trzy nie przechodzg przez
jeden punkt, tworzy wiazke. Wigzka ta zawiera trzy krzywe dru-
giej klasy bedace parami punktéw.

§ 90. Twierdzenia i konstrukcje Steinera

1. Twierdzenia Steinera. Niech w ukladzie wspéhizednych
rzutowych proste #;=0 i 2,=0 beda stycznymi do stozkowej wiasci-
wej I' w punktach M i P, ktére sg wierzcholkami (1:0:0) i (0:0:1).
Stozkowa I' ma wiec przedstawienie parametryczne (p. str. 465-466)

(1) ' By By By=A21 AgAy 22

Niech @ bedzie dowolnym punktem
stozkowej I' (rys. 161) i niech Q' be-
dzie jego rzutem z punktu P na prosta
2;=0. . .

Gdy @ przebiega stozkowsq I', punkty
Q' tworzy tzw. reut stereograficeny stos-
kowej I' z punktu P na styczng do
niej w punkeie M.

Prosta przechodzaca przez punkt P
na réwnanie

0y %1+ a2, =0;

icm

§ 90 ‘ 1. Twierdzenia Steinera. 71

stosunek @;:2, jest wiec na tej proste] staly. W szcezegdlnosdei, dla
punktéw @ i @' jest on ten sam, mianowicie — jak wynika z (1) —
(2) @yt La=3ths

zaréwno dla @ jak dla ¢’

Z drugiej strony, ; i , 53 wspélrzednymi punktu ¢’ na pro-
stej] MN w ukladzie wspéhzednych rzutowych o punktach podsta-
wowych M i N. W ten sposéb rzut stereograficzny nadaje znacze-
nie geometryczne parametrom 4, i 2, przedstawienia (1).

Podobnie, gdy rzucimy punkt ¢ z punktu M na prosty NP,
otrzymamy pubkt @"(0:y,:y,), gdzie
(3) Yo: Ys=Ayids.

Odwzorujmy styezng MN na
styczma PN, przyporzadkowujge pun-
ktowi @' punkt @". Wobec (2) i (3)

0F1="Ys; 0Ty==Ys3,
a wiec odwzorowanie to jest rzutowe.

Stosunek anharmoniczny jest jego
niezmiennikiem. Dla rzutéw dowolnej
czwoérki punktéw @,,9,,0,.9, stozko-
wej I' z punktéw M 1 P mna obie
styczne (rys. 162) zachodzi wiee réwnosé
(4) (€19:9:Q:) = (@1Q:€:Q4)-

Oznaczajae dla i=1,2,3,4 proste PQ, przez ¢;, & proste Me:
przez ¢, otrzymujemy zatem :

(19:Q:Q%) = (019243 94),
skad ma mocy (4)

Rys. 162

(Q1Q:Q39%) = (€192 45 94);
(163095 = (01925 94)-
Tym samym udowodniliémy twierdzenie nastepujace, obok kté-

rego formutujemy tu od razu twierdzenie do miego dualne:

Jesli przez cztery punkly stoi-
Lowej wlasciwe] I przeprowa-
dzone sq cztery proste peku, kio-
rego wierzchotek lezy ma I, to
stosunek  anharmoniceny  tych
czterech prostych wie zaledy od
‘wyboru wierzchotka peku na I

Jesli cztery stycane do stoiko-
wej wlasciwej I' sq przecigte
dowolng pigle styezng do ief
stoékowe], to stosunek anharmoni-
ceny otrzymanych ceterech punk-
tow prezeciecia jest niezaleiny od
wyboru pigiej stycemej do I


Yakuza


472 ROZDZIAL: XVIII. Krzywe drugiej klasy.

W szezegblnosei, gdy jeden z punktéw @y, @, @5, @, sam jest
wierzcholkiem peku, prosta przezen jest styezng w tym punkeie.
Z tych dualnych twierdzen wynikaja nastepujgce wazne dwa

dualne twierdzenia Steinera:

Niech M 4 P beda dwoma
punktams stozkowej wlasciwej I
Dia kasdego punktu Q tej stos-
kowej prayporzadkujmi prosiej
MQ prostq PQ. Tak okreslone
odwzorowanie peku o wierzchot-
ke M na pek o wierzcholku P
jest rzutowe. Prostej MP peku
o wierzchothu M  odpowiada
w peku o wierzchotku P styczna
do I' w punkcie P, a tej samej
prostej MP peku o wierzcholkhu P
odpowiada w peku o wierzchothu
M styczna do I' w punkcie M.

Niech m ¢ p bedq dwiema sty-
cenymi do stozkowej wlasciwej I
Dla kaidej stycenej q do I' pray-
porzadkuimy jej punkiows prze-
cigeia 2 prostq m jej punkt prze-
cieeia z prostq p. Tak okredlone
odwzorowanie prostej m na prosty,
P jest rautowe. Punktows przecie-
cia prostych m i p jako punkiowi
prostej m odpowiada na prostej p
punkt jej stycznosci 2 I', a temu
samemu punktowi przeciecia jako
punktows prostej p odpowiada na
prostej m jej punkt stycznosei z I

Dwa te twierdzenia wraz z twierdzeniami odwrotnymi, ktére

teraz udowodnimy, sg podstaws rozwinietej przez Steinera me-
tody syntetycznej w geometrii rzutowej stozkowych, metody nie
operujacej ukladami wspéirzednych.

Jesli odwzorowanie rzutowe
peku prostych o wierzcholku M
w pek prostych o wierzchotku P
nie jest perspekiywiczne (p. str.
434), to 2bidr punkidw przeciecia

prostych odpowiadajacych sobie

wzajemnie jest krzywa wladeiwq
2-go stopnia, przechodzacq prezez
punkty M 4 P. ‘

Jesli odwzorowanie rzutowe
prostej m na prostq p nie jest per-
spektywicene (p. str. 434), to 2bidr
prostych taceqeych punkiy odpo-
wiadajgce sobie wzajemmie jest
kraywa wlasciwe 2-¢f Flasy, tj.
obwiedniq (p. str. 455) stokowej
wtasciwe] stycenej do prostych
m i p.

Ze wzgledu na dualno$é wystarczy dowiedé pierwszego z tych
twierdzen. W tym celu udowodnimy wpierw nastgpujacy lemat:
Na to, by przeksstalcenie reutowe T peku o wierzchotku M w pek
o wierzcholku P, réznym od M, bylo perspektywiczne, potrzeba i wy-

starcza, Zeby

(5) . T(MP)=MP,

icm
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tj. by przeprowadzalo ono prosty laczaca wierzcholki obu pekéw
w siebie.

Koniecznosé tego warunku jest oczywista. Dla dowodu jego
dostatecznosel wezmy pod uwage punkt przeciecia Q, prostej MQ,
z jej obrazem T(MQ,)=PQ, oraz, analogicznie, inny punkt prze-
cigeia @, prostych MQ, i T'(MQ,)=PQ,. Przeksztalcenie 7' peku
o wierzchotku M w pek o wierzchotku P, okreslone za posred-

nictwem punktéw ¢ proste] Q,0. wzorem

(6) T"(MQ)=PQ,
jest oezywiscie perspektywiczne. Z (6) wynika, ze

T(MQ)=PQ1=T(UQ:),  T'(MQs)=PQ,=T(HQ,)

i I'(MP)=MP, skad zakladajac warnnek (5), otrzymujemy
T (MP)=T(3P).

Tak wiee przeksztatcenie rzutowe T, jako identyczne z prze-
ksztalceniem 7' w trzech parach, jest z nim w ogéle identyezne
(p. § 73, str. 399), a zatem tez jest perspektywiczne, ¢. b. d. o.

Wréémy teraz do dowodu  twierdzenmia. Poniewaz na mocy
zatozenia. odwzorowanie rzutowe mnie jest perspektywiezne, wiec,
w mysl lematu, nie przeksztalea ono prostej MP peku o wierz-
chotku M w te samsg prosta MP peku o wierzechotku P, lecz
w inng prosty pekn o wierzcholkku P, ktéra mozemy przyjaé za
prosta ,=0. Analogicznie, prosta peku o wierzcholku M, kidra
jest obrazem prostej MP peku o wierzcholku P, przyjmiemy za
prosty z,=0. Wreszcie sama prosta MP przyjmiemy za prosta
x,=0.

Niech punkt przeciecia J dowolnej \ P
pary odpowiadajgeych sobie prostych
bedzie punktem jednostkowym tak
utworzonego ukladu wspoirzednych
rzutowyeh (rys. 163). Oba peki daja
sie wiec przedstawié réwnaniami

z,=0

;=0

Ayiy—Ay23=0, Jo @y — Uiy =0. Rys. 163

Prostej A:4,=1:0 odpowiada prosta pg:u,=1:0, a proste]:
JyiAs=0:1 — prosta u,:u,=0:1. Proste] JyzAs=1:1 (czyli proste]
MJ). odi}owia;da. prosta u;:ps,=1:1 (czyli prosta PJ). Rozpatry-
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wane odwzorowanie rzutowe jest wiec identyeczne z odwzorowa-
niem A;:As=p: 4y, @ GTym samym proste

(7) M@y —Ay03=0, Ay —Aa s =0

odpowiadaja sobie wzajemnie. Z (5) wynika dla ich punktu prze-
ciecia réwnanie
(8) oy —x3=0.

Na odwrét, z przedstawienia parametrycznego (1) wynika, ze
kazdy punkt stozkowej (8) jest punktem przeciecia prostych (7).

Z- twierdzed odwrotnych Steinera wynika jako szczegélny
przypadek opisana na str. 290 konstrukeja punktéw elipsy, gdy
znane sz dwie jej frednice sprzezone.

2. Konstrukeje Steinera. W § 74 (p. str. 408) poznaliémy kon-
strukcje, ktéra pozwala, gdy dane sa w dwéch pekach o r6énych
wierzchotkach trzy pary prostych przyporzadkowanych sobie wza-
jemnie przez odwzorowanie rzutowe, znaleZé za pomocy samego
linialu obraz dowolnej czwartej prostej peku. Konstrukeja ta za-
wodzi natomiast, gdy wierzecholld pekéw sie zlewaja; wtedy wy-
maga ona konstrukeyj pomocniczych dla rozlaczenia wierzcholkéw.

Steiner dal prosta konstrukeje réwniez dla tego przypadku,
wymaga ona jednak nakreflenia jednej stozkowej (w praktyce —
kola). Konstrukeja ta pozwala réwniez wyznaczyé proste state w od-
wzorowaniu rzutowym 7T peku na siebie.

Przez wierzcholek § peku prowadzimy kolo (rys. 164). Niech

T(8Py)=8M,,  T(SP,)=8M,

T(8P)=S 1,

icm
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T(MP,)=PM,, T(MP,)=PM, = T(MP)=MP.

Poniewaz prosta MP przechodzi na sama siebie, wiec na mocy
lematn przeksztatcenie T jest perspektywiczne, a zatem zbiér
punktéw przeciecia prostych wzajemnie sobie przyporzadkowanych
przez to przeksztalcenie jest pewng prosta s. Prosta s laczy punkty
przeciecia prostych PM, i MP, oraz prostych PM, i MP,.

Nazywa sie ona prosig Steinera.

Gdy prosta s jest wyznaczona, to za pomoeg samego liniatu mo-
zemy dla kazdej prostej peku o wierzeholku M skonstruowad jej
obraz w peku o wierzcholku P. Znajdujemy przede wszystkim punkt
M,, w ktérym ta prosta przecina kolo, & nastepnie przez punkt
przecigeia prostych s i PM, oraz przez punkt M prowadzimy prosts
przecinajaea kolo w punkeie P, Prosta SP, odpowiada w prze-
ksztatcenin T prostej SHM,.

Punkty @, i ¢, przeciecia prostej s z kolem wyznaczajs proste
state 8@, i-8Q, przeksztatcenia T. Mogs wiee one byé albo nierzeczy-
wiste sprzezone, albo rzeczywiste i rézne, albo sie zlewad w jeden
punkt rzeczywisty, zaleinie od ilodci punktéw przeciecia prostej s
z kolem.

Cate powyzsze rozumowanie, dotyczace konstrukeji Steinera,
pozostaje — jak latwo sprawdzié — w mocy, gdy zamiast kola
wzigé dowolng stozkowa wiadciwg.

Konstrukeja sie upraszeza, gdy T jest inwolueja wyznaczong
przez dwie pary przyporzgdkowanych sobie prostych. Niech bowiem

i niech T, bedzie przeksztalceniem T(SP)=8M".
peku o wierzeholku M w pek o wierz-
chotku 8, ktére przyporzadkowuje so-
bie wzajemnie proste przecinajace sie
na kole. Na mocy twierdzenia Stei-
nera (str. 472) T, jest przeksztalceniem
rzutowym. Takimie przeksztalceniem
jest przeksztalcenie T, peku o wierz-
chotku § w pek o wierzcholku P,
przyporzagdkowujace sobie wzajemnie
réwniez proste przecinajace sie na
kole. Przeksztatcenie T=T,TT, peku
o wierzchotku M w pek o wierzchotku
P jest wiec takze rzutowe i

T(SM)=S8P, T(SP)=8M, T(8M')=A8P',

Jest wiec tutaj
M=M, P=P, M,=FP, P,=M.

Wystarczy zatem znalezé punkty
przeciecia (rys. 165) prostych PP’ 1 MM’
oraz MP' i PM'. Prosta s Ilaczaca te
punkty jest prostg Steinera. Punks

8, przeciecia prostych P'M i PM' jest
biegunem S, prostej s. Prosta s i jej
biegun S; sa zaleine od inwolueji, a nie
od wyboru par wzajemnie przyporzad-
kowanych sobie prostych.

Rys. 165
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7 rozwazat tych wynika, ze gdy dowolny punkt P stozkowe;j
wladciwe] polaczymy prosta z wierzcholldem peku S, nastepnie znaj-
dziemy prosta bedacag w inwolucji obrazem prostej 8P i jej punkt
przeciecia M’ ze stoikows, to wszystkie proste PM’ przejda przez
punkt 8. Znalezienje punktu §; wymaga nakreslenia tylko dwdch
prostych, mianowicie PM' i P'M.

Jedli punkt §; lezy wewnatrz stozkowej, to inwolucja jest elip-
tyezna, gdyz biegunowa punktu 8, nie przecina stozkowej; jesli zag
punkt §; lezy zewmatrz stozkowej, to inwolucja jest hiperboliczna.

§ 91. Twierdzenia Pascala i Brianchona

Zajmiemy sie obecnie dwoma twierdzeniami dualnymi, ktére
graja wazng role w geometrii rzutowej. Pierwsze z nich zostalo od-
kryte przez Pascala w pierwszej polowie XVIL wieku, a drugie
przez Brianchona dopiero w kofcu XVIIL wieku.

Jak wiemy (p. § 87, str. 457), pieé punktéw, z ktérych zadne trzy
nie lezg na jednej prostej, wyznacza stozkows. Wobec tego miedzy
kazdymi szescioma punktami stozkowej musi istnied pewien zwigzek.
Twierdzenie Pascala wyraza ten zwigzek. Twierdzenie za§ Brian-
chona wyraza, dualnie, zwigzek miedzy szedcioma stycznymi do
stozkowej.

Rys. 166

Rys. 167

Ponumerujmy szedé punktéw liczbami 7, 2, 3, 4, 51 6. Polaczmy
" je prostymi 12, 23, 34, 45, 56 i 61. Uklad tych szedein punktéw
i szedeiu prostych nazywamy szedeiobokiem wyznaczonym przez. te
punkty.

Przy tej definicji zmiana numeracji punktéw moze pociagnaé za
sobg zmiane bokéw, a zatem i szedcioboku. Szedciobok jest wiec za-
lezny od uporzadkowanej széstki punktéw. :

icm
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Wierzchotlki 71 4, 215 oraz 31 6 nazywamy przeciwleglymi
i tak samo boki 12 i 43, 23 i 56 oraz 34 i 61.

Twierdzenie Pascala. Twierdzenie Brianchona.
Jesli sze$é punkidw lety na
stozkowej, to jakkolwiek bylyby
uporzqdkowane, 1w szescioboku
praez nie wyznaczonym irzy pary
jego bokéw przeciwlegtych prze-
cinajq sie w treech punkiach
le¢geych na jednej prosiej.

Jesli swe$é prostych jest styez-
nych do stoikowej, to jakkolwiek
bylyby wuporzgdkowane, w sze-
Sciokqeie przez nie wysnaczonym
irzy proste lgczqee trzy pary
wierzcholkow przeciwleglych prze-
cinajq sie w jednym punkcie.

Nazywa sie ona prostg Pa- Nazywa sie on punktem Bri-
scala tego szedcioboku (p. anchona tego szefcioboku (p.
rys. 166). | rys. 167).

Ze wrgledu na dualnosé wystarezy dowiesé twierdzenia Pascalsa.
Oto dowdd *: .

Zakozmy, ze punkty 1, 2, 3, 4, 5 i 6 leza na stozkowej I' 0 r6w-
nania

g=0.

Gdy rozpada sie ona na pare prostych (identycznych lub nie),
z ktérych jedna zawiera jaki§ punkt o numerze parzystym i jaki
punkt o numerze nieparzystym, twierdzenie sprawdza sie natych-
miast. W przypadku zatem stozkowej zdegenerowanej mozemy za-
lozyé, ze na jednej z obu prostych lezg punkéy I, 31 5, a na dru-.
giej —punkty 2, 41 6 (p. rys. 168 i dualny wzgledem niego rys. 169).

Rys. 168 Rys. 169

* wedtug G. Darboux, Géoméirie analytique, Paryz 1917, str. 114.
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W kazdym wige razie spelniony jest warunek:

(A) Prosta przechodzaca przez dwa punkty nieparzyste nie prze-
chodzi przez zaden z punktéw parzystych, a prosta przechodzaca przez
dwsa punkty parzyste nie przechodzi przez zaden z punktéw niepa-
rzystych. .

Bez wzgledu na to, czy stozkowa I' jest wlasciwa, czy nie, punkty
1, 2, 31 6 sa wiec wierzeholkami ezworokata zupékego.

Niech boki 12, 23, 34, 45, 56 i 61 majg réwnania:

1) u,=0, U, =0, Uy =0, u =0, ué:l), ug=0,
a przekgtna 36 niechaj ma réwnanie
#=0.

Stozkowe o réwnaniach
(2) u =0, Uglby=0

sa wiee parami prostych przechodzacymi przez cztery r6zne punkty
1, 2, 31 6, z ktérych zadne trzy nie lezg na jednej prostej. Poniewas
stozkowa I przechodzi przez te cztery punkty, wiec nalezy ona do peku
stozkowyech (p. § 89, str. 468) wyznaczonego przez stozkowad (2).
Zatem

3) - == AUt AUglhy.

Podbbm’e, rozwazajac punkty 3, 6, 4 i 5, otrzymujemy
(4) = Pt + sl

Z (3) 1 (4) wynika, ze

A% = Ayl = pytuy + Phalhgllg ’
skad )
k ' W(Ayhy — p001) = prgUigtiy— Mgy ’
a wiee réwnania
(5) (At — pyt4;) =0,

(6) Holgly— Agtly = 0

przedstawiajy te sama krzywa i krzywa ta przechodz1 przez punkty
przeciecia: kazdej z czterech par prostych:

(M) #a=01u=0, wu=0iu=0, w;=0iwy=0, n,=0iu,=0.
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Pierwszy i drugi z tyeh punktéw — 3 to wierzcholki 3 i 6.
Lezg one na przekatnej 36, ezyli na prostej u=0. Na moecy warunku
(A) zadne trzy z punktéw (7) nie lezg na jednej prostej, a dwa pierw-
sze lezg na proste] u=0. Zatem punkty przeciecia prostych u,=0
1 us=0 oraz u,=0 i uy=0 (sg to pary bokéw przeciwleglych)
lezg na prostej

Aty — pryuy =0,
ktora przeehodm rowniez przez punkt przeciecia prostych u,=0
iug=0, ¢. b. d. o.

Udowodnimy teraz twierdzenia poniekad odwrotne do twier-
dze Pascala i Brianchona:

Je$le w pewnym uporzadkowa-
niu szedciv punkiow, z Koérych
Zadne trzy nie lezq na jednej

prostej, pary bokéw przeciwleg-

tych szeScioboku przez mie wyzna-
czonego prrecinajq sie w irzech
punktach lezgeych na jednej pro-
stej, to istnieje stozkowa przecho-
deqca przez tych szesé punkidw.

Jesli w pewnym uporzqdkowa-
niv szesciw prostych, = kiérych
Zadne trzy nie przechodzq preez
jeden punkt, prosie laczqce pary
wierzehotkéw praeciwleglych sze-
cioboku przez nie wyznaczonego
prrecingjq sie w jednym pun-
kcie, to istnieje stoikowa styczna
do tych szedciu prosiych.

Istotnie, zal6zmy, ze punkty 1, 2, 3, 4, 5 i 6 s3 tak polozone,
iz przeciwlegle boki przecinajg sie w trzech punktach lezgcych na
jednej prostej. Punkty 1, 2, 3, 4 i § wyznaczajg stozkowa I, prze-
cinajaeg prosta I6 w punkeie 6’. Zastosujmy twierdzenie Pascala
do punktéw 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Wyznaczajg one pewng prosts
Pascala p’. Poniewaz dla obu szedciobokéw otrzymujemy te same
punkty I i IIT (p. rys.166), wiec proste Pascala p i p’ sa iden-
tyczne. Wobec tego i punkt IT jest dla obu szesciobokéw ten sam.
‘Wreszeie punkty 6 i 6’ sg punktami przeciecia prostych 1 I7I1i 511,
a wiec 53 tez identyczne.

Tym samym twierdzenie odwrotne (lewe, a wiec i dualne do
niego prawe) zostalo dowiedzione.

Twierdzenie Pascala mozna tez udowodnié korzystajge z me-
tody Steinera kredlenia stozkowych za pomoea pekéw prostych
odwzorowanych rzutowo (§ 90, str. 472).

Zalészmy mianowicie, ze punkty I, 2, 3, 4, 5 i 6 lezg na stozko-
wej I' i wezmy pod nwage peki prostych o wierzcholkach 1 i 5. Pary
prostych 121 52, 13153, 141 54 oraz 16 i 56 sa to wiec pary od-
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powiadajacych sobie wzajemnie prostych z obu pekéw w (_)dwzoro-
waniu rzutowym, wyzhaczajacym stozkows I wedlug twierdzenia
Steinera. Pierwszy pek przecinamy prosta 34, a drugi prosta 23.
Dostajemy po cztery punkty przeci@cia,a mianowicie 3, P, IT1, 4
i3, @, I, 2. Odwzorowanie rzutowe prostej 34 na prosiza,_ 233’,
w ktérym punkty 3i3, Pi 2, @ i4 oraz I i IIl odpowiadaja
sobie wzajemnie, jest perspektywiczne na mocy lematu dualnego
do udowodnionego w § 89 (p. str. 473), poniewaz punkt 3, w kto-
rym przecinaja sie proste 23 i 34, przechodzi sam na siebie. Za-
tem wszystkie proste laczace punkty, ktére odpowiadaja sobie
w tym odwzorowaniu, przechodza przez jeden punkt. W szczegdl-
nosei wiee prosta I I1I przechodzi przez punkt przecigcia prostych
P41 2P, c. b. 4. o. ; ,

Korzystajge z twierdzenia Pascala, mozna skonstruowad za
pomocy samego linialu dowolnie wiele punktéw stozkowej, gdy
danych jest pie¢ jej punktéw I, 2, 3, 4, 5. Prowadzimy mianowicie
przez punkt I dowolng prostag I6 (punktu 6 ha razie nie znajae)
i wyznaczamy punkt I1I przeciecia prostych 34 i 16. Daje to nam
prosta Pascala III IT, a wiec i punkt I. Prosta 51 przecina prosta
16 w punkcie 6. .

Skorzystalidmy tu m. in. z tego, ze punkty 1, 2, 3, 4 i 5§ wy-
znaczajg punkt I7 jednoznacznie. Zauwazmy, ze proste 6 I i 6 I1T
przechodzg przez state punkty I i 4, podezas gdy punkty I i IIT
mogy zmieniaé swe polozenie na (stalych) prostych 34 i 23. Biorac
pod uwage tréjkat o wierzcholkach I, I71, 6, otrzymujemy w ten
spos6b mastepujace twierdzenie Newtona i Maclaurina:

Jesli trzy boki tréjkata przechodza przez trzy state punkty, a dwa
jego wierzchotki poruszajg sie po statych prostych, to treeci wierz-
cholek: zakresla stoskowq. )
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{ ROZDZIAL XIX

KWADRYKI I POWIERZCHNIE DRUGIE] KLASY
§ 92. Klasyfikacja rzutowa kwadryk

Definicja powierzehni n-tego stopnia i n-tej klasy w prze-
strzeni jest analogiczna do definicji krzywych n-tego stopnia i n-tej
klasy na plaszezyznie. Np. zbi6r punktéw lezacych na plaszezyznie
tworzy powierzehnie pierwszego stopnia, zbiér plaszezyzn prze-
chodzaeych przez punkt — powierzehnie pierwszej klasy.

Pierwszym nasuwajgcym sie zagadnieniem jest wyznaczenie
wszystkich typéw rzutowych powierzehni 2-go stopnia i 2-¢j klasy.

Stosujge te same rozumowania algebraiczne, co na plaszezyz-
nie, dostajemy w geomeirii rzeczywiste] nastepujace typy rzutowe
kwadryk o réwnaniach rzeczywistych, zaleznie od rzedu macierzy A,
ktéry bedziemy nazywali rzedem kwadryki, i od znakéw pierwiast-
kéw réwnani charakterystycznych:

(1) &y w34 w4 ai=0

2) 2ty —ri=0 R(W=1,
(3) T3+ a— i — =0 J

4 “ oIt ai=0

(4) ;‘}‘ ;T :; | B(W)=3,
(5) @i +ai—a3=0 |

6 i+ zi=0

© o+ =01 R(A)=2.
(1) w—ai=0 |

Pierwsze trzy typy powierzehni majg rzad réwny 4. Powierz-
chnia typu (1) jest nierzeczywista. Typ (2) obejmuje elipsoide,
hiperboloide dwupowlokowa i paraboloide eliptyezng. Dla parabo-
loidy eliptyeznej, np. o réwnaniu

Ax?-+By2=2¢, gdzie A>0 i B>0,
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