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Poniewaz punkbty P; tworza znowu czwérke harmoniczng,
wiec ' :

skad na mocy (5) '
(6) f(]/mlmz)-—‘l f@)f(@,).

Podstawiajac tu @y = i @,=1, dostajemy wobec (3)

iV z)=V (=),

stad zad i z (6)
Flewy@a)=7 (1) f(2),

@) =[f(:) .

Jedli >0, to istnieje takie x,, ze zi=z, a zatem

flz)=F(a7)=[F(,)]2>0.
Stad i z (4) wynika dla z,>0 nier6wnosé

fla+22)>f(2,),

a wige funkeja f(x) jest rosngea. Zakoriczenie dowodu Jest takie
samo jak mna str. 152.

2° Zalbzmy -teraz, ze P_nie przechodzi w P.. lub jedna z pro-
stych jest prosta w co. Wéwezas bierzemy pod uwage Jaklekolmek
przeksztaicenie rzutowe T, przeprowadzajace prosta p’ W prosty
wiadeiwg p” tak, by P, przeszto w P”,. Przeksztatcenie

=77

przeprowadza p w p” tak, ze P_ przechodzi w P, oraz zachowuje
sie stosunek harmomczny (gdyz T i T’ zachowuja ten stosunek).
W myél udowodnionego juz przypadku 10 przeksztatcenie T jest
wiec rzutowe. To samo dotyczy zatem przeksztaleema

w szezegélnoded wiee

T=7""7"

3° Podobnie rozumujemy w przypadku, gdy obie proste p i p’
83 prostymi w oco. )

( ROZDZIAE XVIT

WSPOLRZEDNE PLUCKEROWSKIE,
DUALIZM I PRZYKLADY JEGO ZASTOSOWAN

§ 78. Wspélrzedne pliickerowskie prostych

1. Wspélrzedne prostej i réwnania punktu. W jakimkolwiek
ukladzie wspéirzednych rzutowych na plaszezyznie kazda prosta
mozna przedstawié réwnaniem postaci

1 Uy By Uy U =0,  gdzie %“1%,‘[>0.

Jedli w tym réwnaniu wspélezynniki u, zastapimy przez liczby
proporcjonalne do nich, to otrzymamy te samg prosta. Réwnania
kgztattu (1) okreflaja wiec odpowiedniofé wzajemnie jednoznaczng
miedzy prostymi na plaszezyinie a stosunkami u,: u,:u,.

Stosunki te nazywamy wspdilrzednymi plitckerowskimi prostej
Iub krétko wspélrzednymi prostej w przyjetym ukladzie wspél-
rzednyeh rzutowych.

Np. stosunki u,:u,:us 0 wartosciach

1:0:0, 0:1:0, 0:0:1
83 wspolrzednymi prostych
2,=0, 2,=0, L3=0,

tj. osi. ukladu wspébirzednych.

Podobnie, jak badalismy zbiory punktéw przedstawione réw-
naniami f(zy,2,,25)=0, zbadamy zbiory prostych, przedstawione
rownaniami f(u,,%s,%;)=0. Zaczniemy od réwnai 1-go stopnia.

Zouwaznmy, ze w myfl definicji wspoéirzednych pliickerowskich
prostej réwnosé (1) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, by punkt o wspélrzednych =,:2,:2; lezal na prostej o wspdl-
rzednych %: Uy Ug. :
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Wobee tego réwnanie pierwszego stopnia wzgledem wspol-
rzednych prostej -

(2) @y Uy Aoty a3 Ug =0, gdzie |a,|+|aq|+]as|>0,

' przedstawia zbiér prostych przechodzacych przez punkt o wspél-
rzednych a;:a,:0;.

Dlatego nazywamy je réwnaniem punkiu.

Podobnie, jak punkt P o wspéhzednych rzutowych o;:a,:a,
oznaczalismy przez P(z,:2,:3) lub przez (@,:2,:%;), tak prosta p
o wspéhzednych pliickerowskich u:u,:u; bedziemy tez oznaczali
przez p(ty:Uy: Us) b przez (g :uy:Us).

TUdowodnimy, ze na to, by proste (t;:8s:15), (V1:05:05) & (Wy Wy wy)
przechodzity przez jeden pumkt, potrzeba i wystarcea, zeby zachodzila
réwnos$é ‘ ‘

(3) vy Uy Vg|=0.

Istotnie, mniech te proste przecho‘dzay przez punkt (a,:a,:ag).
‘Wowezas

(4) @bt aglatast;=0, aw,+a0,+a03=0, @, W;+aws+a3w;=0.
Poniewaz Y |a;|>0, wiec z (4) wynika (3).

Na odwrét, gdy zachodzi réwnodé (3), to uklad réwnan (4)
o niewiadomych ai,a,,4; ma rozwigzanie niezerowe. Wszystkie
trzy proste przechodza zatem przez jeden punkt, e. b. d. o.

Twierdzenie to bylo dowiedzione w § 35 (str. 175) innym
sposobem. Teraz zad§ dowiedliSmy go, postugujac sie wspbirzednymi
prostej. Na tym przykladzie widzimy, ze jedno i to samo rozumo-
wanie algebraiczne przy dwojakiej interpretacji wspétrzednych, bads
jako wspblrzednych punktu, badZ jako wspéhrzednych prostej, pro-
wadzié moze do dwéch réznych twierdzer. To samo rozumowanie
bowiem doprowadzito nas (p. str. 173) do warunku, by trzy punkty
lezaty na jednej prostej. )

W teorii réwnan pierwszego stopnia wzgledem wspéirzednych
prostej punkt gra role analogiczng do roli linii prostej] w teorii
r6wnal pierwszego stopnia wzgledem wspélrzednych punktu. Po-
znamy dalsze tego przyklady.
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2. Wspélrzedne rzutowe prostej w peku. Jak widzieliémy
w § 73 (str. 400), kazdy punkt prostej przechodzgcej przez punkty
(my:myimg) 1 (my:my:n,) daje sie przedstawié w postaci

(5) o =lymy+Aomy,  gdzie 920 1 i=1,2,3;

przy tym odpowiedniodé miedzy stosunkami A,:4, & punktami
tej prostej jest wzajemmie jednoznaczna.
Obecnie udowodnimy analogiczne twierdzenie dla, prostych.
KHazda prosta przechodzqea przez punkt przecigeia prostych
(v1:05:05) ¢ (wy:wy:wy) daje sig preedstawié w postaci
(6) ou;=A4,0;4+A,w;, gdzie 05=0 i 1=1,2,3;
przy tym odpowiedno$é miedey stosunkami 2,:1, a prositymi tego
peku jest wezajemnie jednoznaczna.
Istotnie, aby prosta mnalezala do peku wyznaczonego przez

proste (vy:v,:05) 1 (wq:w,:wg), potrzeba i wystarcza, zeby spel-
niona byla réwnodé

(7)

(p. warunek (3)).

Z (7) wynika, ze uklad réwnan (6) o miewiadomych p, 4; i 4,
ma rozwigzanie niezerowe. Nie moze byé p=0, gdyz dane dwie
proste. byltyby identyczne. Tym samym twierdzenie jest dowie-
dzione. “

Analogie do zbiorn punktéw prostej stanowi wiec zbidr pro-
stych peku. Jak okazaliémy w § 73 (str. 401), w réwnaniach (5)
stosunki 1;:1, s3 wspéhrzednymi rzutowymi punktn w ukiadzie
wspélrzednych rzutowyeh, w ktérym punktami podstawowymi sg
punkty o wspolrzednych 0:1, 1:0 i 1:1. ]

Przez analogie nazywamy stosunki 2,:1, w przedstawieniu (6)
wspdlrzednymi rzutowyms prostej w peku w ukladzie wspoirzednych
pliickerowskich, ktérego prostymi podstawowymi sa proste o wspoi-
rzednyeh 0:1, 1:0 i 1:1.

Wspélrzedne rzutowe prostej w peku zostaly wiee okreslone
w sposéb okrezny: naprzéd zbudowaliSmy na plaszezyZnie uklad
wspélrzednych rzutowych dla punktu, nastepnie okredlilismy w tym
ukladzie wspéhrzedne prostej na plaszezyznie, a wreszeie okresli-
lismy wspbhzedne rzutowe prostej w peku. Aby pozbyé sie tej


Yakuza


496 ROZDZIAL XVII. Wspéhrzedne plickerowskie.

niedogodnodci, podamy znaczenie geometryczne tych wspélrzed-
nych. Udowodnimy mianowicie twierdzenie:

Niech iy Doy Dsy Pa beda prostymi peku (6), odpowiadajocymi
stosunkom »
‘ 0:1, 1:0, 1:1, Ayt g

Przetnijmy te proste dowolna prostq p, wie naleéacq do peku (6),
i oznacemy punkty prezeciecia preez Py, P,, Py, P,. Wowczas

(8) 21/35=(P1P2P3P4)-

Istotnie, prosta p; (rys. 144), jako
odpowiadajgca stosunkowi 0:1, ma

wspélrzedne v,:0,:0; 8 wiec ma ona -

réwnanis
P1(®) =02+ V2, V383=0;

- podobnie prosta p, ma réwnanie

b2 Ps| 2y
B B Bl P

s/ TV

Do(8)=w, 2, +w3 5w, 23=0,

Rys. 144 prosta p, ma réwnanie
9 Ds(@)=p1(®)+ps(2)=0
i prosta p, ma réwnanie
(10) Pa(@)=21D1(2) 42, P5(2)=0

(_)zr.La,czmy Przez g, My, My 1 Ny,M9,n; Wspblrzedne punktéw
przeciecia® P; i P, prostej p z prostymi p1 i p,. Prosta p ma
wiee przedstawienie parametryczne

(11) 0T, ==y My~ fho Ny gdzie 0#0 1 1=1,2,3
oraz gdzie :
(12) . D1(m)=0, py(m)#0, P1(n) 0, Pa(n)=0.

Aby znaleZé stosunek u,: Hay Wyznacza]@cy punkt P; w przed-
stawieniu (11), podstawiamy do réwnania (9) Wartoéel r;, wyzna-
czone z réwnan (11). Dostajemy

. Pl(ﬂ1m+/‘z’”’)+p2(#1m+#zn)=0:
czyli ' ‘
#aP1(M)+pa (M) ey po(m) +epa(n)=0,

& stad wobec™(12)
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W]
~1

Ha D1 () py po(m)=0,
czyli

A s gg=—D,(n):ps(m).
Aby znalezé stosunek u,:pu,, wyznaczajgey punkt P,, podsta-
wiamy warto$é «; z (11) do (10). Dostajemy analogicznie
M1t pg=—2qP1(N) 1 3 Ps(m).
W przedstawieniu (11) punkty P,, P,, P, P, sa zatem wyzna-
czone przez stosunki

1:0, 0:1, P1(n) :—py(m), — A p1(n): depe(m),

wobec czego dostajemy (p. wzér (4) z § 74, str. 402):

1 0 ; o 1
H— 2 |
(P PyPyP,)— - —Pu() Po(m) || —21pa(n) sps(fn) _
L0 1 1 0

3 I
| —D1(n) pe(m) t § —21P1(n) Ayps (m)

21 Ds(m)py(n) 31

'  Aapy(m)ps(n) }v
ezyli (8), e. b. d. o.

Udowodnione twierdzenie uwalnia okredlenie wspohzednyeh
prostej w peku od pomocniczych ukladéw wspéirzednych, gdyz
wzor (8) nadaje im znaczenie geometryczne.

Ze wzoru (8) wynika tez m. in. udowodnione juz inng droga
(p. § 74, str. 407) twierdzenie Pappusa, gdyz lewa strona tego
wzoru nie zalezy od wyborn prostej p. :

Poniewaz stosunek anharmoniezny punktéw Py, Py, P, Py,
w ktérych prosta p przecina proste p., ps, Ps, Ps Peku, nie zalezy od
wyboru prostej p, wiec zalezy on jedynie od wyboru prostych peku.
Jest on zatem wielkodcig geometryczng. Nazywamy ja stosunkiem
anharmonicenym czterech prostych peku i oznaczamy przez (P1Pa2PsPa)-

W myél okreglenia stosunku anharmonicznego czterech pro-
styeh jest wiec
@as) - (P102P3Ps) =(P1 P2 Py Py).

Wezmy pod uwage pek prostych i nie nalezgea do niego prosta
p. Kazdej prostej peku przyporzadkujmy jej punkt przeciecia
z prosta p. To odwzorowanie peku na prosta jest wzajemnie jedno-
znaczne. Nazywa sie ono perspektywicenym.
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Niech teraz bedg dane dowolne dwa peki o wierzcholkach
P i P', moggce lezeé w réinyeh plaszezyznach, oraz takie przeksztal-
cenie wzajemnie jednoznaczne 7 pierwszego peku w drugi, ze dla
wszelkich przyporzgdkowanych sobie czterech par prostych za-
chodzi réwnosé )

(14) . (P1P2PsDa)=(P1P2PsPs)-

Takie odwzorowanie T nazywa sie- preeksztalceniem rzutowym
veku w pek.

Niech wreszcie bedzie dane odwzorowanie perspektywiczne T,
peku o wierzcholku P na prosta p, tj. odwzorowanie przyporzgdko-
wujgee prostej ¢ peku punkt @, w ktérym ¢ przecina p. Wesmy
jeszeze pod uwage analogiczne odwzorowanie perspektywiczne 77
peku o wierzchotku P’ mna prosta p’. Wowezas za posrednictwem
przeksztalcenia rzutowego T pierwszego peku w drugi dostajemy

I,@)=q, T(@=q¢, Ti(¢)=Q".

Odwzorowanie przyporzadkowujgce punktowi Q punkt ¢ jest
wéwezas rzutowe, gdyz :

(Q1Q2Q3Q4) = (QIQ; Qs Q4) .

Wezmy pod uwage pek o wierzchotku @ i odwzorujmy go per-
spektywicznie na prosta g. Obierzmy w nim dowolne trzy proste
P1, P2y Ps Z& proste podstawowe (rys. 145) a ich punkty przeciecia
Py, Py, Py z prosty ¢ — za punkty
podstawowe ukladu wspéhrzednych rzu-
towych na prostej. :

Wéwezas wspétrzedne odpowiadaja-
cych sobie. punktéw i prostych w obu -
uktadach sq te same.

Istotnie, niech w,:u, beda wspél-
rzednymi prostej p w peku, a z,: 2, —
wspbirzednymi punktu P odpowiada-
jacego jej ma prostej g.

Wéwezas

Rys. 145

B2 By=(P1 Py Py P): 1= (p,p,p;p): 1=u,: u,.

Z tego wynika, ze gdy obierzemy w peku dwie tréy"kz' prostych
podstawowych, wzgledem kiérych ta sama prosta ma wspolrzedne u,: u,
i ViU, to

)=UA(w),  |[Al#0,
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poniewaz jest to prawdziwe dla zmiany ukladu wspélrzednyech
rzutowych na prostej.

Takimi samymi wzorami wyrazajy sie przeksztaleenia rzutowe
peku w pek.

Przez odwzorowanie perspektywiczne przenoszg sie tez na
peki twierdzenia udowodnione w poprzednim rozdziale o stosunku
anharmonicznym, harmonieznym, inwolucjach itd.

Przykladem inwolucji w peku jest dla elips i hiperbol wza-
jemne przyporzadkowanie par $rednic sprzezonyeh.

§ 79. Korelacje

1. Przeksztalcenia rzutowe we wspélrzednych pliickerow-
skich. Niech
(1) o(y)=U(=), gdzie [U} 0,
bedzie przeksztalceniem rzutowym plaszezyzny. Zbadamy, jaka
jest wéwezas zalezno§é miedzy wspéhrzednymi u,, u., us dowolnej
proste] a wspélrzednymi vy, v, v; obrazu tejze prostej. Niech wiec
prosta p ma réwnanie ’
(2) Uy By Us Ty +UsT==0.

7 (1) dostajemy o '(z)=U"(y) czyli

Q—lmi=bi1y1+bi2ye+bi3y37 gdzie B=(by)=U".

Zatem
3 3 3 3. 3
(3) 2 “i-’”i:_Z(‘ui_Z bikilk)=2 (Z/k,)_j biku‘i)‘
i=1 i=l k=1 k=1 i=1
Przyjmijmy- oznaezenie
(4) OV, ==b1 Uy Doy Us D3 gy gdzie k.=1,2,3.
Obrazem prostej (2) jest wiee prosta
(5) V1Y P2y +0:Y5=0.

Wzér (4) daje nam szukang zalezno$é. Mozemy ja mnapisaé
w postaci réwnania macierzowego *
o(v)=B"(u),
czyli ‘
() - o(v)=A" (w),

* + oznacza, %e macierz jest przestawiona.
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skad
(7) 7(u)=AF(v) ;

7 jest nowym wspélezynnikiem proporcjonalnosci. _

Udowodnili$my, ze preekszialcenie rautowe plaszceyeny IT w pla-
szezyzne 117 preeprowadza zbidr prostych plaszezyeny IT w 2bidy pro-
stych plaszczyeny II' w ten sposéb, Ze zaleimosci migdey wspolrzed-
nymi prostej ¢ jej obrazu sq formami liniowymi o wyenaceniku réEnYm
od zera. , l

Niech teraz bedzie dane przeksztalcenie zbiorn prostych plasz-
czyzny II w zbiér prostych plaszezyzny II' postaci

(8) o(v)=U(w),  gdzie [A[£0.

Latwo udowodnié, ze przeksztalcenie (8) przeprowadza proste
przechodzgce przez jeden punkt w proste réwniez przechodzgce
przez jeden punkt. Tym samym przeksztalcenie (8) okredla prze-
ksztalcenie wzajemnie jednoznaczne punktéw plaszezyzny IT
w punkty plaszezyzny II'. Ostatnie Przeksztatcenie jest rzutowe
i wyraza sie wzorem :

() o) =AU ().

- Mozemy zatem przeksztalcenia rzutowe plaszezyzny pisaé albo
we wspéirzednych punktu w postaci (1), albo we wspéhrzednych
prostej w postaci (8).

2. Korelacje dla plaszezyzn. Niech teraz 9 bedzie macierza,
nieosobliwg trzeciego stopnia, @y, &,, 43 — Wspéhrzednymi punktu
W plaszezyzZnie 11, a wu,, Usy Uy — WSPOIrzednymi prostej w plasz-
czyznie IT'. Wéwezas wzor RS “

(10) e(u)=U(z)
okredla przeksztalcenie wzajemnie - jednoznaczne punktéw pla-
szezyzny I w proste plaszezyzny IT. .

Przeksztalcenie takie nazywa sie korelacjq

Waznym przykladem koi*éla,cji jest znane nam z § 54 Przypo-
rzaydkowgnie kazdemu punktowi jego prostej biegunowej wzgledem
stozkowej wlasciwej. Gdy bowiem stozkowa ta ma réwnanie

4

(11) gammfmkéo;' gdzie |90,
k=1

to biegunowa punktu (w1:25:m5) wzgledem niej ma Wspc’)h’zgdne
pliickerowskie (por. wzér (27) z § b4, str. 268) '

(12) Qui:ak1m1+akg$2+ak3$3,. -1 gdzie k=1,2,3. .
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Macierz W tej korelacji jest symetryczna.

Na odwr6t, korelacja o macierzy symeirycenej jest korelacjq bie-
gunowaq wzgledem pewnej stotkowej wiasciwej, mianowicie wzgledem
stozkowej, ktéra jest miejscem geometryeznym punktéw lezacych
na prostych przyporzagdkowanych tym punktem.

Kazda korelacja preeprowadza punkiy leiqee na jednej prostej
w proste przechodzqce przez jeden punki.

Punktom bowiem prostej majacej przedstawienie parametryczne

(13) am,-=;z1mi—{—w1n;:, gdzie i=1,2,3,
czyli krétko .
0 (@)= ps(m)-Fr,(n),
odpowiadaja proste

op(u)=0U(@)=p,A(m)+»UA(n).
Przyjmujac oznaczenia

Am)=(v),  An)=(w),

mamy zatem
(14) t(u)=p,(t)+ri(w),

a wiec pek prostyeh, c. b. d. o.

Kaszde przeksztalcenie T punkiéw plaszczyzny II w prosie plase-
cryeny I, kiore punkty letgce ma jednej prostej przeprowadza w pro-
ste przechodzace przez jeden punkt, jest korelacjq. .

Niech bowiem T, bedzie dowolng korelacja przeksztalcajges
proste plaszezyzny II” w punkty tejze plaszezyzny. Wéweza,s' T
jest przeksztalceniem punktowym plaszezyzny, przgprowadza,]agcym
proste w proste, a tym samym jest przeksztalec?mer.n pu'nktowym
rzutowym. Niech T,T=T,. Zatem T=T7"Ts, czyli T jest iloczynem
kolineacji i korelacji, a wiec jest korelacja. .

Tak samo dowodzi sie, ze kasde przeksztatcenie prostych plasz-
czyeny II w proste plaszceyeny II', kidre prosie przech?dzcgee praez
jeden punki przeprowadza w proste przechodzqce przez jeden punki,
j rzeksztatcentem rautowyn. .

e plg';owodnimy, ze jeSli korelacja T prezekszialca cetery punkly
P, P,, P;, P, leiace ma jednej prosiej w czlery prosie Pi, Ps; Psy Pa
przechodzqee przez jeden punkt, to

(PiPy Py Py)=(p1P2PsPa)-


Yakuza


432 ROZDZIAY¥, XVII. Dualizm.

Istotnie, ze wzoréw (13) i (14) wynika, ze korelacja T prze-
ksztalea punkt, ktéry na prostej (13) w pewnym ukitadzie wspil-
rzednych rzutowych ma wspélrzedne p,:u,, W prosta peku (14),
ktéra w pewnym ukladzie wspélrzednych rzutowych ma te same
wspolrzedne u;: p,.

§ 80. Dualizm na plaszczyZnie

Niechaj na plaszezyznie bedzie dany jakikolwiek zbiér Z pun-
ktéw i prostych. WeZzmy pod uwage na tej plaszezyznie dowolng
korelacje T. Przeksztalca wiee ona zbiér Z w pewien zbiér 7’
w ten sposéb, ze proste przeksztaleca w punkty, punkty w proste,
proste przechodzgce przez jeden punkt w punkty lezace na jednej
prostej i czwérki punktéw, majagce pewien stosunek anharmo-
niezny, w czworki prostych, majace ten sam stosunek.

WeZimy teraz pod uwage jakiekolwiek twierdzenie prawdziwe
o zbiorze Z, naledqee do geometrii rzutowej (p. § 71, str. 389), i za-
mmiefimy w nim wszedzie stowa ,,punkt” i ,,prosta”, dokonujse
przy tym niezbednych zmian stylistycznych, jak np. ,,punkt lezy
na prostej”’ zamieniajgc na ,,prosta przechodzi przez punkt”. Mozna
dowiedé, ze otrzymamy woéwezas prawdziwe twierdzenie o zbiorze Z'.

Dowodzi sie ogélnie, ze przez zamiang stéw ,punkt’ i ,,prosta’
2 kazdego prawdziwego twierdzenia geometrii rzutowej ofreymuje sig
2nowy prawdziwe twierdzenie geometrii rzutowe;j. :

Jest to podstawowe twierdzenie o geometrii rzutowej, zwane
zasadq dwoistodei plaskiej Tub dualizmem plaskim.

Oto dwa pierwsze przyklady tej zasady:

1. Przez kazde dwa réine
punkty przechodzi dokladnie
jedna prosta.

2. Gdy -cztery proste peku
przecigé prosta, ktdra nie nale-
zy do tego peku; to stosunek
anharmoniezny tych ezterech
punktéw przeciecia nie zalezy
od wyboru prostej przecina- czterech " prostych mnie zalezy
jacej. , od wyboru wierzchotka peku.

1’. Kazde dwie r6zne proste
maja dokladnie jeden punkt
wspdlny.

2'. Gdy przez cztery punkty
prostej przeprowadzié cztery
proste peku, ktérego wierzcho-
lek nie lezy na tej prostej, to

Dualizm moze tez byé stosowany w formie analityeznej.

stosunek anharmoniezny tyeh

icm
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Przez korelacje bowiem

ol =1y, gdzie k—_¥1,2,3,

otrzymujemy z kazdego zwigzku miedzy wspéirzednymi punktéw
P i prostych p zwigzek miedzy wspélrzednymi prostyeh odpowia-
dajacych punktom P i punktéw odpowiadajacyeh prostym p.

Oto przyklady:

3. Na to, by punkt (z;: 2,: z,)
lezal na prostej (u;:u,:us), po-
trzeba 1 wystarcza, Zeby

3'. Na to, by prosta {u; s us: us)
przeszia przez punkt (z;: x,: zs),
potrzeba i wystarcza, zeby
Uy By U g+ 53 24==0. Ty Uy TaUs+TgUz=0.
4. Réwnanie 4’. Réwnanie
A1 %1+ 03Ty A3 =0 Ay Uy 0o+ ag Uy =0

przedstawia prostg. przedstawia punkt.

5. Trzy punkty leza na jednej B’. Trzy proste przechodza
prostej wtedy i tylko wtedy, przez jeden punkt wtedy i tylko
gdy wtedy, gdy

|"731“332 953; ’[u1 Us g |
Y1 Yo f’/3f=0- %t’l Ty 7;?3‘l=0'
2y Ry 2y |wy w05 Wg |

6'. Proste przechodzace przez
punkt majsg przedstawienie pa-
rametryczne

6. Punkty lezace na proste]
majg przedstawienie parame-
tryczne

ox;=A ;A oU;=A0;+ A2 Wy,

gdzie i=1,2,3. | gdzie i=1,2,3.

W dalszym ciagu bedziemy rozwazania nalezace (%o geo-
metrii rzutowej prowadzili systematycznie wraz z dua]nyml.. .

Nalezy podkre§lié, ze zasada dwoistosct stosuje sig 96d(_qme
w geometrii reufowej. Juz w afiniczne] przestaje .by?’- prawdziwg,
gdyz wyrdzniamy w niej na plaszezyznie specjalnie jedng prosta,
mianowicie prosta W oo, nie wyrézniajac jednak zadnego punktu,
ktéry méglby odegraé role pojecia dualnego do niej.

28
Monografie Matematyezne, XXVI. ‘
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§ 81. Wspélrzedne phickerowskie plaszczyzn

1. Twory jednowymiarowe. Wspdlrzgdnymi plilckerowskimi
plaszezyzny o réwnaniu

1) Uy 1~ Ug Ty T+ UgBg+ Uy =0

nazywany liczby uy, g, Usy Uy

Otrzymujemy w ten sposéb odpowiednio$é wzajemnie jedno-
znaczng miedzy stosunkami u,:ug:u5:%, & plaszezyznami w prze-
strzeni.

Rownanie pierwszego stopnia wzgledem wspélrzednych pliicke-
rowskich jako zmiennych:

Ay Uy F 0o Uy~ Ug+ Ay Uy =0

przedstawia zbiér plaszezyzn przechodzacych przez punkt o wspdl-
rzednych a,,8,,05,0,. .

Dowolna plaszezyzna peku wyznaczonego przez plaszezyzny
o réwnaniach ‘

Uy 03BV L3 +0,2,=0, W By FWo By +Wg B3+ Wy By=0

ma réwnanie
4
2 (A 25 0) =0,
k=1

a2 zatem ma ona wspélrzedne pliickerowskie
(2) QU =240+ A5, gdzie %=1,2,3,4.

Liczby 4, i 4, mazywaja sie wspllregdnymi rzutowymi plass-
czyzny w peku.

Dokiadnie tak samo jak dla peku prostych, wypowiada sie
i udowadnia twierdzenie Pappusa dla czterech plaszezyzn i prze-

bijajacej je prostej oraz wprowadza sie stosunek anharmoniczny
- czterech plaszezyzn peku, ich stosunek harmoniczny, inwolucje itd.

Nastepujace trzy twory geometryczne: zbiér punktéw prostej,
pek prostych i pek plaszezyzn lgezymy w jedno pojecie i nazywa-
my tworami Wniowymi jednowymiarowyms.

Mozemy wprowadzié jednolite pojecie perspekiywicenosei dwdch
tworéw lindowych jednowymiarowych. Znamy juz mianowicie pojecie
perspektywicznosei punktéw prostej i peku prostych. Definiujemy
je analogieznie dla punktéw prostej i peku plaszezyzn. Nastepnie,
odwzorowanie punktéw dwéch prostych nazywamy perspektywiczno-

icm
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Scig, gdy proste igczace punkty, ktére odpowiadaja sobie w tym
odwzorowaniu, tworza pek (rzut srodkowy prostej na prosta).
Dalej odwzorowanie peku prostych na peki plaszczyzn nazywamy
perspektywicznym, gdy kazda prosta tego peku leiy na plaszezyznie
odpowiadajacej jej w tym odwzorowaniu. Perspektywiczno$é mie-
dzy pekiem prostych a pekiem plaszezyzn otrzymujemy wiee, prze-
cinajac pek plaszezyzn plaszezyzng IT nie nalezges do peku i przy-
porzgdkowujac kazdej plaszczyinie peku jej krawedZ przeciecia
z plaszezyzng II. Wreszeie, analogicznie
okre§la sie perspektywiczno$é¢ dwéch pe-
kéw plaszezyzn i dwéeh pekéw prostych.

Gdy dwa twory liniowe jednowymiaro-
we sq perspektywicene, to stosunmek anhar-
moniczny czterech odpowiadajacych sobie
elementéw jest ten sam.

Istotnie (p. rys. 146),

L L I 1 )=(Py Py Py Py)=(p1 D2 D3 Da)-
2. Korelacje i dualizm przestrzenny. Gdy [%|s40, to wzér

(8) U= B+ G @yt AT+ 0%,  gdzie £=1,2,3,4 1 [A|£0,
przyporzgdkowuje wzajemnie jednoznacznie plaszezyzny punkbom.

Odwzorowanie to nazywamy korelacjq przestrzenng.

Przykladem Xkorelacji przestrzennej jest przyporzadkowanie
punktowi jego plaszezyzny biegunowej wzgledem kwadryki rzedu 4
(p- § 63, str. 337). ‘

Korelacje przestrzemne przeksztalcaja zbior punktéw leigeych
w-jednej plaszczyinie w 2bidr plaszezyzn przechodzqoych przez jeden
punki. :
~ Niech bowiem bedzie dana plaszezyzna

(4) Q1 &1+ B Ty s X5+, 2, =0,

Z (3) dostajemy

(5) 0=l Uy +-Dpa Ua+bygUs Thpsusy,  gdzie k=1,2,3,4
i gdzie “
(6) B=A",  [B|=A 0.

28%
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Podstawiajac wartosei (5) do (4), dostajemy
(7) o bytty+DoUs+Ds 2y +D4u, =0,

gdzie
Dy==01 b1, Ao by, +A3bg, 04y, dla s=1,2,3,4.

Wobec (6) liezby b, nie znikaja réwnoczednie, a wiec réwnanie
(7) przedstawia zbiér plaszczyzn przeehodzayeych przez jeden punkt,
e. b. d. o.

Udowodnione twierdzenie mozemy wypowiedzie¢ krétko:

Korelacje przestrzenne przekszialcajo punkty w plaszczyzny oraz
plaszezyzny w punkty.

Udowodnimy jeszcze, ze Fkorelacje przestrzenme przekseiatcajo
proste w proste. Sciflej: korelacja taka przeksztatca zbiér punktéw
proste] w pek plaszezyzn przechodzgeych przez prosta.

Istotnie, zbiér punktéw lezacych na proste] daje sie przed-
stawié¢ w postaci

{8) Q== uMy,—+ vy, gdzie k=1,2,3,4.
Obrazem punktu (8) jest plaszezyzna

OU = B+ O T+ Uy L3+ Gy 0y =
= (g My gy Moo~ A3 Mg+ gy M) ¥ Uy Ny ~+ g Mo+ Cyg Mg+ gy My ) =
= U+ vwy.

OtrzymaliSmy wiec pek plaszezyzn, c. b. d. o.

Niech teraz w przestrzeni bedzie dany jakikolwiek zbiér Z
punktéw, prostych i plaszezyzn. Weimy pod uwage dowolng kore-
lacje przestrzenng. Przeksztalca ona zbiér Z w pewien zbidr Z' tak,
ze punkty przechodza w plaszezyzny, proste w proste, a plaszezyzny
w punkty. Obrazem punktu lezacego na proste] jest plaszezyzna
przechodzaca przez obraz tej prostej, obrazem plaszezyzny przecho-
dzacej przez punkt jest punkt lezacy na plaszezyznie, ktora jest
obrazem tego punktu, itd.

7 kazdego prawdziwego twierdzenia geometrii rzutowej o zbio-
rze 7Z dostajemy wiec prawdziwe twierdzenie o zbiorze Z' (por.
§ 80, str. 432) zastepujac stowo ,,punkt”’ stowem ,,plaszczyzna®,
a slowo ,plaszezyzna” slowem ,,punkt” (i uzupehliajac te zmiany
niezbednymi - poprawkami stylistycznymi). Otrzymujemy tzw. za-
sade dwoistodei przestrzennej czyli dualizm przestrzenmny.
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Oto kilka pierwszych przykladéw dualizmun przestrzennego:

1. Przez kazde dwa rézne
punkty przechodzi prosta.

2. Przez kazde trzy réine
punkty przechodzi jedna plasz-
CZyZNa.

3. Jedli prosta zawiera dwa
punkty lezace na plaszezyznie
II, to sama ona lezy na tej
plaszezyinie.

4. Na to, zeby cztery punktyy

lezaly na jednej plaszezyznie,
potrzeba i wystarcza, by
(3, @ @y @4

;@/1 Yo Ys Yy
By %y By 2

=0.

8 S 85 8

1’. Kazde dwierézne piaszczy-
zny przecinaja sie wzduz prostej.

2. Kazde trzy réine plasz-
ezyzny przecinaja sie w jednym
punkeie.

3’. Jedli prosta lezy na dwéch
plaszezyznach ~ przechodzacych
przez punkt P, to sama ona
przechodzi przez ten punkt.

4’. Na to, zeby cztery plasz-
czyzny przechodzity przez jeden
punkt, potrzeba i wystareza, by

Uy g Uy Uy

S )
Wy W Wy Wy
bty fy B,

§ 82. Twierdzenie Desargues’a o tréjkatach

Jednym z ﬁodstawowych twierdzen geometrii rzutowej jest
twierdzenie Desargues’a o tréjkatach. Dowiedziemy go wpierw

dla plaszezyzny.

Tréjkatem nazywamy tu zbiér zlozony z:

1° trzech prostych lezacych na jednej plaszezyznie i nie prze-
cinajgeych sie w jednym punkeie,

20 trzech punktéw przecigeia tych prostych..

Tworem dualnym do tréjkata na plaszezyZnie jest wige znowu

tréjkatb.

Twierdzenie Desargues’a na plaszezyznie formulujemy réwno-
czesnie z odwrotnym, ktére jest do niego dualne:

Niech bedq dane na plaszesy-
Znie dwa tréjkaty o bokach po-
numerowanych eyframi 1, 2, 3
1 1',2,3. Nieh wierzcholek
przeciwlegly do boku 1 bedzie
oznaczony cyfra I itd.

Niech bedq dane na plaszeczy-
snie dwa tréjkaty o wierzchol-
kach  ponumerowanych eyframi
1, II, 111 © I', II', II1'. Niech
bok przeciwlegty do wierzcholka
I bedzie oznaczony cyfrq 1 itd.

c
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Je§li boki 111',2¢ 2,348
przecinajq sig parami w punk-
tach P, Py, P; lesacych na jed-
nej prostej s, to proste Py, Py Ps

" Taczqee pary wierzcholtkéw I ¢ I,
11 4 IT'y IIT © II1' przechodzg
przez jeden punkt S (rys. 147).

Jesli proste py,paps laczace
pary wierzcholléw L4 I', IT ¢ IT’,
IIT i ITI' przechodzg przez jeden
punkt 8, fo boki 14 1', 2 1 2,
3 13 preecinaja si¢ parami
w punktach Py, Py, Py, ledacych
ne jednej prostej s (rys. 147).

iy
/ Rys. 147

Dowdd. W dowolnym ukladzie wspéhrzednych rzutowych:

niech boki tréjkatéw majgy
réwnania

w;=0, w=0, gdzie i=1,2,3,

i niech #=0 bedzie réwnaniem
prostej s. Prosta s nalezy do
kazdego z trzech pekéw wyzna-
czonych przez pary prostych
o numerach j,§’, gdzie j=1, 2, 3.
Istnieja wiee trzy pary statych
Ay, 4, dla ktérych

niech wierzcholki tréjkatéw
maja réwnania

U;=0, U;=0, gdzie i=1,2,3,

i niech U=0 bedzie réwnaniem
punktu §. Punkt S lezy na

kazdej z trzech prostych lacza-

cych pary punktéw o numerach

%,%', gdzie ¢=I,II,I11. Ist-

niejg wiec -trzy pary stalych

A, A, dla ktérych
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U= AUy AU,

(1) U= Ao Uy A5 U3,
U= Agus—+ A5y,
Stad
Aty F AU = s Uy DUy =
= A Uy-+Ajuiz,
a wiec

AaUg—Ayty=Aguy— Ay U3,
(2) AgtUs—AyUy=IAiu;—A3us,
Ay Uy — Aot = A5 Uy — A U7 .

Oznaczmy kolejno przez .,
@, i %; wspblng wartosé obu
stron kazdej z tych tozsamosei.
Zaden z wielomianéw 4, nie
znika tozsamofciowo, ho np.
w razie 4#,=0 byloby

dy=Ay=X=1=0

i wobec (1) réwnanie 4=0 nie
przedstawiatoby prostej, wbrew
przyjetemu zatozeniu.

Na mocy (2) prosta #,;=0
przechodzi zaréwno przez punkt
przeciecia bokéw 2 i 3 eczyli
przez punkt 7, jak przez punks
przeciecia bokéw 2 i 3" ezyl
przez punkt I’. Prosta ;=0
jest wiec prosta p,. Podobnie,
prosta w#,=0 jest prosta P,
a prosta ;=0 — prosta ps.
Ale dodajac stronami toZsamo-
ci (2), otrzymujemy

Uy +ily+is=0,

wiec proste p;, ps, Ps DPrzecho-
dzg przez jeden punkt, c.b. d.o.

U=)U,+3 U,
(1') U= }.-g Ug‘i“}-; U.'I E)

Stad
MU+ U=2U,+2: U=
=20y U1,

a wiee

by Uy—2yUs=123Us—2: Uy,
(2') 2 Us—a U =4 U—%Ts,
AU —2 U= U;— 4 U;.

Oznaczmy kolejno przez U,
U, i U, wspélng wartosé obu
stron kazdej z tyeh tozsamosei.
Zaden z wielomianéw U, nie
znika tozsamosciowo, bo np.
w razie U,=0 byloby

Ay=Rg=ly=13=0
i wobee (1’) réwnanie U=0 nie
przedstawialoby punktu, wbrew
przyjetemu zatozeniu.

Na mocy (2') punkt U,=0
lezy zaréwno na proste] lgcza-
cej wierzcholki II i ITI ezyli

- na boku I, jak na prostej lgczay-

cej wierzcholki II' i ITI' ezyli
na boku 7'. Punkt U,;=0 jest
wie¢ punktem P;. Podobnie,
punkt T,=0 jest punktem P,
a punkt U,=0 — punktem Ps.
Ale dodajgc stromami tozZsa-
model {2'), ofrzymujemy

U+ 0.+ U:=0,

wiee punkty P,, P,, P, leza na
jednej prostej, e. b. d. o.
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W ten sposéb twierdzenie Desargues’a zostato dowiedzione
dla plaszezyzny. Jest ono prawdziwe i w przestrzeni, jak réwniez
twierdzenie do niego odwrotne. Tu jednak twierdzenie dualne nie
jest zarazem odwrotnym, gdyz w przestrzeni figurg dualng do

tréjkata nie jest tréjkat.

Trojkatem w przesirzens Na-
zywamy twér zlozony z trzech
punktéw nie lezgcych na jednej
prostej i trzech prostych je
laezacych.

Tréjscianem w preestrzent na-
zywamnmy twér zlozony z trzech
plaszezyzn nie przechodzacych
przez jedng prosta i trzech ich
krawedzi przeciecia.

Twierdzenie Desargues’a dla przestrzeni oraz twierdzenie do
niego dualne mozna wystowié, jak nastepuje:

Niech beda dane dwa tréjkaty,
letgce na résnych plaszezyznach,
o wierzchotkach I, II, III
1 I', IT', 111" oraz o przeciwle-
gtych bokach 1, 2,3 1 1, 2/, 3.

Jesli boki 14 1,24 2,34 8
przecinajq  si¢ parami w pun-
Itach Py, P,, P lesacych na jed-
nej prostej s, to proste Py, Pay Pa
'l@cz@ce pary wierzcholtkéw I ¢ I',
II ¢ 11’ I1T i III' majg wspdl-
ny punkt S (rys. 148).

Rys. 148

Dowéd przeprowadzimy dla

Niech bedq dane dwa trdj-
Sotany, majgcee rééne wierzcholki,
o $ctanach I, 1T, 1114 1", 11", IT1"
oraz o przeciwleglych krawe-
dziach 1,2, 3 ¢ 1', 2, 3.

Jesli pary krowedzi 1 1 1',
242,343 ledaw plaszezyz-
nach Uy, Uy, Us Mmajaeych wspolng
prostg s, to krawedzie Py, Psy Ps
preecigcio.  par Scian I 4 I’
IT 4 IT', II1 ¢ ITT' lezq na jed-
nej plaszezyénie I1 (rys. 149).

Rys. 149

twierdzenia prostego; zdualizo-

wanie tego dowodu nie nastrecza trudnogci.

icm
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Oznaczmy tréjkami cyfr I 17 IITi 1’ IT' ITI" plaszezyzny, w kto-
rych leza dane tréjkaty. Prosta s jest z zalozenia krawedzig prze-
cigela tyeh plaszezyzn (rys. 148). Boki 1 i 7/, jako przecinajace sie
w jednym punkcie Py, lezg na jednej plaszezyznie; oznaczmy ja
czworkg II ITI I1'IIT" (wystarczylaby oczywiscie dowolna irdjka
z tych czterech cyfr). Analogicznie otrzymujemy plaszezyzny
HITIII'D i ITTII'T. Wezystkie trzy Plaszezyzny sa rézne, bo
gdyby np. plaszezyzny IT IIT IT'III' i IIT II'T" byty identyezne,
to oba dane tréjkaty lezalyby na jednej plaszezyznie, whrew zaloze-
niu. Plaszezyzny te przecinaja sie parami wzdhuz prostyeh p,, ps, P,
wszystkie trzy za§ w jednym punkeie S. Proste P13y Py Ps Przecho-
dzg zatem przez punkt §, e. b. d. o.

Latwo dowodzi sie twierdzenia od-
wrotnego. ~

Przykladem praktycznego zastoso-
wania twierdzenia Desargues’a moze
stuzy¢  konstrukeja pozwalajaca prze-
prowadzi¢ za pomoca samego liniatu
prosta przez dany punkt i przez punkt
przecigeia dwdéch innych prostych, gdy
ten punkt przeciecia lezy poza arku-
szem rysunku (p. rys. 130).

Dany jest punkt P oraz proste p i ¢. Kredlimy dowolng prosty
s 1 obieramy na niej dwa punkty P, i P, tak, by prosta P, P
przecinala prosta ¢ w obrebie rysunku w punkeie I, a prosta P, P
przecinala prosta p w punkcie I71. Na prostej ¢ obieramy dowolnie
punkt I'. Wéwezas prosta przez punkty I i IIT przecina prosty &
w punkcie P,, prosta przez punkty I’ i P, przecina prosta P
w punkeie III’, a prosta przez punkty P, i III' przecina prosta
P,I" w punkeie P’. Na mocy twierdzenia Desargues’a dla plasz-
czyzny, zastosowanego do tréjkatéw o wierzchotkach I, III', P’
il,I1I,P,prosta PP’ przechodz przez punkt przeeiecia prostych p i g.

Jezeli mozliwe jest uzycie dwéch ekierek, a wiec gdy latwe
jest kredlenie réwnolegtych, mozna punkty III i III' oraz I i I’
obra¢ na prostych p i g dowolnie, a nastepnie przez punkt ITI’
przeprowadzi¢ réwnolegly do prostej przechodzgcej przez punkty
IIT i P, przez punkt za§ I' — réwnolegla do prostej przechodzgcej
przez punkty I i P. Punkt P’ przeciecia tych réwnolegltych znéw
wyznacza wraz z punktem P prosta przechodzacyg przez punkt
przecigeia prostych p i ¢ W tym przypadku s jest prostg w oo.

Rys. 150
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§ 83. Czworobok zupelny i czworokat zupelny

Czworobokiem  zupelnym na
plaszezyZnie (rys. 151) nazywa-
my twér zlozony z czterech
prostych, zwanych bokami czwo-
roboku, z ktérych zadne trzy
nie przechodzg przez jeden
punkt, oraz z ich szesciu punk-
téw przeciecia, zwanych wierz-
chotkami czworoboku.

Czworokgtem  zupelnym na
plaszezyZnie (rys. 152) nazywa-
my twér zlozony z czterech
punktéw, zwanych wierzchol-
kami csworokata, z ktérych
7adne trzy nie leza na jednej
prostej, oraz z szefeiu prostych
je Ilaczacych, zwanych bokami
czworokata.

Proste, ktére nie sg bokami,
a laczg dwa wierzehotki, na-
zywaja sie prostymi .przekatny-
mi (proste kreskowane na ry-
sunku).

Proste przekatne sa bokami
. tréjkata, ktorego = wierzcholki
nazywaja sie punktami prze-
kginymi (kétka na rysunkm).

Na kazdej prostej przekatnej

ezworoboku  zupemego leza
dwa wierzcholki tego czworo-
boku i dwa punkty przekgtne.

Punkty, ktére nie sg wierz-
chotkami, a sg punktami prze-
cigcia bokéw, nazywaja sie
punktami preekginymi (kétka
na rysunku). :

Punkty przekatne sa wierz-
cholkami tréjkata, ktérego boki
nazywaja sie prostymi przekat-
nymi (kreskowane na rysunku).

Przez kazdy punkt przekgtny
czworokata zupehmego przecho-
dzg dwa boki tego czworokata
i dwie proste przekatne.

§ 83 Czworobok i czworokat zupelny. 443

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Para wierzchotkéw 1 para Para prostych  przekoinych
punktow preekatnych lezacych na i para bokéw przechodzacych
jednej proste] preekatnej czworo- prees  jedem punkt preekginy
boku zupelnego przedzielaja sie ceworokata zupelnego przedzie-
harmonicznie. lajq sie harmonicenie.

Udowodnimy to twierdzenie dla ezworoboku zupelnego; zdua-
lizowanie dowodu nie nastrecza trudnodei.

-Oznaczmy cyframi 1,2,...,6 wierz-
cholki czworoboku zupemego, a cyframi
I,1I,III — punkty przekatne (rys. 153).
Punkty I i II sg réine, w przeciwnym
bowiem razie punkty 3,4,5 i 6 lezalyby
na jednej prostej, a wiec proste igczace
punkty 3 1 § oraz 4 i 6 bylyby iden-
tyczne, wbrew zalozeniu. Wynika stad, ze

1) (121 II)%1.

Wezmy pod uwage proste przekgtne
przez punkty I i 2 oraz 4 i 5. Na tych
przekatnych nie leza wierzcholki 3 i 6
czworoboku.

Utworzmy rzut perspekbywiczny przekatnej przez punkty 4 i 5
na przekatng przez punkty I i 2 z punktu 3. Wowezas gtosunek
anharmoniczny nie ulegnie zmianie (p. § 74, str. 402), & poniewaz
punkt 5 przechodzi w punkt I, punkt 4 w punkt 2, punkt IIT
w punkt I i wreszcie punkt I7 sam w siebie, wiee

; (12115=(54IIII1).
Utworzmy rzut perspektywiczny przekatnej przez punkty 4
i 5 na przekatng przez punkty Ii 2 z punktu 6. Otrzymujemy ana-
logicznie

Rys. 153

(12111)=(451IIII).
Niech (I 2 I IT)=2. Poniewaz (p. wzbr (8) z § T4, str. 404)

(5 4IIIII)=m:
wiec
1
1=E’ 2=l,

skad wobec (1) dostajemy A=—1, ¢. b. 4.0,
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Udowodnione twierdzenie o czworoboku zupelnym umozliwia
konstrukeje czwartego punktu ezwoérki harmonicznej za pomocy
samego liniatu. Niech bowiem beda dane (jak na rysunku 153)
punkty 7,2iI. Obieramy punkt 6 dowolnie (leez nie na prostej
przechodzacej przez punkty I1i 2). Na prostej przez punkty 6 i I
bierzemy rézny od nich obu punkt 4. Znajdujemy punkt 3 prze-
ciecia. prostych przechodzacych przez I i 6 oraz przez 214, a na-
stepnie punkt 5 przeciecia prostych przechodzgeyeh przez 1 i 3
oraz przez 21i 6. Prosta przechodzaca przez £ i § przecina prosty
przechodzacy przez 11 2 w ezwartym punkeie harmonieznym I1.

W szezegblnosel, gdy punkt I jest srodkiem odeinka, punkt IT
jest punktem w oo. Jedli wige §rodek odcinka jest dany, mozemy za
pomoca samego liniatu kreslié proste réwnolegle do odeinka i na
odwrét. Sa to znane nam (z § 30, str. 153) konfiguracje Steinera.

W czworoboku zupelnym na-
zywamy wierzchotkiem przeciw-
legtym do wierzcholka P punkt
przecigeia bokéw nie przecho-
dzacych przez wierzeholek P.

Wierzcholki czworoboku zu-
pelnego mozemy wiee podzielié
na trzy pary wierzeholkéw wza-
jemnie przeciwlegltych.

W czworokacie zupelnym na-
zywamy bokiem przeciwleglym
do boku p bok przechodzgcy
przez wierzcholki nie lezgce na
boku p.

Boki czworokata zupelmego
mozemy wiec podzielié na trzy
pary bokéw wzajemnie prze-
ciwlegtych.

Zachodzg dwa nastepujace dualne wzgledem siebie twierdzenia
Desarguesa o ceworoboku i czworokqeie zupelnym :

Dowolny punkt P nie lezqey
na boku czworoboku zupelnego
polacemy z parami wierzchol-
kéw preeciwlegtych trzema para-
mi prostych p ip’, q i q oraz
r 1 r'. Inwolucja, kidra przy-
porzadkowuje sobie wzajemnie
proste p 1 P’ oraz proste q ¢ ¢,
przyporzadkowuje sobie rownies
proste r 4 ¥'.

Dowolng prosta p nie prze-
chodzqcq przez wierzcholek czwo-
rokata zupetnego przetnijmy jeqo
boki przeciwlegle w trzech parach
punktéw P i P’y Q i Q' oraz
R i R'. Inwolucja, kidra przy-
porzadkowuje sobie wzajemnie
punkty P.i P’ oraz punkty Q i @',
prayporzgdkowuje sobie réwnied
punkty R i R'.

Dowéd przeprowadzimy dla twierdzenia o czworokacie; przej-
gcie do dualnego nie nastreeza trudnosei.

icm

§83 Czworobok i eczworokqt zupehy. 445

Oznaczmy wierzcholki ezworokata cyframi I, 2, 3i 4, a punkt
przeciecia bokow Iaczacych 1i 3 oraz 21 £ — eyfrg 5 {rys. 154).
Utworzmy rzuty perspekbywiczne punktéw P, 5,113 na prosta p
z punktéw 2 i 4. ,

Wobec tego, ze stosunek anharmoniczny jest niezmiennikiem
rzutu perspektywicznego, zachodza réwnodci

(P513)=(PP'RQ), (P513)=(PP'QR),

a poniewaZz na mocy wzoru (8) z § 74 (str. 404) jest
(P P'QE)=P'PRQ),
wiec
(2) (PP R@)=(P'PRQ).
Wezmy teraz pod uwage inwolucje,
wyznaczong przez pary punktéw P,P’
iQ,Q (p.§ 76, str. 413) przyporzadko-
wanych sobie wzajemnie. Z (2) wynika,
ze inwolueja ta przyporzadkowuje sobie
wzajemnie punkty R i R, ¢. b. d. o.
Twierdzenie o czworoboku zupel-

Rys. 154

"nym, udowodnione na str. 443, mozna

uwazaé za szezegélny przypadek dowiedzionego teraz twierdzenia
Desargues’a, mianowicie gdy punkt B jest identyczny z pun-
ktem R’, a punkt @ z punktem @', a wiec gdy R i ¢ s3 pun-
ktami statymi inwolucji.

Wéwezas pozostate punkty przeciecia danej prostej z bokami
czworokata, tj. punkty P i P’, przedzielaja harmonicznie parg
punktéw stalych. '

‘Uwaga. Szezegblnym przypadkiem czworoboku zupeinego jest
réwnoleglobok z jego przekatnymi. Tu jedny z przekatnych jest

 prosta w oo, a wiec dwa punkty przekatnme sa punktami w oo.

Czwarty punkt harmoniczny jest zatem srodkiem odcinka. Wynika
stad, ze przekatne wilasciwe réwnoleglobokn sie polowig.

Mozemy tez traktowaé réwnoleglobok jako szczegllny przy-
padek czworokata zupemego. Prowadzac przez punkt przeciecia
przekatnych proste réwnolegle do bokéw, dostajemy wraz zZ prze-
katnymi, na mocy twierdzenia o czworokacie zupelnym, czworke
harmoniczng prostych.
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§ 84. Twierdzenie Laguerre’a

W § 41 (p. str. 209) udowodnilismy, ze kazde przeksztalcenie
rzutowe, ktére pare punktéw cyklicznych plaszezyzny II przepro-
wadza w pare punktéw cyklicznych plaszezyzny II', jest podo-
bieristwem, a wiec zachowuje katy. Glebszg przyczyne tego faktu
wyjasnia twierdzenie Laguerre’a, ktérym sie obecnie zajmiemy.
Poniewaz wystepuje w nim pojeciem logarytmu liczby zespolonej,
przypominamy, ze dla 2=a--bi oznaczamy przez logz kazda z nie-
skoniczenie wielu liczb

1) log|2|+i(p+2kn),
i gdzie

gdzie k=0,-41,42,.

€O8 qj:l%l ’ sin (p:l—zl

Logarytm ten ma nastepujace dwie wlasnosei:
S 10 glogr—gp,
20 ody 6=z, to w jest jedna z lieczb (1).
Skorzystamy réwniez z tossamosci Bulera
(2) ’ 6% =cos p--ising.

Niech p i ¢ beda prostymi wladciwymi, przecinajaeymi sie
w punkeie wiasciwym O. Przez punkt ten przeprowadzmy proste
minimalne ¢, i 4, Umie§émy w punkcie O poczatek uktadu wspél-
rzednych. Oznaczmy przez o i f katy zorientowane, jakie tworza
proste p i ¢ z osig Ox. Proste p i ¢ majg zatem réwnania

(3) @ sin a—y cos a=0, & sin f—y cos f=0.

Proste minimalne 7, i iy maja réwnania (por. wzér (4) z § 41,
str. 206)

(4) r—iy=0, o-+iy=0.

Proste (3) i (4) nalezg do peku o wierzchotku 0. Jedli osie |
#=0 i y=0 przyjmiemy w tym peku za Prosgte podstawowe, to
pro&te (3) beda w nim mialy wspélrzedne (p. § 78, str. 425)

sina:—cosa,
a prosta {4) — wspohzedne
‘ 1:—1, 1:4.

8in f:—cos B,

§ 84 - Twierdzenie Laguerre’a. 447

Obliczmy teraz stosunek anharmoniezny:

l 1 —i :x 1 i 1‘
(yiapg) = |sine —cosa, |sinf —cospB| _
1 TR
§sina —cosa| Isin g —eomﬁ"
=(eosa—isina)(eosﬁ+ismﬂ) gt Ty
(cos a+i sin a) (cos f—isin f) e e

Liczba w=pf—a jest réwna jednej z wartodei kata zorientowa-
nego, ktorego pierwszym ramieniem jest p, a drugim g¢. Zatem

e =i i, Q).
skad

g 1 ..
(8) w=§ilog(21%zpq),

gdzie warto$é logarytmu po prawej stronie jest odpowiednio do-
brana. Jegli zamiast niej weZmiemy inng wartodé logarytmu, to
poniewaz rézni sie ona od poprzedniej o wielokrotnodé Hezby 2xi,
wiec prawa Strona wzoru (3) zmieni sie 0 wielokrotno$é liezby =.
Otrzymujemy wtedy badZ inng z miar tego samego kata zoriento-
wanego, bad? jedna z miar kata zorientowanego przyleglego.

Jedli we wzorze (B) zmienimy porzadek prostych 4, i 4; lub
prostych p i ¢, to poniewaz :

1 i
(ixi1p0) (xiagp)’
wiee prawa strona wzoru (5) zmieni znak i dostaniemy znowu miary
katéw utworzonych przez proste p i ¢.

Wynika stad, ze prawa strona wzoru (B) przybiera nieskonczenie
wiele wartoéei, z ktbrych katda jesi miarq jednego 2z kaidw zoriento-
wanych, whworzonych przez prosie p & g, oraz katda z tych miar daje
sig preedstawié wzorem (5).

Jest to twierdeenie Laguerre a.

Budujac geometrie rzutows, postaepﬂlémy w sposéb - nastepu-
jacy. Przestrzenn euklidesowsg powiekszyliémy za pomocg pojeé
geometrii euklidesowe]j (kierunkéw) do przestrzeni rzutowej, w kto-

rej zbudowalifmy geometri¢ rzutows za pomocy przeksztatcetr rzu-
towych. Twierdzenie Laguerre’a umozliwia nam postepowanie

(11820 )=
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odwrotne. W nauce o podstawach geometrii przestrzen rzutows
zespolong i rzeczywista buduje si¢ aksjomatycznie, okreflajac w od-
powiedni sposéb pojecie stosunku anharmonicznego. Nastepnie wy-
réznia sie dowolng prosta rzeczywisty, ktérg nazywa . sie prostg
w oo, a na niej dwa punkty zespolone sprzezone, ktdre nazywa sie
cyklicznymi. Proste przechodzgce przez te punkty nazywa sie mini-
malnymi. Otéz okreslajagc wéwezas miary katéw miedzy prostymi
za pomocy wzord (5), mozna okreslié odleglodei punktéw za pomoesg
stosunku anharmonicznego. Geometria grupy przeksztalcen nie
zmieniajacyeh tych odleglosei spelnia wéwezas aksjomaty geometrii
euklidesowe].

Postepowanie to daje sie uogélnié.- Uezynit to Cayley.

Niech na plaszezyznie bedzie dana dowolna stozkowa I, dwie
dowolne proste p i g oraz styczne ¢, i ¢, do I, poprowadzone
z ich punktu przeciecia. Cayley okrelit miare w(p,q) kata miedzy
prostymi p 1 ¢ wzorem

o(p,0)= 5108 (ixiap ).

Gdy dane sa dwa punkty P i @ i prosta przechodzaca przez
te punkty przecina stozkows I' w punktach J; i J, to odleglosé
d(P, Q) punktéw P i @ okredlit on wzorem

AP, Q)= 5 10g(7,7,P Q).

Tak okreslone odleglodci i katy nosza w literaturze nazwe miar
Cayleya.

Maja one inne wlasnodei dla stozkowych I' rzeczywistych. niz
dla nierzeczywistych. F. Klein, postugujac sie- miarami Cayleya,
zbudowal za pomocy geometrii rzutowej modele geometrii nie-
euklidesowych. Pierwszg z takich geometrii stworzyl aksjomatycznie
Lobaczewski iniezaleznie od niego Bolyai, 2 rozwingl ja szcze-
gllnie Lobaczewski. Jedli za I" wziaé stozkows nierzeczywists, to
w geometrii nie ma prostych nie przecinajacych sie, jesli zad wzigé
za I' stozkowsa rzeczywista, to przez kazdy punkt poza prosta prze-
chodzi nieskoriczenie wiele prostych nie przecinajacych tej prostej.

Geometria euklidesowa daje sig otrzymaé w pewien sposéb

~ jako przypadek graniczny obu tych geometrii, ale sama nie miesei -

sie¢ wiréd geometrii zbudowanych za pomoeg miar Cayleya. )

icm
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KRZYWE DRUGIEGO STOPNIA I DRUGIEJ] KLASY

§ 85. Klasyfikacja rzutowa krzywych
drugiego stopnia i drugiej klasy

Krzywq n-tego stopnia nazwaliSmy zbiér punktéw, ktéry we
wspélrzednych punktu daje sie przedstamé réwnaniem

(1) F(#1,25,25)=0,

gdzie lewa strona jest formsg n-tego stopnia, lecz ktéry nie daje sie
przedstawié réwnaniem nizszego stopnia (p. § 40, str. 201).

Dualnie okreflamy kreywa n-tej klasy jako zbiér = prostych,
ktéry we wspélrzednych proste] (p. § 78, str. 423) daje sie przed-
stawié réwnaniem

2) 2y, 29, %5)=0

gdzie lewa strona jest forma #n-tego stopnia, lecz ktéry nie daje
sie przedstawié réwnaniem nizszego stopnia.

Np. linia prosta jest krzywsg 1-go stopnia, gdyz ]est zbiorem
punktéw dajacych sie przedstawié réwnaniem

(3) 1T+ yHa525=0.
Analogicznie, zbiér prostych przechodzacych przez punkt jest
krzywa 1-ej klasy, gdyz daje sie przedstawié réwnaniem
(4) Ay Uyt Uo Uy Ay Us=0.
W réwnaniu (3) wspélezynniki ay, a, ia; 5% wspolrzednymi
prostej, a w réwnaniu (4) - wspéirzednymi punktu. -
Poprzednio méwilismy krétko, ze réwnanie (3) przedstawia
prosta. Przez analogie méwimy, ze réwnanie (4) preedstawia punki.
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