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Prawe strony réwnosci (14) sg niezmiennikami I,, I,, Iy réw-
nania (9) podzielonego przez ABC; réwnoscl (14) dajy ksztalt tych
niezmiennikéw w specjalnych ukladach wspéhrzednych ukogno-
katnych, w ktérych kwadryka ma réwnanie ksztattu (10). ‘

Wyrazimy teraz réwnosei (14) za pomocy osi- gléwnych a, b, ¢
i érednic sprzezonych a’,b’,c’ kwadryki. W ukladach wspbirzed-
nych, ztozonych z tyeh osi i tych grednic, réwnania kwadryki majg
postaé

2 y? 22 22 2 22
— = —= — t gt =19.
a2+81b2+£202 777 a12+ 1b’2+ 2012 n X
Zatem
1 £ & 1 & &y
A—-—“-—) B"-——'—{‘: = = ,=‘7_'57 "——,2-
a® b2 c? a'? b ¢

Podstawiajae te wartodei do (14), dostajemy nastepujace
nogélnienia twierdzenia Apoloniusza, do ktérych po raz pierwszy
doszlii Livet i Bonnet:

@'t eb’2Fe,0 0 =0 5;h2-g,02,
{15)  a’?b’?sin?r-t-g,a’?¢'2sin? u-+&,b"? ¢'*sin2A=a2b% 5, a2c® &, b2,
a,’b’c’l/gzab‘c.

W szezegélnoel, gdy & =¢,=1, tj. dla elipsoidy, réwnosci (15)
majg nastepujace znaczenie geometryczne: '

W réwnolegloscianach utworzonych przez plaszczyzny stycewe do
elipsoidy w kohcach trzech $rednic spragtonych '

1° suma kwadratéw krawedzi jest stala;

20 suma kwadratéw pél Scian jest stala;

39 objetosc jest stala. ) ' :

icm

{ ROZDZIAL XVI

PRZEKSZTALCENIA RZUTOWE, WSPOLRZEDNE
RZUTOWE, STOSUNEE ANHARMONICZNY

§ 71. Przeksztalcenia rzutowe przestrzeni rzutowej

Niecha] w przestrzeni rzutowej bedzie dany dowolny ukiad
wspOlrzednych jednorodnych; punkt niech bedzie wyznaczony
przez stosunek x,:z,:r;:7, Weimy pod uwage rownania

1) QY =0y &y T Oio Lot A3 Tty gy gdzie i=1,2,3,4

i gdzie macierz A=(a;,) jest nieosobliwa, czyli

(2) 1A]£0.

Jedli liczby «; nie znikajs réwnoczesnie, to wobee (2) réwniez
lieczby ¥, majg te sama wlasnodé. Dwom ukladom lezb z;, majacych
rébwne stosunki x,:2,:m5:%,, odpowiadaja dwa vuklady lezb w,,
takze majgeych réwne stosunki ¥;:9s:9s: ¥

Gdy bowiem w réwnaniach (1) zastgpimy &; przez ow,, to sto-
sunek liezb po lewej stronie nie ulegnie zmianie; oznaczajge przez
by elementy macierzy odwrotnej 9, otrzymujemy

(3) Q—lmi'__'bily1+b£3y2+bi3y3+bﬂy4z
gdzie
(4) 1B =AU A0;

z (3) i (4) wynika, ze stosunek z;:&,:%;:%, jest jednoznacznie Wyzna-
czony przez stosunek ¥;:¥»:¥s:¥s- .

Tdowodnilismy wiee, ze réwnania postaci (1), przy zalozeniu (2},
wyznaczaja odwzorowanie’ wzajemnie jednoznaczne miedzy sto-
Sunkami @, 1%y :@g @y 1 Y1:Ys:Ys: Y Kazdy z tych stosunkéw wyzna-
cza W przyjetym ukladzie wspbhrzednych jednorodnych pewi?il

25%
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punkt. Zatem réwnania (1), przy zalozeniu (2), WYLNACRH] G WRAfem-

nie jednoznaczne preeksziatcenie preesirzeni rzutowe] w siebie.
Przeksztalcenie takie nazywamy liniowym lub rzutowym.
Réwnania (1) mozemy napisaé krétko réwnaniem macierzowym

(3) o(y)=U(=).

Wszystkie przekssialcenia afinicene sq reuwtowe, gdyz majg one
postaé (5). Dla nich jest

a41=a49=a43=0 j. a44#0 o

Przykladem przeksztalcenia rzutowego, ktére nie jest aﬁmczne, -

jest przeksztalcenie okre§lone réwnaniami

RY1=1, QY 2=s, QY s=3, Y 1=+ T+ L3+ 24

Przeprowadza ono bowiem plaszezyzne
@y +2s+23+2,=0

w plaszezyzne w oo, a wiec nie jest afiniczne. ‘
. Prreksztaloenie afinicene mozemy okreslié jako przeksziatcenie
rzutowe przeprowadzajgee plaszceyzne w oo w siebie.
Istotnie, plaszezyzna w co o réwnaniu y,=0 jest w myél (1)
obrazem plaszezyzny

g1 81+ Cgo Lo~ 0y By gy 2, =0.

Na to, by ostatnia plaszezyzna byla plaszezyzng w oo, potrzeba
1 wystarcza, zeby a4 =a,=0a,,=0, czyli zeby przeksztalcenie bylo
afiniczne.

Preeksetatcenia rautowe tworzq grupe.

Istotnie, przeksztatcenie odwrotne do (1) ma postaé (3), jest
wige wobec (4) rzutowe; iloczyn dwoéch przeksztatcer rzutowych

e(y)=U(z), o(2)=B(y),
jest postaci

w0 i 1B]5£0
00(2)=0B(y)=BUA(=),
zatem postaci (1), gdzie |BUA|=|B|-|A[5£0, c. b. d. o.

We wzorach (1) wspélezynniki moga byé rzeczywiste lub ze-
spolone. Jefli ograniczamy sie tylko do wspélezynnikéw TZeczy wi-

stych, to grupe nazywamy rzutowq reeczywistq. W przeciwnym ra-

zie nazywamy ja grupq rzutoweq zespolong.
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W mysl programu Kleina (p. § 31) grupa przeksztaleens rzu-
towych okresla pewna geometrie, zwana geomeiriq rzutowq.

Do pojeé tej geometrii nalezy nadal pojecie punktu, ale nie
nalezy np. pojecie punktu w oo, gdyz przeksztalcenia rzutowe moga
przeprowadzaé punkty w co w punkty wladciwe.

Geometrie odpowiadajgee dwom wymmienienym grupom rzuto-
Wym NOSLy NAZWy: geomelrii rzulowej rzeceywiste] i geometrii reuto-
wej zespolonej.

Bedziemy sie zajmowali gléwnie geometrig rzutowa rZeczywistg.

Stopien powierzchni algebraicznej jest niezmiennikiem prae-
ksztatcent rzutowych.

Dowé6d przebiega tak samo jak na str. 204, Wynika stad
w szezegblnosel, ze przeksztalcenia rzutowe przeprowadzaja plasz-
czyzny W plaszezyzny, a wiee i proste w proste. Tym samym
plaszezyzny 1 proste sq pojeciami geomeirii rzutowej {w geornetrii rzu-
towe] rzeczywistej wystepuja pojecia plaszezyzn i prostych rzeczy-
wistych i nierzeczywistyeh).

W geometrii rzutowej nie ma pojecia prostych réwnoleglych.
Proste te, jako przecinajace sie w punkcie w oo, moga bowiem
przejéé w proste przecinajace sie w punkcie wlasciwym. Z tej samej
przyczyny nie wystepuje w geometrii rzutowej pojecie frodka od-
cinka.

Przeksztalcenie rzutowe zostalo okredlone w zaleznodei od
pewnego ukladu wspélrzednych jednorodnych. Udowodnimy jednalk,
ze w kasdym ukladzie wspitrzgdnych jednorednych wspitrzedne reu-
towe wyrasajq sie wzorami postaci (1). Co wiecej, jesli wspolrzedne x;
jakiego§ punktu sg wziete w jednym ukladzie, a wspbirzedne y;
obrazu tego punktu — w innym ukladzie wspéhzednych jedno-
rodnyeh, to przeksztalcenie rzutowe ma réwniez postad (1) i spel-
niony jest waranek (2).

W istocie, miech bedzie dane przeksztaleenie (1). Obierzmy
dwa nowe uklady wspélrzednych jednorodnych. Wspélrzedne punktu
w nowych ukladach sa zwiazane ze wspéhrzednymi w dawnych
ukladach wzorami

o(@)=B(@), [BIF0 i (y)=C),
Dla przeLsztalcema (1) mamy wiee
7(y")=C(y) =0 CAx)=¢ ' ¢~ CAB(7)

€]=0.

czyli
0:(y")=CUB(z"),  gdze

01=00T.
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Jest to znowu postaé (1) i

|CAB|=[C]- |- B[ 70, e. b.d.o.

§ 72. Wspéhrzedne rzutowe w przestrzeni rzutowej
- W poprzednim paragratie dowiedliSmy, ze wzory
1) ey)=U(@),  |AF0,

okre§laja odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne migdzy stosunkami
Xy iTsiLs By 1 Yy :YeYs:Y, Niech liczby @y, @,, @5, #, bedg wspdlrzed-
nymi jednorodnymi punktu w pewnym ukladzie wspdlrzednych
jednorodnych.: Wéwezas wzory (1) wyznaczaja przyporzadkowanie
wzajemnie jednoznaczne miedzy punktami przestrzeni rzutowej
a sbosunkami y, :y,:¥5:¥%. Te stosunki moga wiee byé uwazane za
nowy rodzaj wspéhrzednych punktu, wyznaczonych przez macierz .
Nazywamy je wspblrzednymi rzutowyms.

Wspélrzgdne jednorodne sq szozegdlnym przypadkiem wspitrzed-

nych rzutowych. ‘ ’
Przejdcie bowiem od jednego ukladu wspélrzednych jednorod-
nych do innego jest wyznaczone przez wzory postaci (1), gdzie

gy =0y =0y5=0.

Gdy zmienimy wyjéciowy uklad wspéirzednych jednorodnych,
to w nowym ukladzie wspélrzedne rzutowe y, wyrazaja sie przez
wspolrzedne jednorodne réwniez wzorami ksztaltu (1).

Jesli préez ukladu (1) jest dany drugi uklad wspéhrzednych
rzutowych z;, wyznaczonych wzorem

o(2)=B(z),

gdzie |B|£0,

to

e (¥)=C(z),  gdzie |C|=|AB|~0.

Zatem przejécie od jednego ukladu wspétrzednych rzutowych do
innego odbywa sig réwniei za pomocq wzoréw ksztakiu (1).

Z ostatnich twierdzeri wynika, ze gdy dla danego ukladu wspdl- -

rzgdnych jednorodnych macierz W praebiega wszystkie moiliwe macie-
rze nicosobliwe, to wyznaczone w ten sposéh “uklady wspélrzednych
rzutowych vy, przebiegaja wseysthie modliwe uklady wspdtrzednych,
" jakie moina otrzymaé przez zmiane zaréwno danego wktadu wspdl-
rzednych jednorodnych jak i macierzy.
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Wezmy pod uwage réwnanis

(2) Qi1 1 Cip Do+ By By -Gy, =0, gdzie
Kazde z tych czterech réwnan wyznacza pewns plaszczyzne.
Wobec tego, ze |U[+£0, plaszezyzny te nie przechodzs przez jeden
punkt (§ 35, str. 177), a wiec wyznaczajs czworodcian.
Nazywamy. go czworo$cianem podstawowym danego ukladu
wspélrzednych rzutowyeh.

Sciany tego czworofcianu majg we wspodirzednych y; réwnania

i=1,2,3,4.

¥;=0, gdzie i=1,2,3,4,
krawedzie zas§ — réwnania
y;=0, yk=(}, gdzie iz%k.

‘Wierzcholki czworofcianu podstawowego maja pe trzy wspol-

rzedne rzutowe réwne zeru:
0:0:0:1, 0:0:1:0, 0:1:0:0, 1:0:0:0.

Gdy jedna ze Scian czworoscianu jest plaszezyzng w oo, to otrzy-
mujemy najogdlniejsze wspdirzedne jednorodne, z dowolnymi wek-
torami podstawowymi na osiach (mogacymi mieé rézne dlugodel).

Sam czworofcian podstawowy nie wyznacza jeszeze ukiadu
wspblrzednych rzutowych. Juz bowiem wspélrzedne jednorodne nie
83 wyznaczone przez same osie ukladu, lecz wymagaja wskazania
wektoréw podstawowych. Wskazanie zad wektoréw podstawowych
na osiach sprowadza sie do wybrania punktu o wipirzednych
niejednorodnych 1,1,1, a wiec o wspéirzednych jednorodnych
1:1:1:1.

Punktem jednostkowym ukladu wspéirzednych rzutowych w prze-
strzeni nazywa sie punkt o wspéhrzednych rzutowyeh 1:1:1:1.

Udowodnimy, Ze wspélragdne rzulowe 8 WwYINACONE Preez po-
danie czworodciomu podstawowego i punkiu jednostkowego (nie leta-
cego na Zadnej z plaszezyen ukiadu).

Istotnie, obierzmy pomocniczy uklad waplirzednych jedno%‘od-
nych. Czworofcian podstawowy wyznacza 4 réwnanis swych ém:

(3) by 1+ Dis By Fbia e tb:s 2y =0, gdzie i=1,2,3,4.
Poniewai zarazem fciany czworoScianu podstawowego maja
réwnania (2), wiec
UREL ST ST M PR biszby
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czyli -
ap=Abg, gdzie ¢=1,2,3,4

i gdzie ;720 jest czynnikiem na razie nie wyznaczonym. Dla wspol-

rzednych rzutowych jest wiee

(4) Q:I/izli(bil$1+bi2m2+b;3w3+bi4m4)'

Oznaczmy przez p; wartodé, jaks przybiera w punkeie jedno-
stkowym wielomian stojgey po lewej stronie wzoru (3). Jest p;40,
gdyz punkt jednostkowy nie lezy na fcianach czworofeianu podsta-
wowego. Poniewaz w tym punkecie .

Y12 Y2 Ysiy,=1:1:1:1,

wiee

P11 A3Ps AsPs i Ay py=1:1:1:1,
ezyli
(3) =y gdzie o0

Tym samym wartodé czynnika 1, zostala wyznaczona. Przyj-
mujae v=go ', dostajemy z (5) wobec (4) :

1 . . .
(6) TY; = ; (b1 @132 %2 b33 0,4 2), gdzie =1, 2, 3, 4.

Tak wiec podanie czworoscianu podstawowego i punktu jedno-
stkowego umozliwito nam wyznaczenie macierzy ukltadu wspélrzed-
nych rzutowyeh za pomoes przyjetego ukladu pomocniczego wspél-
rzednych jednorodnych. Ostatni uklad jednak w my$l dowiedzio-
nych twierdzen nie gra zadnej roli. Czworocian podstawowy i punkt

jednostkowy wystareza zatem do wyznaczenia ukiadu wspolrzednych
rzntowych, ¢. b. d. o.

Twér zlozony z czworodcianu i punktu nie lezacego na zadnej
z jego dcian jest tworem rzutowym, gdyz kazde przeksztalcenie
rzutowe przeprowadza go w twér analogiczny. Wyznaczone przezed
wspdhrzedne rzutowe musza wiee byé okreflone przez pewne jego
wlasnogei rzutowe. Dotychezas jednak nie znamy takich wiasnofci,
poniewaz na razie umiemy budowaé wspélrzedne rzutowe tylko za
pomocg wspéirzednych jednorodnyeh, w ktére wehodzi w sposéb
igtotny pojecie plaszezyzny w oo, a wige pojecie nierzutowe. Do-
piero w § 74 bedziemy mogli okreglié wspohzedne rzutowe przez
wilasnodel czysto rzutowe.
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W ukltadzie wspdlrzgdnych rzutowych powierzehnia algebraiczna
stopnia n ma rownanie f(y., ¥s, ¥s, yo)=0, gdzie f jest jormaq stopnia n.

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia z § 40, str. 204,
o przeksztaleceniu afinieznym.

W szezegdlnosel, kasda plaszezyena ma réwnanie ksztaliu

1
A1y1+A2y2+As?]3+-A4y4:0; gdzie ,§;§A1i>0

i na odwrdt.
Prosta daje sig przedsiawié dwomea réwnaniami tego ksziatiu.
We wspdlrzednych rzutowych kaide przekszialcenie rautowe moing
przedstawic réwnaniem

() ' e(y)=U(w),  gdeie  [A|F0;
stosunek @ :%,:%5:%, Moze byé¢ przy tym brany w jednym ukladzie
wspélrzednych rzutowych, a stosunek y,:¥.:¥;:y, — W innym. ]

Dow6d przehiega tak samo jak dowdd ostatniego twierdzenin
z § 71 (str. 389).

Istnieje dokltadnie jedno przekszialcenie rzuiowe, przeprowadza-
jace pieé = gory damych punkidw P, Ps, Py, Py, Py, 2z kiorych 2ad?w
cxiery mwie letq w jednej plaszozyénie, w pied = gory danych punkiéw
Q1, Qs @z Quy @5 0 tej samej wza'smsm ) )

Dow6d mozna otrzymaé przez inng interpretacje rozumowanis
algebraicznego, uzytego w dowodzie twierdzenia, %e ukiad 1:zutowy
jest wyznaczony przez czworoscian podstawcjwy i punikr, jednost-
kowy (p.str. 391). Mozna go tez przeprowadzié w sposéb n;aﬂt@pu—
jacy. Obierzmy dwa uklady wepolrzednych rzutowy?h:‘ plerwszy
o czworodcianie podstawowym P, Py, Pg, Py 1 0 pm’}kele jednostko-
wym P;, a drugi zbudowany analogicznie z punktow Ql.’ Qs, QS’ Q.
i Q,. Wspéhrzedne =z; wystepujace w (6) b@@emy liczyli w pierw-
szym ukladzie, a wspéhzedne y; — W d.v:ﬂglm. ?mehﬁzta&ce?;:d ({‘5)
przeprowadza zatem punkty, ktére majg w pilerwszym ukiadzie
wspbtrzedne

0:0:0:1, 0:0:1:0, 0:1:0:0, 1:0:0:0, 1:1:1:1,

w punkty o tych samych wapbhrzednych w drugml ukia,(‘lzm. Z t(}algoc‘;
jednak, ze punkt o wspolrzednych 2105 051 24=0:0:0:1 gzze
dzi w punkt o wspbirzednych yl:yzzyg:y4=0:030:1, wy d g;ol
podstawieniu do (1), ze a14=a24=a34=q. Podobnie _dlaz nastepny
trzech punktéw dostajemy ax=0, gdy i=~k. Jest wige

QY1=01 &1, QYs=0Tey OYs=0ssTsy OYs=012 Ty~
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Poniewaz punkt o wspéirzednych 1:1:1:1 przechodzi w punkt
0 tych samych wspéhrzednych, wiec

, =011y Q@=Qgpy Q=0l33, Q=0qyy,
skad wynika, ze przeksztalcenie ma postaé
Y1 Y2 Y3 Ya=21: 8o 1 W30y,

& wige jest okreflone jednoznacznie, e. b. d. 0.

% udowodnionego twierdzenia wynika w szezegdlnogci naste-
pujaey wniosek: '

Jefli przeksetaloenie reutowe przeprowadza w siebie kaidy z pie-
e punkidw, z kidrych tadne cetery nie lesq w jedmej plaszezyinie, to
jest ono identyeznoscig. ‘

§ 73. Wspéhrzedne rzutowe i przeksztalcenia rzutowe
na plaszezyznie i na prostej

1. Wspélrzedne rzutowe i przeksztalcenia rzutowe na plasz-
czyznie. Niech I7 bedzie plaszezyzng wiadeiwg lub plaszezyzna w co.
Przyjmijmy ja za plaszezyzne y,=0 czworoscianu podstawowego
ukladu rzutowego wspéhrzednych w przestrzeni. Wéwezas kazdy
punkt plaszezyzny IT jest Wyznaczony przez stosunek y;:y,:y,:0,
a wiec przez stosunek trzech liczb Y1y Yoy Y- :

Liczby te bedziemy nazywali wspbltrzgdnymi rewtowymi punktu

na plaszceyénie I1.
. W ten sposéb dali§my jednolita definicje wspbhrzednych rzu-
towych punktu dla wszystkich plaszezyzn przestrzeni rzutowej.
Po raz pierwszy wystepuja obecnie wspélrzedne na plaszezyznie
W oo, rozwazanej jako twor samodzielny. Dotychezas bowiem ba-
dajae plaszezyzne niezaleznie od otaczajace] ja przestrzeni i wpro-
wadzajage na niej wspélrzedne, uzywali§my Wwspélrzednych jedno-
rodnych, ktére byly okreglone za pomoca pojecia odleglodei. Tym
samym plaszezyzna taks musials by¢ wladciwa. W geometrii rzuto-
wej jednak zanika rtéznica migdzy plaszezyznami wlagciwymi
a plaszezyzng w oo i dlatego wlasnie definicja wspétrzednych po-
winna byé jednolita. ‘

Wspdtrzedne jednorodne na plaszezyénie wlasciwej sq szereqdlnym
preypadkiem wspdlrzednych reutowych.

Istotnie, uklad wspohrzednych jednorodnyeh ng, plaszezyinie
wiafeiwe] mozemy uzupeié w jakikolwiek sposéb do ukladu wspol-
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rzednych jednorodnych, a wige i rzutowych, w przestrzeni oraz
tak ponumerowaé wspéhzedne, by ta plaszczyzna miala réwnanie
z,=0.

Gdy na plaszozyinie IT dane sq dwa uktady wspélrzednych rzuto-
wyeh: Yi:Ys:Ys © @1:@eida, to miegdzy wspdtraednymi tego samego
punkiv w obu uktadach zachodei zaleinodé

(1) o(y)=U(x), gdzie

i W jest macierzq stopnia 3.

Istotnie, kazdy z tych unkladéw wspétrzednych tworzymy za
pomocg pewnego czworoscianu, ktérego czwarta plaszezyzng jest I7.
Migdzy wspéirzednymi rzutowymi przestrzennymi zachodzi zalez-
nofé o macierzy nieosobliwej

1A =0,

(2) QY= 1+ Gyo By + i3 By +054 7,  gdzie i=1,2,3, 4.

Praszezyzna y,=0 drugiego ukladu ma w pierwszym ukladzie
réwnanie ;
(3) : Oy By g o+ Ay By + gy, =0 .

Poniewaz jednak réwnania y,=0 i #,=0 przedstawiaja w mysl
zatozenia te samg plaszezyzne II, wiec w réwnaniu (3) musi byé
@y =04, =0,3=0. Réwnania (2) majg zatem postaé
=1, 2,3,
gy 70,

W szezegblnogel dla punktéw plaszezyzny II otrzymujemy
przez podstawienie z,=y,=0

QY= Gy By 00 B+ Ay g+ 0 By gdzie

0 '.7/.4= C g Ty, gdzie

(4)

QUi== 0y By Ay By Gy Tz gdzie i=1,2,3,

czyli zaleznofé (1). Warunek |¥W|5£0 wynika z tego, ze macierz
ukladu réwnan (4) jest nieosobliwa. :

Na odwrdt, gdy na plaszozyénie I1 dany jest uktad wspdlrzednych
reutowych x,:ms:25 1 liczby Yy, Ysy Ys Sa 2wiarane z lickbami oy, T, T3
zalesmodeiams ksztattu (1), to y1: ys:ys jest rownied uktadem wspdlreed-
nych rzutowych na plaszezyénie II.

Weizmy bowiem taki uklad przestrzenny Wspél:rzed:nye]% rzuto-
wych, ktérego plaszezyzna o réwnanin #,=0 jest I7 i ktory Wy-v
znacza na niej uklad wspélrzednych rzutowych @, :@,:2,. Utworzmy
réwnania (4), gdzie a,,7%0. WOWezas 9,:¥2:Y3:¥. j(’ast pewnym ukia-
dem przestrzennym wspélrzednych rzutowych, ktérego plaszezyzna
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¥4=0 jest wobec (4) identyezna z plaszezyzng @,=0 czyli z plasz-
ezyzng II. Zatem y,:y.:y, jest ukladem wspélrzednych rzutowych
na plaszezyznie II, ¢. b. d. o.

Z ostatnich dwé6eh twierdzen wynika, ze gdy wziaé na plaszezys-
nie pewien uklad wspotrzednych rzutowych, a nastepniec maciers N

przebiega wszystkie macierse nieosobliwe, to tréjka liceb 11,Ys, ¥, wy-

anaczona przez (1) praebiega wszystkie modliwe uklady wspdtrzednych
reutowych na tej plaseczyinie. ‘

Podobnie jak w przestrzeni, dowodzi sie, ze na plaszezyinie
krzywa algebraiczna stopnia n ma w kasdym ukladzic wspdlrzednych
rzutowych réwnanie stopnia n. '

Odnosi sig to takze do krzywych lezgcych w plaszezyznie w co.
Istotnie, krzywa algebraiczna plaska stopnia n jest przekrojem
plaszezyzng powierzehni stopnia =, ale nie powierzehni stopnia
nizszego (p. § 40, str. 205). Wynika stad, ze taki przekrdj plaszezy-
zng w co ma w ukladzie wspéhrzednych jednorodnyeh réwnania

f($1;w2)w3)=0; . 2,=0,

gdzie f jest wielomianem stopnia .
W szezeglnosel, kazda prosta ma réwnanie pierwszego stopnia.
Niech dane bedg dwa réwnania

(5) A+ 4,2+ A52,=0, B2+ B,@,+B;z;=0.

Dla punktu spelniajacego oba réwnania jest

|45 4y |4, 4] 4, 4,

Xy 3%y i%g=| : :

;Bz Bs ;Bs -Bl Bl Bz

Punkt taki jest wiee jednoznacznie WYZNaCZoOny Wtédy i tylko
wtedy, gdy

.

A,:4,:4,%#B,:B,:B,.
Tak wiee na fo, by réwnania (B) przedstawiaty te sama prosta,
potrzeba i wystarcza, seby
AI:AQ:AszBl:Bz:Bg.
Analogicznie do pojecia czworodcianu podstawowego w prze-
strzeni wprowadzamy na plaszezyinie tréjkat podstawowy.
- Bokami tego tréjkata sy krawedzie czworoscianu podstawo-
wego lezace w plaszezyznie I1. W rozpatrywanym ukladzie wsp6l-
rzednych rzutowych boki tego tréjkata maja réwnania

y1=03 y2205 y3=0'.

icm

§73 1. Przeksitalcenia rzutowe plaszezyzny. 397
Punktem jednostkowym ukladu wspblrzednych rzutowych na
plaszezyZnie nazywa sie punkt o wipdtrzednych

Yi1YeiYys=1:1:1.

Np. gdy w przestrzeni rzutowej dany jest uklad wspéirzednych
jednorodnyech, to w plaszezyinie w oo powstaje uklad wspéhzed-
nych rzutowych, w ktérym wierzehotkami tréjkata podstawowego
sg punkty przebicia plaszezyzny w oo osiami Oz, Oy i Oz, punktem
jednostkowym za$§ — punkt w oo proste] v=y==z. )

Ulktad wspétragdnych reutowych na plaszezyénie jest jednoznacenie
wyznaczony przez tréjkat podstawowy i punkt jednostkowy, nie lezqey
na bokach tego tréjkaia.

Dla dowodu obierzmy na plaszezyznie jakikolwiek uklad ‘wspot-
rzednych rzutowych = :z,:a,. Kazdy inny uklad wspéhrzednych
rzutowych na tej plaszezyznie jest WYZNaCczZony przez wzory ksztaltu

(6) L QYT Oy T O Ty a2, |} #£0, i=1,2, 3,

gdzie wspélezynniki g sg odpowiednio dobrane. Dalszy tok rozumo-
wania jest analogiczny jak w dowodzie twierdzenia przestrzennego
(§ 72, str. 391). Zastepujemy jedynie wspélrzedne jednorodne przez
rzutowe, poniewaz dana plaszezyzna moze byé plaszezyzng w oo.

Okreflimy obecnie preeksztatcenia rzutowe plaszczyzny. Prze-
ksztalcenie rzutowe przestrzeni przeprowadza plaszczyzne I1 w pew-
na plaszezyzne II,. Takie wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie
II' w II; nazywamy rzutowym. Oczywidcie plaszezyzny I7T i IT, mogg
byé identyczne.

Niech bedzie dane przeksztalcenie rzutowe plaszezyzny I7
W plaszezyzne II,. W obu plaszezyznach niech beds dane uklady
wspohrzednych rzutowych: ,:z,:2, w I, a yy:yy:y, w II,. Wow-
czas to przeksztalecenie rzutowe wyrazi sie wzorami postaci

(7) o(y)=U(=),  |A#0.

Istotnie, w mysl definicji wspéhzednych rzutowych na plasz-
czyZnie mozemy uzupeié uklady przyjete na plaszezyznach 17 i I7,
do ukladéw przestrzennych tak, by plaszezyzna II miala réwnanie
#,=0, a plaszezyzna II, — réwnanie y,—0. W tych ukladach prze-
ksztatcenie rzutowe przestrzeni wyraza sie wzorami ksztattu

(8) QU= 0y By 0y By U3 Ty 1 03 Ty, 1=1,2, 3,4, |U] 0.
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Poniewasz plaszezyzna y,=0 jest obrazem plaszczyzny ,=0,
wiee @;,=a,,=a;,=0 1 przeksztalcenie ma postaé :
O Y ;== 0y B+ o Oig By By Ly dla ' 1=1, 2, 3,

(9)

QY 4=0yg Ty
W szezegbélnodei dla punktéw plaszezyzny x,=0 dostajemy
0= T3+ Gy + i3 g gdzie i=1, 2, 37’

czyli postaé (7), c¢. b. d. o.

Jak widzimy, dowéd ostatniego twierdzenia jest pod wzgledem
algebraicznym identyczny z dowodem twierdzenia, ze zaleznogeci
miedzy wspélrzednymi rzutowymi wyrazajg sig wzorami (7).

Tak samo dowodzi sig, ze kasde preeksztalcenie postact (7) plasz-

czyeny II w plaszezyene 11, jest rzutowe.

Tak samo réwniez dowodzi sie, ze preeksziatcenie rzutowe plasz-
czyeny II w plaseczyzng IT, jest jednoznacenie wyenaczone preez dwie
caworki odpowiadajacych sobie punktéw

-P;U P27 -P3: 'P4 ¢ Ql} Q27‘Q37 Qtl!

z ktorych zadne trey punkty jedne] cewdrki wie leiq na jednej prostej.

W szezegblnosci, preeksztalcenie rzutowe plaszceyzny, przepro-
wadeajgee w siebie czlery punkty, z ktérych adne trey wie ledq na jed-
nej prostej, jest identycznosciq.

Kazde preeksztalcenie afinicene plaszeeyzny jest reutowe.

Przeksztatcenia afiniczne plaszezyzny mozna scharakteryzowad,
jako te przeksztalcenia rzutowe, ktére prosta w oo przeprowadzajg
w giebie.

Preeksztalcenia  reutowe  plaszezyeny preprowadzajq  prosie
w proste. '

2. Wspélrzedne rzutowe i przeksztalcenia rzutowe na prostej.
Niech p bedzie prosta wlaseiwg lub prosta w oo. Przyjmijmy jg za
krawedZ przeciecia plaszezyzn y,=0 i 9,=0 ukladu przestrzen-
nego wspbhrzednych rzutowych. Wéwezas kazdy punkt prostej p
ma wspélrzedne y,:y,:0:0, jest wiec ‘wyznaczony  przez stosunek
dwdch liezb 4y, ¥,. ‘

Liezby te bedziemy nazywali wspblrzednymi rautowyms punltu
na prostej p. ) SRR

Rownowazng definicje wspllrzednych rzutowych na prostej
mozna podaé w sposdb nastepujacy: ¢ . . ..

§73 2. Wspéhrzedne rzutowe na prostej. 399

Przez prosta p przeprowadzamy dowolng plaszezyzne IT i obie-
ramy na niej trojkat podstawowy tak, by prosta p byla jego bokiem
y;=0. Punkt na tej prostej jest Wyznaczony przez stosunek y,:9,:0.
Liczby ¥4, ¥ sa wspéhrzednymi rzutowymi punktu na prostej.

Réwnowaznosé obu definicji wynika stad, ze wspéirzedne rzu-

‘towe na plaszezyinie IT, w ktérych prosta p ma réwnanie y,=0,

majy czworofcian podstawowy, ktérego plaszezyzna y,=0 jest
plaszezyzng II, a plaszezymna y,=0 przechodzi przez p.

Podobnie jak na plaszezyznie dowodzi sie, ze:

Gdy na prostej p dane sq¢ dwa uklady wspdlrzednych rzutowych
T8y © YiiYs, B0 miedzy wspdlrzednymi tego samego punkiv w obu
uktadach zachodzi zaleinodé

(10) o(y)=Ulxz),  gdeie |A]F0,

a macierz W jest teraz stopnia 2.

Na odwrét, jesli x;:3, jest uktadem wspélrzednych rzutowych
na prostej p 4 lickby yy,Y, sa swigrane 2 liccbami xy,x, zaleznodciami
ksztatiu (10), to y,:y, jest réwnies ukladem wspétrzednyjch rzutowych
na prostej p. ‘

Analogicznie przyjmujemy tez nastepujgca definicje:

Punktami podstawowymi ukladu wspéhzednyeh rzutowych na
prostej nazywamy punkty o wspélrzednyceh rzutowych

1:0, 0:1, 1-:1.

Uktad wspdlreednych rzutowych no prosiej jest jednoznacznie
wysnaczony przez réjke réénych punkiéw podstawowych.

Przeksztalcenie rzutowe przestrzeni przeprowadza proste
w proste. To przeksztalcenie wzajemnie jednoznaczne prostej
w prosta nazywamy opreeksztatceniem rezutowym proste] w prostg.

Jegli na prostych p i p, sa dane uklady wspélrzednych rzuto-
wych: z:w, na p 1 y,:y, Da Py, to preeksatalcenie rzutowe prostej p
w prosta p, wyraia sig weorami postaci (10); na odwrdt, kaide prze-
ksztalcenie tej postaci prostej w prosta jest rzutowe.

Przeksztalcenie rzutowe prostej p w prosig p, jest jednoznacznie
wyznaczone przez dwie tréjki odpowiadajacych sobie punkicw

-Pl,—Pzp—Pa 7 Ql:Qz;QE:

2 ktérych kaide dwa punkty jednej trojki sq réine.
W szezegblnofel, prezekszialcenie rzutowe prostef, przeprowadza-
jace w siebie trey réine punkiy, jest identycanosei. .
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3. Przedstawienie parametryczne prostej. Jak widzieli$my
(str. 8396), prosta na plaszezyinie ma w ukladzie wspélrzednych rzu-

towych réwnanie pierwszego stopnia
(11) A2y + A2, 432,=0.

Na mocy takiego samego rozumowania jak w § 35 (str. 171)
wynika z tego, ze prosta przechodzgca przez punkty M (m,:m,:m,)
i N(ny:ng:ng) ma réwnanie

(12) My My Mg| =0.

Prostq w plaszczyénie moéna przedstawié w dowolnym ukladzie
wspdlrzednych rzutowych parametrycznie:

(13) ' o= um; -+, gdzie i=1,2,3.

Dowéd jest identyezny z przeprowadzonym na str. 192. Tak
samo rozumujae, dowodzi sie, ze w przestrzeni prosta ma w dowol-
nym ukladzie wspdlrzednych rzutowych przedstawienie parametrycene

(14) Qwiz,u’mi—}—’vni, gdz?:@ 7:':1, 2, 3, 4:. )

W przedstawieniach (13) i (14) kazdemu punktowi prostej od-
powiada jeden stosunek p:» i na odwrét.

Okazemy, ze analogicene przedstawienie prosta ma tez w dowol-
nym uktadzie wspolrzednych rezutowych na miej samej, rozwasane)
niezalednie od otaceajgee] jo preesirzeni. Wskaznik ¢ przybiera wtedy
wartodei 1 i 2. Przedstawienie to ma wiec postad

(15) 0y =pmy oy, 0Ty = UMy~ YTy,

Istotnie, uwazajac (15) za réwnania o niewiadomych u i »,
mamy
Ny —Ny Ty
(16) = _31___1_;’ y—
My Ty — MMy

M 18y — Wiy 2y
Qh‘—-‘——.
My Py — Ny Mg

Réwnosei (16) mozna napisaé w postaci
(1) Ol =01y By 1G5 s, OV=(ly; L1+ A5 Ty,

gdzie A=(ay) jest macierza odwrotna do macierzy

My My
Ny Ny

icm

§ 74 1. Wiasnofei stosunku anharmonicznego. 401

Z (17) wynika, ze z i » sq réwnies wspblrzednymi rzutowymi na
prostej. Punktami Podstawowymi tego ukladu wspéhrzednych 89
punkty, ktérym odpowiadajg stosunki Ky Wynoszace 0:1, 1:0
il:1, czyli punkty N, M i punkt I (Mg 41y 1 my+-m,).

Wynika stad, ze w preedstawieniach parametryeznych (13) 1 (14)
prostej no plaszezyénie i w preesirzend liczby w i v sq réwnies wspdl-
rzgdnymi rzutowymi na tej prostej.

Wezmy bowiem naprzéd dang prosts jako krawedz z3=0,
2,=0 czworoscianu podstawowego. Wéwezas ry 1z, sg wspblrzed-
nymi rzutowymi na tej prostej i zachodzg wzory (15). A zatem
u 1 v sa tez wspélrzednymi rzutowymi na niej. Przejdzmy obecnie
do jakiegokolwiek innego ukladu wspéirzednych rzutowych
Y1:Y2:¥5:Y, Wowezas dla i=1,2, 3, 4

2 2
om;=3 agm,, ong= azm,

(18) ol i=.§7 g Ty,
k=1 k=1 k=1

(dobieramy wspélrzedne tak, by wspélezynnik proporcjonalnogci o
byl wszedzie ten sam). Sumowanie rozeigga sie tu na wartosei
k=11 2, gdyz rozwazamy wspélrzedne tylko dla punktéw prostej,
na ktérej #,=0 i x,=0. Mamy zatem wobec (18) i (15)

2 ; 2 2
1 _ -
Gy,-=h21 G0 (umy~-vn,) =g 1#2 A My~ 0 1”2 Qg M
= =1 k=1

czyli wobee (18)

(19) Vo RY= vy,

Tak wiec przy przejsciu do nowego ukladu wspblrzednych
rzutowych, w ktérym liezby m; i #; dobieramy wedtug (18) z tym
samym wspotezynnikiem proporcjonalnosei o, stosunek p:v w przed-
stawieniach parametryeznych (15) i (19) jest ten sam; zatem w przed-

- stawieniach (13) i (14) liczby x i » s wspéhzednymi rzutowymi

na prostej, c. b. d. o.

§ 74. Stosunek anharmeniczny

1. Wlasnoséci podstawowe. Niech dany bedzie na prostej do-
wolny uklad wspéhrzednych rzutowych oraz dwa punkty M (m,:ms,)
i P(py:p,). Niech
Jml fm2I

(1) W (m,p)= I
| p1 s

Monografie Matematyczne, XX VI. 26
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Wyrazenie (1) nie ma znaczenia geometrycznego, gdyz zalezy
od wyboru stosunku m, :m,, wyznaczajacego punkt M, i stosunku
P1:Ps, Wyznaezajacego punkt P. Jesli stosunki te zastgpimy przez
oMy oMy 1 pP1:0Ps, TO

[my meg
W(om, gp)=0e | =ag W(m,p). _
i P1 D2 v

Jedli zmienimy uklad wspélrzednych i punkty’ M i P beds
mialy w nowym ukladzie wspéhrzedne my:m, i p;:P,, to
{2) Ay =0( @M G M) P:=0(a1 D1+ D2) -

Stad wynika, Ze

. Uy My A3 My Gy Mg+ 8oy My

W(m',p')=qo . :

“ @3 D1t G Do Qoy Ty g, Py

W oznaczeniu A=(a;) mamy wiec .
Wim',p’) =0 120 Wim,p).

Czynnik || jest niezalezny od wyboru punktéw M i P: jest on

ten sam dla wszystkich par punktéw. Wynika stad, ze gdy dane 89

dwie pary punktéw M, N i P,Q oraz N+#P i Q=£M, to lictha

3) W(m,p) W(n,q)
W(n,p) W(m,q)

nie ulega 2mianie ani wiedy, gdy zmienimy wspélrzedne wyznaczajqce

Kibrykolwiek = tych punkiéw, ani wiedy, gdy zmienimy uklad wspél-
rzednych.

Wzory (2) okrelaja zarazem najogélniejsze przeksztalcenia
Tzutowe prostej; zatem liczha (3) mie wulega 2mianie prey pree-
kszialceniach reutowych. Wynika stad, Ze ma ona znaceenie geome-
tryczne ¢ jest nieemienmikiem rzutowym.

Liezba (3) nazywa sie stosunkiem anharmonicenym, lub dwu-
stosunkiem, lub stosunkiem podwdjnego podeiatu czwiérki punktéw
M,N,P,Q. :

Oznaczamy ja symbolem (M N PQ).

Mamy wiee wzér

I'm, mz1 {n |

4 (UNpgy— - PrPel 0 g
inl ngg My My |
‘ipl Do | @1 Qs

icm

- (MNooQ)=—(NHQ),

§ 74 1. Wiasnosei stosunku anharmonicznego. 403

Zanim zbadamy dalsze wlasnodei stosunku anharmonicznego,
podamy pewne znaczenie tego stosunku dla punktéw prostej wia-
$ciwej, wyrazajgce sie przez odleglodei punktéw. W tym celu niech
cztery punkty wiasciwe M, N, P, Q majs w pewnym ukladzie (kar-
tezjariskim) wspélrzednych niejednorodnych wspélrzedne Ly Ly, Lpy Lige
Punkty te majy zatem wspéhrzedne jednorodne

My 1 M=y :1, Ny iPe=ty:l,  piipe=up:1, 91:92=wé:1.v
Podstawiajge je do (4), dostajemy
S ~ (#p — @pg) (g — oy UP-N
5) (MNPQ)— p — Tar) (T A)__ MP-NQ

(2p — @) (wg—1p) NP-HQ’

gdzie w liczniku i mianowniku iloezyny wektoréw sa skalarowe.

Jedli punkt @ jest punktem w oo prostej, a punkty M, N i P
sa wiadciwe, t0 ¢;:¢,=1:0 i dostajemy

(MNPoo)="2"" _ _ 3r¥p),
Pp— Iy

gdzie (MNP) oznacza stosunek pojedynczego podziatu (p. § 37,
str. 182). Podobnie

(MooPQ)=—(PQM), (coNPQ)=—(QPN).

Widzimy stad, ze stosunek pojedynczego podzialn wyraza sie
przez stosunek anharmoniczny, gdy jednym z punktéw jest punkt
w co. Poniewaz stosunek anharmoniczny i punkt w co sg niezmien-
nikami przeksztatcer afinicznych, wiec i stosunek pojedynezego
podziatu jest niezmiennikiem takich przeksztalcen (jak tego do-
wiedlisSmy w sposéb bezpofredni w § 37, str. 184).

Przejdimy obecnie do prostej dowolnej.

Gdy punkty P i @ sa identyczne, lecz rézne od M i N (ktére
tez moga byé identyczne), to z (4) wynika, ze
(6) (MNPP)=1.

Zalézmy, ze wszystkie eztery punkty sg rézue.

Ze wrzoru (4) wynika, ze wartodé stosunku anharmonicznego
(MNPQ) zalezy od porzqdku punktéw w kaidej parze, a mie zaledy
od porzadku par. Mamy bowiem
v [my my| [0y my |

¢y 4| |D1 Dy

P)— - -
(M-NQ ) ’n] ,n2 .‘ml mzs
141.‘ q: !pl Pa

. 26%
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Oznaczajac wiec wartosé tego stosunku przez A:

(7) (MNPQ)=4,

mamy ’

(8) {(MNQP)=(NMPQ)=1/A
Natomiagt

(9) " (MNPQ)=(PQMN)=A.

Bezposrednim rachunkiem  sprawdzamy, Ze gdy zamienimy
punkt drugi z trzecim, to 1 przechodzi w 1—A. Stosujac wielokrotnie
te trzy dzialania: przestawianie punktéw w jednej parze, przesta-
wianie drugiego punktu z trzecim oraz zamiane porzadku par, do-
stajemy wszystkie 6 mozliwych wartodel stosunku anharmonicz-
nego 4 roéznyeh punktow: '

(MNPQ)=(PQMN)=(NMQP)=(QPNM)=1,
(MNQP)=(NMPQ)=(PQNM)=(QPNM)=1/1,
 (MPNQ)=(PMQN)=(NQMP)=(QNPM)=1—1,
(10 (MPQN)=(PMNQ) =(QNMP)=(NQPM)=1/(1—2),
(MQPN)=(QMNP) =(NPQM)=(PNMQ)=1/(A—1),

(MQNP)=(QMPN)=(NPMQ)=(PNQM) =(A—1)/3

Udowodnimy, ze gdy sq dane na prostej tray rééme punkty
M, N 1 P, to do kaidej liczby A istnieje dokladnie jeden punkt @,
dla ktorego

(11)  (MNPQ)=).
Istotnie, przyjmijmy dla krétkodei oznaczenie
[77@1 mg’}
_ Epl P2 1
.nl Ry |
D1 Do ’
i1 niech a=£0. Ze wzoru (4) dostajemy przy zalozeniu (11)

'

Hgamy—qymy)=a(gyn,—q,m,)
czyli
Qo (Amy —ang) =¢,(Amy—ans,).

icm
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Poniewaz punkty M i ¥ 83 W mysl zalozenia rézne oraz a0,

wiee wspélezynniki przy % 1 ¢; W ostatnim réwnaniu nie znikajg,
réwnoczesnie. Zatem

(12) Q11 gs=Im,—an, 1AMy —an,,

a poniewaz liezby o, m, i n, 85 wyznaczone Przez punkty M, N i P
jednoznacznie, wiec ze wzorn (12) wynika, ze stosunek g,:g, jest
wyznaczony przez liczbe 1 tez jednoznacznie, ¢. b. d. o.

Niech na prostej wiadeiwe] beda dane cztery réine punkty
wladciwe M, N, P, Q. Obiersmy uklad niejednorodny wspéirzednych
w ten sposéb, zeby punkt M byl poczgtkiem ukladu, a punkt ¥
mial wspolrzedng niejednorodng 1. Wowezas

(13) (UNPQ)= Fe =) (@—23) _ zp(2g—1)

(zp —2y) (o— 3 h Zg{ap—1)

Zbadamy teraz znaczenie geometryczne nieréwnosci
(14) (MNPQ)>0.

Wobec (13) nieréwnosé (14) zachodzi zawsze i tylko w naste-
pujacych przypadkach: ’

. M ¥ P9
10 2p<<0 i 25 <0,

. M P Q N
20 wp << 0 i ry>1,

. Rys. 133
32 0<z<l i 0<gy<l, ¥
40 op>1 i Ty <0, M P N Q
5° rp>1 i xp>1. Rys. 134

Gdy wiec zachodzi nieréwnosé¢ (14), to jeden z bdcinkéw MN
i PQ nie zawiera punktéw konecowych drugiego odeinka (rys. 133).
Jedli zas zachodzi nieréwnodé

(15) (MNPQ)<0,

to w kazdym z tych dwéch odcinkéw lezy punkt koncowy dru-
giego odcinka (rys. 134).

Podobnie, gdy jeden z punktéw, np. @, jest punktem w oo,
to z (14) wynika, ze jeden z kodcéw odeinka MN lezy zewnatrz,
a drugi wewnatrz odeinka PQ.
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Uzasadnia to nastepujacg definicje:

Niech na prostej bedg dane cztery rézne punkty M, N, P, (.
Powiadamy, ze para punkiéw M,N przedzicla pare punkiéw P,qQ,
gdy (MNPQ)<0, oraz ze pierwsza para nie przedeiecla drugiej, gdy
{(MNPQ)>0.

Z (10) wynika, ze definicja ta mnie zaledy ani od porzadhu
punkiéw w parach, ani od porzgdku par.

Poprzednio wprowadzilisSmy wspélrzedne rzutowe za pomocy
wspéirzednych jednorodnych. Obecnie mozemy wskazaé ich zna-
czenie geomefryczne rzutowe, zalezne jedynie od pojecia stosunku
anharmonicznego.

Niech M, N i P beds punktami podstawowymi danego ukladu
wspblrzednych rzutowyeh na prostej (p. § 73, str. 397). Punkty
te majg zatem wspélrzedne

My My=0:1, Ny 1My=1:0, Pripe=1:1.

Niech @ bedzie punktem o ‘Wsp(’)h*zgdnych rzutowych o, :x,.
Wowezas z (4) wynika, ze

(16) d

i:(MNPQ)‘.

2y

Jest to wiasnie znaczenie geometryczne wspdtrzedmnych rautowych.

Jak widzieliémy (str. 402), stosunek anharmoniczny jest nie-
zmiennikiem przeksztatcen rzutowych. Obecnie udowodnimy, ze jest
to wiasno$é charakterystyczna przeksztatcen rzutowych:

Kazde przeksztalcenie weajemnie jednoznacene prostej w prosiq,
ktore nie zmienia stosunku anharmonicznego, fest rzutowe. ‘

Istotnie, przyjmijmy trzy punkty M, ¥ i P jednej prostej
za punkty podstawowe ukladu wspblrzednych rzutowych ,,x,.
Na obrazie tej prostej punktami podstawowymi niech beda obrazy
M’y N'i P" tych punktéw, a wspblrzednymi rzutowymi niech bedg
xy, 5. Mamy zatem wobec (16)

z .
2 =(MNPQ)=(M'N'P'Q)="2
Ty )
czyl
o, =y, o, =Ty,
& wiec przeksztalcenie jest rzutowe.
2. Twierdzenie Pappusa. Wprowadzimy pewne specjalne prze-

ksztalcenie rzutowe, grajace w geometrii rzutowej taka role jak
rzut réwnolegly w geometrii afinicznej. ‘

icm
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Niech na plaszezyinie dane beds dowolne dwie proste p i p’
oraz punkt M nie lezgcy na zadnej z nich (rys. 135). Punktowi P
prostej p przyporzgdkujmy punkt P’, w ktérym prosta MP prze-
cina prosta p'. -

Otrzymujemy przeksztaleenie wza-
jemnie jednoznaczne prostej »p w p’,
zwane rzutem- perspektywicenym lub
$rodkowym.

Punkt M nazywa sie $rodkiem

M

Crautu. P

Rzuty réwnolegle, spotykane przez
nas w geometrii afinicznej, sg szeze-
golnym przypadkiem rzutéw perspek-
tywicznych, mianowicie gdy grodkiem
rzutu jest punkt w oo.

Udowodnimy nastepujgce twierdzenie, zwane iwierdeeniem
Pappusa: : :

Reut perspektywiceny jest przeksztalceniem rzutowym.

Niech punkt M bedzie wierzchotkiem
- (0:0:1) ukladu wspétrzednych rzuto-

wych na plaszezyznie, punkt przeciecia
prostych p i p’ — wierzcholkiem (1:0:0)
tréjkata podstawowego, & prosta » —
bokiem ;=0 tego tréjkgta (rys. 136).
Niechaj prosta p’ przecina bok ;=0
tréjkata  podstawowego w . punkcie
P (0:15:1;). Jest wiee 1,750 i 1;540. Prosta

p/
Rys. 185

M(0:0:1)

1:0:0 =0 P 0:1:0" A
0 =0 10 p’ ma zatem przedstawienie parame-
Rys. 136 tryezne
(17) , Ly %yt Byg=p vl vy,

gdyz przechodzi przez punkty (1:0:0) i (0:l:1). Jak wiemy
(p. str. 401), liczby i »,ktérych stosunek wyznacza punkt na prostej
p’, 83 wspblrzednymi rzutowymi w pewnym ukladzie wspéirzednych
na tej prostej. Niech punkt P na prostej »p ma w nim wspéhrzedne
P1:P5:0. Prosta przechodzaca przez M ma réwnanie ksztattu
A+ A,3,=0.

Jedli prosta ta przechodzi przez P, to A4,p,-+4,p,=0, skad

A,:4,=—p,:p;. Prosta ta ma wiee réwnanie .

(18) Doty —P1B=0.
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Aby znaleZé jej punkt przecigcia z prostg ', podstawiamy
warbosei z (17) do (18). Stad pyu—ppl,=0, wiee p:v=p,l,:p, czyli

’ (19) . op=p1ls, eV="Ps.

Stosunki p,:p, sa wspoirzednymi rzutowymi na prostej p,
a stosunki u:v — na prostej p’. Zatem réwnania (19) wyznaczaja,
zalezno$é liniows miedzy wspélrzednymi rzutowymi na obu pro-
stych. Poniewaz tu

I, 0]
IQII——"}O 1{=l27£0’

wige przeksztalcenie jest rzutowe, c. b. d. o.

Z twierdzenia Pappusa wynika nastepujacy wniosek:

Gdy cztery proste malesqee do jednego peku preetmiemy dwiema
dowolnymi prostymi p 4 p’, preecinajgcymi je w czwirkach punkiow
M,N,P,Q ¢ M',N',P",Q’, to

(MNPQ)—=(M'N'P'Q’).

Pappus wypowiedzial swe twierdzenie w tej wiagnie postaci.

Na str. 399 udowodniliémy, ze przeksztalcenie rzutowe prostej

P W prostg p’ jest Wyznaczone, gdy znamy trzy pary P, P, gdzie
k=1, 2, 3, punktéw Wwzajemnie sobie przyporzgdkowanych. Na mogcy
f;wierdzenia Pappusa mozng podaé prosta konstrukeje, wyznacza-
Jaca za pomoey samego tylko linialu punkt P’ prostej p’, przy-
porzadkowany danemu punktowi P prostej p. Zalladamy przy
tym, ze proste p i p’ sa réine. Rozpatrzymy dwa przypadki:

1° Punkty P, i P; s3 identyczne
(rys. 137). Niech M bedzie punktem

- brzeciecia prostych P,P; i P,P;. Rzut
srodkowy z punktu M jest przeksztal-
ceniem rzutowym, ktére Przeprowadza
punkt P, w punkt P,. Punkt P’ prze-
ciecia prostych p’ i PM jest wiec
obrazem punktu P.

2% Punkty P, i P, dla k=1,2,3 3
rézne. Niech M i M’ beda dowolnymi
dwoma punktami prostej P,P;, a R,

p}mktem Przecigeia prostych MP, i M'P,. Analogiczne znaczenie

?nech ma punkt R, (rys. 138). Oznaczmy przez » prosta R, R,

1 niech B bedzie punktem Przecigcia prostych » i MP. “

Rys. 137

icm
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Punkt P’ przeciecia prostych p"1 M'R jest obrazem punktu P.

Stosujae bowiem twierdzenie Pap-
pusa do peku prostych o wierzehotkn
M, mamy

(P1P2P3P)=(R1R2R3R);
podobnie dla peku o wierzcholku M’
(PiP;P;P'):(RleRsRL

(P1PyPyP)=(P,P,P;P"),
¢. b. d. o.

W przypadku, gdy proste p i p’
s3 identyczne, konstrukeja ta zawodz.
Mozna by przez rzut prostej p na inna prosta, a nastepnie przez
zastosowanie powyzszej konstrukeji znalezé punkt P’ i w tym przy-
padku. Wygodniejsza jest jednak metoda Steinera, ktéra po-
znamy w § 90 (p. str. 474).

Poprzednio, za pomoesy stosunku anharmonieznego, nadalismy
znaczenie geometryezne wspélrzednym rzutowym na prostej. Za
pomoca stosunku anharmonicznego i rzutu perspektywicznego mo-
zemy nadaé znaczenie geometryczne wspélrzednym rzutowym na
plaszezyinie i w przestrzeni.

Niech mianowicie M, N i P beds wierzchotkami tréjkata pod-
stawowego, J — punktem jednostkowym, a @ — dowolnym punktem
0 wspbirzednyeh @, :x,: @, (rys. 139). Oznaczmy przez J, i Q, rzuty
perspektywiczne punktéw J i @ z punktu M na prosty wx,=0.
Punkty te majg wspélrzedne 1:1:0 i 2;:2,:0 (kazda bowiem prosta
przechodzgea przez M ma réwnanie
ksztaltu A2, +4,2,—0, skad wy-
nika, ze dla wszystkich punktéw tej
prostej stosunek dwéch pierwszych
wspllrzednych jest staty, mianowicie
Iy :xy=—A,:4,). Punkt @, ma wspél-
rzedne rzmtowe xy:2, na prostej NP
w ukladzie wspélrzednych rzutowych,
ktérego punktami podstawowymi s3
N, PiJ, Zatem w my$l (16)

Ty 12y =(PNJ3Q;):1

Rys. 138

P(1:0:0)

1(0:0:1) N(0:1:0)

Rys. 139
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i podobnie
2y y=(NMJ,Q;):1,

W analogiczny sposéb mozna postapié w przestrzeni. Przez
rzut punktéw R i J z punktu @ na plaszezyzne ©,=0 (rys. 140) do-
stajemy punkty B, i J, o wspllrzednych &;:%,:%;: 0 i 1:1:1:0.
Punkt R, ma wspbirzedne rzutowe x;:%,:4; Na plaszezyznie ,=0
w ukladzie, ktérego punktami podstawo-
wymi sa M, N, P iJ, Wspbhrzedne te wy-
razaja si¢ przez stosunek anharmoniczny.

Np. oznaczajac rzuty punktéw J.,R,
z punktu P na prosta MN przez Ji,,Q:s,
mamy

0y : 2, =(PMJ,@5):1

@y 2 y=(MNJ 1, Ry5): 1.
Podobnie
@y y=(MPJ 3 Ry5):1 itd.

Rys. 140

§ 75. Stosunek harmoniczny

W my$l wzoréw (10) z § 74, str. 404, stosunek anharmoniczny
czterech réznych punktéw M, N, P, Q moze przybiera¢ 6 wartosei,
zalesnie od uporzgdkowania tych punktéw. Jedli ktérakolwiek
z nich oznaczymy przez 1, to wartodciami tymi s3:
i1 A

,  1—1, 1—%

" | ER
® & 27 1= a1

ol

Wartodei (1) na ogét sa rézne. Np. gdy A=3, to pozostate war-
todci wynosza 1/3, —2, 2/3, —1/2 i 3/2.

. Jednakze w pewnych przypadkach szczegblnych niektére z war-
tosel (1) mogg byé réwne.

Udowodnimy, ze gdy A fjest licgba reeceywistq ¢ dwie sposréd
wartoéci (1) sq réwne, to pomiedzy liczbami (1) sq tylko trzy liczby
rozne, mianowicie liceby —1, 2 1 1/2.

Istotnie, poniewas punkty M, N, P,Q s3 rbézne, wiec A£0
i AL Jedli A==1/4, to 12=1, wiec A= —1; woweczas pozostale liczby
(1) maja wartosei 2 i 1/2. Jefli za§ A=1-—2, to 1=1/2; wowczas
dla pozostalych liczb dostajemy warftosei 2 i —1. Je§li z kolei

A=1-—1/4, to A mnie jest liczba rzeczywistq wbrew zatozeniu. Po- -

dobnie jest dla A=1/(1—2). Jesli wreszcie A=1/(1—1), to A=2;

icm
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wowezas dla pozostatych liezb dostajemy wartosei —1 i 1/2. Tym
samym twierdzenie jest dowiedzione.

Przypadek, gdy 1 jest liczbg rzeczywisty i warbosel (1) sg
réwne, gra W geometrii. wazng role i dlatego zajmiemy si¢ nim
specjalnie.

Méwimy woéwezas, ze punkty M, N, P,Q tworza cxwdrke har-
MONICENG.

Harmonicznosé jest wieec wlasnoseis czwérki punktéw nieza-
lezng od ich porzgdku. Uporzgdkujmy je obecnie tak, by

(2) : (MNPQ)=—

Méwimy woéwezas, ze para M,N przedziela pare P, Q harmo-
nicenie.

Ze wzorow (10) z § T4 (str. 404) wynika, ze preedezielanie sie
harmonicene dwéch par punkiéw jest niezaleine od porzadku tych
par © od porzadku punkidw w kasddej parze.

Z réwnosci (2) wynika, ze pary M,N i P,Q przedzwlayq sig
wzajemnie (w sensie definicji ze str. 406)

Rozpatrzmy teraz w szezegdlnodei przypadek, gdy prosta jest
wladciwa i @ jest jej punktem w co. Wéwezas (p. str. 403)

(MNPQ)=—(MNP)=—
ezyli

Tyt oy

Tp—Ty
—— =], Tp= >
F4

m‘z\r“" iL‘P

Zatem, gdy jeden z punkiow jednej pary jest punkiem w oo, io
drugi punkt tej pary jest Srodkiem odeinka wyznaczonego preze: Aruga
pare ¢ na odwrdt.

Niech obecnie M, N,P,Q bedy czterema réinymi punktami
whadciwymi prostej wiasciwej. Nadajmy tej prostej zwrot od M
ku N i oznaczmy przez S §rodek odcinka laczacego MN (rys. 141).
Niech SP,S8Q,8M i SN oznaczaja
wartodei wektoréw SP, 8, SM i 8N s

N
na tak otrzymanej osi. Fa )
Udowodnimy, ze na to, by para
M,N preedziclala harmonicanie parg Rys. 141

P,Q, potrzeba i wystarcza, #eby

(3) SP-8Q=SM*=8N>.
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Dla dowodu obierzmy S za poczatek ukladu wspolrzednych
niejednerodnych. Zatem &, =—uy i warunek (2) przybiera postaé
(4) (@pt2y) (@ =Ty __

’ (zp—3y) (% +2)
ten za$ warunek jest réwnowazny réwnosei
Tp =Ty

czyli warankowi (3), e¢. b. d. o.

Z réwnosci (3) wynika, ze SP i SQ maja ten sam znak, a wiec
punkty P i Q letq po tej samej stronie $rodka S odcinka MN. Gdy
SP dazy do SN, to 8Q dazy do SN. Gdy wigc jeden z punktéw P i@
zmierza do N, to i drugi zmierza do N, leez z przeciwnej strony.

Z tego wzgledu bedziemy moéwili, ze para P,Q preedziela har-
monicenie pare M, N, réwniez w przypadku, gdy punkty P, Q@ i N
59 identyezne. '

W tym jednak przypadku nie mozna méwié o stosunku an-

harmonicznym czterech punktow.

§ 76. Inwolucje rzutowe na prostej
Przeksztatcenie 7' zbioru punktéw w siebie, ktére nie jest iden-
tyeznodeia, nazywa sie ‘nwolucjq, jesli T°=F czyli T=T". _
Zajmiemy sie teraz inwolucjami rzutowymi, ktére bedziemy
nazywali krétko inwolucjami, gdyz nierzutowych rozwazaé nie be-
dziemy.
Udowodnimy, ze na to, by przeksziatcenie rzutowe

(1) 0Y1==0y3 L1035, 0Y2=0p1 %1+ Gy &y
bylo inwolucja, poirzeba i wystarcza, Zeby
(2) ‘1'222‘“%1-

Zauwazymy wpierw, ze przeksztalcenie (1) moze byé réwniez
napisane w postaci réwnowasnej

Y11=y Ty 10 ) 1 (@yy L1+ 0555)
czyli

(3) “21m1y1_a121’2y2+a227l1$2“‘auxlyz:q-

Azeby przeksztalecenie bylo inwolucjs, musi ono przeprdwa—
dzaé réwnoczesnie  2,: 3, W y,:y, i Yi:Ys W 2y: . :

icm
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. Wa;runkielfu konieieznym i dostatecznym wiee, by przeksztatce-
nie (3) byto ln'wolchag, jest to, zeby wraz z (3) byla spelniona
réwnosé powstajaca z (3) przez zamiang xz; i y;, ezyli réwnofé

(4) U181 Y1— Ora B Yo+ Ao Yy — @y, Yy 2, =0.
Odejmujac strona,mi (4) od (3), dostajemy
(5) ' (%1"!"“22)(%:}/1“'921”1)20

dla kazdej pary punktéw wzajemnie sobie przyporzgdkowanych. Na
odwrot, gdy zachodzi (5), to (3) i (4) zachodza réwnoczesnie, a wiec
przeksztalcenie jest inwolucja. Poniewas na mocy twierdzenia
z § 73, str. 399, przeksztalcenie rzutowe, ktére nie jest identycznoseig,
przeprowadza co najwyzej dwa punkty w siebie, wiee rdwnosé

oY1 —Y2,=0
zachodzi co najwyzej w dwéch punktach. Z (8) wynika wiee, zZe
a11+422=0
czyli (2) i, na odwrét, z (2) wynika (5), e. b. d. o.
Lewa strona wzoru (3) jest forms dwuliniows

(6) aumli’h‘f‘azw’”zyz“}“amwlyz‘i‘a21$2y17
gdzie
Oy1==0yy, Ogy==—0;."

Qgp==—0ys, Uys =022,

Warunek (2) wyraza, ze

U1 =gy,

czyli ze ta forma dwuliniowa jest symetryczna.. Zatem:
Na to, by preeksztalcenie rzutowe, przedstawione za pomoca formy
dwuliniowej w postaci (3) lub (6), bylo inwolucja, potrzeba i wystar-

cza, 2eby ta forma byla symetryczna.

Jesl przeksetatcenie rzutowe T ma te wlasno$é, 2e dla jednej
pary réinych punkiéw P,P’ jest T(P)=P' i T(P')=P, to T jest in-
wolucjq.

Dla te] pary bowiem zachodzi (3) i (4) réwnocze$nie, a wiec
i (5). Poniewas punkty P i P’ sg rdéine, wiee Toy,—¥»2,720; z (5)
wynika zatem, ze a;;-+a,,=0, c. b. d. o.

Gdy dane sq dwie rééne pary réémych punktéw P, P’ i @,Q, to
istnieje doktadnie jedna inwolucja, kidra zamienia ze sobq rdwno-
cze$nie punkity P i P’ oraz punkty Q i Q.
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Istnieje bowiem dokladnie jedno przeksztatcenie rzutowe T,

dla ktoérego )
T(P)=F, T(P)=P, T(@)=¢),

gdyz przeksztalcenie rzutowe jest jednoznacznie wyznaczone przez
trzy pary réznych punktéw (p. § 73, str. 399). Na podstawie
poprzedniego twierdzenia T' jest inwolucja, a wige T@Q)=9, c. b. d. o.

Punlktem stalym przeksztalcenia T nazywamy kazdy punks,
ktéry T przeksztalca w niego samego. Co

Zbadamy punkty state inwolucji. Na to, by punkt o wspdl-
rzednych z,:z, byl punktem statym inwolucji
(7) gy Ty Yy — Gyp By Yo — 1z (T1Y s+ 22Y1) =0,
potrzeba i wystarcza, zeby #;: B,=Y1:Ys, cZyli zeby
(8) anw‘f—Eanwlmz—ammg:O.

Réwnanie to wyznacza pare punktéw statych inwolucji o wspol-
rzednych ’

Iyt ‘”2:“11'1]/@%1“““12“21 + oy
Nie moze byé a},+a,,05,=0, gdyz wobee (2) jest
W1+ o Oy =05 Ay — Oy By =— || # 0,

gdzie 9 jest macierzg inwolucji.

Niech inwolucja bedzie rzeczywista, a wiec niech wspdlezyn-
niki a; i nklad wspéirzednych beda rzeczywiste.

Jedli wyréznik jest dodatni:

D=d},+ay, @y >0,

to inwolucja ma dwa punkty stale rzeczywiste. W tym przypadku
nazyws sie ona inwolucja hiperboliczng.

Jefli za§ D<0, to inwolucja.nazywa sie inwolucja eliptycenag;

ma ona dwa punkty stale nierzeczywiste, sprzezone.
Kazda para réénych punkiéw weajemmnie sobie przyporzadkowa-

nych przez inwolucje preedzicla harmonicemie pare punkiow statych

tej tnwolucji. ;

Istotnie, niech §; i 8, beda punktami statymi, a Pip punk-
tami wzajemnie sobie przyporzadkowanymi. Mamy wykazaé, ze
(9) : (8,8,PP')=—1.

Niech “

(8:8,PP)=2.
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Poniewaz T(S;)=8, T(8,)=R8, T(P)=P' i T(P")=P, wiee
wobece niezmienniézogel stosunku anharmonicznego mamy
(8,8, P’ P)=2.
Ale przy zamianie punktéw jednej pary stosunek anharmo-
niczny przechodzi na odwrotny, ezyli

z=z,' A2=1, a=o1.

Wobec (8,8,PP)=1 nie moze byé A=1; jest wiec i=—1,
¢. b. d. o.

Jedli ustalimy dwa rééne punkty Sy i 8., a nastgpnie prayporzed-
kujemy sobie wzajemmie punkty P ¢ P’ tak, by spelniony by waru-
nek (9), to otraymamy inwolucje.

Istotnie, dobierzmy uklad wspélrzednych rzutowych tak, by
punkty S, i S, mialy wspéhrzedne 0:1 i 1:0. Wéwezas dla dowol-
nych dwéch punktéw P i P’ o wspéhrzednych z; 12, 1 y;:9y. Jest
1Y
L2Y1

(8.8, PP") =

7 warunku (9) dostajemy
‘ Z1Ys =0,
a wiec przyporzadkowanie jest inwolucja, c. b. d. o.

Jesli P,P’ i Q,Q sq réinymi parami réénych punkiéw, to
istnieje dokladnie jedna para punkiéw 8,8, przedzielajaca harmo-
nieznie obie pary réwnoczesnie.

Gdy bowiem para 8,98, przedziela harmonicznie obie pary, to
w inwolucji, ktérej punktami stalymi sa punkty S, i S, punkty
P i P’ oraz punkty Q i Q' sa sobie wzajemnie przyporzadkowane.
Ale — jak dowiedliémy na str. 413 — istnieje dokladnie jedna in-
wolucja wyznaczona przez pary P, P’ i @,@’, c. b. d. o.

Punkty 8; i S,, wystepujace w poprzednim twierdzeniu, mogy
nie byé rzeczywiste. Dowiedziemy, ze gdy punkty P, P,Q,Q sag
reeceywiste oraz pary P, P’ i Q,Q" nie przedziclajg sig, to punkty S,
i 8,, preedeiclajace harmonicznie obie pary réwnoczesnie, Sq TECRY-
wiste; w PrECiwnym Tazie Sq ONe nierzeceywiste sprzetone.

Dla dowodu obierzmy punkty P, P’ i @ za punkty podstawowe
ukiadu wspéhrzednych rzutowych. Maja wiee one wsp6irzedne 0:1,
1:0 i 1:1. Niech punkt @' ma wspélrzedne ¢, :¢,. Podstawmy wiec

By @,=0:1 1 ¥;:9,=1:0
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do réwnania (7), przedstawiajacego inwolucje Wyznaczon@ przez te
pary. Dostajemy a,,=0, skad
Gy By Yy — Q1305 Y 2 =0.
Tu mozemy dalej podstawié
Xyt y=1:1 1 Y1:Yo=01: ¢
Dostajemy @, ¢, —a;5¢,=0 czyli 0y : d15=0>:q,. Inwoluc]a jest
wige wyznaczona przez réwnamnie :
G21Y1— 1 %Y, =0.
Dla punktéw statych zachodzi za‘tém réwnodé
| a8 —qu25=0.

Jedli wiec ¢, i g, majg ten sam znak, dostajemy dwa punkty rze-
eczywiste, & W przeciwnym razie — mnierzeczywiste sprzezone. Zgod-
nie ze znaczeniem geometrycznym wspéirzednych rzutquch jest

0::¢:=(PP'QQ"):1.

Punkty rzeczywiste dostajemy wiee, gdy

(PP'QQ")>0,
a W przeciwnym razie — nierzeczywiste, c. b. d. o.

Niech obecnie na proste] beda dane dwie inwolucje: jedna
o punktach stalych §, i 8,, a druga o punktach statych 8 i S;;
ponadto niech puunkty §; i 8, beda rézne od punktéw S; i 8.
Woéwezas istnieje dokladnie jedna para punktéw P,P’, przedziela-
jaca harmonicznie zaréwno pare S8;,S, jak pare Si,S;.

Tak wiee, gdy dwie inwolucje nie majg punktéw stalych wspdl-
nych, to isinieje dokladnie jedna para punktéw odpowiadamcyck sobie
weajemnie w obu inwolucjach réwnoczeénie.

Niech na prostej beda dane dwie rézne pary réznych punktéw,
wyznaczone réwnaniami

(10) 11'11-75'%4‘2“12%932‘!‘“2237;:07
(11) by @i +2b152, 25+ by 23 =0.

Na to, by pary (10) i (11) preedzielaly sie harmonicanie, potrzeba
i wystarcza, seby

(12) aubaz—2“12b12+azzbn=0-

icm
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E[stotnie, 'm'ech.(mlzmz) i (ny:ms) beda punktami, wyznaczo-
nymi przez rownanie (10). Zachodzi wiee tozsamosé

2
g1 07 4200131 Bg+- gy 03 = (wlmz“mzmﬂ(ﬂflnz“‘mz”l) y
skad

(13) Q1 ="y N, Qg =111 Ny, 2015=200g; = — (M Ny =M1 Ng).

Punkty pary (11). s3 punktami statymi inwolueji
(14) : b11w1?/1+b12(m1?/2+?/1%)+b°9woy°—0

22v2

Na to, by pary (10) i (11) przedzielaty sie harmonicznie, po-
trzeba 1 wystarcza, zeby punkty pary (10) byly sobie wzajemnie
przyporzadkowane w inwolucji (14), a wiee zeby

by, My Wy D15 (My Mg +-M M) +boy My My =0.

Na mocy (13) réwno$é ta jest réwnowazna réwnodci (12),
¢. b. d. o.

Niech teraz mna prostej beds dane dwie rézne pary réinych
punktdw, wyznaczone réwnaniami (10) i (11). Mozemy te réwna-
nia napisaé krétko w postaci

2

(15) ’ 2 Oy, %, =10,

2
2 by 1, =0.
4, k=1 =1

Przez analogie do pekéw prostych, két i plagzezyzn nazywamy
pekiem par punkiéw zbiér par wyznaczonych przez réwnanie

2 2 . .
(16) A Y Gg@@td Y by, =0, . gdzie  |A|+|4|>0,
i1 k=1 ,
czyli
. 2
17 2 (Mmagtaby)mm,=0, . gdze A4, >0.
ie=1

Wsp6lezynniki w réwnaniu (17) nie moga znikaé réwnoczes-
nie, gdyz woéwezas a i by bylyby proporcjonalne i réwnania (15)
przedstawialyby te sama pare. Z (16) wynika, ze kazdy punkt pro-
stej nalezy dokladnie do jednej z par peku. Podstawiajac bowiem
do (17) wspbhrzedne punktu, dostajemy

_ At Ag=— Dby @,y 1 > 0
a wiec stosunek 1, : 4, jest wyznaczony przez punkt na prostej jedno-
znacznie.
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Jedli kasdemu punkiowi prostej przyporz@dkujemy drugi punkt
stére] : jemy inwolucjg.
ary peku, do kiérej on malety, dostqyemy TN
g yl%)zecz’ywis’eie, istnieje dokladnie jedna para pux_lktéw .'5'1752
przedzielajgca harmonicznie obie pary (13) réwnoczesnie. Jesli para
ta jest wyznaczona przez réwnanie

3
D a0 2=0,
=] :

to zachodza jednoczednie réwnosei (p. wzér (12))

: B o
(11 C2a— 201310+ B2201:=0, b116o—2bys C1a+b3361,=0,

7 ktorych wynika, ze dla wszelkich 4, i Ay jest ‘
(}~1a11+ﬁ-2bil)022*‘2(;[1“12“}'12[712)0124‘(/11“22—!‘/121722)011=0~

7 ostatniej réwnodei wynika dalej, ze para 81,8, przedziela
harmonicznie kazda pare z peku (16), a wige ze _pary tego peku
 tworza inwolucje, ktérej punktami statymi sg §; 1 8,.
Podamy kilka przykladéw inwolucji. . .
Najprostszg inwoluejg na proste] jegt odbzcv),e w ?@nkcw; we
wspblrzednych niejednorodnyeh wyraza si¢ ono rownaniem .
L Yy=—2 czyli y+a=0.
Punktami stalymi g3 tu poczatek
ukladu wspéhrzednych i punkt w oo.
. Innego przykiladu dostarcza inwersja
czyli odbicie w kole. Tu kazda prosta
Y przechodzayéa przez grodek przechodzi
na siebie. Na kazdej z tych prostych
inwersja wyznacza inwolucje, ktoérej
punktami statymi sg punkty M i N
przeciecia prostej z kotem. Mamy bo-
© wiem dla kazdej pary punktéw P, P’,
:prz\yporzaedkowanych sobie wzajemnie (rys. 142) SP:-SP'=7r? czyli
8P-8P'=8M*=8N?, skad (MNPP)=-—1 (p. str. 411).

-~ Wezmy teraz pod uwage pek kit przechodzacych przez dwa
dane punkty i prosty wiadeiwa, ktéra nie jest prosta potegowy
tego peku (p. § 44, str. 221). Kazde kolo przecina ja wiec w parze
punktéw. lub jest do niej styczne. Przyporzadkujmy sobie Wz
jemnie punkty przeciecia, gdy sa one réine, a kazdy punkt styecz-
nosei sam sobie. Otrzymujemy inwolucje na prostej. ’ )

Rys. 142

icm

§ 77 1. Przedstawienie Pprzeksztalcen rzutowych. 419
Pek kél’moZeJ‘fny bowiem przedstawié we wapolrzednych jed-
norodnych réwnaniem (por. wzér (2) z § 44, str. 221):

(18) MKy (2, @, @3) 2o Ho(y, 0sy 25) =0,

. Obierzmy .rozpatrywanag prosty za of Or. Punkty przeciecia
osi Oz z kolami (18) sg Wyznaczone przez réwnanie \‘

(19) Dy B3 (0, @ 5) +- 20 Ko (0, 24, 224) =0,

_Pom’ewa.z 0§ Oz nie jest prosta potegows peku, wiee kola
K, i K, przecinaja of Oz w czterech réznyeh punktach. Tym
samynr réwnanie (19) wyznacza pek par punktéw, c. b. d. o.

W ostatnim praykladzie punktami stalymi inwolucji sa punkty
stycznodci prostej z kolami peku. Zatem prosta, ktéra nie jest pro-
sta potegows peku, jest styezna dokladnie do dwdéeh kot peku.

Zauwazmy, ze jesli kola tworzq pek eliptyczny, to na prostej
$rodkow dostajemy tnwolucje hiperbolicang i odwroinie.

Niech w plaszezysnie wlasciwe] bedzie dana elipsa lub hiper-
bola. Punkty w co mozemy wéwezas podzieli¢ na pary, odpowia-
dajace kierunkom sprzezonym wzgledem tej stozkowej. Dostajemy
wowezas inwolucje na prostej w oo, Oznaczajage bowiem kierunki
8przezone przez Ay, i py: p,, mamy (p. wzér (9) z § 55, str. 277)

BT 11#14'@12(2-1.“2‘1“;12 1)+ @asd 1, =0.

Punktami stalymi tej inwolucji sa wiee punkty przeciecia

stozkowej z prostg w co ezyli punkty styeznodei asymptot.

Dla elipsy inwolucja kierunkéw sprzezonych jest eliptyczna,
a dla hiperboli — hiperboliczna.

§ 77. Pewne wlasnosci charakterystyczne
przeksztalceri rzutowych

1. Przedstawienie przeksztalcefi rzutowych przez rzuty per-
spektywiczne. W § 30 udowodniliémy, ze kazde przeksztalcenie
afiniczne daje si¢ zlozyé ze skoniezonej ilosei rzutéw réwmnoleglych.
Rzuty te sa szezegélnym przypadkiem rzutéw perspektywicznych.
Twierdzenie to nogé6lnia sie na przeksztaléenia rzutowe:

- Kazde prezeksztalcenie rzutowe daje sig zlozyé ze skotriczonej iloscs

reutéw perspektywicznych.

Udowodnimy to dla prostych. Je§li przeksztalcenie rzutowe 7
przeprowadza prosta p w prosta p’ i T(P.)=P.., to T jest prze-
ksztatceniem afinicznym i twierdzenie jest prawdziwe. -

27%*
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Zaltézmy wiee, Ze

T(P.)=P, gdzie PP,

Niech p" bedzie dowolna trzecia prosta (rys. 143) réwnolegly

do p, a T’ rzutem érodkowym prostej p’ na prostae’ p” przepro-
wadzajacym P’ w P.. Srodek rzutu

. lezy wiec na prostej przechodzacej
przez P’ r6wnolegle do P... Dla prze-
P ksztatcenia T"=T"T jest
‘ P T(P.)=TT(P.)=T'(P)=P.,
/ [T~ 2 wige T jest przeksztalceniem  afi-
/ nicznym prostej p w prosta p”’. Tym
: samym

Rys. 143 T"=T1T,...Ty,
gdzie T, sa rzutami grodkowymi (a nawet réwnolegtymi). Stad
T=7""'1,T,...T,.

Poniewaz T jest 1zutem $rodkowym prostej p’ na prosty
p’, wige twierdzenie jest udowodnione.
Aby dowiesé go dla plaszezyzny, nalezy wpierw obraz prostej

w oo plaszezyzny IT przeksztatcié rzutem frodkowym w prosta w oo

plaszezyzny pomocnicze]. :

2. Twierdzenie Staudta i Darboux dla przeksztalcen rzu-
towych. Udowodnili§my, ze warunkiem wystarczajagcym do rzuto-
wodel przeksztatcenia prostej jest niezmienniczogé stosunku anhar-
monicznego (§ 74, str. 406). Warunek ten da sie ostabié. Zachodzi
bowiem nastepujace twierdzenie, wypowiedziane po raz pierwszy
przez Staudta w 1847 r., a udowodnione przez Darboux dopiero
w 1879 r.:

Jesli praeksatateenie wzajemnie jednoznacane T prostej p w pro-
sta p' przeprowadza pary prredeielajace sie harmowicemie w pary
o tej samej wtasnosei, to jest ono rzutowe. :

Dla dowodu rozpatrzymy trzy przypadki:

1° Zalézmy wpierw, ze p i p’ sq prostymi wladciwymi i ze P,
przechodzi w P.,. Niech poczatkiem ukladu niejednorodnego wspol-
rz¢dnyeh na prostej p bedzie punkt O, a na prostej p’ punkt O
Przeksztalcenie T mozemy woéwezas wyrazié we wspélrzednych
niejednorodnych réwnaniem

icm

§ 77 2.. Twierdzenie Staudta i Darboux. 4‘51
(1) &' =f(),

gdzie

@ (0)=0.

Pun];ty jednostkowe na prostych pip do‘bierzmy tak, zeby
obrazem punktu z=1 byl punks #'=1, czyli zeby

(3) ' f(1)=1.

Niech Py i P, beda dowolnymi punktami prostej p o wspél-
rzednych @, i %, a punkt P o wspéhrzednej # niech bedzie srodkiem
odcinka P,P,. Jest wiec

Tyt X,

= ——Qj——— .
Poniewaz (p. § 75, str. 411)
(P.PyP, P)=—1,
wiec na mocy zalozenia twierdzenia jest réwniez
(PLP,P_P)=—1,
skad
ot
T =

)

]

czyli

2 2

Wnosimy stad tak jak w § 30 (str. 151), ze
(4) f@y+a)=f(z)+f(2s),  f(—a)=—F(®)

“i ze f(w)=w dla w wymiernych.

Niech teraz P,(z;) i Py(z,) beda dowolnymi punktami, dla
ktéryeh 2,>0 "i- 2,>0. Istnieje woéwezas dokladnie jedna taka
para punktéw Py(w;), P(—z;), ze 2,>0 i ze pary PP, i PP,
przedzielaja sie harmonicznie. Na to bowiem potrzeba i wystar-
cza, zeby (p. § 75, str. 411)

@?’1-0_152:073,
czyli zeby
b6) . ‘ 2y=V 2,7,
. Obrazami punktéw P, sa punkty P; dla k=1, 2,3, 4, skad
w szezegblnosel
By =f(—5) = —F(@5)=—25.
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Poniewaz punkbty P; tworza znowu czwérke harmoniczng,
wiec ' :

skad na mocy (5) '
(6) f(]/mlmz)-—‘l f@)f(@,).

Podstawiajac tu @y = i @,=1, dostajemy wobec (3)

iV z)=V (=),

stad zad i z (6)
Flewy@a)=7 (1) f(2),

@) =[f(:) .

Jedli >0, to istnieje takie x,, ze zi=z, a zatem

flz)=F(a7)=[F(,)]2>0.
Stad i z (4) wynika dla z,>0 nier6wnosé

fla+22)>f(2,),

a wige funkeja f(x) jest rosngea. Zakoriczenie dowodu Jest takie
samo jak mna str. 152.

2° Zalbzmy -teraz, ze P_nie przechodzi w P.. lub jedna z pro-
stych jest prosta w co. Wéwezas bierzemy pod uwage Jaklekolmek
przeksztaicenie rzutowe T, przeprowadzajace prosta p’ W prosty
wiadeiwg p” tak, by P, przeszto w P”,. Przeksztatcenie

=77

przeprowadza p w p” tak, ze P_ przechodzi w P, oraz zachowuje
sie stosunek harmomczny (gdyz T i T’ zachowuja ten stosunek).
W myél udowodnionego juz przypadku 10 przeksztatcenie T jest
wiec rzutowe. To samo dotyczy zatem przeksztaleema

w szezegélnoded wiee

T=7""7"

3° Podobnie rozumujemy w przypadku, gdy obie proste p i p’
83 prostymi w oco. )

( ROZDZIAE XVIT

WSPOLRZEDNE PLUCKEROWSKIE,
DUALIZM I PRZYKLADY JEGO ZASTOSOWAN

§ 78. Wspélrzedne pliickerowskie prostych

1. Wspélrzedne prostej i réwnania punktu. W jakimkolwiek
ukladzie wspéirzednych rzutowych na plaszezyznie kazda prosta
mozna przedstawié réwnaniem postaci

1 Uy By Uy U =0,  gdzie %“1%,‘[>0.

Jedli w tym réwnaniu wspélezynniki u, zastapimy przez liczby
proporcjonalne do nich, to otrzymamy te samg prosta. Réwnania
kgztattu (1) okreflaja wiec odpowiedniofé wzajemnie jednoznaczng
miedzy prostymi na plaszezyinie a stosunkami u,: u,:u,.

Stosunki te nazywamy wspdilrzednymi plitckerowskimi prostej
Iub krétko wspélrzednymi prostej w przyjetym ukladzie wspél-
rzednyeh rzutowych.

Np. stosunki u,:u,:us 0 wartosciach

1:0:0, 0:1:0, 0:0:1
83 wspolrzednymi prostych
2,=0, 2,=0, L3=0,

tj. osi. ukladu wspébirzednych.

Podobnie, jak badalismy zbiory punktéw przedstawione réw-
naniami f(zy,2,,25)=0, zbadamy zbiory prostych, przedstawione
rownaniami f(u,,%s,%;)=0. Zaczniemy od réwnai 1-go stopnia.

Zouwaznmy, ze w myfl definicji wspoéirzednych pliickerowskich
prostej réwnosé (1) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, by punkt o wspélrzednych =,:2,:2; lezal na prostej o wspdl-
rzednych %: Uy Ug. :


Yakuza




