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Stozek asymptotyczny elipsoidy (16) ma réwnanie (21), jest
wiec on nierzeczywisty.
Wynika to, niezaleinie od tych rozwazan, réwniez stad, ze
przekréj elipsoidy plaszezyzna w oo jest krzywsg nierzeczywista.
" W podobny sposéb dowodzi sie nastepujacego twierdzenia:
Niech A Dbedzie paraboloida, a II — plaszezyzng styceng do A
w punkcie P. Obierzmy P za poczgtek uktadu wspdlrzednych Ouwzyz,
II — za plaszezyzng Oxy, Srednice przechodzqeq preez P — za oS Oz,
dowolng styczng w P r6ing od tworzacej — za o8 Oz i wreszcie
prostg spragiong 2 nig biegunowo — =za 0§ Oy. W tym uktadzie
wspolrzednych paraboloida ma réwnanie 4
2 2
(23) g— +e ;’—2 =22,
gdzie
e { 1 dla paraboloidy eliptycznej,
—1 dla paraboloidy hiperbolicene;.
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ROZDZIAE XV

WELASNOSCI METRYCZNE KWADRYK
§ 67. Kierunki gléwne. Osie

Zachowajmy nadal zalozenie
1) RO)=3 Ilub RM)=4.

- Kierunek nazywamy gldwnym, jezel jest prostopadly do plasz-
czyzny Srednicowe] z nim sprzezonej.
W przypadku paraboloidy zaliczamy do kierunkéw gléwnych
réwniez wspélny kierunek wszystkich érednic.
Podamy metode wyznaczania kierunkéw tléwnych kwadryki
w prostokatnym ukladzie wspdirzednych Oryz.
Niech kwadryka ma w tym ukladzie réwpanie we wspéirzed-

nych niejednorodnych
G2, Y, %) = Ay 2%+ Gy Y? -+ 032+ 2012 2Y -+ 205522+ 2805 Y2+
428,482,y +205,2+05,=0.

(2)

Niech a:f:y bedzie dowolnym kierunkiem. Przyjmijmy ozna-

czenia:

Q=010+ 0f T 157,
(3) 9"3:‘151“’}'%4:5“*'“237’7
@, =0 a8 f+aggy-
W tych oznaczeniach plaszezyzna Srednicowa sprzgzona z kie-
runkiem «:f:y ma réwnanie ’
(4) x¢a+y¢5+z¢?+2(a14a+aﬂﬁ—{-am»)z——o.
Wektor o skladowych g¢,,s @, jest prostopadly do plaszezy-
zny (4). Na to wiec, by kierunek a:f:y byl prostopadly do tej plasz-

czyzny, potrzeba i wystarcza, Zeby
@, =4y, gdzie Aiz%0.

(5) Fa=Aa, =P,
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Wobee (3) dostajemy stad

(@an—Aat+ anp + any =0,
(6) 50 H(@p—A)f+  apy =0,
agma +  agf ‘I"(%a‘“’”?’z 0.

Gdy zag i=0, r6wnania te zachodzg takze dla kierunku grednic
paraboloidy, kierunek ten bowiem wyznacza jako punkt w oo gro-
dek paraboloidy (str. 341). ’

Z réwnan (6) wynika, ze

lau‘“l Q1 tyg |
(7N w(A)=1| @y Gya—A sy | =0.
b3y U3y Og3—1

Zatem, katdemu Kierunkows gtéwnemu a:f:y odpowiada pewien
pierwiastek charakierystyceny 2 macierzy U, 2wiqrany z nim réwna-
niami (6).

Na odwrét, kaidy kierunek zwigeany w ten sposéb z jakimkol-
wiek pierwiastkiem charakierystycenym macierzy W jest gléwny.

Jedli bowiem =0, to |A[=0 i wobec zatozen (1) jest R(I)=4,
& wigec kwadryka jest paraboloida; wowezas réwnania (6) WYyZNaczajy
kierunek frednic paraboloidy czyli kierunek gléwny.

Jesli zag 1540, to z réwnaii (6) wynikaja réwnosei (5); wowezas
kierunek a:B:y jest prostopadly do plaszezyzny (4), a wiec jest
znowu gléwny.

Kierunki a;:fi:y; @ ay:Bytys, odpowiadajgce résnym pierwiast- .

kom charakierystycenym 2, i Ay, sq prostopadie.

Jesli bowiem
%,211‘11, ¢ﬁxf:l1ﬂ1a ‘Py,:zl’)’n
P, =42, ¢52:32ﬂ2 3 ‘Pyz':"'zz Y2,
to
) aJ‘Pa,'i‘ﬂl90,32‘1“7’1<P?,=Z1(a1az+ﬁ1ﬂ2+71}’2)7

a %l‘i‘ﬁz‘%’ﬁ,“}‘?z @y, =Ao(0105+ 1 fo+yy Va).
Wobec tozsamogei

! ¢dx+ﬁl¢ﬁa+y1 Py, =0y ?’a,‘*‘ﬂz %,-{-yggv,,,
z (8) wynika, ze

(4 “)-2)(“1%‘!‘.31 Baty172)=0.
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oy
{11
~1

Stad wynika dalej, wobec 1,51, ze

s+ ﬂz‘i‘}’z}’e: 0

czyli prostopadiodé obu kierunkéw.

Skorzystamy obecnie z nastepujacego twierdzenia Weier-
strassa (p. Przypis I, § 5): '

Jesli wyznacenik charakterystyczny macierzy symetryeznej n-lego
stopnia ma pierwiastek k-krotny, fo macierz charakierystyeena ma
reqd n—k. '

Rozréznimy trzy przypadki:

1° Pierwiastki charakterystyezne macierzy ¥ s3 réine. Wy-
bierzmy jeden z tych pierwiastkéw. Wowezas macierz ukladu réw-
nan (6) ma rzad 2; mozemy zatem jedno z réwnan odrzueié. Kieru-
nek a:pf:y jest jednoznacznie wyznaczony przez pozostale dws rdw-
nania. W tym przypadku istnieja wiee dokladnie trzy kiernnki
gléwne i s3 one wzajemnie prostopadie.

20 Jeden z pierwiastkéw macierzy 1 jest dwukrotny. Wéwcezas
macierz ukladu réwnan (6) ma rzad 1; mozemy zatem dwa réwnania
odrzucié¢. Kierunki gléwne odpowiadajace temu pierwiastkowi sg
wyznaczone przez jedno réwnanie, np.

w

(@ —A)ota5,f+a13y=0.

Kierunkéw tych jest wiee nieskoriczenie wiele. Sg one prosto-
padie do wektora o skladowych a;;—4, @1 Gug, ktory zatem wyzina-
cza w tym przypadku kierunek glowny odpowiadajacy trzeciemu
pierwiastkowi.

30 Wszystkie trzy pierwiastki charakterystyczne sg réwne.
Wéwezas macierz ukladu réwnan (8) ma rzad 0O: wszystkie wspol-
czynniki znikajg. A zatem a;=0 dla iFk oraz Ay == Ogy=0gg =1
W tym pi‘zypa,dku powierzchnia jest kulg i rownania {6) sa spel-
nione dla dowolnych a,B8,y, czyli kazdy kierunek jest giéwny.

Jak wiadomo (Przypis I, § 4), réwnanie charakterystyczne {7)
ma wszystkie pierwiastki rzeczywiste. Wobec tego W kazdym z po-
wyzszych trzech przypadkéw otrzymujemy eo najmniej trzy kie-
runki gléwne rzeczywiste. ,

Jezeli kwadryka ma $rodek wiladeiwy, a wiee gdy R{%)-——?_
(p. § 63, str. 342), kierunki gléwne pnie sa asymptotyczne, gdyz nie

 lezg w plaszezyznach §rednicowych z nimi sprzezonych. Wobec tego

. 24*
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plaszezyzny srednicowe polowia cieciwy o tych kierunkach. Zatem
plaszezyzny Srednicowe kwadryk o $rodku wlasciwym, sprzesone & kie-
runkami gléwnymi, sq plaszceyznami symetrii.

Plaszezyzny te nazywaja sie plaseczyznami gtéwnyms.

Oczywiscie, jest tez na odwrét: kasda plaszceyzna symetrii jost
glowna. ;

Dla paraboloid za§ plaszceyenami gidwnymi nazywamy plasz-
czyzny sprzezone z kierunkami gléwnymi réznymi od kierunku
frednie.

Tu réwniez plaszczyeny glowne sa identycene z plaszceyznami
symetrit.

Osiq kwadryki nazywa sie $rednica sprzezona z plaszezyzng do
niej prostopadis.

W kwadrykach o s$rodku wladciwym isinieja co najmmiej irzy
osie; osie te majq kierunki gléwne.

W paraboloidach istnieje tylko jedna of; ma ona réwnies kierunek
gléwny.

Osie sg krawedziami przeciecia plaszezyzn gléwnych jako tez
osiami symetrii.

{ §e68. Kwadi-yki obrotowe

Rozpatrzmy naprzéd kwadryki o frodku wladeiwym, a wiec
dla ktérych R(%)=3. Obierzmy trzy prostopadle osie gléwne kwa-
dryki za osie ukladu wspotrzednych. Poniewaz tworza one uklad
osi sprzezonych, wiec kwadryka ma w nim réwnanie

2

(1) — f 9‘{2' =Y.
a2T31b2+8-62'%”77 0 ‘

Dia e]ipsoidy jest e=e=1 i p=41. Mozemy zalozyé, ze
a<h<e. Jezeli a=b lub b=c¢, réwnanie (1) przedstawia elipsoide
obrotows i, na odwrét, jezeli réwnanie (1) przedstawia elipsoide
obrotows, to a=b lub b=c. ‘

Dla hiperboloidy jednopowlokowej jest =1, gp=—1 1 p=—1.
Hiperboloida ta jest obrotowa wtedy i tylko wtedy, gdy a=b.

Dla hiperboloidy dwupowlokowej jest N=¢&,=g,=—1; jest ona
obrotowa wtedy i tylko wtedy, gdy b=e.

Dla stozka, wreszcie, mozemy przyjaé & =1, e;=-41 i 5=0.
Jest on obrotowy, gdy a=b. ‘

icm
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W kazdym z tych przypadkéw widzimy, ze powierzchnia {1)
jest obrotowa wtedy i tylko wtedy, gdy dwie spodréd liczb

1 & €y
e

sg réwne. Jak wynika z (1), liczby te sa pierwiastkami charakte-
rystycznymi macierzy .

Rozpatrzmy teraz kwadryki o $rodku niewladciwym, a2 wiee
dla ktérych R(U)<2. Obierzmy uklad prostokatny wspélrzednych
tak, zeby plaszczyzna Oxy byla styezna do paraboloidy w punkcie
0 i prostopadia do wszystkich jej dérednic, s o8 Oz zeby byla dred-
nicg z nig sprzezong. O§ Oz przechodzi zatem przez punkt styez-
nodei 0. Osie Ox i Oy niech majg kierunki gléwne. Wowezas pa-
raboloida ma réwnanie
(@) A
a? b2
gdzie e=-1 (p. § 66, str. 368). o

Poniewaz osia obrotu kwadryki obrotowej jest oczywidcie jej
o§ i przekroje prostopadle do osi sa kolami, wiec gdy £'=~—1,
paraboloida nie moze byé obrotowa, bo przekroje =k sg WoWCzas
hiperbolami lub rozpadajs sie na pary tworzgcych para_boimdy.
Paraboloida jest wieec obrotowa tylke wtedy, gdy jest eliptyezna
i a=>b. Fatwo widzieé, ze i na odwrét. W tym przypadku dwa spo-
§r6d pierwiastkéw charakterystycznych

1 1

AN

=22,

0

macierzy ¥ sa réwne.
Tak samo sprawdzamy dla walcow

o a

7e moga one byé obrotowe wtedy i tylko wtedy, gdy £=11i a=b,
czyli gdy dwie sposréd liezb
1 £
C_IE ] F_; ]
" r(.?l?w;rzli-stale kwadryki, tj. walec paraboliczny i kwadryki rozpa-
dajace sig na plaszczyzny, nie mogg byé obrotowe.
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Tak wiec udowodniliSmy twierdzenie:

Na to, by kwadryka wtasciwa byla obrotowa, potrzeba i wystarcea,
zeby macierz W miala podwéiny pierwiastek charakierystyezny réény
od zera.

Wobec niezaleznagei pierwiastkow charakterystycznych od pro-
stokatnego ukladu wepéhrzednych, mozemy wyprowadzié z pomoca
tego twierdzenia kryteria na to, by kwadryka wilasciwa, okredlona
w dowolnym prostokgtnym ukladzie wspélrzednych byla obrotowa.

Mianowicie, jesli 1 jest pierwiastkiem podwdéjnym réwnania
charakterystycznego, to w mysl twierdzenia Weierstrassa
(p. str. 371) macierz wyznacznika charakterystycznego jest rzedu
co najwyzej 1, a wige znikaja minory drugiego stopnia. Na odwrét,
gdy te minory znikajg, to w(4)=0 i 2 jest pierwiastkiem co najmniej
dwukrotnym. Obliczajac te minory i przyréwnujae je do zera, do-
stajemy sze§é réwnosei:

3) (a'11—7b)(a22‘“)~)=a'%2’ (“22‘1)(%3_2):“33; (aaa—“l)(“n‘“l):a?a:

(4) (@ —A)ay=a,5013, (@32—R) Gy 3 =009 gy, (@g3~—2) @yo=0g; gy

Prawdziwosé réwnosei (3) i (4) dla pewnego 1740 jest wiec wa-
runkiem koniecznym i dostatecznym obrotowosci kwadryki.

Réwnosei te mozna uprodeié. Mianowicie, gdy Uy3 Mg llyp 70, t0
z réwnosei (4) wynikaja réwnogei
(5) @11“"L‘lzﬁam:‘122‘"(1121(123 :01433—%‘#0-

As3 Q13 45T
Latwo widzied, ze z réwnosei (5) wynikajg réwnosci (3)'i (4).
) Jedli znika tylko jeden ze wspélezynnikéw Qygy Oygy ag, 1O PO-

?nerzehm'a, nie moze byé obrotowa, bo np. gdy a,,=0, a,35%0
1 @570, trzecia z réwnodei (4) jest sprzeczna.

Jedli zag znikajy dwa z tych wspoétezynnikéw, np.

(6) A1y =033=0,
to rozrézniamy dwa przypadki:

) 1° a,35%0. Wowezas pierwsza z réwnogei (4) pocigga réwnodé
A:cc'u; pog_ostale oczywidcie tez zachodza. Zachodzi réwniez pierw-
8za 1 trzecia z réwnodci (3), druga zaé przybiera postaé

-
(7) (“22—‘111)(“33—“‘11):“%3-

Na 0dwrét, z (6) i (7) wynika (3) i (4) dla A—ay,

icm

§ 69 Przekroje kolowe, 37

2% a5, =0. Jest oczywiste, ze wowezas warunkiem koniecznym
i dostatecznym na to, by kwadryka byla obrotowa, jest réwnodé
dwu z liczb aq, Ggsy ags.

Dowiedzione kryteria mozemy zebra¢ w twierdzeniu:

Kuwadryke wtaciwa jest obrotowa wiedy i tylko wiedy gdy:

19 w praypadku 050,505,570 zachodzg rownodei (B);

20 w preypadkiu G158,30.,=0 2nikajg co najmniej dwie z liczh
(ypy Bygy oy OTAR

jesli Gy =ay=0 @ a0, to (Gy—a;){ag—a;) =05y,

jesli za$ @19==013=0y3=0, {0 (311 —825) (37— U33) (B2 — 35} =0 )

( § 69. Przekroje kolowe

Zajmiemy si¢ obecnie pytaniem, czy kwadryki nieobrotowe
maja réwniei przekroje kolowe. Pytanie to zostalo rozstrzygnigte
przez Monge’a i Hachette’a w 1802 . Udowodnili oni, Ze 2 wy-
jatkiem paraboloidy hiperbolicene] wszystkie kwadryki nieobrotowe
wladciwe rzeczywiste maja po dwie serie réwnoleglych praekrojéw ko-
lowych rzeczywistych, potoione symetryeznie wzgledem jednej z plasz-
cryzn gtownych. -

Kwadryki zaé obrotowe rzeczywisic maja iylko po jednej serii
réwnoleglych przekrojéw kotowych ; stanowiq ja preekroje prostopadie
do osi obrotw. Przypadkiem wyjatkowym jest kula, ktérej kaidy
przekr6j plaski jest kolem.

Dla dowodu tych twierdzenn wykazemy wpierw, ze jedli pree-
kroje réwnolegle kwadryki sq elipsami, to sq podobm'e.

Rozpatrzmy naprzéd przypadek R(A)=3. ,.Ieéh plaszezyzna 17
przecina kwadryke wzdinz elipsy I, to nie 395?: agsyn'mpbotycm
(p. § 64, str. 351). Istnieje wiec frednica kwadrykl’sprzgzox;\aﬂ z pla-
szezyzng IT; przyjmijmy ja za o8 Oz ukladu :Wapoh‘zgdnych Ozyz.
Przyjmijmy plaszezyzng srednicows kwa}»d.rykl,_ réwnolegia do jlfl,
za, plaszezyzne Orxy tego ukladu, a w niej dwie dowolne éredn’lce
sprzezone elipsy I' za osie Oz i Oy. Kwadryka ma wOweczas IOW-
nanie postaci

2y

22
(l) ;I_Q‘+5——12+Eggg"=ny


Yakuza


376 ROZDZIAL XV. Wiasnofci metrycezne kwadryk.

a jej przekroje réwnolegle do plaszezyzny I7 maja réwnania

wﬁ y2 k2 ;
(2) 21,"—2 ETZ =7]—82—0‘E) z=L.

Jesli n—szlﬁ/a?#o, to przekréj (2) jest wladciwy i mozna go
przedstawié w postaci

@ g ) doio g B
a’22+i)—’a=1’ g"—:k, gdzie ——77—'82;

3)

Elipsy (3) powstaja z elipsy

4) A

przez przéksztaleenie homotetyeczne

93:33’1/27 ?/=.7/,1/;»:
2 wiec sg podobne. ‘

Nalezy zauwazyé, ze dopuszezamy homotetie nierzeczywiste
w przypadku, gdy 1<<0. Dla przekrojéw eliptycznych rzeczywistych
jednak, jak to wynika z (3), jest >0 i homotetia jest rzeczywista.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy kwadryka jest paraboloidg.
Wtedy plaszezyzna I7 przekroju eliptycznego nie jest réwnolegta
“do osi kwadryki. Za plaszezyzne Ouxy przyjmujemy plaszczyzne
styczng réwnolegly do I7 i tak dobieramy osie wspéhzednych, by
paraboloida miala, réwnanie postaci (p. wzér (23) z § 66, str. 368)

v $2 yz
&—'-’- —Ir' ﬁ =:2Z. ‘

Dalszy tok rozumowania jest taki jak w poprzednim przy-

padku. '

Dla waleéw twierdzenie jest oczywiste, gdyz ich przekroje réw-
nolegle wladciwe sg przystajace.

Zauwaimy z kolei, ze przekréj wladciwy pPowierzchni (1) plasz-
czyzng z=FL jest podobny do krzywej (4) niezaleznie od wartodei 7.
Wynika stad, ze przekroje réwnoleglte wtasciwe kwadryki 1 jej stoska
asymptotycznego sq podobne.

Udowodnimy, wreszcie, nastepujace twierdzenie pomocnicze,
grajace duza role w badaniu przekrojéw kwadryk:

§ 69 Przekroje kolowe. 37

=]

Jezeli cz¢8é wspdlna dwu kwadryk

(5) f(ma?!,z)=0, g(x,y,2)=0
zawiera stozkowq I' ledqcq na plaszezysnie wlasciwe] IT { nie zawiera
Zadnych innych punkiéw tej plaszeeyeny, to isinieje taka siala 2, Ze
(6) 1(@,y,2)—Ag(2,9,2)=V (2,9,2) W (z,1,2),
gdzie V i W sq wielomianami pierwszego stopnia.

. Istotnie, zalézmy naprzéd, ze stozkowa I" lezy na plaszezyinie
Ozy (stozkowa ta moze nie byé rzeczywista). Niech

F(#,Y,2)=011 2%+ Ggy® + agq2> 2052y 20,3702+ 2a55 Y2+

1201, 242000Y + 2035 7 Ay,

9(@,Y,2)=b11 8+ basy® + b532% +-2bo 0y +2b, 522 +2bys y2+
F28130+2b2,Y 4 2bsy 2 +-byy.
Przekroje kwadryk (5) plaszezyzng z=0 maja réwnania

Ay B2 Ao Y* 2015, 0Y +201, 54285y +844=0,
b1y @2 +Baoy® +2b100Y 4 2b1, 8+ 2byy Yy +byy=0.

Nie mogg tu znikaé wszystkie wspélezynniki, gdyz wéwezas
czedé wspélna obu kwadryk bylaby cala plaszezyzng Oxy x?'brew
zatozeniu. PoniewaZz oba réwnania przedstawiajs te samsg stozkows
I, wiec (p. str. 303)

Ay =Abyy,  Gay=Aas, Gya=abys, Gyy=Abyyy  Gay=Abyy, Gu=Aby,-

7Z tego wynika, ze
f(@,y,2)—2g(2,y s2) =(as5—Abgs)2* -+

+ 2(033—Ab13) 02 42 (893 —Absa) Y2+ 2(@ss — Abgy) 2 =2 W (1, 4, 2),
lgdzie W (z,y,2) jest wielomianem pierwszego stopnia. W tym wige
przypadku twierdzenie zostato ndowodnione. o

Zaltézmy teraz, ze stoikowa I" lezy na plaszezyinie Wlaémfve] U y
rc')z'nej od plaszezyzny Ozy. Wowezas istnieje przekszialcenie affl-
niczne T, przeprowadzajace plaszezyzne II w plaslzczyy:ne Oxy. Wle-
lomiany f(x,y,2) i g(z,,2) przejda w pewne wielomiany fi(=,y,2)
1 g1(2,9,2), a kwadryki

fi(@,9,2)=0, g1z, y,2)=0
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przetna sie wzdluz krzywej zawierajacej stozkowa lezacg na plasz-
czyZnie Ozy. Na mocy wige poprzedniego przypadku dla pewnego
A bedzie zachodzila réwnosé '
f(@,y,2) —Ag:(2,y,2)=V1(2,y,2) W1(,¥,2),
w ktérej V, i W, sa wielomianami pierwszego stopnia.
Stad dostajemy (6) przez przeksztalcenie odwrotne.
Na odwrét, jesli tossamosé (6) zachodzi, to ceeéé wspdlna kwa-

dryk (5) jest identycena & przekrojami kaidej z mich parq plaszezysn

o réwnaniach V(z,y,2)=0 i W(z,y,2)=0.

Gdy bowiem f(z,y,2)=0 1 V(x,y,2)=0, to wobeec A0 musi
by¢ réwniez g¢(x,y,2)=0 i V(z,y,2)=0 — i tak samo dla W za-
miast ¥V, ¢. b. d. o.

Mozemy przej§¢ obecnie do dowodu fwierdzerr Monge’'a i Ha-
chetie’a. ‘

Rozpatrzmy naprzéd przypadek elipsoid i hiperboloid, przed-
gtawionyeh w ukladzie prostokgtnym wspdlrzednych réwnaniem
(1) f(a,y,2)=As>+By*+Ce?—1=0.

Mozemy zalozyé, ze :

(8} A<LBLO.

Kazde kolo jest przekrojem plaskim kuli o tym samym grodku-
co kolo. Jesli kwadryka (7) ma przekréj kolowy, to i przekrdj
przez Srodek kwadryki jest kolowy, gdyz — jak wykazaliSmy ha
str. 375 — jest on podobny do kola (moze jednak byé nierzeczy-
wisty). Przeprowadimy przez to kolo kule
(9) g(@,y,%) =024y -2t —1?=0.

Kwadryki (7) i (9) przecinaja sie wzdluz stozkowej zawierajacej
kolo. Na podstawie twierdzenia pomocniczego zachodzi zatem dla
pewnego 470 tozsamosé postaci (6). Dla tego A réwnanie

‘(10) . f(m)y)z) ~—lg(w,y,z)=0

prze_dstawia. wiee kwadryke rozpadajaca sie na plaszezyzny. Réw-
nanie (10) ma ksztalt

(11) (A—A)wz—{—(B—l)y2+(0—~}»)z2;—(1—/‘1¢2)=0.

~~ Poniewaz przedstawia ono pare plaszezyzn, wiec R(QVI) <2
(p. § 62, str. 334). Musi zatem zachodzié co najmniej jedna z réwnosci

(12) A—7=0, B—1=0, (—i=0

icm
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i gdy zachodzi tylko jedna z nich, to mamy ponadto
(13) 1—Ar2=0.

Rozréznimy ecztery przypadki: '

1° A<B<(C. W tym przypadku zachodzi tyvlko jednas z rdéw-
nodei (12). Jesli przekrdj kolowy jest rzeczywisty, to réwnanie {11)
musi przedstawiadé pare plaszezyzn rzeczywistych. Na to potrzeba
i wystarcza, by jedna z liczb A—14, B—4i, (—1 byla réwna zeru,
a pozostale mialy znaki przeciwne. Musi byé wiee i=B, skad na
mocy (13) 7"=1/l"”éB, wobec czego dostajemy pare plaszezyzn

(A —1)x2(C—2)22=0,
czyli

(14) VO—Bzi} A—Bz=0.

Istnieja wiee dwie serie przekrojéw kolowych rzeczywistych,
réwnoleglych do plaszezyzn (14). Kazdy przekro] rzeczywisty réw-
noleglty do tych plaszezyzn jest kolem. Plaszezyzny (14) sa poloZone
symetrycznie wzgledem phaszezyzny Ouz, ktéra jest plaszezyzng

- gléwna przechodzacy przez of Oy.

W . przypadku hiperboloidy dwupowlokowe] plaszezyzny (14)
moga same przecinaé ja wzdluz kot nierzeczywistych, jednakze
przekroje rzeczywiste réwnolegle do nich sg kolami rzeczywistymi.

Gdy A=A lub i=C, réwniez dostajemy przekroje kolowe, lecz
nierzeczywiste, i poza nimi nie ma zadnych przekrojéw kolowych
rzeczywistych ani nierzeczywistych.

20 A< B=C. Woéwezas kwadryka jest powierzehnis obrotows;
osig obrotu jest of Oz. Nie moze byé wowcezas i=A4, gdyi plaf';zc;zyz-
ny (11) nie bylyby rzeczywiste. Zatem A=B=C i réme:me’. (11
przedstawia plaszezyzne =0 lub parg p}axszczyzn‘dﬂ niej réwno-
legtych. Jedynymi przekrojami kolowymi rzeczywistymi sg prze-
kroje prostopadte do osi Oz, a wiec do osi obrotu.

30 A—B<(. Wéwezas kwadryka zndw jest powierthm%
obrotowsa, ale osiag obrotu jest of Oz Jak poprzednio, musi byé
J—A—B i znowu przekroje kolowe rzeczywiste 3 prostopadie do
osi obrotu. ;

40 A=B=C. Wéwczas kazdy przekr6j plaski jest kotem, gdyz
powierzchnia jest kula.
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Poniewaz przekroje wiasciwe kwadryki i jej stozka asympto-
tycznego jedna 1 ta samg plaszezyzng sa podobne (p. str. 376),
wiec plaszezyzny przecinajace stozek '

(15) Az*+-By?4-Cz*=0

wzdluz két sg identyczne z plaszezyznami przecinajagcymi kwadryke
(7) wzdluz kot (z wyjatkiem pary plaszezyzn (14), jako przechodzg-
eych przez Srodek stozka asymptotycznego, przecinajacych zatem
ten stozek wzdiuz kola zerowego).

Rozpatrzmy teraz przypadek paraboloid. Poniewaz paraboloida
hiperboliczna nie ma przekrojéw eliptyeznych rzeczywistych, wiec
nie ma ona réwniez przekrojéw kolowych rzeczywistych. Wezmy
wiee pod uwage paraboloide eliptyezng

(16) f(@,y,2)=Ax24 By?—22=0,
Niech '
(17) 0<A<B.

Udowodnimy, ze plaszczyzna IT dowolnego przekroju kolowego
paraboloidy (16) jest prostopadta do jednej z plaszceyzn gtownych.

Oznaczmy przez I (p. rys. 132) gred-

m, nice sprzezong z plaszezyzng IT (prosta

1 [ jest wiee réwnolegla do osi Oz).

Jesli prosta 1 jest prostopadla do

_ plaszezyzny II, to plaszezyzna IT jest

s réwnolegla do plaszezyzny Oxy, a wiec

"""" jest prostopadla do plaszezyzn gléw-

SA_/ nych.
n 7 Jesli za$ prosta ! nie jest prostopadia

do plaszezyzny II, to oznaczmy przez
l, prosta prostopadly do I, przecho-
dzacg przez Srodek kola i lezgea na 1,
przez II; — plaszezyzne drednicows sprzezony z I, i przez I, —
krawedZ przeciecia plaszezyzn I7, i IT,. Plaszczyzna II, zawiera
prostg I. Plaszezyzna IT polowi ciegeiwy paraboloidy, a wiec i cie-
ciwy kota, réwnolegte do I,. Zatem prosta I; jest prostopadia do
prostej I,. Stad i z prostopadiodei obu prostych do I wynika, ze
L, a wiec i II, jest prostopadia do II,. Tak wiee IT, jest plasz-
czyzng gldéwnsg, c. b. d. o.

) Poniewaz plaszezyzna przekroju kolowego jest prostopadia do
jednej z plaszezyzn gléwnych paraboloidy (16), np. do plaszezyzny

Rys. 132

icm
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Owz, wiec prosta prostopadia do I7 i przechodzaca przez §rodek kola
lezy w plaszezyznie Oxz. Wynika stad, ze istnieje kula przechodzaca
przez kolo przekroju i majaea frodek na osi Oz Jefli plaszezyzna 77
jest prostopadia do osi Oz, to kule o érodku na osi Oz mozemy do-
braé tak, by przeszla przez poczatek ukladu. W przeciwnym razie
istnieje przekrdj kolowy réwnolegly, przechodzacy przez poczatek
ukladu wspéhrzednyeh. W obu wiec przypadkach dla wyznaczenia
plaszezyzn przekrojéw kolowych wystarczy badaé kule o $rodku
na osi Oz, przechodzace przez punkt 0. Kula taka ma réwnanie

(18) g(@,y,2)=r2+y2+22—2a2=0.

Dobierzmy takie 1, by réwnanie
(19)  f(2y,%)—2g(x,y,2)=(4 —2)2*--(B—2)y* — 222 —2(1 —al)e=0

przedstawialo pare plaszezyzn. Nie moze to byé i=0. Moina wiee
przeksztalei¢ réwnanie (19) w réwnanie postaci

(20) (A—A)a2+(B—2)y2—ilz—D)2=0.

Na to, by réwnanie (20), w ktérym is:0, przedstawialo pare
plaszezyzn, musi zachodzié eo najmniej jedna z réwnosei

(21) J=A, i=B,

w przeciwnym bowiem razie réwnanie (20) przedstawialoby stozek.

Rozréznimy dwa przypadki:

10 A< B. Wéwezas, wobee 4>0, na to, by réwnanie (20) przed-
stawialo pare plaszezyzn rzeczywistych, pofrzeba i wystareza, by
A=A. Otrzymujemy dwie serie przekrojow kolowych, réwnoleglych
do plaszezyzn ' -

(22) J B—Ay +} Az=0.

20 A—=B. Wbéwezas kwadryka jest powierzechnig obrotows.
7 réwnania (20) dostajemy z=>b; wszystkie przekroje kolowe =g
prostopadie do osi obrotu O=.

Précz zbadanyeh kwadryk przekroje kolowe ma jeszeze tylko
walec eliptyczny

(23) fz,y,5)=Ax*+By*—1=0,
gdzie
(24) 0<ALB.
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Latwo dowiesé, ze plaszezyzna przekroju kotowego jest prosto-
padia do jednej z plaszezyzn symetrii walca. Mozna wige tak do-
braé kule przechodzacy przez frodek przekroju kolowego, by jej
drodek lezal na osi walca. Poniewaz przekroje réwnolegle walca sg
przystajace, wiec wystarczy bra¢ kule o réwnaniu

g(z, /'./73)551?2’}‘:92 422 —r2=0.
Stad

fa, y,2)— g, y,2)=(A — 1) a® (B — ) y2— Ae> —(1— %) =0.

Podobnie jak dla paraboloidy, dostajemy tu dla A=4 prze-
kroje kolowe réwnolegle do plaszezyzn (22).

Dla A=B sa one prostopadle do osi obrotu. ,

‘We wszystkich rozpatrzonyeh przypadkach liezba 1 jest réwna
jednemu. z réinych od zera pierwiastkéw charakterystycznych
A4, B, C macierzy %. W przypadku As£0 jest ona ré6wna temu z pier-
wiastkdw, ktory jest zawarty miedzy pozostalymi. Poniewaz pier-
wiastki te nie ulegaja zmianie przy przejéciu do nowego ukiadu
wspblrzednyeh prostokatnyeh, wiec gdy kwadryka jest przedsta-
wions réwnaniem najogélniejszej postaci, nalezy w celu wyznacze-
nia przekrojéw kolowych tej kwadryki tak dobraé.a,b,c i r, zeby
réwnanie

@, y,2)—A[(@—a)*+(y—b)2+(z—0)>—72]=0

przedstawiato pare plaszezyzn rzeczywistych; A jest tutaj réznym
od zera pierwiastkiem charakterystycznym macierzy %. )

( § 70. Niezmieﬂniki 11, Iz, I35 I,p
Uogolnienia twierdzenn Apoloniusza
1. Niezmienniki fi, F>, Iz, I, Podobnie jak w § 60 dla stozko-
wych, dowodzi sie dla kwadryk, ze gdy dwa réwnania '
| fley,)=0 i |

g (may;z)':o
przedstawiaja te sama kwadryke, to i

f(z,y,2)=0g(x,9,2).
Réwniez podobnie jak w § 60 dla stozkowych, wprowadza sie
dia kwa;d.ryk niezmienniki przeksztalceri ortogonalnych, ktére sa
W ukladzie prostokatnym wspélrzednych wspélezynnikami réwna-

4
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nia charakterystycznego macierzy 9, oraz niezmiennik réwny wy
réznikowl 4 tej macierzy:

1) 11=A1=a11+%z+u333
Gy am% %0;11 ami 321' Gog |
(@) L=d,=|™ 0 [ Gis] (% G
' . {aﬁl Aoy Aoy Qo ‘a;gla Qyy

i !

10y O3z Qgg;

3 Iy=A= |y G @ 3

|
Ay B3 Gyz Gy

1
-~ Oyy Gga oy Oay|
(4) I,=4= |-

Qg Qgy gz (gy|

[ Oy Qgy Qg3 Gy

Niezmiennik 7,, gdzie k=1,2, 3,4, jest wielomianem jedno-
rodnym k-tego stopnia wzgledem wspélezynnikéw formy 7.

7Z powodu skomplikowanego ksztaltu tych niezmiennikéw
w ukladach wspéhzednych ukonokatnyeh nie podajemy ich w tych |
ukladach, lecz zakladamy, ze uklad wspéirzednych jest prosto-
katny, i ograniczamy sie do przypadku, gdy

(5) A=I,#0 lub  A=I,50.

Wylacza to z naszych rozwazan walce i kwadryki rozpadajace
gie na plaszezyzny.

Jedli dla dwoch kwadryk niezmienniki I, gdzie k=1,2, 3,4,
s3 réwne, to (wobec réwnosei wspbiczynnikéw réwnania charakte-
rystycznego) pierwiastki charakterystyczne i;, 4, As sa te same.

W przypadku 1,70 mozemy zatem (p. wzor (32) z § 62, str.
326) tak dobraé¢ uklad prostokatny wspohrzednych, by obie kwa-
dryki daly sie przedstawi¢ réwnaniem

I
e 02 T =0,
. B
Kwadryki te sa zatem przystajace.

W przypadku za§ I,=0 réwnanie sprowadza sie do postaci
(p. wzér (36) z § 62, str. 328)

(6) M &L +2p, £=0,
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a poniewas tu I,=—1;1,93, wiec p; jest to samo dla obu powierz-
chni. Gdyby p, réznily sie znakiem, to przez zmiane zwrotu osi
O¢ (odbicie) uzyskaliby$my to samo réwnanie (6), skad wynika,
ze znowu obie kwadryki sa przystajace.

UdowodniliSmy zatem, ze r6wno§é niezmiennikéw I,, I,, I, i I,
jest warunkiem dostatecznym przystawania dwéch kwadryk przy
zatozeniu, ze I35~0 lub 1,740 w mysl (5). :

Tak samo jak dla stozkowych na plaszezyznie (p. § 60, str. 310),
wynika stad, e na to, by dwie kwadryki spelniajace warunek (5)
byty praystajace, potrzeba i wystarcza, seby

(M flﬁé’l—u Ly=0%1,, I3:93137 -T4= *1y, gdzie 0740.
Na podstawie tego dowodzi sie, ze zespdt nastgpujacych réw-
noéei jest warunkiem koniecznym i dostatecenym podobierhstwa dwich

kwadryk spetniajacych warunek (5):
L. L=I:1}1,

o sl
sig A =gign )’

2. Uogélnienia twierdzefi Apoloniusza. Niechaj kwadryka be-
dzie przedstawiona w ukladzie prostokgtnym wspohrzednych Ouayz
réwnaniem postaci

(9) Az*+By* 4Oz =1,

gdzie =0 lub +1. Kwadryka ta moze wiec byé stozkiem, elipscidg
lub hiperboloida o $rodku 0. Niechaj ta sama kwadryka, odnie-
siona do ukladu trzech $rednic sprzezonych Ox'y'z’, ma réwnanie

(10) A’z 4By 0" =,

Od ukladu Ozyz do Oz'y'z’ przechodzi sie za pomocy podsta-
wien liniowych, ktére przeprowadzajs forme Ax?+By?+Ce* w forme
A'w®+-B'y*4("2". Zarazem podstawienia te przeprowadzajg forme

? ‘1,2 +y2 _l_z?.

w forme
*2+y'242"t 422"y cosv+-2y'2 cos A4-20'2" cos

gdyz obie formy przedstawiajg kwadrat odleglogci punktu od po-
czatku O, wspélnego obu ukladom wspélrzednych (§ 7, str. 33)

icm
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Dla kazdej liczby s zachodzi zatem tozsamogé
S(Az*+By*+02%) + (22 Ly -to?) =
(11) =s(4d'2* 4Byt L0z L+
(@422 22"y cosv -2y cos A+ 2x'2 cos ).
Wyréznik prawej strony tozsamofei (11) jest réwny iloczy-
nowi wyréznika lewej strony tozsamofei (12) przez kwadrat wy-
znacznika podstawienia. Jefli wiec znika jeden z tych dwéch wy-
réznikéw, to znika i drugi. Wyréznik obu stron zalezy od s. Wy-
nika stad, Ze réwnania, ktére otrzymujemy przez przyréwnanie
wyréznikéw obu stron do zera, maja te same pierwiastki.
Wyrdznik prawej strony wymnosi
sA’4+1 cosy cosp
(12) cosy sB'1 cosi |
| cosp  cosi sC'-++1

| =8 4'B'C" s} A B - A'C+BC) +
| 4s(B'sin®u-+("sin®y+ A'5in%) g,
gdzie
l 1  cosv cos y%
(13) g=1cosy 1 COSA |.
?eos,u eosd 1
Liczba s jest wiec pierwiastkiem réwnania
11 1) (sina,u gin®p Sin%'.) 9 _,
£+ (Z’ Tt (7') P\de T e TEe T ae
(p. wzbr (1) z § 10, str. 45). Ta sama liczba s jest pierwiastkiem

analogieznego réwnania, ktére otrzymunjemy przez przyréwnanie
do zera wyrdznika lewej strony tozsamosei (11), tj. réwnania

1 1 1 ( 1 1 1 ) 1 )
—d =ttt = F = F =0
83+82(A+B +o) P \16 T 1B " 0] T dB0
Wynika stad, ze oba réwnania maja te same wspélezynniki:
1 1 1 1 1 N 1

B SR Bl TR S
7T ATB T
sin?y singy+sin22=_}“+}_+_}_,
4B TAC TBC T AB " AC T BC
g 1

A'BC' ABC

(14)

’ 25
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Prawe strony réwnosci (14) sg niezmiennikami I,, I,, Iy réw-
nania (9) podzielonego przez ABC; réwnoscl (14) dajy ksztalt tych
niezmiennikéw w specjalnych ukladach wspéhrzednych ukogno-
katnych, w ktérych kwadryka ma réwnanie ksztattu (10). ‘

Wyrazimy teraz réwnosei (14) za pomocy osi- gléwnych a, b, ¢
i érednic sprzezonych a’,b’,c’ kwadryki. W ukladach wspbirzed-
nych, ztozonych z tyeh osi i tych grednic, réwnania kwadryki majg
postaé

2 y? 22 22 2 22
— = —= — t gt =19.
a2+81b2+£202 777 a12+ 1b’2+ 2012 n X
Zatem
1 £ & 1 & &y
A—-—“-—) B"-——'—{‘: = = ,=‘7_'57 "——,2-
a® b2 c? a'? b ¢

Podstawiajae te wartodei do (14), dostajemy nastepujace
nogélnienia twierdzenia Apoloniusza, do ktérych po raz pierwszy
doszlii Livet i Bonnet:

@'t eb’2Fe,0 0 =0 5;h2-g,02,
{15)  a’?b’?sin?r-t-g,a’?¢'2sin? u-+&,b"? ¢'*sin2A=a2b% 5, a2c® &, b2,
a,’b’c’l/gzab‘c.

W szezegélnoel, gdy & =¢,=1, tj. dla elipsoidy, réwnosci (15)
majg nastepujace znaczenie geometryczne: '

W réwnolegloscianach utworzonych przez plaszczyzny stycewe do
elipsoidy w kohcach trzech $rednic spragtonych '

1° suma kwadratéw krawedzi jest stala;

20 suma kwadratéw pél Scian jest stala;

39 objetosc jest stala. ) ' :

icm
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PRZEKSZTALCENIA RZUTOWE, WSPOLRZEDNE
RZUTOWE, STOSUNEE ANHARMONICZNY

§ 71. Przeksztalcenia rzutowe przestrzeni rzutowej

Niecha] w przestrzeni rzutowej bedzie dany dowolny ukiad
wspOlrzednych jednorodnych; punkt niech bedzie wyznaczony
przez stosunek x,:z,:r;:7, Weimy pod uwage rownania

1) QY =0y &y T Oio Lot A3 Tty gy gdzie i=1,2,3,4

i gdzie macierz A=(a;,) jest nieosobliwa, czyli

(2) 1A]£0.

Jedli liczby «; nie znikajs réwnoczesnie, to wobee (2) réwniez
lieczby ¥, majg te sama wlasnodé. Dwom ukladom lezb z;, majacych
rébwne stosunki x,:2,:m5:%,, odpowiadaja dwa vuklady lezb w,,
takze majgeych réwne stosunki ¥;:9s:9s: ¥

Gdy bowiem w réwnaniach (1) zastgpimy &; przez ow,, to sto-
sunek liezb po lewej stronie nie ulegnie zmianie; oznaczajge przez
by elementy macierzy odwrotnej 9, otrzymujemy

(3) Q—lmi'__'bily1+b£3y2+bi3y3+bﬂy4z
gdzie
(4) 1B =AU A0;

z (3) i (4) wynika, ze stosunek z;:&,:%;:%, jest jednoznacznie Wyzna-
czony przez stosunek ¥;:¥»:¥s:¥s- .

Tdowodnilismy wiee, ze réwnania postaci (1), przy zalozeniu (2},
wyznaczaja odwzorowanie’ wzajemnie jednoznaczne miedzy sto-
Sunkami @, 1%y :@g @y 1 Y1:Ys:Ys: Y Kazdy z tych stosunkéw wyzna-
cza W przyjetym ukladzie wspbhrzednych jednorodnych pewi?il

25%
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