ROZDZIAL XIV

WELASNOSCI AFINICZNE KWADRYK

§ 63. Plaszczyzna biegunowa

1. Oznaczenia. W calym rozdziale zakladamy, ze
) A4#0  Iub  Az0.

Kwadryki, o ktérych mowa, s3 zatem stozkami lub kwadry-
kami rzedu 4 (p. str. 324) czyli elipsoidami, hiperboloidami i pa-
raboloidami. Wylaczamy wiec z naszych rozwazan walce i kwad-
ryki niewladciwe.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

4

(2) F@1, s, Ty ) = Z Q4. %3 %y,

» i=1
3) @ {8, 2) =0y T+ Co P+ U332+ 20,8y + 201,02+ 205592,
(4) 9(z,9,2) =0 (r,y,2) 4+ 20,42 + 2050 - 20348 + @4y

Jedli zatem powierzchnia ma réwnanie niejednorodne
(5) 9(x,y,2)=0,
to jej réwnanie jednorodne ma postaé
(6) F(@1, B, 24,2,)=0.
Podstawiajac x,=0 do wzoru (2), dostajemy
{7) Fl1y @oy 103, 0)= (1, To, 25) .

Forme biegunowa formy (2) (p. Przypis I, § 3) oznaczamy
przez f(w|y). Zatem :

(8) Hzly) =

TTM»

Qi3 Yy -

TEk=1
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W szezegblnosei

{9) fz|2)=F(21, 25 25,2,).
. a
ngeh_é?r;i(z) oznacza pochodng czastkows formy (2) wezgledem
k.
zmiennej z, w punkeie (2,,2,,24,2,). Jest wiec
1saf
(10) 5 ﬁ; ()= 21+ Qa2+ W3 23+ Qa2+
Z (8) wynika, ze
5 5 .
2f(wly)-=—w1,f @+ T f (y)+ j—(yHmA?L{y)E
22, sy
- 1 f 1 j
. P e
yl_“”(‘”) “"(ﬂl‘)“r?h (1'}

W szezegblnosei, dla sa,mej formy (2) otrzymujemy loZsamosé
Eulera

02 sftele)=a, (o) +2, 2L o1 o7

)+1‘«> (w)Trs—ém(x)er*a——(a“)

2. Plaszezyzna biegunowa. Niechaj bedzie dana kwadryka (6)
oraz punkt M (my:m,:my:m,). Wezmy pod uwage réwnanie

ef af ef

(13) f(ivlm)_ﬂfad——(ﬂ‘&)-szd (m)+2 -38—%(‘?%)%«%:;—%(1%):0'

Ly

Poniewaz jest to réwnanie co najwyzej pierwszego stopnia
wzgledem zmiennych z,, wiec moze ono przedstawiaé plaszczyzne.
Woéwezas nazywamy ja plaszceyzng biegunowqe punkiv M, sam
za$ punkt M — biegunem plaszczyzny (13). .
Zbadamy obecnie, jakie punkty majg plaszczyzne b1eg_’unowa.
. Réwnanie (13) nie przedstawia plaszezyzny wtedy i tylko
wtedy, gdy znikaja wszystkie wspélezynniki przy a;, czyl gdy
1
(14) —2-—;j——(m)__aﬂml«}—akgmg—}‘ummg—!—aMmL_——-O dla k=1,2,3,4.
Ty,

Uklad réwnan (14) wyznacza wiec punkty M, ktére nie majg
plaszezyzny biegunowej. Wyréznikiem tego ukladu jest wyznacz-
nik A=[3|. Jedli wiee 4540, to ukiad (14) jest speliony tylko dla

My =Ty ="Mg=1y=03
taki jednak uklad liezb m, nie wyznacza punktu.

Monogratie Matematyczne, XXVI.
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338 ROZDZIAL XIV. Wlasnosci afiniczne kwadryk.

Wynika stad, ze gdy kwadryka jest elipsoida, hiperboloidg Tub
paraboloida, to wegledem niej kaidy punki ma plaszczyzne biegunowq.

Jedli zad kwadryka jest stozkiem, to uklad (14) ma rozwiaza-
nie niezerowe m,:My:My: M, Whedy jednak A40. Poniewaz A jest
minorem utworzonym z trzech pierwszych wierszy ukladu (14),
wiee mozemy odrzucié czwarte réwnanie (p. Przypis I, § 2) i dla
wyznaczenia punktu M otrzymujemy uklad ztozony z trzech pierw-
szych réwnan. Stad za§ wynika, Ze

(15) My My My i My=A 1 Ay Ayg: Ay,

gdzie A, jest dopelmieniem algebraicznym elementu a, W macie-
1Zy 1.
Punkt (15) nazywa sie Srodkiem stoska.
Poniewaz A,,=A50, wiee $rodek stozka jest punktem wlasciwym.
Widzimy zatem, ze punki M nie ma plaszozyzny biegunowej
wtedy i tylko wtedy, gdy kwadryka jest stozkiem, a M jest jego $rodkiem.
Srodek stoska lezy na stosku.
Jak bowiem wynika z tozsamodei (12), jezeli spelniony jest
ukiad réwnan (14), to
af af

F(m|m) =m, o, (m)+m, ’55)‘; (m) +mg ;—;3 (m)-+-m, ;{g‘; (m)kzO.

Pojecie plaszezyzny biegunowej zostalo okreslone z pomocs
ukladu wspélrzednych. Jak wiadomo jednak z algebry (p. Przypis I,
§ 4), jesli przeksztalcenie liniowe przeprowadza forme f(z|x)
w forme g(a’|y’), to przeprowadza tei ono forme biegunowa f(x|z)
w forme biegunowy g(2’|y’). Zatem po zmianie ukladu wsp6t-
rzednych plaszezyzna (13) ma w nowym ukladzie wspéhrzednych
réwnanie ‘ ‘

g(x'|m’)=0, .
a wiee jest plaszezyzng biegunows punktu, ktéry ma nowe wsp6l-
rzedne m; 1, :my:my, czyli tego samego punktu M. Wynika stad, ze
okredlenie plaszezyeny biegunowej nie zaledy od wkladu wspdtragdnych.

To samo rozuimowanie algebraiczne dowodzi, ze plaszezyena
biegunowa jest pojeciem geometris afindicznej; inmymi stowy, jezeli IT
Jjest plaszezyzng biegunows punktu M wzgledem kwadryki A i prze-
ksztalcenie afiniczne przeprowadza kwadryke 4 w kwadryke A,
& punkt M w punkt M, to przeprowadza tez ono plaszezyzne IT
W plaszezyzne biegunows I77 punktu M wigledem kwadryki A’'.
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‘ W ;prgypadku, gdy wspélezynniki w réwnaniu {6} sa rzeczy-
wiste, plaszezyzna biegunowa punktu rzeczywistego jest rzeczywi-
sta nawet wtedy, gdy sama powierzehnia nie jest rzeczywista.

Z tozsamosei (11) wynika, ze dla jakichkolwiek dwoch punk-
tow M(my:mgimgimy,) i N (fyingingzny) jest

fmin)=f(n|m).
Jezeli wiec wspélrzedne punktu N spelniaja réwnanie
flz|m)=0,
to wspoélrzedne punktu M spehiajs réwnanie
flz]n)=0.

A zatem: jesli plaszczyzna biegunowa punkiu M preechodzi preez
punkt N, to plaszczyzna biegunowa punkiu N przechodzi preez punkt M.

Jesli wspélrzedne punktu M spelniaja réwnanie

flz|m)=0,
to
fimim)=0.

A zatem: na to, by plaszezyzna biegunowa punktu M wzgledem
kwadryki prezechodeila przez ten punki, polrzeba i wystareza, seby
punkt M lezat na tej kwadryce.

Zbadamy, ktére plaszezyzny majg biegun. W tym celu rozréz-
nimy dwa przypadki:

1° Kwadryka jest rzedu 4, ezyli 4:£0. Na to, zeby plaszezyzna

‘0 réwnanin

(16) | B Uy 1+ Ty+ A5+ 032, =0
byla plaszezyzng biegunowa punktu M, potrzeba i wystarcza, by

1 .

17 > _91 (M )=y My g0 1My - g MGl Wy =00,
2 om, ‘

gdzie ¥=1,2,3,4 i p£0.

Wobee A4 0 uklad réwnan (17) ma dokladnie jedno rozwigza-
nie m,:m,:mym,. Wynika stad, ze wegledem kazdej elipsoidy, hiper-
boloidy © paraboloidy kazda plaszczyzna ma jeden biegun.

W tym wiec przypadku przyporzadkowanie punktom ich plasz-
czyzn biegunowych wyznacza wzajemnie jednozmaczne odwzorowa-
nie zbioru plaszezyzn na zbiér punktéw.

22%
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20 Kwadryka jest stozkiem. W tym przypadku kaida plaszezyz-
na biegunowa preechodzi preez Srodek stoika. Z tozsamosei

f(meafum+@ 2y

21,

flalm)=uz; 2;1 (m) 4 2,

. .
wynika bowiem, ze f(z|m)=0, skoro a—il(m)z-—o dla k=1,2,3,4.
&

Dzieki temu twierdzeniu $rodek stozka uzyskuje znaczenie
geometryczne niezalezne od ukladu wspélrzednych i jest niezmien-
nikiem afinicznym.

Kazda plaszezyzna przechodzaea przez Srodek stoika ma nieskoi-
czenie wiele biegundw; wypelniajg one prostq przechodzaca przez $rodek.

Dla dowodu dobierzemy mozliwie dogodnie uklad wspdhrzed-
nych. Wolno nam to zrobié, poniewaz pojecia wystepujace w twier-
dzeniu nie zalezg od ukladu wspéhrzednyeh. Wybierzemy go tak, by
rownanie stozka we wspéhrzednyeh niejednorodnych bylo ksztaltu

(18) ﬁT”+J

0/2
gdzie e=—1 lub -1, zaleznie od tego, czy stozek jest rzeczywisty,
czy nie. We wspblrzednych jednorodnych dostajemy réwnanie

(19) ‘?i_}_ ’+ __=()

Plaszezyzna biegunowa punktu m, :m,:my:m, ma wiec réwnanie

(20) LMy My e Ty 0
a2 b2 & N

Réwnanie (20) nie przedstawia plaszezyzny, gdy m,=my=m,=0.
Srodkiem stozka jest wiec poczatek ukladu. Plaszezyzna przecho-
dzaca przez Srodek ma réwnanie

(21) Ay &y Ay By Ay =0

Na to, by plaszezyzna (21) byla identyczna z plaszezyzng (20),
potrzeba i wystareza, zeby

My My My
F R

=0 10y Gy,
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czyli by punkt o wspélrzednych My iy gt ni, lezal na prostej

&y ry x4

0,0° @b aucd

Réwnanie to przedstawia prosta przechodzaca przez frodek,
¢. b. d. o.

J aki jest ksztalt réwnania plaszezyzny biegunowej we wspél-
rzednych niejednorodnych? Poniewaz zachodza tozsamosci

1ef
Som o (1,25, 29,0,) = 752“ (r,4,2),
15sf cyg
5;}—;(:1?1,1'2,.2:3,.174)511‘4; (z,¥,2),
1&f
3 om ox (mu-rw-rs:l:;)—h (-”:.%'-):
1 Ef , )
Py oy =204y T+ Ay Y + Ag32 + ga)-
“ady
wiec plaszezyzna biegunowa ma réwnanie
o ag ag cg
(22) 2= (Lo, Y05%0) T Y — (TosYos%0) +2 = (Lo, ¥as%0) +
o ay c?

T 0y By Cga Yo Ra3Zg+ Gy =0.

3. Srodek. Dla stozka srodek zostal juz poprzednio okreslony
(str. 338). Dla powierzchni rzedu 4 srodek powierzchni okredlamy
jako biegun plaszczysny w co.

Poniewaz plaszezyzna w oo ma réwnanie x,=/0, wiec wobec (13}
warunkiem koniecznym i dostatecznym, by punkt M byt srodkiem
powierzchni, jest

=

. o
(23) vy (m)=ay, ml—;—oz,,gnm,—ratkam‘ﬂ—ak‘Jl =0 dla
Ic

Otrzymujemy wiec takie same réwnania jak réwnania (14},
wyznaczajace srodek stozka (po odrzucenin zbytecznego réwnania
czwartego). W kaidym wige preypadku Srodek stotka ma wspdl-
rzedne (15).

Poniewaz dla paraboloid jest A,,=A=0, wiee $rodek parabolo-
idy jest punktem w oco. Lezy on zatem na swej wlasnej plaszczyznie
biegunowej, a wiee (p. str. 339) drodek paraboloidy lezy na tej
paraboloidzie. '

k=1,2,3.
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Srodek kazdej powierzchni o réwnaniu rzeceywistym jest pumk-
tem reeczywistyin.

Poniewaz dla elipsoid, hiperboloid i stozkéw jest 4340, wiee
$rodek kazdej = tych kwadryk jest punktem wtasciwym.

Umiedémy w nim poczatek ukladu wspélrzednych. Woéwezas
réwnania (23) s3 spelnione dla m;=m,=my;=0. Wynika stad, ze
(24) A =0y =03, =0. )

Powierzchnia ma wieec réwnanie

@@y, o, B3) + Ay 33 =0,
badZ w postaci niejednorodnej
(25) (%, Y,2) + a4 =0.
Jasne jest, ze i na odwrét, gdy powierzchnia ma réwnanie
postaci (25), to poczatek ukiadu wspélrzednych jest jej érodkiem.

A zatem: warunkiem koniecenym i dostatecenym, by $rodek kwa-
dryki byt poczatkiem wkladu wspdlraednych, jest brak w jej réwnaniu
nigjednorodnym wyrazéw pierwszego stopmia.

Na mocy tozsamogei

(26) P, y,2)=0(—2, —y, —7),
wraz z punktem (z,y,2) lezy na kwadryce (25) punkt (—a, —Y, —2).

Dla powierzehni o réwnaniu (25) $rodek jest wiee réwnoczesnie
grodkiem symetrii.

Udowodnimy, ze elipsoidy, hiperboloidy i stoiki majq dokladnie
jeden $rodek symetrii i e jest mim ich $rodek; natomiast paraboloidy
nie maje. srodka symetrii.

Dla, dowodu obierzmy frodek symetrii za poezatek ukladu
wspolrzednych. Kwadryka ma zatem réwnanie

(27) oL, y,2) +2“14w+2az4?/+2“345+d44=0.

Poniewaz punkty (z,y,2) i (—z, —y, —2) leza na kwadryce row-
noczesnie, wiec wraz z réwnaniem (26) jest spelnione réwnanie

tp(:r,y,Z)-2@14;3_2(&243]—_-2&343—{—&44:0.
Odejmujge je stronami od (26), otrzymujemy réwnanie
14T+ e Y + gy z=0,

ktére jest spelmione dla kazdego punktu kwadryki. Poniewaz nie
wezystkie punkty rozpatrywanych kwadryk lezg na jednej plasz-

icm
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czyznie, wiec zachodzg réwnosei (24), ezyli poczatek ukladu wspol-
rzednych jest Srodkiem. Udowodniliémy, ze érodek symetrii jest
identyezny ze Srodkiem, a poniewaz frodek symetrii jest z moey
swego okreflenia punktem wladciwym, wiec twierdzenie zostalo
dowiedzione. '

Gdy poczatek ukladu wspGhzednych lezy na kwadryce (25),
to a,,=0. Wbowezas 4=0 i kwadryka jest stozkiem. Srodek elipsoidy
ant hiperboloidy nie lety wiec na sadnej z fych powierzchnd.

Gdy srodek kwadryki jest punktem wiadciwym, to dia wyzna-
czenia jego wspéirzednych niejednorodnych otrzymujemy z (23)
réwnania

13
3 "3% =0y 84013y + 338+ 0 =0,
12

(28) 5_259]— = Qo Bt Gas Y T Gas?+ ey =0,
lag _ e —0
53—2;%13; fagp Y +Agg2 1G5 =0.

Zbadamy jeszeze znaczenie réwnan (28) dla pozostatych kwa-
d:cyk, tj. dla waleéw i dla par plaszezyzn. W tym celu skorzysta—
my z nastepujacego latwego twierdzenia algebraicznego ktérego
mozna dowiedé przez bezposrednie sprawdzenie: )

Niech g(m,y,2) bedzie dowolnym wiclomianem, a h(z', y',z') — wie-
lomianem powstatym z niego przez preekszialcenie liniowe

7
=by; @ +b1a¥ +b1s"+01,
Y=by &'+ bay +bas2’ +Cs,

2 =bgy; &'+ basy’ +bss2’ "5;68'

Woéwcezas
eh _, 39 ., 80 L, E0
W—bu Y 'szlgg T b7
L 2k . 8h
i analogicene réwnosci zachodza dla P eyl

7 twierdzenia tego wynika, ze gdy dana jest powierzchnia

E (29)4 g(z,y,2)=0,

to punkty okreslone przez ukiad réwnan

[a%)

s ey

o
W
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sg niezalezne od ukladu wspéirzednych i sa niezmiennikami prze-
ksztaleent afinicznych. : . .
W przypadku, gdy réwnanie (29) przedstawia walec eliptyczny

lub hiperboliczny, dobierzmy taki uktad prostokatny wspéirzednych,

zeby ,
_z Y
g(a;,*y,z)—_—ag —’HF —1.
Wéwezas rownania (28) przybieraja ksztatt

()
@Efiy=0, E'—qEO
oy b? - 9%

29 2=
oz a? ?

Otrzymujemy 2=0 i y=0 czyli o§ Oz, tj. of walca. Jest to miej-
sce geomefryczne jego srodkéw symetrii.
Dla walea parabolicznego
9(x,9,2)=y>—2pr=0
jest

5 ) .
'_—g’E—QP, — =2y, —=0,
o

Q0
(3
x®

a wiec otrzymujemy uklad réwnan sprzeczny. Nie dosﬁajemy zatem
zadnego punktu wiladciwego. Jefli jednak przejdziemy do wspél-
rzednych jednorodnych, to

F (@1, 2oy 3, 334)5532’—91’5’71934: 0,
a wige ‘
af af ]
= —2pmz,, —— =22,, —fEO.
2z, 2, R

Uklad (23) przedstawia wiec prosta 2,=0, #,=0. Jest to pro-
sta w oo lezgca na walcuw.
Dla przecinajgcych sie plaszezyzn o réwnaniu

o

2
9(z,y,2) = a—2+8z‘2‘ =0
jest

l [av]

2 89 2ey a9
Py = .=0
2y b? oz

sx a2’

géfvna.nia (28) wyznaczaja wiec tutaj of Oz, czyli krawedz
przecigcia obu plaszezyzn. Jest to miejsce geometryczne frodkéw
symetrii powierzchni zlozonej z tych dwéch plaszezyzn.

icm
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Dla plaszezyzn réwnoleglych i Plaszezyzny podwéjnej jest

9(2,9,2) =0+ a=02, 5——;—:2:::, @E"EEO.
0 &y oz
Réwnania (28) wyznaczaja wéwezas plaszezyzne Oxy, a wiee

Znowu miejsce geometryczne srodkéw symetrii powierzehni zlozonej
zZ obu plaszezyzn. Zatem:

Dia kaidej kwadryki réwnania (28) wyznaczajq miejsce geometryez-
ne jej $rodkéw symetrii.

§ 64. Proste i plaszezyzny styczme

1. Plaszezyzna styczma. Jak wiemy (p. str. 205), prosta moze
mie¢ wzgledem kwadryki jedno z trzech nastepujaeych polozeri:

1° przebija¢ kwadryke w dwéch punktach rzeczywistych lub
nierzeczywistych,

2° przebija¢ kwadryke w jednym punkeie,

30 lezeé w calofei na kwadryce.

W ostatnich dwéch przypadkach prosta nazywa sie styezng
do kwadryki, z wyjatkiem gdy jest prosts przechodzaca przez
frodek stozka i nie lezgey na stozku.

Udowodnimy, ze przez kaidy punkt M kwadryki (w preypadku
stodka voiny od jego $rodka) preechodzi nieskoviczenie wiele stycznych
1 ze 4ch miejsce geometryczne jest plaszezyzna.

Plaszezyzna ta nazywa sie plaszceyzna styczna.

Dla dowodu wezmy pod uwage prostg

(1) 0= i+ vy, gdzie £k=1,2,3,4,
i kwadryke
. 4
(2) flajz)= ) agra,=0.
= :

Punkty przebicia kwadryki (2) prostg (1) sa wyznaczone przez
réwnanie (p. (20), § 54, str. 267)

(3) pf(m|m)+2uvf(m|n)+»*f(n|n)=0.
Zatézmy teraz, ze punkt M (rézny w przypadku stozka od frod-

‘ka stozka) lezy na kwadryce, czyli ze

fim|m)=0,
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oraz ze prosta (1) jest styczna do kwadryki (2) w tym punkcie.
Wéwezas réwnanie (3) przybiera postacé
(4) v[2uf(m|n)+vf(n|n)]=0.

Jako styczna, prosta (1) albo lezy w calodci na kwadryce 1 wtedy
w réwnaniu (4) znikaja wszystkie wspétezynniki, albo przebija ona
kwadryke w jednym punkeie i wtedy réwnanie (4) ma jedno rozwig-
zanie. Poniewas réwnanie (4) ma rozwigzania

(3) piv=1:0,  piv=—Ff(n|n):2f(m|n),
wiee na to, by byly one identyczne, potrzeba i wystarcza, Zeby
(6) f(m|n)=0.

Na odwrét, gdy zachodzi warunek (6), to albo prosta lezy w ca-
lodei na kwadryce, albo rozwigzania (5) sa identyczne; w obu przy-
padkach prosta (1) jest wowezas styczng. ‘

Udowodnili§my zatem, ze na to, by prosta laczaca punks
Pliy:y:25:,) z punktem M(m,:my:mgim,) lezacym na kwadryce
byta styezng, potrzeba i wystarcza, zeby
(7) flm|2)=0. |

Réwnanie to przedstawia plaszezyzne biegunowg punktu M
(gdyz zatozyliSmy, ze M nie jest drodkiem stozka). Tym samym
twierdzenie zostato udowodnione.

Widzimy réwnoczesnie, ze plaszczyena biegunowe punkty M
lezqoego na kwadryce jest plaszezyzng styceng. ;

Stad za$ wynika, ze na to, by plaseceyena przechodzita preez
swoéj biegun M, kaidy =z nastepujgcych warunkow jest konieceny i wy-
starczajaey: '

1% punkt M ledy na kwadryce,

20 plaszezyena jest styczna do kwadryki w punkeie M.

Znajdziemy jeszcze postaé réwnania plaszezyzny stycznej, gdy
kwadryka jest przedstawiona réwnaniem we wspélrzednych nie-
jednorodnych. i

Plaszczyzna styezna ma woéwezas réwnanie postaci (22) z § 63
(str. 341). Poniewaz z zalozenia punkt M (mg,1,,%,) kwadryki lezy
ns tej plaszezyznie, wiec :

aq ; 2 2
moajx(%:%; Ze)+ Yo a—?i(xo:?/o;zo)'{“zo 5%(%;1/0:%) -+

gy Tyt Qs Yo+ Bya %+ Ay =0.

icm

§ 64 » 2. Przekr6j kwadryki plaszezyzng styezna. 347
Odejmujae stronami ostatnie réwnanie od réwnania (22) z § 63,
str. 341, dostajemy réwnanie plaszezyzny styeznej w postaci

cg o 2
(8) ($_$0)8_50($o:yo;50)+(y”‘yo);g(%:?J'a:%)‘i‘(z""zo)ig{xw%r%}:g'
cy o&

Dla waledw styczng okreéla sig tak samo jak dla pozostatych kwadryvk.
Rozumowanie, ktére doprowadzilo do réwnania {7) jako waranku koni&azn;ga
i dostatecznego, by prosta laczaca punkt (3,222 232 4) z punktem {m,:ms: s ma)
na kwadryce byla styczns, jest prawdziwe i dla waledw, gdy M nie j&sﬁ
punktem w co. Z réwnania (7) otrzymujemy réwnanie (8), to zadé réwnanie
przedstawia dla kazdego wiafeiwego punktu walea plaszczyzne, ktéra zatem
jest plaszezyzna styczna.

Dla’ kwadryk rozpadajacych sie na plaszezyzny réwnanie (8) przedstawia
te.z plaszezyzn, kitéra przechodzi przez punkt {%gs Ya»2a)-

2. Przekréj kwadryki plaszezyzna styczna. Plaszczyzna stycena
preecina kwadryke wzdtuz prostej lub wediuz pary prostych (rzeczywi-
stych lub nie), przecinajacych si¢ w punkeie stycznodci.

Istotnie, przekréj kwadryki A plaszezyzng styczma IT jest
stozkowg I' przechodzacy przez punkt stycznodei M. Gdyby stoz-
kowa I' byla whaiciwa, to zawieralaby trzy punkty P,,P, P, nie
lezace na jednej prostej. Wowczas proste MP,,MP, MP,; bylyby

_rézne i kazda z nich bylaby styczna w punkcie M do kwadryki,

jako lezaca w plaszezyZnie stycznej I7 i przechodzaca przez M.
Poniewaz kazda z tych prostych mistaby dwa punkty wspélne
z kwadryks, wiec jako styezna lezalaby w calodei na kwadryce.
Stozkowa I" zawieralaby zatem frzy r6zne proste, co niemozliwe.
Stozkowa ta nie moze byé wiee wladciwa, a zatem jest parg prostych,
¢. b. d. o.

Jesli plaszezyzna II preecina kwadryke A wediuz jednej prostej p,
to jest stycena do kwadryki w kaidym punkcie tej prosiej p i kwadryka
jest stozkiem. ‘

Istotnie, przeprowadimy przez dowolny punkt P leigey na
prostej p dowolng prosta p; réing od p i lezges na plaszezyinie I7.
Gdyby prosta p, nie byls styczna do kwadryki .1, to przebijataby ja
w dwbéch réznych punktach P i Q. Poniewaz Q nie lezy na p, wiec
przekr6j IT z A zawieratby punkt nie lezaey na p, wbrew zalozeniu.
Kazda prosta lezaca w plaszezyinie I7 i przechodzgca przez dowolny
punkt P prostej p jest wiee styezna do . Plaszezyzna I7 jest za-
tem styczna do kwadryki w kazdym punkecie prostej p. Kazdy punkt
prostej p ma wiec te samg plaszezyzne biegunows I7 i przeto kwa-
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dryka A jest stozkiem, gdyz dla pozostatych kwadryk réznym punk-
tom odpowiadaja rézne plaszezyzny biegunowe (p. str.339), c. b. d. o.
Np. plaszezyzna styczna do stoika

ar®+ By +-y2* =0

w punkeie (x,Yo,%,) ma réwnanie ammu-{—ﬁyyo—}—yzzqzo. Przecina
ong stozek wzdiuz prostej

L=Ty$, Y=Yo$, &=2¢$,

Igezgcej punkt stycznosei ze frodkiem.
Plaszezyzna styezna do elipsoidy

2 2 22 .
SR A
a2 b‘.! 62

w punkeie (a,0,0) ma réwnanie s#=a. Przecina ona elipsoide wzdluz
pary prostyeh nierzeczywistych

ey +ibz=0, r=a.

Dila hiperboloidy jednopowlokowej

piaszezyzna styezna w punkcie (,0,0) ma réwnanie z=a i prze-
cina hiperboloide wzdluz pary prostych rzeczywistych °

cy+bz=0, T=a.

Z udowodnionych twierdzen wynika, ze plaszceyena styczna do
elipsoidy, hiperboloidy lub paraboloidy przecina ja wzdiuz  pary
réénych prostych (rzeceywistych lub mie). ’

Plaszczyzna przechodzaca przez jedna tworzacs stozka, jesli
nie jest styczna, przechodzi przez jeszeze jedng tworzacy stozka.

Jesli plaszezyzna II przecing kwadryke A rzedu 4 wedbus stos-
kowej niewlasciwej I', to jest stycena do fkwadryki.

Istotnie, gdyby stozkowa I' byla prosty, to kwadryka A
bylaby stozkiem wbrew zalozeniu, ze jest rzedu 4. A zatem I’
rozpada sie na pare prostych, ktére Przecinajy sie w pewnym
punkcie M kwadryki, i obie proste sa styczne do kwadryki w tym

punkecie. Zatem plaszezyzna I7 jest styezna do kwadryki A
w punkecie M, c. b. d. o.

icm

§ 64 3. Stozek styeznyeh. 349
7 ostatniego twierdzenia wynika, ze jesli plaszezyzna IT nie jest
styczna do kwadryki (i w preypadku stoska nie przechodzi przez jego

srodek), to preecina te kwadryke wadtuz stoskowej whaseiwe] (rzeczy-
wistej lub nie). -

5. Stozek stycznych. Udowodnimy, ze proste styczne do do-
wolnej kwadryki A, poprowadzone z punkiu P nie lefacego na niej,
tworzg znoww pewnq kwadryke X, kiéra jest styczna do powierzehng
wzdbuz stozkowej. Stoskowa ta jest przekrojem kwadryki A plaszezyznq
biegunowg punkiu P.

W preypadku, gdy A jest stozkiem, powierzchnia X rozpada sie na
pare ptaszezyzn, a w preypadku pozostalych kwadryk jest ona siozhiem.

Istotnie, niech I bedzie styczng do kwadryki 4 w punkeie M,
poprowadzong z punktu P. Plaszezyzna biegunowa punktu M jest
zatem styezna do 4 w tym punkeie (p. str. 346), wobee czego za-
wiera prosta I. Poniewaz punkt P lezy na plaszezyznie biegunowej
punktu M, wiec punkt M lezy na plaszezyznie biegunowej I7
punktu P. Oznaczajac przez I' przekréj kwadryki A plaszezyzny 17,
widzimy, ze punkt stycznosei M lezy na stoikowej I Fatwo wi-
dzieé, ze i na odwrét, kazdy punkt stozkowej I" jest punktem
stycznodei jakiej§ prostej przechodzacej przez P, poniewai kazda
plaszezyzna styezna do kwadryki 4 w jakim¢ punkeie stozkowej I’
przechodzi przez P. Stozkowa I' jest wiee miejscem geometrycznym
rozpatrywanych punktéw stycznosei.

‘W przypadku, gdy kwadryka A jest stozkiem, plaszezyzna 77,
jako plaszezyzna biegunowa, przechodzi przez jego frodek. Prze-
cina wige ona stozek A wzdluz pary prostych. Tym samym po-
wierzehnia /4 utworzona przez styczne z punktu P rozpada sie na
pare plaszezyzn. N

W przypadku zas, gdy kwadryka X nie jest stozkiem, plasz-
czyzna biegunowa punktu P nie lezacego na niej nie jest styczna
do 4, a wiec przecina A wzdluz stozkowej wiadeiwej I. Proste
laczgce punkt P z punktami stozkowej I' tworza zatem stozek.
Na tym dowdd twierdzenia jest zakodczony.

Niech punkt P ma wspblrzedne p,:ps:Ps:Pa, & N{@y:1:125:2,)
niechaj bedzie dowolnym punktem ktdérejkolwiek ze stycznych
wychodzacych z P. Punkt wspdlny tej styecznej z kwadryky A
otrzymujemy z réwnania, powstajacego z (3) przez zastapienie my
przez p;, a m, przez x;. Dostajemy

#*1(p 1p)+2uvf(p |2) - flz| 2)=0.
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Réwnanie to ma jedno rozwigzanie, a wiec
9) v lz)—f(p|p)f(2|x)=0.

Jest to réwnanie powierzehni 2, utworzonej przez styczne
do kwadryki z punktu P.

Powierzehnie 2, jako utworzona z prostych stycznyeh do
kwadryki A, nazywamy ogolnie jej kwadrykg stycamych, a w przy-
padku, gdy 2 jest stozkiem, nazywamy go jej stoskiem stycznych.

4. Stozek asymptotyczny. Wezmy obecnie pod uwage kwa-
dryki rzedu 4 majgce srodek wilasciwy, a wiee elipsoidy i hiperbo-
loidy. ‘ :

Stozkiem asymptotycenym takie] kwadryki nazywamy stozek
stycznych, ktérego wierzchotkiem jest frodek tej kwadryki.

Plaszezyzng biegunows drodka jest plaszezyzna w oo. Styczne
poprowadzone ze frodka s zatem styczne do kwadryki w punk-
tach jej przecigeia plaszezyzna w oo. Sg to zatem proste laczace
§rodek z punktami w co kwadryki.

Nazywajg sie one asymptotami kwadryki.

WeZzmy $rodek kwadryki za poczatek ukladu wspbhrzednych.
Ma wige ona we wspélrzednych niejednorodnych réwnanie ’

(10) (2, Y,2) +a,,=0 ) gdzie a4, 70,
we wspblrzednych zag jednorodnych — réwnanie
(11) (21,02, B3) + 0,25 =0.

Zatem

f(p |2)=¢(p|2)+aup,z,,
W szezegllnodel wige dla $rodka, jako punktu o wspblrzednych
P1:P2:P3:p=0:0:0:1,
jest
1o |z)=ayz,,
Réwnanie (9) ma wiee postad
“‘24563,_“44[9’(”!50)4"“44932]:0;
a zatem stozek asymptotyezny powierzchni (11) ma réwnanie
(12) (@1, s, 3) =0,
lub we wspéirzednych niejednorodnych
(13) ¢(m,y,z)=0..

f(plp)=ay,.

icm

(14) 2,22 (m) +2,
2@y

§ 64 , 5. Plaszezyzny asymptotyezne. 351

5. Plaszezyzny asymptotyczne. Plaszezyzna wlaseiwa, styezna
do kwadryki w punkeie w oo, nazywa sie plaszezyeng asympiotyceng.

Dla elipsoid i hiperboloid plaszczyzny  asymptotycene sq iden-
tycene z plaszezyznami stycemymi do stodka asymplotycenego.

Istotnie, plaszezyzna styezna do kwadryki (11) w punkcie
My My Mg M, Ma réwnanie

cg ep o
&y 8_.’101 (m) +a, oz, (m) -+ msg";a (m) +agm, =0,
Dla punktu w oo jest m,=0 i otrzymujemy

op
Sy

¢
(m) + 23— (m) =0.
&g

. Poniewaz réwnanie (14) przedstawia plaszezyzne styczng do
stozka (12) (bo stozek ten ma te same punkity w oo eo kwadryka),
wiec twierdzenie jest dowiedzione.

Macierz U dla powierzchni (10) i (13) jest ta sama, & wiec dla
powierzchni (10) jest |A|+£0. Zatem réwnanie (10) istotnie przed-
stawia stozek, a nie kwadryke rozpadajaca sie na dwie plaszezyzny.
Wynika stad, ze przekrdj kwadryki plaszezyzng w oo jest krzywg
wladeiwa. A wiee plaszceyena w oo nie jest stycena do elipsoid ani
do hiperboloid.

Zbadamy plaszezyzny asymptotyezne paraboloid. Zaczniemy
od paraboloidy hiperbolicznej
@

— — — =2,
=gty
az b2

(15)

Przekr6j jej plaszezyzng w oo sklada sie z pary prostyeh:

(16) 220, a=o,
X &
an i+f=o, 2,=0.

Prosta (16) mozna przedstawié parametryeznie réwnaniem
(18) ' L1181 0g: 8, =00 :4:0,
gdzie u jest parametrem zmiennym. Plaszezyzna styczna w punk-
cie 0o wspélrzednych (18) ma wiec réwnanie postaci
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lub we wspéhrzednych m'ejedhorodnyeh

z Y
—— — — _._0'
(19) a b "

Podobnie, plaszezyzny styczne w punktach prostej (17) majaé

réwnanie postaci
(20) TiY _u—o.
a b )
Tak wiec zbir plaseczyzn asymptotycznych paraboloidy hiper-
bolicenej ‘sklada sie ze zbioru plaszezyen réwnoleglych do jednej i ze
zbioru plaszezyzn réwnoleglych do drugiej z plaszczyzn

=0.

QI8

+

S

oo,

218

Podobnie dowodzi sie, ze plaszezyzny asymplotyczne paraboloidy
eliptyczne] saq nierzeczywiste 1 ze jedne = wich sq to plaszczyezny row-
nolegte do jednej, a drugie — do drugiej =z plaszezyzn

z
-4 ==0.
a,+b

Kierunkami asympiotycenymi kwadryki nazywajg sie jej punkty
w oo czyli kierunki jej asymptot.

§ 65. Prostokreélnosé kwadryk

Powierzchnie nazywamy prostokresing, jezeli przez kazdy jej
punkt przechodzi prosta, calkowicie lezgca na te] powierzchni.

Przykladami takich powierzehni sa plaszezyzny, walee, stozki.

Wszystkie kwadryki sq powierzchniami prostokreslnyms.

Jest to oczywiste dla kwadryk rozpadajaeych sie na plaszezyzny
oraz dla stozkéw i waleéw. Pozostaja wiee kwadryki rzedu 4. Dla
nich zad twierdzenie wynika stad, Ze maja one w kazdym punkcie
plaszezyzne styezng, a ta przecina kwadryke wzdluz pary réznych
prostych (p. str. 345). ‘ :

Prosta lezacg na powierzchni prostokreslnej nazywamy jej
tworzaeq. :

Tworzace elipsoid, hiperboloid dwupowlokowych i paraboloid elip-
tycznych nie sq prostymi rzeczywistymi.

icm

§ 65 Prostokredlnos¢ kwadryk. 353

' Dla e]i.psoid. Wyni}za to stad, ze ich czedé rzeczywista jest ogra-
niczona, Wiee nie moze zawierad prostej. Dla hiperboloidy dwupo-

wlokowej
(1) v ®_,
@ B 2

punkty rzeczywiste, dla ktérych |z|<a, nie leza na hiperboloidzie.
Prosta rzeczywista lezaca na hiperboloidzie dwupowlokowej mu-
siafaby wigc byé réwnolegla do plaszezyzny Oyz. Ale przekrdj hi-
perboloidy (1), réwnolegly do Plaszezyzny Oyz, jest elipsg, wiec
nie moze zawieraé¢ prostej. Podobnie dowodz sig tego dla parabo-
loidy eliptycznej.

WeZmy teraz pod uwage na kwadryce reedu 4 dowolny punkt M.
Przechodza przezen dwie rézne tworzace s; i s,. Przez kazdy punkt
tworzacej s; przechodz pewna tworzaea o, r6ina od s,. Oznaczmy
przez X, zbiér wszystkich takich tworzaeyeh o,, a przez X, — zbiér
wszystkich tworzacych o, przecinajgeyeh s,. Oczywidcie s, nalezy
do 2,1 8, do X,. Otrzymalismy w ten sposéb dwa zZbiory tworza-
eych, 2, i X, z ktérych kazdy zawiera nieskohczenie wiele prostych.

Udowodnimy, ze:

1° kazde dwie tworzqee nalesqee do jednego i tego samego ze zbio-

Tréw Xy 1 2, sq skosne,

2° kasde dwie tworzqee naletace do réznych =z tych dwiéch zbiordw
przecinajq sie,

3° przez kaidy punkt kwadryki przechodzi dokladnie po jednej
prostej z kazdego ze zbioréw X, i X,,

4% kazda tworzqea kwadryki naledy ‘do jednego z tych dwdch
zbiordw.

Niechaj tworzace o, i o; naleza do zbioru X, W myél definicji
tego zbioru obie tworzace przecinaja prosta o,. Gdyby proste o i o}
nie byly skosne, to lezalyby w jednej
plaszezyznie II. W tej samej plasz-
czyznie lezalaby prosta o, Plaszezyzna
II przecinataby wiee kwadryke wzdiuz
trzech roznych prostych oy, o7 i .0y,
co niemozliwe. Udowodniona jest za-
tem teza 1°.

Niech teraz prosfa o, nalezy do
zbioru X, & prosta o, do zbiorn X,. Pro-
sta o, przecina s, w punkcie P (rys. 129).

Rys. 129

Monografie Matematyczne, XXVI. 23
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Niech 77 bedzie plaszezyzna stycznag do kwadryki w tym punkecie.
Prosta o, przebija plaszezyzng II w pewnym punkeie @, ktéry musi
lezeé na jednej z prostych s; i oy, gdyz uklad tych dW(S('zh prostych
jest przekrojem kwadryki plaszezyzna I, a punkt @, jako punkt
prostej o,, leiy na kwadryce. Punkt @ nie moze lezeé¢ na prostej
8y, gdyz proste o; i s; sa skosne, jako nalezgce do jednego i tego
samego zbioru X;. Zatem @ leiy na oy €O dowodzi tezy 2°.

Niech teraz P bedzie dowolnym punktem kwadryki, a II —
plaszezyzng styczng do miej w tym punkeie. Niech prosta s, prze-
bija plaszezyzne II w punkecie Q. Prosta QP, jako lezaca na plasz-
czy?nie styeznej do kwadryki w punkcie P, jest styczna do tej kwa-
dryki i ma z nig dwa punkty wspélne: @ i P; lezy wiec ona w cato-
gci na kwadryce. Prosta QP jest zatem tworzaca, przecinajaca pro-
sta s, a wiee tworzacg ze zbioru 2, Tak samo sie dowodzi, ze
przez punkt P przechodzi tworzaca ze zbioru ;. W ten sposéb
uzyskujemy teze 3°.

Wynika z niej bezposrednio teza 4°. Niech bowiem o bedzie
tworzgey kwadryki; przez jakikolwiek jej punkt przeprowadzamy
plaszezyzng styczng I7 oraz — na mocy 3° — dwie rézne tworzace
¢; 1 0,. Plaszezyzna IT przecina kwadryke wzdluz prostych o, o, 1 oy,
a poniewaz plaszezyzna nie moze mieé z kwadryka trzech réznych
prostyeh wepdlnych, wiee prosta o jest identyezna z o, lub z o,.

Zachodzi zasadnicza rdznica miedzy zachowaniem sie plasz-
ezyzn styeznych wzdtuz tworzacej do stozka i walca oraz do kwa-
dryk rzedu 4. Mianowicie, gdy punki porusza si¢ po tworzacej, to:

1° dla stoskéw i walcow, plaszezyzna stycema mie ulega zmianie,

20 dla kwadryk rzedu 4, plaszezyzna ta obraca sie dokota tworzqeej
{edyz przechodzi przez te tworzaca i przez tworzacg drugiego zbioru).

Na odwrét, plaszceyzna preechodzaca przez jedng tworzqeq kwa-
dryki rzedu 4 przechodzi jeszcze przez druga tworzqoq i jest stycema do
tej kwadryki.

Istotnie, niech plaszezyzna IT przechodzi przez tworzaca o.
WeZmy pod uwage na ¢ dowolny punkt P,; punkt ten jest hiegunem
plaszezyzny II,, stycznej do kwadryki w punkecie P,. Poniewas P,
lezy na II, wige biegun P plaszczyzny IT lezy na I7;. Biegun P plasz-
czyzuy II lezy zatem na kazdej z plaszezyzn stycznych do kwadryki
w punktach prostej o, a wiec lezy na o. Tym samym biegun ten lezy
na plaszezyznie II, ktéra zatem jest styezna do kwadryki i przeto
(p. str. 348) przecina ja jeszeze wzdluz drugiej tworzaeej, e. b. d. o.

§ 65 Prostokredinodé kwadryk. ‘ 355

( Tworzqce kuli sa prostymi minimalnymi (p. § 41, str. 2086),
gdyz przebijaja one plaszczyzne w oo w punktach przeciecia kuli
z plaszezyzng W oo, tj. w punktach kola sferycznego. )

Przekrd] plaszezyzny w oo z elipsoida lub hiperboloidg jest
zawsze krzywa wlasciwg, wiee nie zawiera prostej. Zatem fworzace
elipsoid i hiperboloid sa prostymi wlaseiwymi.

Wynika stad, ze plaszczyzny asymplotyczne przecinajg elipsoidy
i hiperboloidy zawsze wzdtui pary prostych réwnoleglych. ‘

 Istotnie, przekréj kwadryki plaszczyzna asyvmptotycezng (jako
plaszezyzna styczng w punkeie w oo) sklada sie z pary tworzgcych.
Jest to para prostych wladeiwych przecinajacych sie w punkeie w oo
(punkcie styeznosei) czyli para prostych réwnoleglych.

Wynika stad dalej, ze dla obu rozwazanyeh typdéw powierzehni
do kazdej tworzqce] isinieje dokladnie jedna tworzaca réownolegia.

Udowodnimy, ze tworzqce hiperboloidy jednopowlokowej i para-
boloidy hiperbolicenej, preechodzace przez punkiy rzeczywisie, sq pro-
stymi rzeczywistymi.

Wyprowadzimy zarazem réwnania tych prostych.

Poniewaz tworzgce tych kwadryk sa prostymi wladeiwymdi,
wiec mozemy wprowadzié wspdirzedne niejednorodne. W przypadku
hiperboloidy jednopowlokowej dobierzemy je tak, by miala ons
rownanie postaci '

(2) | A A

I

Wezmy pod uwage réwnania

o bl e dehel)

Roéwnania te przedstawiaja, dla 4 i g nieznikajaseyeh réwnoczes-

nie, dwie plaszezyzny. Plaszezyzny te nie sg réwnolegte, bo wspblezyn-

* TUdowodnimy w § 66, ze précz ukladéw prostokatnych istnieja ted

ukoénokatne uklady wspélrzednych, w ktéryeh hiperboloida jednopowlokowa
ma réwnanie postaci (2). :

23%*
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niki przy @ sa w stosunku z:4, wspdlezynniki przy y — w stosun?&u

A:—pu, a wspélezynniki przy # — w stosunku w:—Ai; gdyby wiec

zachodzity réwnosei : :
wiA=i:—p=pi—2>,

to wynikatoby stad, ze A=u=0 whrew zatozeniu. _
Uklad réwnan (4) przedstawia zatem prosta wlasciwa., Wobec
[A14+11l>0 jest

2 _2
| c

4

c

x Y i
- 1—2
@ b i
1 =0,
Lz Y
= 142
a + bl 7
ezyli (3). Prosta (4) lezy wiee w calodci na kwadryce i przeto jest jej
tworzgcs. .

Podobnie okazuje sie, ze dla kazdej pary wartosei uy,4,, nie zni-

kajacych jednoczesnie, uklad réwnan
o z 2 Y x 2 ( y)
= z a0 =ut1-=2
(5) 151 (“ a) A (1 + b) ’ Ay (a + c) 51 , B

przedstawia tworzaca hiperboloidy (2).
Kazda tworzaca ze zbioru (4) jest rézna od kazdej tworzgcej

ze zbioru (5). Wezmy bowiem pod uwage réwnania (4) i pierwsze.

z réwnai (5). Z tych trzech réwnani mozna z latwoseia obliczyé
x, y iz jako funkeje zmiennych A, u, 4, i p,. Innymi stowy, majac
dane 2, u, A; i u;, mozemy wyznaczyé co najwyzej jeden punkt
(@,9,2) speliajacy réwnania (4) i (5). Proste (4) i (5) sa wiec rézne.

Przez kazdy punkt Py(w,,9y,2,) hiperboloidy jednopowlokowej
przechodzi jedna prosta ze zbioru (4) i jedna prosta ze zbioru (5).
Z dwéch bowiem liczb 1—y,/b i 14+y,/b co najmniej jedna jest
rézna od zera, np. druga. Biorac 1 i u tak, by '

Yo Zy %

(6) }n/‘—(l—}‘?)-(a“f-*c');

widzimy, ze w punkecie P, jest spelmione drugie z réwnan (4), a stad
wynika na mocy (3), Ze jest spelnione i pierwsze z réwnan (4). Two-
Tzaca wyznaczona przez stosunek (6) przechodzi wiee przez P,. To
samo okazuje sie dla zbioru (5). Gdy punkt P, jest rzeczywisty,
stosunek A:p w (6) jest liczha rzeczywista, a wiec i obie tworzace
przechodzace przez P, s3 rzeczywiste, ¢. b. d. o.
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Z tych twierdzen wynika, ze zbiér tworza-
cych (4) wyczerpuje jeden ze zbioréw 1 X, o
a zbibr (5) — drugi z tych zbiordw.

Na rys. 130 uwidoeznione sa tworzace z obu
zbior6w.

By wyprowadzi¢ réwnania tworzacych para-
boloidy hiperbolicznej, dobierzmy uklad wspél-
rzednych tak, zeby miala ona réwnanie jedno-
rodne postaci

(7) —— =22,

Analogicznie jak dla hiperboloidy, dowodzi
sig, ze tworzace naleigce do jednego ze zhioréw X, i T, majs
réwnania

Ty Ly N
(8) ' ,u(—(—l{—--g-) =2Axr;, A(i‘T’g‘)zﬂlxg,
a tworzace nalezgce do drugiego z tych zbioréw maja réwnania
I 'r.?. " & xg‘ .
(9) ,u(;l———b-)ziﬁx“ /.(j —}-—b—):y.xa.
Oznaczajac przez s, tworzaey w oo
(10) e N A
a b
a przez 8, drugg tworzacg w oo
: &
(11) A, a=0,
a b

widzimy, ze tworzgce jednego ze zbioréw X, i X, przecinaja
prosty (10), a tworzgce drugiego przecinajg prosta (11). Zatem
tworzace z jednego zbioru sg réwno-
legle do plaszezyzny
£y | Lz
B a1 0
a b ’
tworzagce zas z drugiego — do plasz-
eZyZny

x Xs
2oy

a b
Tworzace paraboloidy hiperbolicznej s3 przedstawione narys.131.
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( Udowodnimy, ze przez dowolne irzy proste rzeczywiste, z ktorych
kaide dwie sq skosne, przechodzi dokladnie jedna kwadryke, a mia-
nowicie: jesli proste te sq réwnolegle do jednej plaszeeyeny, jest niq
paraboloida hiperbolicena, w przeciwnym  za$ razie jest miq hiper-
boloida jednopowlokowa.

Twierdzenie to z Iatwoscia unogdlnia sie i na proste nierzeczy-
wiste, co jednak pomijamy. ,

Dowdd. Zaczniemy od przypadku, gdy dane trzy proste, pa-
rami skoéne, nie sa réwnolegle do jednej plaszezyzny. Mozemy
wiee tak dobrad uklad wspéhzednyeh, by te proste miaty réwnania:

(12) r=s, y=0, 2=0,
(13) r=0, Y =1, z=aqa, gdzie a0,
{14) r=1>, y=c, ‘z=t, gdzie bes£0.

Zatozmy, ze istnieje kwadryka /1, na ktérej lezg te trzy proste.
Muszg one wowezas naleze¢ do jednego ze zbioréw X, i X,, gdyz
83 parami skosne. Kwadryke /4 mozemy wiee otrzymaé prowadzac
przez kazdy punkt prostej (14) prosts o, przecinajaca proste (12)
i (13). Prosta ¢ ma zatem réwnanie ksztatbu

—u —a

(15) x Yy—u 2—a
s

Stad dla dowolnego punktu (z,y,%2) ‘prostej o jest

ar o
(16) 5= u="2,
a—=e 4

wartoscl s 1 w sg stale dla ustalonej prostej o. Poniewaz prosta (15)
brzecina prosty (14), wiee

ezyli
68 —us --bu=0.
Podstawiajage tu wartodei (16), otrzymujemy

o0y _
a—=z z(a——z)—r 2

acx arry

0
czyl

(A7) acxz—ary 4 a*by —abyz=0.
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Roéwnanie (17) przedstawia kwadryke, na ktérej — jak latwo
sprawdzié — leza wszystkie trzy proste (12)-(14). Istnieje wiec
dokladnie jedna kwadryka przez nie przechodzaca. Poniewaz z za-
tozenia nie sg one réwnolegle do jednej plaszezyzny, wiee (p. str.357)
kwadryka ta.jest hiperboloida jednopowlokows.

Przejdzmy z kolei do przypadku, gdy dane trzy proste, parami
skosne, sg réwnolegle do jednej plaszezyzny. Jak poprzednio, mo-
zemy dobraé ukiad wspélrzednych, w ktérym mialy by one réw-
nanis

(18) r=S;s, y=0, z=0,
(19) =0, y=u, 2=a, gdzie a0 i ab,
(20) y=mx,  2==b, gdzie m=%0 i ba.

Prosta o, przecinajgea proste (18) i (19), ma znowu réwnanie
(15), skad wynikaja wzory (16). Prosta ¢ przecina prosta {20)
w punkecie (x4, me,, b), a zatem

az, am
L s.
a—b b

(21) §=

Ale z réwnania (15) wynika dla dowolnego punktu (&,y,2)
prostej o réwnodé

y z
“ a’

skad wobee (21)

(22) by =ma,.

Poniewaz na mocy (21) i (15) jest

a—b
m(l: 8=
a a =T—a

a—b —ax

y

wiec stosujae (22) dostajemy ostatecznie
‘ by(z—a)+m{a—b}xz=0.
Jest to znowu réwnanie kwadryki. Poniewaz preste (182—(20?
§3 W rozpatrywanym przypadku réwnolegle z zalozenia do 3ed.ne}
plaszezyzny, wiee kwadryka ta zawiera proste w oo, a zatem jest
paraboloidg hiperboliezng. )
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§ 66. Plaszczyzny Srednicowe i Srednice

1. Plaszezyzny érednicowe. Plaszezyzne biegunows punktu P
nazywamy plaszceyzng $rednicowq kwadryki, spragéong 2 kierunkiem
wyznaczajqgeym punkt P, .

- Weszystkie plaszczyzny Srednicowe przeaﬁodm przez Srodek Twa-
dryki.

Dla stozka jest to oczywiste, gdyz wszystkie plaszezyzny bie-
gunowe przechodza przez jego grodek.

~

Dla pozostalych kwadryk jest R(U)=4; dla nich srodek jest
biegunem plaszezyzny w oo, wiee plaszezyzna biegunowa punktu
w oo przechodzi przez biegun plaszezyzny w co, czyli przez grodek.

Kazda plaszczyzna - przechodzqoa przez Srodek jest plaszezyzng
$rednicowaq.

Dla stozka wynika to stad, ze bieguny plaszezyzny przecho-
dzgcee] przez srodek tworzg prosta. Plaszezyzna ta jest wiec w szeze-
gblnodel biegunows punktu w co tejze prostej. ‘

Dla pozostalych za§ kwadryk wynika to stad, ze gdy plasz-
czyzna II przechodzi przez frodek czyli przez biegun plaszezyzny
W oo, to biegun plaszezyzny II lezy na plaszezyznie w oo,

Niech dany punkt w oo ma wspélrzedne a:f:y:0. Jest on
wiee wyznaczony przez kierunek a:f:y. Plaszezyzna grednicowa
sprzezona z tym kierunkiem ma zatem réwnanie
W L0+ @4y @0
3 .

o
) %y

(p. wzér (13) z § 63, str. 337) lub we Wsp()lrzggdhych niejednorodnych
eg og 2
@) 4 BUA T (09:2) 477 (5,9,0) =0,

Srodek paraboloidy jest punktem w oo (§ 63, str. 341). Oznacza-
jac przez k kierunek, wyznaczajacy ten punkt, widzimy, ze wszyst-
kie plaszczyeny $redmicowe paraboloid sg réwnolegte do kierunku k.

Na to, by Kierunek & byt réwnolegly do sprzedonej z nim plasz-
ceyzny Sredmicowej II, potrzeba i wystarcza, 2eby byt on kierunkiem
asymptotycznym ; plaszezyzna IT jest wiwczas plaszezyzng asympto-
tyczng. i

Istotnie, oznaczmy przez P, punkt w oo, wyznaczajacy kieru-
nek k. Réwnoleglodé kierunkn % do plaszezyzny IT jest zatem réw-
nowazna lezenin punktu P_ na tej plaszezyZnie. ‘
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Poniewaz II jest z zalozenia plaszezyzng drednicows czyli
plaszczyzng biegunows punktu P_, wieec na to, by punkt ten lezal
na II, potrzeba i wystarcza, zeby lezal na kwadryce i zeby plasz-
czyzna II byla w tym punkeie styezna do kwadryki. Jako plasz-
czyzna Srednicowa, styezna w punkecie w oo, I7 jest plaszezyzng
asymptotyezng, c. b. d. o.

Jesli % nie jest kierunkiem asymptotycznym, to proste o kie-
runku % przebijaja powierzehnie tylko w punktach wladciwych (rze-
czywistych lub zespolonych sprzezonych). Wéwczas miejseem geo-

. metrycznym Srodkéw cigeiw réwnoleglych o kierunku k jest plascczyzna

$rednicowa $przesona z kierunkiem k.

Istotnie, z zaloZenia wynika, ze kierunek %k tych cieciw nie jest
réwnolegly do plaszezyzny srednicowej I7, sprzezonej z tym kierun-
kiem. Mozemy wiec przyja¢ II za plaszezyzne Oxy ukladu wspol-
rzednych, a prosta o kierunku % — za of§ Oz tego ukladu. W tym
ukladzie wspdélrzednych kierunek % jest wiee wyznaczony przez
stosunek a:f:y=0:0:1. Na podstawie réwnania (1) plaszczyzna I7,
z nim sprzezona, ma rdéwnanie

af

Py SOy %y f ey Lo g3 Tyt Ay 0, =0,
3

:

a zarazem, jako plaszezyzna Oxy, ma ona réwnanie x;=0. Zatem
@3 =093 =03,=0 1 przeto réwnanie kwadryki jest kaztaltu
(]J(:vl,-’l3g,$4)+a33$§=0,
gdzie ¢ nie zalezy od ;. Dzielae przez i, dostajemy we wspbirzed-
nych niejednorodnych réwnanie kwadryki w postaci
(3) Uy B2 Y Gy Y2 0332+ 201, B+-2, Y + 45 =0.
Prosta o kierunku %, ezyli réwnolegla do osi Oz, ma réwnanie

L=y, Y=Yo-

Punkty przebicia powierzchni (3) ta prosta sg Wwyznaczone

przez réwnanie postaci
« ag P +e=0,

gdzie @s,70, gdyz réwnanie (3) nie przedstawia walca. Rownanie
to ma dwa rozwigzania rzeczywiste (rézme lub jednakowe) albo ze-
spolone sprzezone. Punkty przebicia sa wiec postaci (Zg, Yoy %a)
i (g, Yo, —0). Srodek cieciwy laczacej te pmxktgt r.ua‘wobee tefc;o
wspolrzedne (2, ¥, 0), & zatem lezy na II. Oczywiscie 1 na odwrét:
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kazdy punkt postaci (@ ¥, 0) czyli kaidy punkt plaszezyzny IT
jest érodkiem cieciwy réwnoleglej do osi Oz.

Niech plassczyzna rzeceywista wlasciwa II preecina kwadryke A
wzdlus stoskowe] wia$ciwej I'; niech P bedzie jakimkolwiek punktem
plaszozyeny II. Wowczas prosta biegunowa punktu P wegledem I' jest
krawedziq przecigcia ptaszezyeny II z ptasesczyzng biegunowq punkiy P
wegledem kwadryki A. ‘

Dla dowodu mozemy przyjaé¢ II za plaszezyzne Omy ukladu
wspShrzednych. Réwnanie przekroju I” kwadryki A tg plaszezyzng

otrzymamy, podstawiajac z;=0 do réwnania tej kwadryki. Do-

stajemy

(4) @175+ “zgx§+a44w42,+2“12501”2“*'2“14“’1974‘{‘2“24532374:0. .
Prosta biegunowa punktu P(y,: yzmz 0:y,) plaszezyzny II wzgle-

dem stozkowej (4) ma réwnania

(5) 2

4,k=1,2,4

Plaszezyzna biegunowa tégo samego punktu wzgledem kwa-
dryki 4 ma réwnanie :

O ;Y =0, 2,=0.

ik=1,23.4 ,
Poniewaz y,=0, wiec mozemy je napisaé w postaci

(6) 2 @,y =0.

Réwnanie prostej przeciecia tej plaszezyzny z plaszezyzng
Ozy otrzymamy, podstawiajac #z,=0 do réwnania (6). Dostajemy
woéwezas (5), e. b. d. o. : .

Z twierdzenia tego wynika, ze gdy plaszceyzna IT preecing kwa-
dryke A wedluz stozkowej wlasciwej T', to krawedzie preecigcia plasz-
ceyeny I1 z plaszceyznami $rednicowymi kwadryki A sq $redmicami
stozkowej I ’

2. Proste biegunowo sprzezone. Jesli punkt P porusza sig po
pro.stej 0, 1o jego plaszceyzna biegunmowa obraca sie dokola pewnej pro-
stej o' (w przypadku stozka zakladamy, ze prosta o nie przechodzi
przez jego frodek). .

Istotnie, niech prosta o bedzie wyznaczona przez dwa swoje
punkty M(my:mgimgim,) i N(nging:ng:m,). Daje sie wiee ona
przedstawié parametrycznie ukladem réwnan

OYp=HMy -1y, gdzie k=1,2,3,4,

Wy,
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Plaszezyzna biegunowa dowolnego punktu tej prostej ma za-

_tem réwnanie
of of ef ¢f
) )+ Yo —{ir U e PR A S
Vi, )Ty-mz(r)wzmg(x) Pl (=0
czyli
S o, of
(N M'Emkf*(ﬁ)‘f"?’ y'iz,,.f— (x) =0.
promss SN % = ey

Przyjmijmy oznaczenia:
4
¢ .
11, (x) _Z‘E‘mk:i (), Hy(x) EE’”& —"'i ().
k=1 Ol
Plaszezyzny II,(x)=0 i II,(x)=0 s rézne, gdyz sa to plasz-

czyzny biegunowe punktéw M i N, z zalozenia rbéznych (dla stoika
za$ wynika to z zalozenia, ze punkty M i N lezs na prostej o,

‘nie przechodzacej przez frodek stozka). W przyjetych oznaczeniach

réwnanie (7) przybiera wiec postaé

(8) pll(z)+2I,(x)=0,

z ktérej widzimy, ze plaszezyzna ta nalezy do peku wyznaczonego
przez plaszezyzny I1, i I7,. Tym samym twierdzenie jest dowiedzione.

Prosta o' nazywamy biegunowo sprzetong 2 prosig o.

Zat6zmy teraz, ze kwadryka nie jest stozkiem.

“Jesli prosia o jest biegunowo sprzeiona z prosig o, fo prosta o
jest biegumowo sprzeona z prosig -o’.

Istotnie, niech M i N beda dwoma punktami prostej g, & M"i N’
— prostej o'. Poniewas plaszezyzny biegnnowe punktéw M i N za-
wieraja prosta o', wiee przechodzg one przez M’ i N'. Wynika stad,
ze plaszezyzny biegunowe punktéw M’ i N przechodzg przez M i N,
a wige zawieraja prosta o, ¢. b. d. o.

Dla stozka ostatnie twierdzenie nie jest prawdziwe, gdyz pro-
sta biegunowo sprzezona z prosts I, nie przechodzgcy przez frodek
stozka, jest prosta I’ przechodzaca przez frodek. Wiazystkie pun?ﬁ:y
prostej I’ maja wiec te samg plaszczyzne biegunows (ktéra zawiera
prosty 7).

Jedli prosta o jest tworzaca kwadryki (p. § 63, str. 352) i punkt
P lezy na o, to plaszczyzna biegnnows punktu P jest plaszezyzng
styezng do powierzehni w tym punkcie, a zatem ZaWiers pro:st.a .
‘Wynika stad, ze tworzqea powierzehni jest sama 2e sobq sprzezona
biegunowo. .
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3. Srednice. Prosta biegunowo sprzezona z prosta w oo nazy-
wamy $rednicq. -

Niech II bedzie plaszezyzng wiladciwg. Przecina ona plaszezy-
zne w co wzdluz pewnej prostej. Srednice sprzezong z ta prosta
nazywamy S$rednicq sprzetong & plassczyzng II.

Aby wyznaezyé réwnanie frednicy sprzezonej z plaszezyzng
o réwnaniu :

(9) Gy 21+ Gy By + A5 23+, 2, =0,

zauwazmy, ze co najmniej jeden ze wspélezynnikéw a,,a,,a, musi
by¢ rézny od zera. Niech np. a,540. Plaszczyzna (9) zawiera
w§réd punktéw w co m. in. punkty (@,:—a,:0:0) i (a5:0:—a,:0).
Punkfy te maja plaszezyzny biegunowe
] 8 2
fha—fzﬁ @y df——a o1

(10)
Yom, om0,

=0.

'9,

2 22,

U]dad réwnan (10) wyznacza $rednice sprzezong z plaszezyzng
{(9). Jedli xzvszystkie trzy wspGlezynniki a;,a,1 a4y 59 réine od zera,
to réwnania te mozna napisaé w postaci symetrycznej ‘

o s o
(11) om,  aa, 9,
k‘ a 2 B a3

w ka,Zdym wiec razie mozna je napisaé w formie stosunku
of . of  ef

(12) =
ax, 0Ty 04

=y 0, ay.

. Z definieji prostych biegunowo sprzezonych i frednicy sprze-
zonfa] z plaszezyzng wynika, ze plaszezyzny  Srednicowe, sprzesone
z" kierunkami réwnolegtymi do plaszezyeny II, przecinaja sie wedius
Srednicy spreezonej z plaszczyeng IT.

Wszysthie $rednice przechodeq przez Srodek
plaszezyzny drednicowe maja te wiasnogd.

) Ifaz‘da prosta wiaSciwa przechodzaca preez $rodek kwadryki jest
srednieq.

powierzchni, gdyz

Istotnit_a, niech prosta ¢ przechodzi przez $rodek. Przeciagnij-
my przez. niy dwie plaszezyzny I7, i IT,. Sg one plaszezyznami $red-
nicowymi dwo6ch punktéw w co. Oznaczmy te punkty przez P, i P
Niech ¢’ bedzie prosta w oo laczgey punkty P, i P,. Wowezas la jeszt;
Prosty sprzezong z o, a wiee s§rednica, c. b. d. od.
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Niech IT bedzie ptaszczyeng wlaseiwa, a k — kierunkiem srednicy
sprzesonej = II. Wowezas plaszezyzna Srednicowa sprzeiona z k jest
réwnolegta do II.

Istotnie, niech o' bedzie prosty w oo plaszezyzny I1. Plaszezy-
zny biegunowe punktéw prostej ¢’ zawierajy srednice o, ktérej kie-
runkiem jest k. Zatem plaszezyzny biegnnowe punktéw proste] o
zawierajg prosta o'

Tym samym plaszezyzna biegunowa punktu w oo prostej o
przechodzi przez prosty o', e. b. d. o.

Jesli plaszezyzna I przecina kwadryke wadtui stoikowej wlasciwej
T, to $rednica o sprzeiona z plaszczyzna IT prrechodzi przez Srodek S
stozkowej I

Istotnie, oznaczmy przez k, i k, kiernnki dwéch cieciw stozko-
wej I'. Srednice stozkowej I' sprzezone z tymi kierunkami prze-
chodza przez jej §rodek 8. Sa one miejscem geometrycznym srod-
kéw cieciw stozkowej I' o kierunkach k, i k,. Ale plaszezyzny
¢rednicowe sprzezone wzgledem kwadryki z kierunkami k; 1 %, 83
miejscem geometrycznym frodkéw jej cieciw o kierunkach k; i ke
Zatem obie grednice stozkowej I' leza na plaszezyznach drednico-
wych kwadryki. Obie te plaszezyzny srednicowe kwadryki prze-
chodzg wiec przez punkt S.

Wobec tego punkt S lezy na krawedzi przeciecia tyeh plasz-
czyzn czyli na srednicy sprzezonej z plaszezyzng i1, e. b. 4. o.

Jesli IT jest plaszczyeng styceng do kwadryki w punkecie P, o
$rednica sprzeiona z II preechodzi przez P.

Niech bowiem ¢ bedzie prosta w oo plaszezyzny II. Prosta bie:
gunowo sprzeiona z o, Cczyli ¢rednica sprzezona z II, przechodzi
przez biegun plaszezyzny II, ezyli przez P, e b. d o

Zatézmy teraz, ze kwadryka ma ¢rodek wiladciwy 8. Jedl umie:
$cimy w S poczatek ukladu wspélrzednyeh, to réwnanie kwadryki

przybierze postaé
(13) ‘P(x13$25$3)+a44:,{§=0’

a réownanie plaszezyzny ¢rednicowej sprzezonej z kierunkiem o: By
bedzie ksztattu

(14)
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Réwnanie (14) nie zalezy od a,. W szezegélnosci, gdy 044 =0,
otrzymujemy stozek asymptotyezny kwadryki (13). Wynika stad,
ze plaszezyeny Sredmicowe sprzeéome z Kierunkiem o:fi:y mie emie-
wiaje sig, gdy kwadryke zastapimy preez jej stosek asympiotyceny; to
samo dotycey Srednic. B .

7 tego, ze kazda plaszczyzna frednicowa jest miejscem geome-
trycznym Srodkéw cigeiw, wynika, ze grodki cieciw kwadryki
1 stozka asymptetyecznego sa identyczne, stad zas wynika dalej,
ze odeinkr cigciwy kwadryki zawarte miedey kwadrykg o stoskiem
asymplotycenym sq rowne.

4. Réwnania kwadryk w specjalnych ukladach wspoélrzed-
mnych. Trzy drednice kwadryki, z ktérych zadna nie jest asymp-
totg i z ktérych kazda jest sprzezona z plaszezyzng zawierajacy
dwie pozostate, nazywamy srednicams spreegonyma,

Oczywiscie, nie mogg one lezeé na jednej plaszezyznie.

W ukladzie trzech sredwic spragtonych kwadryka ma réwnanie
niejednorodne ksztatbu

(15) a11m3+a22y2+a3322—[—a44=0.

Na str. 361 wykazali$my bowiem, ze gdy plaszezyzna Oxy jest

sprz¢zona z kiernnkiem osi Oz (a w danym razie tak witagnie jest
z zalozenia), to
Oig1 == lgy =g, =0,
Podobnie

A1a=Qy 3=ty ;=0 i Gy =ag=0y, =0,

skad otrzymujemy (15).

Oczy_wiéeie, liezby a1, 4y, 1 ayy s3 pierwiastkami charaktery-
stycznymi macierzy 9 kwadryki (15). ,
. Dia e]:ipsoidy majg one znaki zgodne; jesli elipsoida jest rzeczy-
wista, to ich znak jest przeciwny znakowi a,,. Dzielae przez ay,
i podstawiajac

a2 = — , pr— _ G ” Gys
—_ T 3 6“=—~‘7
all (1799 a33

dostajemy wiec réwnanie

iom
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et

2 2 9
a2 2 22
v

i

16 —
(16) a? ' pe e

dla elipsoidy rzeczywistej.

Podobne réwnania dostajemy dla pozostaltyech kwadryk o $rod-
ku wladeiwym, gdy ukladem wspélrzednych jest uklad trzech sred-
nic sprzezonych, mianowicie:

dla elipsoidy nierzeczywistej,
(18) -, +:5; — =, —1=0 dla hiperboloidy jednopowlokowej,

(19) - ——— 1=0 dla hiperboloidy dwupowlokowej,

200 = 42 _Z 9

dla stozka rzeczywistego,

1) 4o += dla stozka nierzeczywistego.

Réwnania (16)-(21) mozemy napisaé ogélnie w postaci
mﬁ ,yE z% .
(22) » ;;'i‘ﬁrb‘,‘,l'?‘faﬁ%—??—ﬂa

gdzie znaki gg=+11 g,=-+1 s odpowiednio dobmne do kazdej
kwadryki; ponadto =1 dla powierzehni rzedu 4, a »=0 dla
stozkow. .

Stozek asymptotyczny kwadryki (22) otrzymujemy, podsta-

ia] =0 do jej réwnania.

ma]a&ZC ;;)(’)wna,nia,l (?18) widzimy, ze dwie frednice hiperbfoloifi_y‘ jed-
nopowlokowej (osie Oz i Oy ukiadu Wspéh*zgdngzch) ;g)rzebljajsg 't«@
hiperboloide w punktach rzeczywistych, 2 ?rzgcm (?s f)z) w nie-
rzeczywistych. Podobnie, z réwnania (19) widzimy, ze jedna M-
nica przebija hiperboloide dwupow}okowag_ w pu.nktaep rzeczi;n-
stych, a dwie w nierzeczywistych. lﬁratox_mast — jak w;ida;é é:ed -
nan (16) i (17) — elipsoida rzeczywista ]gst przez -kazzdzg . t:m@
przebita w punktach rzeczywistych, a elipsoida nierzeczywista —
w nierzeczywistych.
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Stozek asymptotyczny elipsoidy (16) ma réwnanie (21), jest
wiec on nierzeczywisty.
Wynika to, niezaleinie od tych rozwazan, réwniez stad, ze
przekréj elipsoidy plaszezyzna w oo jest krzywsg nierzeczywista.
" W podobny sposéb dowodzi sie nastepujacego twierdzenia:
Niech A Dbedzie paraboloida, a II — plaszezyzng styceng do A
w punkcie P. Obierzmy P za poczgtek uktadu wspdlrzednych Ouwzyz,
II — za plaszezyzng Oxy, Srednice przechodzqeq preez P — za oS Oz,
dowolng styczng w P r6ing od tworzacej — za o8 Oz i wreszcie
prostg spragiong 2 nig biegunowo — =za 0§ Oy. W tym uktadzie
wspolrzednych paraboloida ma réwnanie 4
2 2
(23) g— +e ;’—2 =22,
gdzie
e { 1 dla paraboloidy eliptycznej,
—1 dla paraboloidy hiperbolicene;.

icm

ROZDZIAE XV

WELASNOSCI METRYCZNE KWADRYK
§ 67. Kierunki gléwne. Osie

Zachowajmy nadal zalozenie
1) RO)=3 Ilub RM)=4.

- Kierunek nazywamy gldwnym, jezel jest prostopadly do plasz-
czyzny Srednicowe] z nim sprzezonej.
W przypadku paraboloidy zaliczamy do kierunkéw gléwnych
réwniez wspélny kierunek wszystkich érednic.
Podamy metode wyznaczania kierunkéw tléwnych kwadryki
w prostokatnym ukladzie wspdirzednych Oryz.
Niech kwadryka ma w tym ukladzie réwpanie we wspéirzed-

nych niejednorodnych
G2, Y, %) = Ay 2%+ Gy Y? -+ 032+ 2012 2Y -+ 205522+ 2805 Y2+
428,482,y +205,2+05,=0.

(2)

Niech a:f:y bedzie dowolnym kierunkiem. Przyjmijmy ozna-

czenia:

Q=010+ 0f T 157,
(3) 9"3:‘151“’}'%4:5“*'“237’7
@, =0 a8 f+aggy-
W tych oznaczeniach plaszezyzna Srednicowa sprzgzona z kie-
runkiem «:f:y ma réwnanie ’
(4) x¢a+y¢5+z¢?+2(a14a+aﬂﬁ—{-am»)z——o.
Wektor o skladowych g¢,,s @, jest prostopadly do plaszezy-
zny (4). Na to wiec, by kierunek a:f:y byl prostopadly do tej plasz-

czyzny, potrzeba i wystarcza, Zeby
@, =4y, gdzie Aiz%0.

(5) Fa=Aa, =P,
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