ROZDZIA%L XIII

PRZYKTADY I KLASYFIKACJA KWADRYK
§ 61. Przyklady kwadryk

EKwadrykami nazywamy powierzchnie drugiego stopnia.
Rozpatrzymy najwazniejsze z mich.
1. Walce. Jak wiemy z § 16, str. 80, réwnanie

1) fla,y)=0

przedstawia inny twoér na plaszezyznie, a inny w przestrzeni. Jezeli
na plaszezyznie przedstawia ono krzywa I, to w przestrzeni przed-
stawia powierzchnie walcowa, jaka powstaje przez ruch prostej,
réwnoleglej do osi Oz i przecinajacej krzywa I. W szczegélnodei, za-
leznie od tego, czy I” jest elipsa, hiperbola, czy parabola, otrzymujemy
w przestrzeni walec eliptyczny (rys. 119), hiperboliczny (rys. 120)
i paraboliczny (rys. 121).

Wazystkie tworzace waledw maja wspélny punkt w co. Dolg-
czajac go do punktéw walea, mozemy walec w przestrzeni rzutowej
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okreslié jako powierzchnie, powstajacg przez ruch prostej, prze-
chodzacej przez staly punkt w oo i slizgajacej sie po krzywej plaskiej.

Hiperbola przebija prosta w oo w dwéech punktach rzeczywi-
stych. Walec hiperboliczny zatem przecina plaszezyzne w oo wzdiuz
dwoch prostych rzeczywistyeh.

Analogiczne proste dostajemy dla elipsy, lecz sa one zespolone
sprzezone.

Walec paraboliczny ma z plaszezyzng w oo wspélng jedng
prostg w oo.

Kazdy przekréj walca ehptycznego, nie réwnolegly do tworzg-
cych, jest elipsg. Istotnie jeshi elipsa I' o0 réwnaniu (1) lezy w plasz-
czyznie IT i jedli plaszezyzna IT, réwniez nie réwnolegla do tworzg-
cych walea o réwnaniu (1) w przestrzeni, przecina ten walec wzdiuz
krzywej I, to krzywa I jest rzutem elipsy I, réwnolegtym do two-
rzgcych. Poniewaz rzut réwnolegly jest przeksztaleeniem afinicz-
nym, wiec krzywa I' tez jest elipsa.

Podobnie dowodzi sie, ze przekrd] walea hiperbolicznego, nie
rownolegly do tworzacych, jest hiperbola, a walca parabolicznego —
parabolg.

Przyjmijmy w ukladzie wspéhzednych Oxyz plaszezyzne Oxy
prostopadla, a of Oz réwnolegla do tworzacych. Mozemy zalozyé
od razu, ze osie wspélrzednych Oz i Oy tego ukladu zostaly w plasz-
czysnie Oxy tak dobrane, by réwnania waleéw mialy postacie:

(2) ut -+ v =1 walee eliptyezny;
a2 b2
2 2
(3) f ——% =1 walee hiperboliczny;
. > 2
(4) = 2px walec. paraboliczny.

Niech wreszeie w kazdym z przypadkéw (2)-(4) I' bedzie
krzywa przecigcia walea plaszezyzng Oxy.

Kazdy punkt osi Oz jest §rodkiem symetrii walea (2) oraz
walea, (3); jesli bowiem punkty P; i P; leza na walcu 1 odcinek
P,P; przecina of Oz w punkcie 0', to przechodzae do ich rzmtéw na
plaszezyzne Owxy, widzimy, ze O przechodzi w §rodek krzywej I.
Zatem P,0=0P,, skad P10'=0"P;.

Jak latwo widzieé, wszystkie srodki symetrii walea musza le-
7eé na osi Oz, gdyz ich rzut na plaszezyzne Ozy jest srodkiem krzy-
wej I.
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A wige: walec eliptyceny @ hiperboliceny maja mieskoticzenie
wiele §rodkéw symetrii, wypelniajacych prostg.

Ta wiladnie prosta nazywa sie osig walca. :

Natomiast walec paraboliceny wie ma Zadnego $rodka symetrii,
gdyz parabola nie ma takiego frodka.

Tak samo dowodzi sie za pomocy rzutu na plaszezyzne Oy,
ze walec eliptyczny nieobrotowy i walee hiperboliczny maja po
dwie plaszczyzny symetrii réwnolegle do osi Oz, a mianowicie plasz-
czyzny przechodzace przez of walca i osie krzywej I. Walec za
parabolieczny ma jedng plaszezyzne symetrii, réwnoleglty do two-
rzgeych i przechodzaca przez of krzywej I'. Dla walca obrotowego
kazda plaszezyzna przechodzaca przez o jest plaszezyzng Symetrii.

Précz tego plaszezyznami symetrii walea s3 plaszezyzny pro-
stopadie do jego tworzacych. Innych plaszezyzn symetrii walce nie
majg. . :

PRZYKLADY. 1. Prosta réwnolegta do prostej m=y=z tworzy
powierzehnig walcowaq przez ruch po krzywej I' o réwnaniach

4yt —py=1, 2=0.
Jakie jest réwnanie powstatego walca?

Niech punkt P(z,,,,2,) lezy na walcw. Tworzaca przechodzaca
przez P ma réwnania

e=a0Fs,  y=yo+s, e=z,+s. |
Punkt przebicia plaszezyzny Oxy ta tworzaca ma wiec wspol-
rzedne @, —zy, Yo—2, 1 0, a poniewaz lezy on na krzywej Iy, wigc
(Zy—20)+(¥o —29)* (@ —2,) (Yo —2,)=1.
Dla kazdego punktu walca jest zatem spelione réwnanie
() (=2 +(y—2) —(z—2)(y—2)=1. ‘
ihatwo sie dowodzi, ze jest i na odwrét. Réwnanie (%) przed-
stawia wiee ten walec.
I0. Znaleté réwnanie walca stycenego do Fuli 2%4-y24p2=1
o tworzgeyeh réwnoleglych do prostej x=2y=3z. ‘

Niech punkt P(54,90,%) lezy na tym waleu. Prosta przecho-
dz&ca przez ten punkt réwnolegle do prostej =2y=32 ma przed-
stamex.ne _pazrametfyezne T=8y+1, y=y,+i, #=2z,-+4, lub tez,
Po zmianie parametrn przez podstawienie f— 6y

T=ay+6u, Y=Yy,-+3u,

H

=2y} 2u.
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Na to, by ta prosta byla tworzges walea styeznego, potrzeba
i wystarcza, zeby przebijala ona kule tylko w jednym punkecie. Pa-
rametr u, wyznaczajacy punkt przebicis, otrzymujemy z réwnania
(o +6u)* +(yo-+3up+(2,+2u)*=1
czyli .
‘ 4902 - 2u (620 -+3yy+220) H(2+¥a +%—1)=0.
Aby réwnanie to mialo jedno rozwigzanie, potrzeba i wystar-
cza, zeby L.
(622043 o+22,)* —49 (2 +yp+%—1)=0.
Walee styczny ma zatem réwnanie
(62+3y+22)2—49(x2+-y2+22—1)=0.
92, Stozek. Niech uklad wspélrzednych Oxyz bedzie prosto-
katny. Jak wiemy (§ 16, str. 78), przez obrét prostej
. cy=az, 2=0
dokola osi Oz powstaje stozek obrotowy
21y F

() | a0

Tog6lnimy teraz pojecie stozka. '
Stoskiem nazywa sie twoér okreslony przez rownanie

(6) ‘ st e

| Stozek (6) mozna oczywiscie otrzymadé ze stozka obrotowego (5)
przez przeksztalcenie afiniezne :

a —
a=x, y=7’—y7 F==2.

7 postaci réwnania (6) widoczne jest, ze poczagtfsk uklazd}x o
jest rodkiem symetrii stozka, a plaszezyzny Owxy, Ozz 1 Oyz sa jego
plaszezyznami symetrii. o L o

Srodkiem stodka nazyws slg jego grodek symetril,” & osiami
stoska mnazywamy krawedzie przeciecia jego p}?)szczyzn symetrii,

S . - NIV Oy i Oz
czyl jego osie symetril. Sg nimi osie Oz, : ‘

v V]V przypadku, gdy réwnanie (6) przedstawia stozek obrotowy,
jest a=b. Wowezas kazda plaszezyzna przechodzaca przez of Oz
jest plaszezyzng symetrii stozka, a kazda ;‘)rosta pia;fzczyzny Oxy
przechodzaca przez poczatek O jest jego osia symetril.
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Jedli punkt P(ay,y,,%,) lezy na stozku (6), to

T, Yo %
— 4= ——==0.
a® b c?

Wéwezas na stozku lezy cala prosta laczaca P z poczatkiem O,

gdyz dla kazdego s jest
(o8)® | (408)*  (208)?
a? + I =0

Proste OP nazywamy tworzqceyms stozka.

Plaszezyzna Ozy przecina stozek (6) tylko w jednym punkeie
rzeczywistym (wzdiuz dwéch prostych nierzeczywistych sprzezo-
nych), a mianowicie w jego frodku. Kazda za$ plaszezyzna z=F 40
przecina stozek wzdluz elipsy

z2 Y

(7) (a—k)z—}_ (E](T:l’ g=kK.

4 c

Plaszezyzny Oyz i Oxz przecinajg stozek (6) wzdiuz dwéch pro-
stych, a plaszezyzny do mich réwnolegle przecinaja go wzdiuz hi-
perbol

L7 =1 x=k

(8) ck\*  [bk\2 ’
()
) zz mz

9 ke Jarp YR
e

Stozek (6) powstaje zatem przez ruch prostej umocowanej
W poczatku ukladu i dlizgajacej sie Po elipsie (7), badZ po hiper-
boli (8) Iub (9). Plaszezyzna nie przechodzaca przez $rodek stozka
przecina kazdg tworzaey stozka dokladnie w jednym punkecie roz-
nym od srodka.

Ptaszczyzna nie przechodzaca przez érodek stoska
wzdtuz elipsy, hiperboli albo paraboli, zaleinie od tego,
ona réwnolegle do Zadnej tworzacej rzeczywiste;,
legla do dwdch, czy tylko do jednej.

} Przecina ona bowiem stozek wzdhuz stozkowej. Stozkowa ta
nie rozpada sie na Proste, gdyz bylyby one tworzgeymi stozka,

a wiec plaszezyzna Przeszlaby przez drodek whrew zalozeniu. Jegli

preecing  go
oY mie jest
cey tez jest réwno-
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plaszezyzna nie jest réwnolegla do zadnej tworzacej rzeczywistej,
to przecina kazdg z nich w punkeie rzeczywistym wiadeiwym. Stoz-
kowa przekroju nie ma punktéw rzeczywistych w oo, jest wiec eli-
psa. Podobnie rozumujemy w pozostatych dwéeh przypadkach.
PRZYKEAD. Znaleéé réwnanie stodka stycznego do kuli
() Lyt =1 ‘
o wierzchothu (1,1,1).
Niech P(zq,¥q,2,) bedzie dowolnym punktem stozka. Wéw-
czas prosta

r=1-+(z,—1)s, y=1-(y,—1)s, z=1--(2,—1})s

jest styczna do kuli (), & wiec przebija ja w jednym punkcie. Dla
punktu przebicia spelmione jest réwnanie

§2[(@o—1)2+H(Yo—1)*+H(2e—1)2]+28(2y+-Yo+7—3) +2=0.,

Na to wiec, by punkt P lezal na stozku, pofrzeba i wystarcza,
zeby

(Bo+Yo+20—3)—2[(2o—1)*+(¥o —1)*+(2,—1)*]=0.

Opuszezajae wskaznik zero przy zmiennych, dostajemy réwna-
nie stozka.

3. Elipsoida. Niech uklad wspéirzednych Oxyz bedzie prosto-
katny. Przez obrét elipsy

yz z? - .
ﬁ —i— ; ——1, =0

dokola osi Oz powstaje powierzchnia zwana elipsoidg obrotowaq.

Réwnanie jej ma ksztatb

w2+y2 22 _
T e

Zaleznie od tego, czy b>e¢, czy b<e, elipsoida nazywa sig
splaszczong lub wydluzong.

Jedli b=ec, otrzymujemy kule. . ‘

Ogélnie, elipsoidq nazywa si¢ powierzehnia

x* 1 y2 1 z:-_l
(9 ZiE e

Widaé stad od razu, ze kazda elipsoide mozna otrzymad, prze-
ksztatcajac afinicznie kule.
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% réwnania (9) wynika, ze dla punktéw rzeczywistych elipsoidy

jest
-’”2 ,yZ 22
§<1, ﬁ<17 ‘c_é<1;
czyli
(10) jz]<a, jy [<b, 12| <e.

A zatem: elipsoida jest powierzchniq ograniczong, mieszczacs sie
catkowicie w prostopadiodcianie o krawedziach 2a, 2b i 2e¢.
Przekroje elipsoidy plaszezyznami z=Fk, dla k< ¢, maja réwnania

2

?]2
7 + 7 =1, 2=k.
az(l—m) bg(l——)

2 cé ’

k2. k2
Sg to elipsy o poéiosiach a,]/l—-og i bl/l——ag dazgcych

do zera, gdy |k| dazy do c. Dla k=-c dostajemy jeden punkt.
Ksztatt elipsoidy jest uwidoczniony na rys. 122.
Elipsoida nie przecina plaszezyzny w co w punktach rze-
czywistych. Gdy bowiem przejdziemy do réwnania jednorodnego,
z réwnania (9) otrzymamy

@ aE a2l
1 2 1 3 2

@ Ty T mH=0

#

Podstawiajac 2,=0, otrzymﬁjemy
2 "L';

+2 4%
R

@}
=
czyli réwnanie przedstawiajace twér
nierzeczywisty.
Punkt 0(0,0,0) jest $rodkiem elipso-
_ idy. Plaszezyzny Owzy, Oxz, Oyz Sa jej
pla&zczyznaml symetrii, a osie Oz, Oy, Oz — jej osiami symetrii;
nazyw:jm sig Je osiams gléwnymi elipsoidy (wielka, $redmiq i malg).
Dla elipsoid obrotowych kazda plaszezyzna przechodzaca przez of
obrotu jest plaszezyzng Symetrii, kazda zaf§ prosta przechodzgca
przez frodek prostopadle do osi obrotu jest osig symetrii.
Kazq:;r przekr6j rzeczywisty elipsoidy, nie redukujacy sie do
pm:ktu, Jest elipsy, gdyz jest stozkows ograniczona, nie zawiera-
Jjaca punktéw w co rzeczywistych.

icm
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4. Hiperboloida jednopowlokowa. Niech ukiad wspéirzednych

. Ozxyz bedzie znowu prostoksatny. Przez obrét hiperbol

o2
dokota jej osi nierzeczywistej, ezyli osi 0z, powstaje powierzchnia
zwana hiperboloidg jednopowlokowq obrotowq. Ma ona réwnanie

2 1 9/
(12) cry_F
b2 e
Hiperboloidg te moéna riwnies olraymad przez obrit prostej
(13) bz=cy, o==b

dokolta osi Oz Dla kazdego bowiem punktu P(zg, v, 2,) tej prostej
jest na mocy (13)
(14) : bzo=cYq,
Niech P(z,y,2) bedzie jakimkolwiek poloZeniem punktu P
w czasie obrotu; wéwezas
(15) ?+yP=a-ty, i
Eliminujge zmienne z,y,z z (13), (14) i (15), otrzymujemy
réwnanie (12). Zatem hiperboloide jednopowlokowa obroiowe mozemy
otrzymaé przez obrét prostej dokola prostej skosnej, gdyz prosta (13)
jest skofna wzgledem osi Oz
Ogélnie, hiperboloida jednopowlokowq nazywa sie powierzehmnia
o réwnaniu

(16) 4L Z

Poczgtek ukladu wspélrzednych
jest jej frodkiem, a plaszezyzny i osie
tego ukladu s jej = plaszezyznami
i osiami symetrii (rys. 123).

- Plaszezyzny z=E, réwnolegle do
plaszezyzny Owxy, przecinajg hiperbo-
loide wzdiuz elips

x? . y-

B\ k2
) 3

o osiach wzrastajacych nieograniczenie
wraz z k.

zo=Dh.

2=24.

=1, 2=k

Rys. 123
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Osie te sa najkrétsze dla k=0.

Dlatego przekrdj plaszezyzna Ozy nosi nazwe elipsy szyjnej.

Phlaszezyzny o=Fk (dla |k|7#a), réwnolegle do plaszezyzny Oyz,
przecinaja hiperboloide wzdluz hiperbol

yz 22

B\ B
bﬁ*ﬁ 4“?)

Dla |k|<a o rzeczywista tych hiperbol jest réwnolegla do osi
0Oy, a dla |[k|>a — do osi 0z. Dla |k|=a dostajemy w przekroju pare
prostych

—-z—=0 i L=-—~a, y—}—i———O.
¢ b ¢

5. Hiperboloida dwupowlokowa. Przez obrét hiperboli (11)
dokola osi Oy powstaje powierzchnia zwana hiperboloidq dwupowlo-
kowq obrotowq o0 réwnaniu :

2 2 2
(16) Y 2: -

Ogoélnie, hiperboloida dwupowlokowq nazywamy powierzchnie
o réwnanin

$2 y2 z‘.’.
(7 —atE ek
= Z réwnania (17) wynika, ze dla

kazdego punktu tej hiperboloidy jest
ly|=b (rys. 124).

Plaszezyzny y=k%k dla k>b przecinajg
hiperboloide (17) wzdluz elips '

=1’ y:k

o osiach wzrastajacych nieograniczenie wraz z k. Plaszezyzny z=k,

réwnolegle do plaszezyzny Oyz, przecinajg hiperboloide (17) wzdhz
hiperbol :

yZ 22

B P
g o)

1, o=k

icm
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Podobnie przedstawiaja sie przekroje réwnolegle do plaszezyz-
ny Oxy. Miedzy plaszezyznami y=>b i y=—} nie ma zadnego punktu
rzeczywistego hiperboloidy (17).

Oczywiscie poczatek ukladu jest $rodkiem symetrii, osie ukladu
s osiami symetrii i plaszezyzny ukladu sg plaszezyznami symetrii
hiperboloidy (17).

6. Paraboloidy. Przez obrét paraboli o réwnaniu
(18) 2pz=y?

dokola osi Oz ukladu prostokatnego wspélrzednyeh powstaje po-
wierzchnia

2pz=x2-+12,
zwana paraboloide eliptyczng obrotowa (przez obrét tej paraboli do-

- kota osi Oy powstaje powierzchnia 4-go stopnia).

Ogélnie, paraboloida eliptyczng nazywamy powierzchnie
(19) T ¥ o,

Plaszezyzny Oxz i Oyz sa plaszezyznami symetrii tej parabo-
loidy, a of Oz — jej osig symetrii. Plaszezyzna y==Fk, rdwnolegla
do plaszezyzny Oxz, przecina paraboloide (19) wzdiuz paraboli

=
(20) :c2=2a2(z~ ng), y="k.

Wiszystkie te parabole sa przystajace, gdyz powstajg jedna
z drugiej przez przesuniecie. Wierzcholki ich znajduja sie na plasz-
czyznie Oyz. Miejscem geometrycznym tych wierzcholkéw jest prze-
kréj paraboloidy plaszezyzna Oyz, a wiee parabola

Yr=2b%, z=0.

Paraboloide eliptyczng mozna zatem
otrzymaé w spos6éb nastepujacy (rys. 126):

Dane s3 dwie parabole na plaszezyznach
prostopadiych; osie tych parabol sg réwno-
legte i wierzcholek drugiej paraboli znajduje
sie na pierwszej. Cze$é osi drugiej paraboli,
lezaca w jej wnetrzu,lezy tez wewnatrz pierw-
szej paraboli. Przez ruch drugiej paraboli,
podezas ktérego opisane polozenie zostaje :
zachowane, powstaje paraboloida eliptyczna. Rys. 126

9
Monografie Matematyczne, XXVI. 21
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7 powyiszej konstrukeji paraboloidy Mka, Ze’b_nie ma ona
grodka symetrii, w przeciwnym bowiem razie przekrdj pz.mrabolo%dy,
przez rodek symetrii, réwnolegty do plaszezyzny 0¥z, miatby réw-
nies drodek symetrii, a wige nie bylby parabola.

Niech teraz dwie parabole beds polozone tak jak poprzednio,
z tg jednak réznica, zeby cze$é osi drugiej paraboli, lezaca w jej wne-
trzu, lezala zewnatrz pierwszej paraboli (rys. 127). Uklad pros’to-
katny wspéhrzednych niech bedzie ten sam, co Poprzednio. Wow-
ezas parabola zwisajaca ma réwnanie
(21) y=—2p(—k), o=l

Wierzcholek tej paraboli ma wspéirzedne
1,0, % Lezy on na pierwszej paraboli o réw-
nanin

?=2qz.

Zatem PP—2gk. Eliminujac liczby 1 i & stad
i z (21), dostajemy réwnanie powstatej  po-
wierzehni w postaci '

x‘l y2 s
é'q - 2’1; e Rys. 127
W oznaczeniach a?=gq i b?==p réwnanie to przybiera postaéd
2 2
22) T _Y o
. a} b2

Powierzchnia ta nazywa sie para-
boloidg hiperboliceng.

Jest ona uwidoczniona na rys. 128.
Podobnie jak paraboloida eliptyczna,
nie ma ona $rodka symetrii. Plasz-
czyzny Oxy i Ozz sy jej plaszezy-
znami symetrii.

Praszezyzny z=Fk dla k40 przecinaja paraboloide hiperboliczng
wzdluz biperbol. Osie rzeczywiste tych hiperbol sa réwnolegle do
osi Oz lub Oy, zalesnie od tego, czy k>0, ezy k<O.

Dia k=0 oftrzymujemy pare prostych w plaszezyZnie Owmy:

r_Y_9
a b

Saq to wspdlne asymptoty reutéw wszystkich poprzednich hiperbol

na plaszesyene Oxy. :

Rys. 128

z Y
a+b—0'

icm
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Zbadamy jeszcze polozenie i i ji
' . 7 paraboloidy eliptyeznej i para i
hiperboliczne] wzgledem plaszezyzny w oo, ) 7 parabololdy
Paraboloida eliptyczna ma réwnanie jednorodne
9 3
DB o
po + B 2e.2,=0,

P,odstawiajade tu x,=0, 6trzymujemy jeden punkt rzeczywisty
0 wspotrzednych 0:0:1:0. W przestrzeni zespolonej dostajemy Wobeuc

L1, Fe| (T T i 3
=)= =i =220 22
a 2

bi\a b a® b
pare prostych sprzeionych ’
2y Iy @,
- Ti5 =0 z.=0 i—+i=m x,=0.

Paraboloida hiperboliczna przecina plaszezyzne w oo wzdhluz
dwu prostych rzeczywistych

Xy Ty
——— =0 «—=0.
PR ,  £,=0

ods

Xy | By
—_ - =) T,=
2 + b , &,=0

§ 62. Klasyfikacja kwadryk

1. Uwagi wstepne. Przyjmijmy oznaczenia analogiczne do uzy-
tych w § 51, a mianowicie:

2
(1) f(@1, 2y, m4)Ea11m‘i+azzmg+aag"ﬂg‘i'auxi‘5‘2“13-73132“}‘2“13@’1%—?‘

20385 By 201481 8, 4280, Ty 4254 2522,

- (2) ‘P(wﬂyaZ)Eal1$2+a22?fi+azﬁz&+2a’12"7‘y+2a13$z+2“23y21

3) 9(%; 9, 2)=@(2,Y,2)+20,,8+20,,y +2a3,2+ 64y,

jQ11 Qg Oy Oy
@11 A1z Oy3

et Ooy Oos oz 0,

4) U=| a3 @35 053], U= TowR s y

Og; O3s (33 O3y

Q31 (g Uz

\dgy gz Ggg Gy

(3) 4=[q],  A=["U].
Jesli kwadryka o réwnanin

(6) J {21, Ty T, 224) =0
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nie zawiera plaszezyzny w oo, to mozna jg tez przedstawié réwna-
niem postaci
(7) g(z,y,2)=0.

Tak samo jak w § 51, dowodzi sie, ze przy preejsciu od jednego
kartezjasiskiego ukladu wspélrzednych do innego (prosto- lub wkosno-
katnego), jako tes przy preeksztalceniv afinicanym, nie ulegajo amionie:

1° rzedy macierzy W ¢ ‘E,

20 znaki wyréinikéw A 1§ LT, o

3° 2naki pierwiastkéw charakterystycenych macierzy W 1 A

Rzgd macierzy Qvlﬁnazywa,my reedem kwadryki.

Oznaczmy jeszeze wspélezynniki wielomianu echarakterystycz-
nego macierzy U przez (—1)F'4,, gdzie k=1, 2, 3. Zatem

‘@11—1 s @13

(8) “0(2)51 Ay Goa—A  Ayy | =—AHA P~ A0+ A,,
[ Oy U3y Gg3—7A |

{9) Ag=4A=2,2,2,.

Przy przejéeiv od prostokainego ukladu wspdtrzednych do prosto-
katnego, jako te: przy izometriach (gdy uklad wspdtrzednych jest pro-
stokginy) nie ulegajq zmianie:

1° reedy maciersy A 4 ‘23, _

2% wartosci wyréinikéw A i A,

3% wielomian charakterystyceny (8).

W szezegblnosci zatem niezmiennikami sq pierwiastki charalte-
rystycene macierzy .

Poniewaz znaki tych pierwiastkéw graja duza role, przypomi- .

namy tu kryteria, ktére pozwalaja ze znakéw wspdtezynnikéw A,

wielomianu (8) wnosié o znakach pierwiastkéw (p. Przypis I, § B):

(10) jezeli 4,>0 i A, A4,>0,to0 sign A, =sign A, =sign ,,

(11) jezeli 4,<0 lub 4,4,<0, to sign A, =signi,=—sign 1,,

(12) jezeli 4;3=0 1 A,>0, to signi,=signl, i =0,

(13) jezeli 4,=0 i A,<0, to signi,=—signl, i 2,=0.
Wreszcie, jezeli dwa pierwiasﬁki 83 zerami, to 1,=4,.

Najblizszym naszym celem jest dowéd nastepujacego twier-
dzenia klasyfikacyjnego:

icm
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H

o

-

Do kwadryki o réownaniu rzeczywistym {7) — czyli nie zawiera-
jace] plaszezyzny w oo — moina dobraé uklad prostokainy wspolrzed-
nych, w kidrym ta kwadryka ma jedno z nasiepujacych réwnai :

X ¥ Z?

(14) —g+3z+z—1=0 elipsoida rzeczywista,
(15) f; -+ 1;.; + % +1=0 elipsoida nierzeczywista,
X T 7 . o !
(16) —5+37 —g —1=0 hiperboloida jednopowlokowz,
_ X2 T2 2 . ) -
a7 P iy —1=0 hiperboloida dwupowlokowa,
(18) }—j + f,_: — 2:: =0 stozek rzeczywisty,
(19) f; + bz_ +f; =0 stozek nierzeczywisty,
L loida eliptyczna
(20) 7‘—2— —‘f—ﬁ- —2Z=0 paraboloida eliptyczna,
(21) {2 — _b; —2Z=0 paraboloida hiperboliczna,
a“ ) ‘“&‘\‘
(22) ‘}? -+ %;2 —1=0 walec eliptyczny rzeczywisty,
P 2
(23) ‘; -+ %: +1=0 walec eliptyczny nierzeczywisty,
(24) X; — —f; —1=0 walec hiperboliezny,
a“ - .
ory Ao Y2 0 para plaszezyzn nierzeczywistych
(25 ETE= nieréwnoleglych,
oy X2 X2 o para plaszezyzn rzeczywistych
(26) 3 nieréwnoleglych,
(27) Y*—2pX=0, p#0 walec paraboliczny,
: N para plaszezyzn rzeczywistych
(28)  T*—a*=0, a0 réwnoleglych,
T 0 o Para plaszezyzn réwnolegtych
(29) Y24a*=0, a#

nierzeczywistych,

plaszezyzna podwojna.
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Udowodnimy réwniez, ze jesli powierzchnia w jakims ukladzie
wepblrzednych kartezjarnskich ma réwnanie jednej z postaci (14) - (30),
to w sadnym innym ukladzie wspdlrzednych kartezjariskich nie mose
ona mied rownania ktorejkolwiek = pozostatych postaci.

Wreszeie, wyprowadzimy kryteria pozwalajace rozstrzygnad,
ktéry z tyeh przypadkéw zachodzi. Podobnie jak w § 52, beda to
kryteria zalezace jedynie od rzedéw macierzy U i 9 oraz od zna-
k6w pierwiastkéw charakterystycznych, a wiec jedynie od nie-
zmiennikéw wzgledem zmiany ukladu kartezjanskiego wspélrzed-
nych na inny kartezjarski. W dowodzie tych kryteriéw zalozymy
wiec od razu, ze uklad wspélrzednych jest prostokstny.

Wéréd powierzchni o réwnaniach (14)-(30) figurujg trzy do-
tyehezas przez nas niespotykane, mianowicie: elipsoida nierzeczy-
wista, walec nierseczywisty i stozek nierzeczywisty. Pierwsza i druga
z tych powierzehni nie majg zadnego punktu rzeczywistego, trzecia
za$ ma tylko jeden taki punkt, mianowicie punks (0,0,0).

2. Klasyfikacja metryczna kwadryk. Zakladamy, ze kwadryka
w ukladzie prostokatnym wspélrzednych ma réwnanie (7). Istnieje
przeksztatcenie ortogonalne, ktére forme ¢(z,9,2) przeprowadza
w forme

/1152'{"}'2772‘}‘1352

(p. Przypis I, § 5). Przeksztalcenie to wprowadza nowy uklad
prostokatny wspéirzednych, w ktérym kwadryka (7) ma réwnanie

(31) A2+ Qo742 L34 2p1 £ 2P+ 2p50 4 =0,

Rozpatrzmy poszezegélne przypadki:
1. A0 czyli R(A)=3. Wéwezas na mocy wzoru (9) jest

LEO0, A0, A0

itak jak w § 52 mozemy przez przesuniecie ukladu Wspolrzgdnych
sprowadzi¢ réwnanie kwa,dryki do postam

~

4
(32) WX 3,72 12+ 5 =0

(33) AL 4 M), Y21 A2, 724 A —0).

icm
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Rozroznimy trzy podprzypadki:

la. 4. #0 1 signi,=signi,=signi,. Przypadek ten zachodz
réwnoczesnie z nierdwnoseiami (10). Poniewaz

sign, = sign (4, 4,4)=sign 4,
wiec wspolczynniki przy zmiennych w réwnanin (33) sa dodatnie.
Przyjmijmy oznaczenia
-
a?:‘——A—L P=
A2, Ay Adg
i podzielmy réwnanie (33) przez 4. Jesli E<0, otrzymujemy réwna-
nie (14), jesi za§ 4>0, dostajemy réwnanie (13).
1b. A#£0 i signi=—signl,=—signi,. W tym przypadku
zachodzg nierdwnodei (11) i wobec (9) jest

signAi; = —sign A, = —sign Ad,=1.

Przyjmijmy oznaczenia
- it |
a;z_}/‘/[i 23_%'4‘ e

N A2 4

B

oy

“3
Roéwnanie (33) przybiera wowezas postaé

RC £ ZH}—le.
@ B

sc'nzj[

Gdy Z>O, otrzymujemy réwnanie (17), a gdy A4<0, dostajemy
Epo przemianowaniu osi) réwnanie (16).
le. A=0. Woéwezas rownanie (32) przybiera postaé

WX2 A, YA, 2=
Jedli zachodza nieréwnosei (10), to przez podstawienie
1 1 1
Mll:}’ V~2¥=bp al=

otrzymujemy réwnanie (19), jesli za§ zachodza nieréwnodei {11), to
powyzsze podstawienie prowadzi do postaci (18).

2. A=0 i R(A)=2. Wobec drugiej z tych réwnodei jest
A0, Ae 70, Ay=0
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i przez przesunieeie ukladu wspéirzednych mozna réwnanie (31)
sprowadzié do postaci

(34) &2+ Ay +2psl’ -I-Q 0.
Stad
000
_ 10400
(35) =100 0 py— P3Arhs-
00 p;¢

Rozréznimy trzy podprzypadki:
2a. R(W)=0 i R(A)=4 czyli A+0. Z réwnosei (35) wynika,
ze pg350, i przez przesuniecie

.§’=X’ n’:y, C'_.!.._g.. :Z
295
dostajemy
(36) M X242, Y2 4-2p, Z=0.

Jesli 4,>0, a wiec — wobec (12) — jedli sign 21—-51gn Ayy DTZY-
mujemy oznaczenia

(37) .

Pa| 52:’&
Rk

Gdy 2y, 4, 1 p; maja znaki przeciwne, to z réwnania (36) do-
stajemy réwnanie (20). Gdy za$§ 2, i p, majg ten sam znak, to
przez odbicie ‘

X=X, Y=Y, Z=—2

dostajemy z réwnania (36) znowu réwnanie (20).
Jedli 4,<0, a wiec — wobec (13) — jedli sign A, = —sign 1,, pod-
stawienie (37) prowadzi w kazdym razie do postaci (21).

Zb. BR(AW)=2 i R(QI)==3. Wobec tych réwnosei jest
M#0, A0,  2,=0 i A=A=0;

réwnanie (32) przybiera wiee znowu Ksztalt (34). Na mocy (35) jest
;=0 i ofrzymujemy

(38) L E2 4 2m2 4 q=0.

Tutaj 9520, gdyz w przeciwnym przypadku byloby R(E’I)
wbrew zalozemu

§ 62 2. Klasyfikacja metryezna kwadryk. 329

Jezeli 4,>0, czyli sign A,=sign j,, to przez podstawienie

a2= {ﬁl] 5 ot
lq] lql
dostajemy postaé (22) lub (23) — a wiee walee eliptyezny rzeczy-
wisty lub nierzeczywisty — zaleznie od tego, czy J, i ¢ maja znaki
jednakowe, czy przeciwne. W pierwszym przypadku co najmniej
jedna z plaszezyzn wspélrzednych musi przeciaé walec wzdiuz
stozkowej rzeczywistej, a w drugim przypadku przekroje walea
wszystkimi trzema plaszezyznami wspéirzednyeh sg krzywymi nie-
rzeczywistymi. Rozstrzygniecie zatem, ktéry z tych przypadkéw
zachodzi, sprowadza sie do zbadania przekrojow kwadryki plasz-
czyznami ukladu wspéhrzednych. Podstawiamy wiee po kolei r=0,
y=0, 2=0 1 stosujemy kryteria dla stozkowych (p. § 51, str. 259).
Jezeli zad§ 4,<0, czyli sign A,= —sign 1., to przez podstawienie
gl g
=2, p__ L
[ Ay s |
dochodzimy do réwnania (24).
2¢. R(AW=2 i R(SII)—_—‘). Wobec pierwszej z tych réwnosdei jest
B0, L0, A=0
i, podobnie jak w poprzednim przypadku, dochodzimy do réwna-
nia (38). Wobec drugiej z tychze réwnodei jest ¢=0 i dostajemy
A8+ A =0.
Jezeli A,>0, ezyli sign 7,=sign 4,, to przez podstawienie
1 1

o= —— b2 ES

1] {22

dostajemy réwnanie (25).

Jezeli zad§ A,<0, czyli signi,=—signi,, to przez to samo
podstawienie dostajemy réwnanie (26).

3. R(A)=1. Wéwezas nie moze byé réwnoczesnie R(U)=
bo wobec R()=1 kazdy z minoréw drugiego stopnia macierzy U
jest réwny 0; zatem kazdy wyznacznik trzeciego stopnia utworzony’
z trzech pierwszych kolumn macierzy U tez jest réwny 0 i rozwija-
jae }ﬁ} wedlug czwartej kolumny otrzymalibysmy 0, whrew zalo-
zeniun, ze R(W)=4.
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Pozostaja zatem do rozpatrzenia nastepujace trzy podprzypadki:

3a. R(W=1 i R(A=3, skad 14,550 i A;=2,=0. Réwna-
nie kwadryki (31) mozna wéwezas sprowadzié do postaci
(39) MiE2+2pen+2psl+q=0.

Liczby p, 1 p, nie mogs znikaé réwnoczesnie, gdyz R(ﬁ)zs,
Obréémy uklad wspélrzednych dokola osi &€ o kat ¢ okreslony przez
réwnosel

? : 4
e Bie=omee
Vpetps V petDs

Miedzy wspdlrzednymi punktu w obu ukladach zachodzgy za-

leznogei , .

§=¢§  g'=ncosp+ising, {'=—nsing+lcosgp.

cos p=

Powierzchnia (39) ma wiec w nowym ukladzie réwnanie

12V pi+pin +9=0.
Przesuniecie

X=¢ Tyt —t

2V pi+p}
sprowadza réwnanie (39) do ksztaltu

| WX +2V pi+ piY =0,
tj. do ksztaltu (27). :

3b. R(A=11i R(ﬁlzi’;. Woéwezas otrzymujemy znowu _réwn;m-
nie (39). Poniewaz R(W)=2, wiec p,=p,=0 i ¢#0, wobec czego
dostajemy ,
(40) : 2&+¢=0.

Podstawienie

‘prowadzi do postaci (28) lub (29) zaleznie od tego, czy 1, i ¢, maja
znaki przeciwne, czy zgodne. W pierwszym przypadku réwnanie (40)
przedstawia pare plaszezyzn réwnoleglych rzeczywistych, a w dru-
gim — pare plaszezyzn réwnolegltych nierzeczywistych, nie zawie-

rajacych ani jednego punktu rzeczywistego. W pierwszym przypadku

®

icm

kolei y=2=0, z=2=0 i p
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¢o najmniej jt_sdna Z osi wspélrzednych przebija powierzehnie w punk-
tach rzeczywistych (1), a w drugim zadna. Podstawiajac do (1) po
=y=0, ofrzymujemy réwnania

2 1.9 — :
Oy B 201,84 a,,==0, aazy2+2@24y+a44=0: 332"+ 205,204, =0.
Oznaezajace ich wyréiniki przez

9
(41) A11= 01104 — a3, Apo= sy tyy— a3y, Agy= 03384y — 34,

widzimy, ze réwnanie (7) przedstawia pare plaszezyzn rzeczywi-
stych, gdy co najmniej jedna z liczb (41) jest njemna. W przeciwnym
razie obie plaszczyzny sg nierzeczywiste. '

Je. R(W=1 i VR (ﬁ)zl. Woéwezas otrzymujemy tez réwna-
nie (40). Wobec R (A)=1 jest 9=0 i réwnanie ma ksztalt #°=0
czyli postaé (30).

Rozpatrzylismy dotychezas przypadki, gdy kwadryka daje sie
przedstawié w postaci (7). Jedli tak nie jest, to w wielomianie (1)
znikajg wszystkie wspélezynniki formy ¢(z, y, 2), a wiee R(U)=0
i kwadryka ma wdéwezas réwnanie

(42) o F (@12 L3y T) =4( 20141 25400205, X5+ yy)-
Dostajemy
0 0 0 ay
= [0 0 0 ay
U= 0 0 0 agf

Qgy Qgp Qg Qg

a wiec R(i)gz.

-~

Jedli R(A)=2, to jedna z liczb a,, @, a5, nie znika i réwna-
nie (42) przedstawia plaszezyzne w oo i plaszezyzne wiasciwg.
Biorac plaszezyzne

2014205005 +2003, T3+ 05y =0

za jpiaszczyzng X,=0 nowego ukladu wspélrzeinych, otrzymujemy

réwnanie tej pary plaszezyzn w postaci X, X,=0."

Jedli zag R(i)=1, 10 Gy=0s=05,~0 i réwnanie (42) przed-
stawia plaszezyzng podwéjng w oo.

Powyzsza klasyfikacja metryezna kwadryk przedstawiona jest
w tablicy III. .
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TABLICA III
R(20) jR(Q) Podprzypadek Postaé kanoniczna Typ kwadryki
~ . . x yr o, &2 elipsoida
3 4 | A<0i 4:>01 A;.45>0 §+7’§+'0'?'“1=0 TzeCZyWista
e . oy, 2 elipsoida
3 0 4 [ 4>01 4,501 4:45>0 | 455+ +1=0/ nierzecaywista
B e a |z oy hiperboloida
3 4 | A>01 4,0 Iub 4,450 St E T 1=01 jednopowtokowa
. - - ® g 2 hiperboloida
3 4 | A<<0i 4,<0 lub 4:45<0 el ——c?——lzo dwupowlokowa
) x| oy @ stozek
3 3 A0 Iub 4;4;<0 713+7f2_?5:0 rzeczywisty
. . @, Y, R stozek
313 4,>01 4,45>0 2Tt a=0 nierzeczywisty
> oy . paraboloida
= 4 42>0 e + i 2:=0 eliptyczna
> . z* . paraboloida
o 4 4:<C0 w g 2=0 hiperboliczna
o | oy . | walec
23 B wtyE—1=0 eliptyezny *
B 5 0
2 | 3 2> z oy 1= walec
@t + e +1=0 nierzeczywisty *
9 R x oy _ walec
3 4270 ”d‘e'—_b'z"l““o hiperboliczny
2 2 para plaszczyzn
2 2 A:<C0 -af; — _y_q =0 rzeczywistych
@ b nieréwnoleglych
N para plaszezyzn
2 2 4,>0 fv_ﬂ -+ l: =0 nierzeczywistych
o N @ nieréwnolegtych
1 3 A walec
T y*—2pz=0 paraboliczny
| para plaszezyzn
1 2 1Au<C0 lub 42<{0 lub 43<0| y*—a2=0 rzecz;PWistyc}y;
réwnolegtych
) ] para plaszezyzn
1 2 Az >0 1 4,,>0 1 Ags>0 yrd-a=0 nierzeczywistych
B : | réwnolegtyeh’
1 1 y*=0 plaszezyzna
— wladciwa podwéjna
plaszezyzna
02 X, X,=0 whageiwas
— i plaszezyzna w oo
0 1 23=0 plaszezyzna

* zaleznie od tego,
ezywiste czy nie.

podwéjna w o

ezy przekroje plaszezyznami wspéirzednych sg rze-

icm
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5. Klasyfikacja afiniczna kwadryk. Podobuie jak w§ 33, do-
wodzi sie, ze kazde dwie kwadryki, ktére wystepuja w jednym wier-
szu tablicy III, sa afinicznie przystajagce. W szczegé]neégi, kazda
elipsoide, hiperboloide i paraboloide eliptyeczna mozna oﬁrzym&é
przez przeksztalcenie afiniezne z obrotowej.

Przy przeksztalceniach afinicznych zespolonyeh otrzymujemy
mniejszg ilo$é typ6éw. Sa one zebrane w tablicy IV. Klasyfikacje te
przeprowadza si¢ analogicznie jak klasyfikacje stozkowyeh w § 53.

TABLICA IV

R() | RA) Tfp kwadryki

Postaé kanoniczna

3 4 2424224 1=0 kwadryka srodkowa rzedu 4

1o
'
=,
T
+
=
&)
|
[
@
II
<

paraboloida

stozek

3 3 By -2 =0 '

Lo
w
&
to
._!_
=,
s
+
Jay
I
<

walec o dwoeh prostyeh w oo

walec paraboliczny

para plaszezyzn wladeiwych
nieréwnoleglyeh

]
1o

5
(5]
+

=4
o

|
<

para plaszezyzn réwnoleglych

plaszezyzna wiadciwa
podwdjna
plaszezyzna wiasciwa
i plaszezyzna w oo

0 2

plaszezyzna podwiéjna w oc

o 1 | #=0 i

Kwadryki wystepujace w tablicy IV w wierszach 1-5 nazy-
waja sie wlasciwymi, a pozostale — niewlasciwymi.

Kuwadryki niewladciwe rozpadajq si¢ na ‘plaszezyany.

Udowodnimy, ze kwadryki wlasciwe nie zawierajq plaszezyen.

W tym celu wykazemy wpierw, ze na t0, by réwnanie (6) preed-
stawiato kwadryke niewladciwg, potrzeba i wystarcza, Zeby

(43) f(@y, @0 s, X)) =(@, 8, A T2 -0 L3+ Cs 2 by, +boxs-bg2s+ byas).
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Poniewaz dostatecznogé warunku (43) jest oczywista, udowod-
nimy jedynie jego koniecznodd. Zalézmy wige, 7e powierzchnig
o réwnaniu (6) zawiera plaszezyzne . : :

(44) By Aoyt Qg 0,2,=0.

Niech np. a,70. Przeksztalcenie liniowe

(45) Xi=ayrytauxtasata,x,, X,=z,, gdze k=2,3,4,

przeprowa,dza forme f(wy,a,,24,2,) W forme g(X;, X, X, X,):
(46) H(@1y 8y 25y @) = (X, X, X5, X ).

Poniewaz w my$l zalozenia plaszezyzna (44) lezy na powierz-
chni (6), wiec z (44) wynika (6). Wobec (45) i (46) wynika stad, ze
réwnodé X,=0 pocigga za soba réwnosé

g(Xlaxz’X3;X4)=03
ezyli ze _ .
422X§+“33X§+@44Xi+2a23X2X3"['2“24X2X4+2“34X3X40
dla wszelkich wartodei X,, X, X,. Zatem

ay=0  dla k,1=2,3,4,

wobee czego
(47) V g(XllX2?X37‘X4)E;XI(allxl—l_za’lZ‘Xz+2a13X3+20’14X4)7"‘
Na, mocy (43) otrzymujemy stad (43), e. b. d. o.

Teraz wykazemy z kolei, ze na to, by lkwadryka zowierala
plaszezyzng, polrzeba i wystarcza, Zeby réwnoezesnie

(48) CRA<Z i RE)<e.

Wystarezalnodé tego warunku widoczna jest z tablicy IV. Dla
dowodu jego koniecznogci zauwazmy, ze — jak dowiedliémy — gdy
kwadryka zawiera plaszezyzne, to zachodzi warunek (43). Przez
przeksztatcenie (45) Sprowadzamy go do postaci (47 ). Przy tym

przeksztalcenin nie ulegajg zmianie rzedy macierzy A i A. Dla
formy (47) jest

Q11 G1s Ay Qg
=~ Jan 0 0 0
U= azg; 0.0 0|’
a,; 0 0 0
a wiee zachodzi warunek (48), ¢. b. d. o. :

icm
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Wreszeie, wedhug ostatniego twierdzenia wynika juz wprost
z tablicy IV, Ze zadna z kwadryk wladciwych nie zawiera plasz-
czyzny.

Wynika stad w szezegélnosei, ze przekré] kwadryki medu 4
(p. str. 324) lub stozka dowolng plaszezyzng wiasciws jest stozkows.

Jezeli kwadryka i plaszezyzna sg rzeczywiste, a przekr6j nie
zawiera prostej, to jest on stozkows wlasciwa (rzeczywisty lub
nierzeczywista).


Yakuza




