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Istotnie, gdy
@=by, %' +D12y +01, Y =bg &' 4y Y +Ca5
to miedzy wielomianem g(x,y) a wielomianem ‘przeksztatconym
h(x,y) zachodzi zwiazek
h',y')=g(b1 7' +b12¥’ +01—[— b1 & +basy'+02) =4 ( ' Y)-

Zatem
CLE A oh _y 20 4 99
am, 11 + 218y ay,“—vblz aw+ 226?/ .
Tlekroé zachodza réwnofcl (25), musza wiee zaj§é réwnosei
, g 8h o, 3h .,
h(zyy )zﬁ;(may )=é~y—,(w,y )=0, ¢. b. d. o. )

ROZDZIAYL XII
WEASNOSCI METRYCZNE STOZKOWYCH
§ 56. Osie
Bedziemy rozpatrywali obeenie stozkowe rzeczywiste.
Jedli kierunek % jest prostopadty do kierunku sprzezonego k', to

oba, kierunki nazywamy gléwnymi.

Srednice, kt6rej kiernnek jest gléwny, nazywamy osig stozkowej.

0§ stozkowej jest jej osiq symetrit i na odwrdt.

Kazda bowiem frednica polowi cieciwy majace kierunek z nig
sprzezony (p. § 55, str. 276). Zatem of polowi cieciwy do niej prosto-
padle, czyli jest osia symetrii.

Na odwrét, gdy prosta jest osig symetrii stozkowej, to polowi
cieciwy do niej prostopadle, a wiec jest srednica sprzezong z kie-
runkiem do niej prostopadiym.

Ze wzgledu na znaczenie osi symetrii w geometrii krzywych po-
damy tu metode wyznaczania kierunkéw gléwnych. Ograniczymy
sie do ukladu prostokatnego wspélrzednych; metoda, kt6ra podamy,
daje sie jednak uogélnié z latwodcia na dowolne uklady ukodno-
katne.

Zat6zmy, ze kierunek a:f jest gléwny; wobec tego jest on pro-

‘stopadly do sprzezonmego z nim kierunku o':f’. Zachodzg zatem

réwnoseci

o aa’+f'=0,

(@ atagsp)a’ +(Gsa+assf)f =
(p. wzér (9) z § 55, str. 275). Poniewaz liczby o' i p* nie znikaja
réwnoczesnie, wiec

(2)

a B

|
|

' 1=0.

| @at-af  Gyatasf |
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Na odwrét, gdy zachodzi réwnosé (2), to istniejg liczby o' 1 g’
nie znikajace réwnoczesnie i spelniajace rownosé (1); wowezas a:f
jest kierunkiem gléwnym. :

7 réwnosci (2) otrzymujemy réwnanie wyznaczajace wszystkie
kierunki gléwne:
(3) Uy 503+ (Agp— 1) 2 f— 1y f*=0.

Wyréznikiém tego réwnania jest liczba D, dla ktorej .
(4) 4D:—4(a22—a;l)2—4a?2.

Poniewaz D<0, wiec réwnanie (3) ma zawsze rozwigzania rze-
czywiste.

Gdy D=0, to na mocy (4) jest a,;=a, i a;,=0; krzywa jest
woéwezas kolem, W tym przypadku w réwnaniu (3) znikajs wszyst-
kie wspolezynniki, a wiee jest ono spelmione dla kazdego kierunku
a:p plaszezyzny. Jest to geometrycznie oczywiste, gdyz kazda $red-
nica kola jest jego osia symetrii.

Dla pozostalych stozkowyeh jest D<0, majg wiec one po dwa

" kierunki gléwne. Niech ¢ bedzie katem, jaki kierunek gtéwny tworzy

z osig Ox. Wowezas
o:ff=cosp:sing,

skad przez podstawienie do réwnania (3) dostajemy

Q15 COR% @+ (Agp— 1) COS @SINP—ay,8inp=0
czyli '
2045, C08 20=(ay; —5) SN 2.

‘W przypadku, gdy a,,5 s, jest wige

(5) b 20— 2028
. . Ay — Gy’

Réwnanie to wyznacza oba kierunki gléwne: istotnie, rozwia-
zania @; i @, réwnania (5) o wartodciach od 0 do = zwigzane sa za-
‘leznogeig

‘ Py=01+"/2.

W przypadku zad, gdy a,,=a,,, jest p="T"/4 i 37/,.
' Dla paraboli jeden tylko z dwéch kierunkéw gléwnych jest
kierunkiem Srednicy. Parapola ma zatem tylko jedns of svmetrii.

icm
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Pu]:[kty przecigcia stozkowe] z jej osia nazywamy wierscholkami
stozkowej. )

W ukladzie wspélrzednych, w ktérym osig Orx jest of paraboli,
a osia Oy — styezna w wierzchotku, parabola ma réwnanie

(6) ; ¥—2pr=0

(wzér (15) z § 55, str. 278). Na odwrét, gdy parabola ma w ukladzie
wspolrzednych prostokatnych réwnanie postaci (6), to of Ox tego
ukladu jgst osig symefrii paraboli, a of Oy jest styczna do tej
stozkowej w wierzcholku. Wynika stad, ze istnicje dokliadnie jeden
uktad wspdlrzednych prostokatnych, w ktorym parabola ma réwnanie
ksztativ (6).
.Podobnie, e]ipsa i hiperbola maja w ukladzie swych osi réw-
nania
. ey?

B} 1 dla eli
™ &t = |+ dia eliper,

| —1 dia hiperboli
(wzory (12)-(14) z § 55, str. 277), i z wyjatkiem przypadku kola
istnieje dokladnie jeden uklad prostokainy wspétreednych, w Kiorym
krzywe te majq réwnania postaci (7) (poza ewentualng zamiana osi
Ox i Oy).

Wyznaczanie kierunku osi paraboli z réwnania (3) lub (5) nie

gdzie &=

- jest wygodne, gdyz réwnanie to préez kiernnku osi daje jeszeze

kierunek do - niej prostopadly. Wygodniej wyznaczaé ten kierunek
z réwnania

| pla,f)=0
(p. § 55, str. 276).

§ 57. Wlasnoéci metryczne elipsy rzeczywistej

1. Ogniska i kierownice. Niech ogie elipsy rzeczywiste] beda
osiami ukladu wspéhrzednych; ma wiec ona w tym ukladzie row-
nanie :

| y?

(1) pe + B
W § 50 udowodnili§my (p. str. 245), ze w ukladzie wspébrzed-
nych, ktérego 0§ Oz przechodzi przez ktérekolwiek z ognisk prosto-
padle do kierownicy, a of Oy jest odpowiednio dobrana, elipsa ma
réwnanie postaci (1). Wynika stad na moey ostatniego twierdzenia
z § 56, ze oba ogniska lezg na jednej osi, prostopadiej do obu kie-
rownic. W oznaczeniach z § 50 jest '

1.
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- e b?
@) e=Va—1?, o=, P=3

i ogniska maja wspélrzedne —e,0 i ¢,0. Zatem
{3) 0<b<a.

Na mocy réwnania (1) jest [#]|<a i |y|<b. Elipsa jest wige
wpisana w prostokat o bokach 2a 1 2b.

Liczby 2a i 2b nazywaja sie dtugodciami osi elipsy. Liczba a
nazywa sie pélosiq wielka, a liczba b — pdlosia mata.

Kierownice elipsy maja réwnania :

. C a?
(4) CU::E'C—~

Jak Wiemyfz § 48 (p. str. 242), elipsa jest miejscem geome-
trycznym punktéw, ktéryeh suma odleglogei od obu ognisk jest
stata i wynosi- 2de, gdzie d jest odleglodcia kierownic. '

S Wobec (4) jest

stad za§ 1 z réwnosdei (2) wjfmka, 7

2
2de=2%.% —og.
¢ a

Zatem elipsa jest miejscem geomelryce-

Rys. 98 - nym punktéw, kiorych suma odleglodei

od ognisk jest réwna 2a. :
Twierdzenie to pozwala w dogodny sposéb kresli¢ elipse o da-
nych osiach a i b. Jak wskazuje pierwsza z réwnosei (2), ogniska
mozemy skonstruowaé, zakreflajac z konca $rednicy o diugosei 2b
dwa tuki k6t o promieniach a (rys. 98). Punkty ich przeciecia z osig
2a wyznaezajg ogniska. ' o

Whijajac w ogniska szpilki, na ktérjreh nwigzana jest nitka

o diugodei 2a, i napinajac nitke kodicem otéwka, ktérym wodzimy
po papierze, dostajemy elipse. ,

Odecinki Igczace punkt na elipsie z ogniskami, nazywaja sie
promieniami wodzgoyms tego punktu. ;

Niech d, i d, bedg odleglodciami punktu (z,y) elipsy od jej kie-
rownic. Na mocy (4) jest

2

2 .
(5) r1=sd1=e(%+m)=a—i—ew, ¢z=ed2'=e(%,——m)=a——ew.

icm
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2. Twierdzenia Apoloniusza. W § 15 udowodnilismy, ze elipsa
o pblosiach « i b, gdzie a<d, jest rzutem prostopadiym kola o pro-
mieniu a, lezgcego na plaszezyznie, ktéra tworzy z plaszezyzng
elipsy kat & spelniajacy rOwnanie

cos f=>bfa.

WyprowadzilisSmy stad przedstawienie parametryezne elipsy
(p. str. 76)

(6) =@ cosp, y=Dbsing.

Niech P bedzie punkter elipsy o wspélrzednych (6), a P’ —
punktem kota, ktérego rzutem jest punkt P. Wéwezas kat ¢ ze
wzoréw (6) jest to kat, jaki tworzy promiert OP’ z ta drednica
kota, ktéra jest réwnolegla do plaszezyzny elipsy. Poniewaz éredmice
sprzezone 83 niezmiennikami rzutéw réwnoleglyeh {(jako prze-
ksztalcenn afinicznych), wiee &redniee sprzezone elipsy sg rzutami
§rednic sprzezonych kola. W kole frednice sprzezone sg prostopadie,
bo miejscem geometryeznym Srodkéw cieciw réwnoleglych jest
§rednica prostopadia do tych cieciw. Zatem:

Srednice sprzezone elipsy sa reutami prostopadiych srednic kola.

Oznaczmy teraz przez 2a’ dtugosdé sred-
nicy przechodzacej przez punkt P, a przez
2b" — diugosé frednicy z nig sprzezonej.
Niech ta $rednica sprzezona przecina elipse
w punkcie P, (rys. 99).

Jedli w przedstawieniu (6) punkt P od-
powiada parametrowi ¢, to punkt P; od-
powiada — jak dowiedliémy przed chwily —
parametrowi @-+7/2 lub ¢—7/2.

Rozpatrzmy np. pierwszy przypadek (drugi jest amalogiczny).
Wawezas dla punkbtu P; jest

Rys. 99

Eg

yi=b sin(cp—i—;) =b eosp.

o .
wl-——acos(qa-}—;) =-—asing, 5

J

Stad i z réwnan (6) dostajemy

a’2=$2+92=a2 00'5297+b2 sin’*(p, b’i;w§+y§=a” Singqy-—}—bg OOS”qJ.

Zatem ‘
(7) a'? b 2=at-}b2.

Jest to tzw. pierwsze twierdeenic Apoloniusza dla elipsy,
w my§l ktérego suma kwadraiow dtugosei Srednic sprzgdonych elipsy
jest stata. :
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Wezmy pod uwage réwnolegtobok opisany na elipsie, o bokach
réwnoleglych do dwoéch $rednic sprzezonych (jest on przedstawiony
réwniez na rys. 99). Réwnoleglobok ten jest rzutem analogicznego

réownolegloboku dla kola, a wiee kwadratu opisanego na kole. Pole

takiego kwadratu wynosi 4a?, zatem jego rzut ma pole 4a?cosd=
=4a?bja=4ab. Pole tego rzutu jest wiec stale.

Niech o bedzie katem miedzy $rednicami sprzezonymi elipsy.
Wowezas V
(8) a'b'sinw=ab.

Udowodnilismy tzw. drugie twierdzenie Apoloniusza dla elipsy,
w mysl ktérego pole réwnolegloboku opisanego na clipsic o bokach
réwnoleglych do $redmic sprzesonych jest state.

3. Konstrukeje. Z réwnan (6) wynika nastgpujaca prosta kon-

strukcja punktéw elipsy za pomocy cyrkla i liniatu.

Ze srodka elipsy kreflimy dwa kola
0 promieniach a i b. Jézeli @ i R sg ich
kodcami, to 'réwnolegte do osi elipsy
przez punkty @ i R przecinaja sie
w punkcie P elipsy (rys. 100).

“Rys. 101 przedstawia konstrukeje ©
stycznej do -elipsy za pomocy cyrkla
i liniatu, gdy dany jest punkt P elipsy
i jej osie. Oto wuzasadnienie tej kon-
strukeji:

Niech punkt P elipsy bedzie rzutem
punktu P’ kola o tym samym grodku .
O i o promieniu @ (rys. 102). Rzutem stycznej do kola w punkecie
P’ jest styczna do elipsy w punkecie P. Obie styczne przecinaja sie
w punkcie S wspélnej krawedzi Plaszezyzny  zawierajacej kolo
1 plaszezyzny zawierajacej elipse. Gdy obrécimy plaszezyzne kola

4\

=\

>
P
§ & T

Rys. 101 ¥

Rys. 100

icm
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dokola tej krawedzi tak, aby pokryla sie z plaszezyzng elipsy, to
prosta PP’ bedzie prostopadia do krawedzi.

Majac zatem dany punkt P elipsy, kredlimy kolo wspél-
grodkowe z elipsg o promieniu a. Przez P prowadzimy réwnolegls
do malej osi elipsy i znajdujemy punkt P’ przeciecias sie tej réw-
noleglej z kolem. Konstruujemy styczna do kota w P’ i punkt 8
jej przeciecia sie z wielkg osig elipsy. Prosta PS jest styczma do
elipsy w punkcie P.

W kresleniach praktycznych czesto uzywany jest jeszeze jeden
spos6b wyznaczania punktéw elipsy, gdy dane sa dlugosei 2a 1 2b
jej osi gléwnych.

Wezmy pod uwage odeinek o diu- f

godel a-+-b. Umie§émy go tak, by korice ¢

spoczywaly na osiach elipsy (rys. 103). e

Woéwezas punkt P, dla ktérego |PQj=a s P

i |[PR|=>b, lezy na elipsie, bo z tréj- ] AN

katéw podobnych TRP i SPQ mamy >
— a T
2 2 2 752

y_ISQI_Ve—s g B0 Rys. 103

‘W praktyce na pasku papiern znaczy sie odeinki |[PQ|=a
i |[PR|=D, a nastepnie porusza sie tym paskiem tak, by punkty
@ i R zawsze byly na osiach. W kazdym polozeniu zaznacza sie
punkt P.

Nietrudno tez zbudowaé punkty elipsy, gdy dane sa jej dred-
nice sprzezone. Konstrukeja ta opiera sie na nastepujgeym rozumo-
waniun.

‘Wezmy pod uwage kwadrat podzielony na eztery réwne kwad-
raty (rys. 104) i wyznaczmy tak punkty D i E, by |4AD|=|0E].

A D M A1 2 3 M
/P
\ E
B
4 a g g
§ 0
Rys. 104 Rys. 105

19
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Wéwezas punkt przeciecia P prostyeh 8D i S’E}eZy na klole .Wpisa,-
nym w kwadrat. Dla dowodu zauwazmy, ze tréjkaty OS'E 1 SAD
sa przystajace. Zatem a=p, skad y=6=7t/2—ﬁ=7t/2.~ra. K’ayt przy
P jest zatem prosty, a wiee P lezy na kole o éredn%cy NI _

Wynika stad nastepujaca konstrukeja pu‘nktow kole,u wpi-
sanego w kwadrat: dzielimy odcinek OM grednicy na p réwnych
czefel i numerujemy je w kierunku od O do M (rys. 105).. To samo
robimy z odcinkiem boku AM, numerujge punkty podziatu od 4
do M. Proste }aczace S z punktami boku i proste laczace S’ z punk-
tami frednicy o tym samym numerze przecinajg sie na kole.

Utworzmy teraz rzut réwnolegly figur z rysunkéw 104 i 105.
Srednice kola przejda w Sredumice sprzezone, kwadrat — w rdwno-
legtobok opisany na elipsie, 0 bokach réwnolegtych do tych $red-
nic. Otrzymujemy figury przedstawione na rys. 106 1 107, z kté-
rych jest juz bezposrednio widoczna konstrukeja punktéw elipsy,
gdy dane sg Srednice sprzezone.

A D M
P :
E
s ) S

o

Rys. 106 Rys. 107

Poniewaz figury przedstawione na rys. 106 i 107 zostaly
otrzymane przez rzut figur z rys. 104 i 105, wige wynika stad
twierdzenie: _ '

JeSli na $rednicach sprzeéonych elipsy ebudujemy réwnoleglobok
oraz wyznaczymy punkty B 4 D tak, by (AM,D)=(0M,E), to proste
8D i 8'E przetng sie¢ w punkcie lesagcym ma elipsie, ktérej $redmicami
spraggonymi sq odeinks S8’ ¢ MM'.

4. Biegunowe. Elipsa (1) ma we wsp6hrzednych jednorodnych
réwnanie

2 2
i) Ty 2
EZ—I_ﬁ_mfi:O‘

icm

§ 57 5. Normalna. 201
Zatem
487‘__23:1’. ef 2, #f N
e a = =—2r.
oy a o, b3 Z“x‘g IS

Biegunowa punktu P(y,:y,:y,) ma wiec réwnanie (p. str. 268)

J es'.li'zatem punkt P jest punktem wlaseiwym o wspohrzed-
nych niejednorodnych (2q,y,), to jego hiegunowa ma w tyeh wsp6l-
rzednych réwnanie

(9)

Lo | Yol
o) - )

—1=0.

W przypadku, gdy punkt P(r,,y,) lezy na elipsie, ré6wnanie
to przedstawia styczng w tym punkcie.

5. Normalna. Normalng do krzywej nazywamy prostopadis
do stycznej, przechodzacy przez punkt stycznosei.

‘Udowodnimy, ze normalna do elipsy w punkecie P jest dwu-
sieczng kata miegdey promieniami wodzqeymi 7, i v, tego punkiu.

Z twierdzenia tego wynika na podstawie prawa optyki o réw-
nosei kata padania i kata odbicia, ze promienie $wietlne z ogniska
F, po odbiciu sig od zwierciadla eliptycznego skupiajs sie w dru-
gim ognisku F,.

Oznaczmy przez ¢ punkt prze-
ciecia normalnej w punkcie P{x,,¥,)
z wielkg osig elipsy (rys. 108). Ponie-
waz réwnanie (9) przedstawia styczng,
wiec normalna ma réwnanie

LTy _ Y—¥Yo,
%o Yo
a2 b2

Podstawiajac tu y=0, otrzymujemy odecietg punktu €, a mia-
nowicie z;=u,(1—b%/a*)=u,6%/a? skagd
Xy R

FQl=et+ D0 =S (atem),  1FQl= 25 —c=Ta—e).

Na mocey réwnai (5) mamy wiec
IFIQI:IF2Q1571:7”2:
a stad wynika réwnosé katéw F,PQ i F.P@, c. b. d. o.
19*
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6. Wnetrze i zewngtrze. W § 48 zostalo okreslone wnetrze
i zewnetrze stozkowej. DowiedliSmy tam, ze odecinek .laczacy dwa
punkty wnetrza stozkowej lezy catkowicie ‘wewnatrz niej i ze kazde

dwa punkty zewngtrza stozkowej daja si¢ polaczyé lamana, lezaca -

calkowicie zewnatrz niej. Ognisko lezy wewnatrz, a kierownica ze-
wnatrz elipsy.
Udowodnimy teraz, ze
(10) oy <0 dla pu'nkto”w wnetrza,
' b2 >0 dla punkiéw zewngtrza.

W tym celu przyjmijmy oznaczenie

By
f(w,y)::a/—é b?‘ 1.
W ognisku F(c,0) jest
é b2

Niech teraz P(z,,¥,) bedzie dowolnym punktem wnetrza. Po-
niewaz punkt ten nie lezy na elipsie, wiec f(2,¥,)0. Przypusémy,
ze f(x,,y,)>0. Funkeja f(z,y) jest ciggla na odcinku lgczacym P
z ogniskiem F. Jezeli wige na krafcach tego odeinka wartosci jej
majg znaki przeciwne, to w pewnym punkeie wewnetrznym odcinka
FP musialoby byé f(z,y)=0, chociaz zaden punkt wewnetrzny tego
odeinka nie lezy na elipsie. :

Podobnie dowodzi sie drugiej z nieréwnodei (10), biorae pod
uwage, z6 w punkcie przeciecia kierownicy z osig 2 jest

a? a? b2
i(50)= 5 —1=5>0
i ze kazdy punkt zewnetrza mozna z tym punktem polaczyé la-
many nie przecinajaca elipsy.

Udowodnimy, ze z kasdego punkiu letacego sewnatre elipsy
mogna poprowadzi¢é do miej dwie styceme rreczywiste, z punkiu zas
lezqeego wewnatre — dwie stycene nierzeczywiste.

W tym celu nalezy zbadaé punkty przeciecia biegunowej (9)
punktu Py(z,,y,) z elipsa (1). Eliminujac y z obu réwnan, otrzy-
mujemy

(11) ! (ma+g§)w2-2—%’m+(1—@)=0.

?t—?‘ E b2 a’?

icm

(12) 7' =az,

§ 57 7. Pewna wlasnosé przeksztalcen afinieznyeh. 293
Niech D bedzie wyréznikiem tego réwnania; wéwezas
2 2\ / 2y 2 2 2 2
wn=(2 81 o R e
a= b" aﬁ bz a‘_’ b:’.‘
Jesli zatem punkt P lezy wewnatrz elipsy, to D> 0 i réwnanie
(11) ma oba rozwigzania nierzeczywiste. Jesli zag punkt lezy zew-
nagtrz elipsy, to D<0 i mamy dwa punkty rzeczywiste styeznosei.
Wnetrze i zewnetrze stozkowej bylo okreslone w § 48 tylko dla

" punktéw wlasdciwych (str. 236). Przyjmujge ostatnio udowodniong

wiasnosé za definicje dla punktéw w co, otrzymujemy okreslenie
wnglrza i zewnglrza stoskowej w petnej plaszczyinie rzutowe;.

Pojecia wnglrza i zewngirza stoikowej sq niezmiennikami prae-
ksatatcery afinicznych rzeczywistych. Przeksztaleenie takie przepro-
wadza bowiem punkt, z ktérego mozna poprowadzié dwie styczne
rzeczywiste do stozkowej w punkt, z ktérego moina poprowadzié
dwie styczne rzeczywiste do jej obrazu.

( 7. Pewna wlasno$é¢ przeksztalcer afinicznych. Niech T
bedzie przeksztatceniem afinicznym plaszezyzny I7 w plaszezyine I7'.
Udowodnimy, ze w plaszczyznach tych moina tak dobrad uklady
wspbtraednych prostokainych Oxy i O'z'y’, by przeksztalcenie T wy-
razato sie przez réwnosci

y=1y, gdzie o>0 i >0.

W tym celu weimy pod uwage na plaszezyinie II dowolne
kolo K o érodku O i promieniu +. Obrazem jego jest pewna elipsa
K' o frodku O’ (rys.109).

vy vl

Ny

Rys. 109
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Obierzmy za uklad wspblrzednych O0'z'y’ uklad osi tej elipsy.
Osie te sa obrazami dwéch Srednic sprzezonych kola czyli dwéch
grednic prostopadlych; obierzmy je za osie ukladu Oxy.

Oznaczmy punkty przeciecia osi Oz z kotem K przez P, i P,,
a ich obrazy przez Pi i P. Nadajmy osiom Oz i O'x’ takie
zwroty, by punkt P, mial wspélrzedne (r,0), punkt P; wspélrzedne
(a,0) itd. Wowcezas przeksztalcenie afiniczne
,_ b

y=;y

, a
(13) ‘ o=,
przeprowadza P, w P; dla k=1,2,3,4. Poniewaz przeksztalcenie
(13) przeprowadza cztery punkty w te samg czworke punktéw, co
przeksztatcenie T', wiec na mocy twierdzenia dowiedzionego w § 29,
str. 143, jest ono identyczne z T, c. b. d. o.

Punkt O byt w tym dowodzie dowolnym punktem plaszezy-
zny. Wynika stad, ze jesli przeksztalcenie T' nie jest podobien-
stwem, to w kazdym peku o wierzchotku whadciwym O istnieje
dokladnie jedna para prostych prostopadiych, przechodzgca w pare
prostych prostopadiych. Zatem: :

Jesli preeksztalcenie afiniczne przeprowadza dwie pary prostych
prostopadlych o wspélnym punkeie przecigcia w pary “prostych pro-
stopadiych, to jest podobienstwem.

Jest to uogdlnienie twierdzenia z § 29, str. 148, w mysl ktoére-
go jedli przeksztatcenie afiniczne przeprowadza choéby jedno koto
w kolo, to jest podobieristwem. Zalozenie bowiem, Ze jedno koto
o $§rodku O przechodzi w kolo, jest réwnowazne zalozeniu, Ze proste
prostopadie przecinajace sie w O przechodza w proste prosﬁopadle
($rednice sprzezone kota sg prostopadie).

Przeksztatcenie

&' =ox, y'=y

plaszezyzny w samsg siebie nazywa sie dylatacjq czyli rozszerzeniem
w kierunku osi Oz o wspélezynnikn rozszerzenia o.

7Z udowodnionego twierdzenia wynika, Ze kazde przeksztal-

cenie afiniczne plaszezyzny w samg siebie daje sie zlozyé z izometrii

(przeprowadzajace] uklad osi Oxy w. uklad osi O'2'y’) i dwbch
dylatacji. : ‘

Jesli obie dylatacje maja ten sam wspélezynnik rozszerzenia,
to przeksztatcenie jest podobienistwem. )

icm
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§ 58. Wlasnosci metryczne hiperboli

1. Ogniska i kierownice. Hiperbola w ukladzie swych osi jako
ukiadzie wspéhrzednych ma réwnanie (

3}2 ?]2
(1) E,:'—b—g=1.

O§ Oz przecing hiperbolg w dwoch punktach rzeczywistych
(a,0) i (—a,0), a 08 Oy —w dwdéch punktach nierzeczywistych.
Dlatego Ox nazywa sie osiq rzeczywisiq, a Oy — nierzeczywista.

Obsa ogniska hiperboli lezg na osi rzeczywistej; majg one

wspohrzedne —e¢,0 i ¢,0. Zachodzg tutaj réwnodei

Y e ¢ b2
@) _ e=Va*Fb2, o= p=_
Kierownice hiperboli maja réwnania
a2 a?
(3) 53—*——0-7 m——c—-

Hiperbola jest miejscem geomeirycenym punkiéw, kibrych réinica
odlegtosci od ogmisk wynosi +2a. Promienie wodzace hiperboli maja
diugosei v

e
ro=eds=¢e (:za— "E) =L — 0.

7

2
(4) ri=ed;=e (m—[— %):em—{-a,

2. Hiperbola w ukladzie asymptot. Przyjmijmy asymptoty
hiperboli za osie ukladu wspélrzednych. Wéwczas frodek hiperboli
jest poczatkiem tego ukladu, a zatem w jej réwnanin nie wystepuja
wyrazy pierwszego stopnia (p. wzér (5) z § 55, str. 274). Para
asymptot jest wieec przedstawiona przez réwnanie

0y 02420, 2Y 100 y*=0.

Ale para ta (jako para osi Oz i Oy) ma rownanie xy=0. Za-
tem a,;=a,,=0. Dostajemy réwnanie hiperboli w postaci
‘ass%‘.

205 ; ’

‘Zmieniajac ewentualnie zwrot jednej z osi, widzimy, zZe W tym
ukladzie wspolrzednych mozemy przedstawié hiperbole réwnaniem
(5) oY =k,
gdzie & jest staty zalezng od hiperboli.

TY=—
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7 przedstawienia tego wynika, ze odleglosé punkiv na hiperboli
od asymptoty maleje do zera, gdy punki oddala sig nieogramiczenie.
Mamy bowiem (p. rys. 110) '
k?siny

d=y siny= )
a wige d—0, gdy x—oo.

¥

Rys. 110

Rys. 111

Udowodnimy, ze pole tréjkata utworzonego préez asymptoty i do-
wolng stycanag jest state (p. rys. 111).
Istotnie, styczna ma réwnanie

(6) y1w+m1y#9k27

gdzie (@q,y;) jest punktem stycznodei. Stgd znajdujemy wspol-
rzedne punktow B i @, w ktérych ta styczna przecina osie Oz i Oy.
2 2 .
Dostajemy R(%@_’O) iQ(O,f;k ) Pole tréjkata wyraza sie wiee
1

Wzorem

1 2F* 2k® k. k. .
5 in ———§iny =-=giny = k?siny,
2 Y1 I Z1Y1 k

¢. b. d. o.
3. Hiperbola w ukladzie $rednic sprzezonych. Przyjmijmy

teraz za osie ukladu wspéhrzednych dwie $rednice sprzezone. Wéw-
czas hiperbola ma réwnanie (p. wzér (13) z § 55, str. 277)

_ ( z? g2
(@ e

1.

. Wynika stad, ze z dwéch frednic sprzezonych jedna przecina
hiperbole w punktach rzeczywistych (o§ Ox), a druga w punktach
nierzeczywistych (o§ Oy).- '

§ 58 3. Hiperbola w ukladzie érednic sprzezonyel. 297

Para asymptot hiperboli (7) ma w przyjetym ukladzie wspél-
rzednych réwnanie
,'1;2 2
@®) =0,
poszezegélne za§ asymptoty majg réwnania
&L ¥y X Y
9) ?"'?—‘03 ?i,"f‘z,—:O

Asymptoty dzielg plaszezyzne na dwie pary katéw wierzchol-
kowych. Srednice przecinajaee hiperbole w punktach rzeczywistych
przebiegaja w jednej parze tych katéw,
grednice za$§ przecinajace hiperbole
w punktach nierzeczywistych — w dru-
giej parze tych katéw (rys. 112).

‘W réwnaniach (7) 1 (8) wystepuja
jedynie kwadraty. Wnosimy stad, ze
zar6wno hiperbola jak para asymptot
wycinaja na dowolnej prostej réwno-
legltej do osi Oy odeinki, ktére maja
wipdlny srodek, lezacy na osi Ox. Stad
wynika w szezegblnofei, ze (rys. 112)

AB=0D, A'P'=P'B",

A wiec: odcinki dowolne] proste) zawarte miedzy hiperbolg
a asymptotami sq réwne. Odcinek stycznej zawarty miedzy asympto-
tami jest przepotowiony preez punkt stycznodei.

) Wynika stad nastepujaca prosta kon-
strukeja punktéw hiperboli, gdy dana jest
jej para asymptot i jeden punkt P. Przez
punkt P prowadzimy dowolng prosta prze-
cinajaca pare asymptot w punktach § i 8,.
Wyznaczamy na niej punkt P; tak, by
P.8,=8P. Wéwezas P; jest punktem hi-
perboli. Z otrzymanym punktem postepu-
jemy w ten sam sposéb dalej (rys. 113).

Nie podaliémy dotychezas znaczenia geo-
metrycznego statych a’ i b w réwnaniu (7).
Stala 24’ jest réwna odlegtodei punktéw
przeciecia osi- Oz’ z hiperbola. O§ Ox" jest t3 ze drednie, ktéra
przecina hiperbole w punktach rzeczywistych.

Stad liczbe 2a’ nazywamy dlugosciq Srednicy rzecaywistej.

Rys. 113
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Natomiast liczba 20’ jest réwna diugosei odcinka stycznej
w punkcie P, lub P,, zawartego miedzy asymptotami (rys. 114).
Podstawiajac bowiem wx=a’ do (8),
dostajemy y=-4b’, skad wynika, ze
1Q:Q2[=20".

Niech ¢ bedzie katem miedzy $red-
nicami sprzezonymi, ktére przyjeliémy
za osie wspbhrzednyeh. Wowezas pole
réwnolegloboku 0:19.9:Q, wynosi
4a'b'sing. Z drugiej strony pole to
jest réwne poczwérnemu polu tréjkata
0Q1Q;, ktére — jak widzielidmy (p. str.
296) — jest state dla jednej i tej samej
hiperboli. Zatem a'd'sing jest liczbg
staty. W szezegllnodei, dla ukladu osi gléwnych hiperboli, liczba
ta réwna jest ab, a tym samym '

(10) a'b’sinp=ab.

Rys. 114

Jest to twierdzenie analogiczne do drugiego twierdzenia Apo-
loniusza dla elipsy. '

Zachodzi-réwniez twierdzenie analogiczne do pierwszego twier-
dzenia Apoloniusza dla elipsy, a mianowicie

(11) 1 @ —b2—g?pe,
Istotnie, niech » bedzie katem miedzy asymptotami. Wowczas
0P, +P,Q;=0Q,, - OP,—P,Q,=00,
(suma wektorowa), skad dla iloczynu skalarowego
(OP1+P1Q2) (O—Pl“P1Q2)=OQ2'OQ11
|OP,P—|P.Q, 2=]0Q5|*|0Q, | -cosv.
Zatem
(12) 0% —b"=100Q,|-|0Q, | sin»-ctgy.

Liczba %{0Q,|-|0Q,| sinw jest réwna polu tréjkata 0Q.Q,,
@ wiece jest stala dla danej hiperboli. Zatem ze wzoru (12) wynika
r6wnogé (11). ‘

Zupelie podobnie jak dla normalnej do elipsy, dowodzi Si(—g,' ie

styczna w punkeie P do hiperboli polowi kat migdey promientamsi wo-
dzaeymsi tego puniiu.

icm
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‘W § 57 podalismy konstrukeje punktéw elipsy za pomoca dwdch
pekdéw przecinajacyeh sie prostych, gdy dane 83 dwie rednice sprze-
zone tej elipsy.

Podobna konstrukeje mozna wykonaé¢ dla hiperboli. Pomijamy
ja tu jednak jako nie nadajaca sie do praktycznego uzytku, ponie-
Wwaz wymaga wyznaczanis punktéw przeciecia sie prostych tworza-
cych bardzo ostre kgty. Teoretycznie zhadamy takie konstrukeje
szezegblowo w § 90.

4. Wnetrze i zewnetrze. Podobnie jak dla elipsy, dowodzi sie
dla hiperboli, ze z kaédego punkiu zewngtrznego moina poprowadzic
do hiperboli dwie styczne rzeczywiste, a @ kasdego punkiu wewneirz-
nego — dwie stycene zespolone sprzesone.

Dla punktéw wladciwyeh wnetrze hiperboli o réwnaniu (1) jest
zbiorem punktéw (z,y) okreslonych przez nieréwnodé

S —%-1<,
a zewngtrze — przez nierdwnoié przeciwng.

Srodek hiperboli lezy zewnatrz niej.

§ 59. Wlasnosci metryczne paraboli

Wezmy pod uwage w ukladzie prostokgtnym wspéirzednych
Ozy parabole o réwnaniu
1) ; 42 —2pr=0.

Osig tej paraboli jest o§ Oz. Tak jak poprzednio, wynika stad,
ze ognisko paraboli lezy na jej osi i ze kierownica jest prostopadia

. , p .

do osi. Ognisko paraboli o réwnaniu (1) ma wspélrzedne P 11 io,
a kierownica ma réwnanie

(p. § 50, str. 246). Poniewaz dla paraboli jest e=1‘ {p. §4.8,
str. 239), wiec ognisko paraboli ma wspélrzedne p/2 1 0, a Ke-

. Townica ma réwnanie

SRl

(2) #=-
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Izydor z Miletu* wynalazt nastepujacy sposéb kreflenia pa-
raboli za pomocy tréjkata i nitki. Trojkat prostokatny przesuwamy
przyprostokatng AC wzdluz kierownicy (rys. 115). Do wierzcholka,
B przymocowana jest nitka o dlugodci AB; drugi koniec nitki jest
umocowany w ognisku F. Podezas ruchu
tréjkata napinamy oldwkiem nitke tak,

prostokatnej AB. Woéwezas P zakreila
tuk paraboli, gdyz

| 4P| +|PB|=|4B|

oraz

| FP|+|PB|=|4AB|,
wiee

Rys. 115

|AP|=|FP|.

Podobnie jak dla lewych stron réwnan kanonieznych elipsy
i hiperboli, dowodzi sie dla paraboli, ze

!<O dla punktéw wewnetrznych,

y?—2po .
1>0 dla punktéw zewnetrznych.

Wszystkie punkty w oo lezg zewnatrz paraboli, z wyjatkiem
jej punktu styeznosci z prostg w oo.
Biegunowa punktu wiadciwego P(zo,y,) ma réwnanie

(3) YYo—p (@ +54)=0

i gdy punkt P lezy na paraboli, réwnanie to przedstawia styczng.
Z kazdego punkiv ledqcego zewnqtrz paraboli mosna poprowadeid
do wiej dwie styczme rzeceywiste, a z kaidego punkiu wewngtranego —
dwie styczne zespolone spraegione. ‘
Rozwigzujae bowiem uklad réwnan (1) i (3) przez eliminacje
zmiennej x, otrzymujemy réwnanie ‘

Y32,y +2p2,=0 o wyrézniku = D=2pz,—ys.

) Jesli wiec punkt P lezy zewnatrz paraboli, to D<0 i réwna-
nie ma dwa rozwigzania rzeczywiste. Biegunowa (3) punktu P
przecina wéwezas parabole w dwoéch punktach rzeczywistych, wiec

z punktu P mozna poprowadzié do paraboli dwie styezne rzeczywiste.

*Izydor z Miletu (VI w. n.e.), matematyk i architekt grecki.

by jego koniec P znajdowal si¢ na przy--

icm
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Roéwnie tatwy jest dowéd w przypadku, gdy P lezy wewnatrz
paraboli.

Z réwnania (3) wynika, ze punkt przecigeia stycznej z osiy Ox
ma odcigty #=—ux, Na tym opiera si¢ prosta konstrukecja stycznej
do paraboli w jej punkcie P, gdy znana jest o§ paraboli {rys. 116).
Znajdujemy rzut P’ punktu P na of, a nastepnie od wierzcholka
O odcinamy wektor OQ=—O0P’. Prosta QP jest styczng.

Rys. 116 ilustruje zarazem inng
jeszeze wlasnogé paraboli. Poniewaz 4
odleglo§é punktu P(xzg,y,) paraboli od
kierownicy (2) wynosi z,+p/2, wiee dla |
promienia wodzacego FP zachodzi réw- ‘ L
nosé Q ONF P’ "
(4) |FP1=r=%+m,,.

Poniewaz za$ |0Q|=1x, wiec
| FQ | =p[2-+wo=|FP]. e 10
Trojkat FQP jest zatem réwnoramienny. Stad wynika, ze kat
miedzy styczng a promieniem wodzaeym jest rowny katowi miedzy
styezna a osig, ktéry z kolei jest r6wny katowi miedzy styczna
a ¢rednicg w punkcie P. Zatem pek promieni gwietlnych wystanych
z ogniska F przechodzi po odbiciu sie od paraboli w pek réw.no-
leglych do osi. Na tym polega zastosowanie zwierciajde} paraxbohez.-
nych w reflektorach. Majg one ksztalt pambolmdy‘ cforotowe;2
tj. powierzchni, ktéra powstaje przez obrf’)t paraboli dokqm osi
(p. § 61, str. 321). Zrodlo Swiatla umieszeza
¥ -sie 'w ognisku.
Nastepujaca konstrukcja pozwala
w praktyce kresli¢ punkty pamboh", g{ly
9 _ 5 dana jest frednica i styczna, ktérej kie-
runek jest sprzezony z ta §rednicg.
0(0.kn) R Obierzmy za osie Ox i Oy parg pros-
“% P(n,a)
Rys. 117

tych skosnyeh (rys. 117 ). Ustalmy pros.taj
" y=a rownolegly do osi Oz i mna mej
obierzmy punkt P(n,a), gdzie 7 jest
gmienne. Nastepnie na osi Oy wyznaczmy
punkt Q(0,kn), gdzie k jest state. Prosta OP ma r()mme( Y =ax.
Prosta réwnolegla do osi Oz 1 przechodzaca przez punkt @ ma
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réwnanie y==Fky. Z tego wynika dla punktéw FE(z,y) przecigcia obu
prostych réwnanie y*=Fkaz. Miejscem geometryeznym punktéw R
jest wiec parabola, ktérej frednicg jest o§ Oz i styczna of Oy.

A zatem, gdy dane sg srednica Ow, styczna Oy i dowolny punkt
paraboli P, prowadzimy przez ten punkt réwnolegta PS do Srednicy
Ox az do punktu jej przeciecia S z styczng Oy. Odeinek SP dzielimy
na n réwnych czedci (n dowolna liezba naturalna) i tak samo dzie-
limy odcinek O8. Przez punkty po-
dziatu odeinka 08 kredlimy réwnolegle
do osi Oz; punkty za$ podziatu odcinka
SP 1gczymy z O. Proste obu pekéw
przechodzgce przez punkty o tych sa-
mych numerach przecinaja sie na pa-
raboli. )

Mozemy oczywidcie przediuzyé te

Y1 X X~ konstrukeje poza punkt P, odcinajac -
2 3 4 na prostej] SP odecinki o diugodciach
Rys. 118 |8P|/n i nadajac im numery mn--1,

n+2,...
poza punkt §, nadajae punktom numery —1,—2,...
postepujemy na ogi Oy. °

Mozemy ja tez przedtuzyé
Podobnie

Udowodnimy jeszcze, ze krzywa dajqca sig przedstawié parame-
frycenie w postact

(8) w=ayta;i-ta,?, Y=bo+bit+b,t?  gdeie ayby—b,a,740,

jest parabola i na odwrét, kasda parabola daje sie w ten §poséb przed-
stawit parametrycznie.
Dotyezy to tylko punktéw wiadeiwych.

Istotnie, parabola I' o réwnaniu y*=z ma przedstawienie
keztaltu (5):

() o=t,
Parabole te mozna przez przeksztalcenie afiniczne postaci
(M z'=ay+a,5+ayy, Y =bo+b,z-+b Y gdzie a;b,—ayb, 0,
przeksztaleic w kazda z gory dang parabole I”. Przedstawienie jej

otrzymamy, podstawiajac wartosei (6) do réwnan (7). Otrzymujemy
wowezas (5).

Na odwrét, gdy dana jest krzywa I" o przedstawieniu (5), bie-
Tzemy pod uwage przeksztalcenie afiniczme (7 ) 1 widzimy, ze I
jest obrazem afinicznym paraboli I'. Zatem i I jest parabola.

y=t.

I

icm
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8§ 60. Niezmienniki L, L i I

1. Twierdzenie pomocnicze. Jesli réwnania

f(m:f’/):oa - gz, y)=0
praedstawiaja jedng © tg samg stozkoweq, to
1) f@,y)=0g(x,y),

gdzie o jest stalg rézng od 0.

Dowdéd. Ograniczymy sie do przypadku, gdy réwnania przed-
stawiajg elipse; w pozostalych przypadkach dowéd jest analogiczny.

Niech Oz’y’ bedzie ukladem osi tej elipsy. Przechodzac do
ukladu wspéirzednyeh Ox'y’ przez przeksztalcenie wspéirzednych
(2) B=0-+by, 8" +b1y’, Y=b+be " +bsy’,
dostajemy réwnania tej elipsy w postac

e, ))=h,y)=0, g(@,9)=¢(",y)=0.

Z drugie] strony, poniewaz za osie ukladu wspéhrzednyeh Ox'y’
przyjelismy osie elipsy, wiee te réwnania sg W nim postaci
(3) fi@y)=aw+py?+y=0, g1('s Y )=, 22+ By + y,=0.

Z roéwnan (3) dostajemy odciete punktdw przeciecia z osiag Oz':

1/ 7

=y —

1 'l// Y1
+ _—
a oy

Poniewaz sg to odciete tych samych punkitéw, wiee

Y _ N

a0
Podobnie dostajemy dla rzednych punktéw przeciecia z osig Oy:
Y_ 7

B B ‘
Zatem a:f:y=a,:0;:y:, skad na mocy (3)
i fl(m’,y')gggl(x”y’),
a stad przez podstawienie odwrotne do (2) otrzymujemy tozsamosé
(1), e. b. d. o. ) ‘
2. Pelny uklad niezmiennik6éw stozkowej. Przyjmijmy za Oy
dowolny uklad wspélrzednych kartezjatskich (prosto- lub u}méno-
katnych), ktérego wektory podstawowe na obu osiach majs dhu-
gosé 1. :
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Rozpatrywaé¢ bedziemy stozkowe, dla ktérych jest speliony
przynajmniej jeden z warunkéw v

) , 40,  A50,

a wiec stozkowe wlasciwe i pary przecinajacych si¢ prostych.
Niech lewa strong réwnania stozkowe] w przyjetym ukladzie
wspolrzednych bedzie wielomian

(5) f@,y)=an0* 12010y + 05 Y 20135+ 2093Y + 3.
Jesli przyjety uklad wspéhzednych jest prostokatny, to nie-

zmiennikami wielomianu (5) przy przejsciu do innego ukladu pro-

stokgtnego s (p. § 51, str. 251) wspdlezynniki réwnania charakte-
rystycznego oraz a ezyli liczby i
(6) Iy =01+ s, I,=4, I,=4.

Kazda z liczb (6) jest wielomianem jednorodnym wzgledem
wspdlezynnikéw wielomianu (5); wskadnik k=1,2,3 jest zarazem
stopniem wielomiany I.

W ukladach wspéh‘zednyeh prostokatnych liczby (6) sq réwnies
niezmiennikami wielomionu (5) wegledem izometrii.

Zbadamy obecnie, jaki ksztalt przybieraja niezmienniki (6)
przy przejsciu do uko$nokatnego ukladu wspéhrzednych. Jesli za-
leznogei miedzy wspdlrzednymi obu ukladéw majg wyznacznik D
1 wielomian (5) przechodzi w wielomian

(1) 9(37’7?/’)"Eb11$'2+2b1233[?/'”H’zz?/'z+2b13m/+2b23y’+b33
o wyréznikach A’ i A', to (p. wzér (16) z § 51, str. 251)
A=D A,  A=DX,

skad wobec (6)
(8) I,=DA, I,=D4".

' Gdy uklad Ox'y’ jest ukosnokgtny o kacie » miedzy osiami,
weimy pod uwage uklad prostokatny Ozy o tej samej osi odcietych
I tym samym poczatku. Wéwezas

(9) m'—:.x._-yetgv’ y,:_?j_’ _D:-l._.,
Sy siny
Poniewaz gz y')=f($ ) wiee podstawiaiae (9) do (7 )
mujemy (5). Stad i e jac (9) do (7), otrzy
COS » b22

ayy==b
11 11y S]‘_n?'p Sinzw y

(l22=b11 Gtgzil —gblg

icm
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a zatem

_ byytbas —2bco8y

Ii=a;;+as P
Sm=y

Stad i z (8) dostajemy twierdzenie: ;
‘W ukognokatnych ukladach wspélrzednych niezmienniki:

T =b11+ b22—2b120031’, ‘ . Ebu bis
' Sinz'l’ 2 Siﬂzﬁ’!bg]_ bzg !
(10)
%bu bis bis |
1 |
== | b» b b i
I sin% 21 g2 =
[bs1 bss bss |

wielomianu (5) wagledem izometrii sq iez niezmiennikami wiclomiony
(B) wegledem dowolnej zmiony ukladu wspdlrzgdnych kartezjahskich,
zachowujgeych dtugosé 1 wekioréw podstawowych.

Liczby (10) nie sg jednak niezmiennikarni stozkowej. Gdy bo-
wiem obie strony jej réwnania pomnozymy przez p, to wszystkie
wspolezynniki pomnozg sie przez g, & wige niezmiennikami wielo-
mianu, stojacego po lewej stronie nowege réwnania, bedg liczby
(11) Li=el;, Li=¢l,, Ii=¢l,  gdzie 0.

Udowodnimy, ze dwie stoskowe I' i I'" o niezmiennikach I i Iy,
gdzie k=1,2,3, sa preystajace wiedy i tylko wiedy, gdy speinione sq
warunkt (11).

Zalbimy wpierw, ze stozkowe I'i I” sg przystajace. Niech I,
beda niezmiennikami wielomianu z rownania pierwszej z nich,
a I, niezmiennikami wielomianu z réwnania drugiej (k=1, 2,3).
Niech izometria T przeksztatca I' w I". Wéwezas réwnanie krzywej
I' przechodzi w ré6wnanie krzywej I" i niezmiennikami nowego réw-
nania s nadal liczby I;. Na podstawie twierdzenia pomocniczego
kazde inne réwnanie krzywej I dostaniemy, mnozac to nowe réw-
nanie przez stata p£0. Ale wéwezas zachodzg warunki (11). Tym sa-
mym jest dowiedziona ich koniecznosé.

Na odwrét, zatéimy, ze dla stozkowych I' i I” spelnione s§
warunki (11). Mnozge réwnanie stozkowej I' przez o, otrzymujemy
dla obu stozkowych réwnania o jednakowych niezmiennikach. Te
game niezmienniki dla obu stozkowych otrzymamy tez, przef;ho'—
dzac do nowego ukladu wspélrzednych. Wystarezy zatem dowiedé,
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ze wspdlezynniki réwnania kanonicznego stoskowej zaletq jedymie od
niezmiennikow.

W tym celu rozréznimy dwa przypadki:

1° I,#0. Réwnanie kanoniczne przybiera woéwezas postad
{p. wzor (14) z § 52, str. 255)

et

A2 A, 1y2 4 =0
1 2 2=
Poniewaz
31‘1‘22:@11“1‘“22:11: 1112;—“4:127 Z=Is;

wigc — jak widzimy — wepblezynniki 1,4, i Z/A 83 tu wyzna- .

czone przez niezmienniki I.,7, i I,. ,
2¢ I,=0. Wéwezas stozkowa jest paraboly i jej réwnaniu
kanonieznemu mozna nadaé postaé (p. wzér (22) z § 52, str. 257)

2oy +2p, 2=0.
Tu wiec

11=A=a11+a'22=lg; Iazz‘:—lng,

a zatem A,=1, i pl——-]/:;ﬁ, skad
1

?&i= —1I
L=V,
1 znowu réwnanie kanoniczne jest Wyznaczone przez niezmienniki,
Warunki (11) sg wiec dostateczne, ¢. b. d. o.

Tak wige niezmienniki I,, I,, I, wyznaczajg ksetali stozkowej.
Dilatego uklad tych trzech niezmiennikéw nazywamy petnym ukla-
dem nieemiennikéw stozkowej. .

Z (11) wynika, ze
(12) IS:I5:I2=15:13 . 12,

_ | b
=17

Jest to warunek - konieémy, lecz nie dostateceny p
dwéch stozkowych. Np. dla két o réwnaniach

'7’2'{_?/2*1:07

zachodzi réwnpéé (12), chociaz krzywe te nie sg przystaj@ee; nie za-
chodzg natomiast warunki (11). Tak samo jest dla hiperbol

rzystawania

P yr+1=0

;l"- yZ «T“’ y2
@ P =4, a—z'"g;-'r1=0.

icm
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Rozwazymy obecnie kilka przykladéw zastosowar niezmien-
nikéw I,. Wezmy pod uwage kolo o réwnanin

22E 2 — =0
w ukladzie prostokgtnym wspéhrzednych. Tu
I,=2, I,=1, Ig=—r2

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, by réwnanie postaci
(13) F(@,Y) = 013 2%+ 205, 2y + Ao I L2130 205 Y+ Azy =0
przedstawiato w kartezjanskim ukladzie wspolrzednych kolo o pro-
mieniu 7, jest wige, zeby dla pewnego 940 zachodzily réwnosei

1,=2g,

Pierwsze dwie z nich stanowiay warunek, by réwnanie (13)
przedstawialo kolo, a gdy wyznaczymy z nich p, to trzecia wy-
Znacza promien r.

7Z pierwszych dwdéch wynika, ze

I;—41,=0,

—_— — B a2
Iy=¢®  Iy=—0%"

czyli ‘

(@11t @se—2a4, CO8 V)gj‘" 4 (011005 — a3,) 8in2y=0,
skad .
(@11—ss)? SI02 ¥ +[281, — (811 + Ass) COS 7] =0

Otrzymujemy wiee nastepujacy warunek konieczny i wystar-
czajacy, zeby réwnanie (13) przedstawialo kolo:

Ay =05, Oys=0,;COS 7.

Jako inny przyklad rozwazmy pare przecinajacych sig¢ prostych.
Wobec I,=0 z réwnoscei (9) dostajemy jako warunek konieczny
i dostateczny przystawania dwéch par prostych rzeczywistych
réwnosé

I3 1 T R
G L7G

7 drugiej strony, warunkiem na to, by dwie pary pm&fiyeh rze-
czywistyeh byly przystajace, jest réwnoé¢ katéw przez mie utwo-
rzonych. Wzér (14) poeiaga wiee za sobg réwnosé katéw. o

Mozna to réwniez udowodnié geometryeznie. Jesli bowiem jed-
ng prosta przyjmiemy za o Oz, a druga za os Oy, to para tych
prostych bedzie miata réwnanie
(15) xy=0.

20%
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Dla tego réwnania jest wiec

oSy 1

(16) 11="‘

- 9 - " ¢
sin%y 4 gin?y

Roéwnodei (16) nie wyznaczaja kata » w kazdym ukladzie wspél-
rzednych. Wyrazaja one bowiem kat » przez wspétezynniki réwna-
nia (15), a gdy pomnozymy réwnanie (15) przez ¢+0, to para pro-
stych sig nie zmieni, lecz réwnodel (16) przestang byé prawdziwe.

Natomiast stosunek I3/I, nie zalezy od 0. Wobec (14) jest on
niezmiennikiem stozkowej niezaleznym od wspélezynnika ¢ i na-
zywa sie niezmiennikiem absolutnym. :

Z (16) otrzymujemy

_ L 4I
{17) tgPy=— _f_f-,
ezyli

) T
(18) tgy=-4 V=5 o

1

Réwnosé (17) wyjasnia znaczenie geometryczne warunku (14)
W szezegblnosei dla pary prostych' w ukladzie wspéirzednych pro-
stokgtnych jest
g
2V a1p— 0110,
Oyy 0y

(p. wzér (19) z § 55, str. 278). A wiee dla prostopadiosei pary pro-
styeh potrzeba i wystarcza, by ’

(19) tgr= &

1+, =0.

; Jako trzeci przyklad zastosowania niezmiennikéw podamy
Jednolity dowéd twierdzeri Apoloniusza dla elipsy i hiperboli.
W tym celu wezmy ich osie za osie ukladu wspolrzednych. Réwna-
nia obu stozkowych przybiora wiec postaé

e 2 T
(20) ~2—{—e%b/—3-=1, gdzie e:{ 1 dla elipsy,
a —1 dla hiperboli.

Po przejéciu do ukladu érednic s Z j i
i przezonych jako osi wspél-
rzednych dostajemy réwnania : g

1

(&)

7

[

=

(21) ed

bi

|
l

=1.

!
e

14

%)
[

=

icm
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_ Ale wzory przejscia od jednego ukladu wspélrzednyeh do dru-
glego przeksztaleaja lews strone réwnania (20) w lewa strone row-
nania (21). Niezmienniki obu réwnad sa zatem jednakowe:

II=I:'17 Izzléf
czyli piszaé je szezegélowo:
1. 1 (1 s) 1 1
@b sintp\a? b2 T e sinig

Z tych r6éwnodei wynikajg natychmiast twierdzenia Apolo-
niusza zaréwno dla hiperboli jak dla elipsy.

3. Kryterium podobiefistwa stozkowyeh. Na o, by dwie stos-
kowe wlasciwe byty podobne, potrzeba i wystarcea, ieby mialy ten
sam mimosréd liczbowy e.

Istotnie, niech F bedzie ogniskiem stozkowej I', a k — kierow-
nicg odpowiadajges temu ognisku. Niech r bedzie odleglodcia punktu
P od ogniska F, a d — odleglodeiy punktu P od kierowniey %. Stoz-
kowa I' jest miejscem geometryeznym punktéw, dla ktéryeh v/d=e
(p. § 48, str. 239), Niech wreszecie litery &, k', P’, ' i d’ maja analo-
giczne znaczenie dla obrazu I stozkowej I', przeksztatconej przez
podobiefstwo. Poniewaz przy podobienstwie stosunki odleglodei nie
ulegajg zmianie, wiee #'/d'=e. Zatem I' jest stozkowa o ognisku
F', kierownicy % i o tym samym mimofrodzie iczbowym e. Wa-
runek jest wiec konieczny.

Na odwrét, niech beda dane na plaszezyznie dwie stozkowe
I'i I o tym samym mimosrodzie Hezbowym e i niech ogniskiem
stozkowej I' bedzie punkt F, a stozkowej I" — punkt F’, kierow-
nicg za$ stozkowej I' prosta k, & stozkowej I — prosta k. Niech
dalej 6 i 6 beda odleglodciami F od %k i F' od %’. Przeksztaldmy
stozkowg I' przez homotetie wzgledem dowolnego punktu O, zmie-
niajac odleglofei od O w stosunku &'/6. Wowezas I' przejdzie w stoz-
kowg I, ktérej ognisko od kierownicy jest oddalone o &' i ktéra
ma ten sam mimogréd liczbowy e. Poniewaz stozkowe IV 1 I'" majg
ten sam mimofréd Liezbowy i te samg odleglo$é ogniska od kie-
rownicy, wiee sa przystajace. Zatem wobec podobiedstwa miedzy
II i I zachodzi réwniez podobiedstwo miedzy I i I”. Warunek
jest wiec dostateczny, c. b.d. o.

Poniewaz dla parabol e=1, wiec wszystkie parabole sq podobne.

Podamy jeszeze kryterium podobienstwa za pomoes niezmien-
nikéw. ‘
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Jedli stozkowe I'i I' sa podobne, to istnieje homotetia
w=ox', yza?/vl:

ktéra stozkowa I' przeksztalea w stozkows I" przystajaca do T.
Réwnanie g(a',y")=0 (p.(7), str. 304) przechodzi wlwezas w rownanie

Ug(bnm,g+2b12$'3/’+b22y,2)+2‘7(b13w’+b23y,)+b33=0 y

a wiec .
Ii=0¢%1,, Iy=0*1,, Ii=0%1,;.
Poniewaz stozkowe I i I' sg przystajace, wiec
-lel?fh I_a=921’z, I—3=931’3
ezyli
(22) I,=pd%1,, I,=g**1,, I3=g%*I;.

Réwnodei (22) stanowia wiee warunek konieczny podobienstwa
stozkowyeh. Zatwy dowdd jego dostatecznogei pomijamy.

W przypadku pary prostych jest I,=0 i réwnosei (22) sg réw-
nowazne réwnosciom (14).

W przypadku paraboli jest I,=0, a wiee dla kazdych wartosci
I,#0 i I,40 mozna tak dobraé p i o, by zachodzity réwnosei (22).

Jest to inny dowdéd podobienstwa wszystkich parabol.

Jedli 71,540, to przyjmujac w (22)

(23) po?=A, pot=k,
otrzymujemy réwnosei ksztattu

(24) I,=2I,, I,=nI,  I,=kI,,
ktére s réwnowazne proporeji

(25) I1:1,=I3:1,.

Proporcja ta nie jest réwnowazna réwnosciom (22). Z propor-
cji tej wynikaja bowiem réwnodei (24), na to za$, by z nich wynikaty
réwnofei (22), potrzeba i wystarcza, zeby réwnania (23) midly roz-
wigzania g i o rzeczywiste. Poniewaz g30%=14% i p%0*=Fk, wiec o?=413/k,
& zatem % i 4 musza mieé jednakowe znaki. Wobec (24) i (25) otrzy-
mujemy jako warunek Fkonieczny i dostateczny podobierstwa dla
elips i hiperbol — jednoczesne spelnienie réwnosei

n n I I
2% L Lo (_1) s (3)
(26) 1.=1. sign T sign 7

icm
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Jegli dla dwu elips spelmiona jest pierwsza z tych réwnosci,
a druga nie, to jedna z elips jest rzeezywista, a druga nierzeczywista.

Hiperbole o réwnaniach
2 2 x2 2
;2—%——1:0 i &g—%’—ﬂqmo
nazywajg sie sprzefonymi.

Z Yatwodciy sie dowodzi, ze dla dwdéch hiperbol speinienie
pierwsze] z réwnodei (25) i niespelnienie drugiej pociaga za sobg
podobienstwo pierwszej hiperboli do hiperboli sprzezonej z druga-

‘W pierwszej z réwnosci (26) wystepuja tylko wspélezynniki
Gy @1 1 @35 Wynika stad w szezeglnosei, ze gdy dwa réwnania
preedstawiajq elipsy rzeceywisie © maja te same cvedei jednorodme, io
obie elipsy sa podobne.
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