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ROZDZIAEL XI
WEASNOSCI AFINICZNE STOZKOWYCH

§ 54. Polozenie prostej wzgledem stozkowej.
Styczna i biegunowa

1. Oznaczenia. W calym rozdziale zakladamy, ze

A0,

a wiec ze stogkowa nie rozpada sig na proste.

E] 2
F(yy @y, 25) = 01 87 +2 Q50 5+ Cgo 05 +2 Q501 By 12 Gog B T3} a'aawg =

(@)

3)
(4)

Uszywad bedziemy nastepujacych oznaczen:

3
=} axm,
1 =1
Cg(EY) =0 22 agnY g Y22 Q130 -+2 dogy g,
P(T,Y) =01, 822 Qo LY + Aas V2.

2. Stozkowa a prosta. Niechaj 'dezie. dana stozkowa o réw-

naniu rzeezywistym

(5)

(6)
czyli

(7)

f(m1’w27m3)=0-

Dla punktéw w oo tej stozkowej jest
H(#1,%,,0)=0.

Waobec (2) otrzymujemy je zatem z réwnania

2
01181 +2 By By B+ gy 23 =0

P(24,2,)=0.

icm

o
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2. Stozkowa a prosta.

1o
]
St

Wyréznikiem réwnania (6) jest
A=ay, ay,—az,.

Dla paraboli jest A4=0, a wiec parabola przecina prostq w oo
w jednym punkeie. .

Dla elipsy jest 4>0, a wiec elipsa (zaréwno rzeczywista jak
zespolona) przecina prostg w oo w dwdch punktachk nierzeczywistyeh
sprzezonych.

Dla hiperboli jest 4<0, wiee hiperbola przecina prostq w oo
w dwdch punktach rzeczywistych.

ZbadaliSmy w ten spos6b polozenie stozkowych (o réwnaniach
rzeczywistyeh) wzgledem prostej w oo. Przez przeksztalcenia afi-
niczne rzeczywiste prosta ta przechodzi w siebie i punkty rzeczy-
wiste przechodza w rzeczywiste. Dlatego stozkowa przecinajaca
prosta w co w dwéeh punktach rzeczywistyeh przechodzi w taks
sama stozkowa, ezyli hiperbola w hiperbole; podobuie jest dla elips
i parabol. Otrzymujemy wiec inny dowéd twierdzer z § 53.

Zbadamy obecnie polozenie prostej wlasciwej p wzgledem
stozkowej. Uzyjemy w tym celu wspélhrzednych niejednorodnych.

Czedé wladciwa prostej p przedstawimy parametrycznie:
(8) - =i+ as, Y=Yo+ps.

Prosta ma kierunek «:f, a wiec précz punktéw (8) zawiera
punkt w oo o wspélrzednyeh
(9) » By:25:0=a:§:0.

Niech réwnaniem danej stozkowej we wspdirzednych niejed-
norodnych bedzie

(10) g(z,y)=0.
Podstawiajac wartosci z (8) do réwnania (10), dostajemy
(11) (@ 02+2aqsaf+as,57) 82+

+28[ (@30 CraY o+ y3) + (B2 B+ Caa Yo+ 53) ]+
2 L] —
+(a1147fg + 20152 Y g+ Ao Y012 A13To+2 Bag Yo 1 Uzs) =0.

WprowadZmy oznaczenia:

el .
a—g(m’y) =2(ay1 2+ A1 Y +013),

“9
ey

li

(z,y) »2 (@142 Y +o3)-
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Wielomiany 29 i g-g sg pochodnymi czastkowymi wielomianu g.

Réwnanie (11) mozemy teraz napisaé w postaci skréconej

12 pla,f)+s[ald (0,00) +6 50 @0 y0)] +9(o0,90) =

Jedli ‘ o
(13) (a,p)7#0,
to réwnanie (12) ma badz dwa rozwigzania (rzeczywiste lub nierze-
czywiste), bad# jedno rozwigzanie rzeczywiste. :

Jedli natomiast :

@(a,p)=0,
to wobee (9) i (7) punkt w oo prostej p lezy na stozkowej; pozostate
punkty przecigcia otrzymujemy z (12).

3. Styczna w punkcie wlaSciwym. Prosta przecinajaca stoz-
kowa w jednym punkcie P nazywa sie stycenq do tej stozkowej
w punkcie P. '

Zajmiemy sie na razie stycznymi w punktach wlasciwych. Udo-
wodnimy, ze przez punki wlasciwy P(x,,Y,) stotkowe] przechodzz do-
Kladnie jedna styczna i se ma ona réwnanie
(14)

22 0y 0) (B —0)+ 51 (30,40 (Y —Yo) =0

Poniewaz punkt Py(,,¥,) 1eZy‘na, stozkowe]j, wiec
(s 9(@0,94)=0.

Zalézmy, ze prosta (8) jest styczna do stozkowej. Wowezas za-
chodzi nieréwnogé (13), gdyz w przeciwnym razie ta prosta prze-
chodzitaby przez punkt w oo, a jako przechodzaca réwniez przez
punkt wiladeiwy P(w,,y,) stozkowe] (razem przez dwa punkty),
nie bylaby styczna. R6wnanie (12) ma wiee tu postaé

(16) p(a,p) 82+8[a (wo;:l/o)-l-ﬂ (woyyo)]

Réwnanie to ma pierwiastek s,=0. Poniewaz ma ono jedno
rozwiazanie, wiec musi byé takze s,=0, a zatem zachodzi réwnosé

o 7]
(17) aa_g(moyyo)‘|‘/3 5%(9”07@/0)2

Na odwrét, zatézmy teraz, ze zachodzi réwnosé (17). Wéwezas

musi zachodzié¢ nieréwnodé (13), gdyz w przeciwnym razie z (16)
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i (17) wynikaloby, ze prosta (8 (8) lezy w catodei na stozkowej, whrew
zalozeniu przyjetemu na poczatku rozdzialu. Prosta (8) mnie prze-
cina zatem stozkowej w punkecie w oo, & z (17) wynika, Zze réwna-
nie (16) ma dokladnie jedno rozwigzanie s=0. Prosta (8) przecina
wiec stozkowa dokladnie w jednym punkecie, jest zatem styczna.

DowiedliSmy, ze réwnodé (17) jest warunkiem koniecznym

i dostatecznym na to, by prosta (8) byla styezng.
‘Wobec

08 =T—y, Bs=Y—Ys,
z réwnosei (17) wynika, ze na to, by prosta laczaca punkt P(w,y)
z punktem P(z,,%,) byla styczng, potrzeba i wystarcza, zeby zacho-

dzito réwnanie (14). Réwnanie to przedstawia prosta. Nie moze
bowiem byé

4 2
gg(mnyyu): 'a'g(moy?la)zgz

gdyz woéwezas prosta laczaca dowolny punkt plaszezyzny P z punk-

tem P, bylaty styczna, co w oczywisty sposéb prowadzi do sprzecz-
nodci (gdy wzigé punkt P+#P, na stozkowej).

4. Styczna we wspélrzednych jednorodmych. Blegunowa.
Zajmiemy sie teraz styczng w dowolnym punkeie stozkowej {wiag-
ciwym lub w oo).

Niech prosta p ma przedstawienie parametryczne

(18) ' 0%y, = pmy vy, gdzie k=1,2,3,
a stozkowa I’ niech ma réwnanie

(19) f(ml’wE}xB)—' y Wpﬁ;:()

Podstawiéjage (18) do réownania (19) i upraszezajac przez g

. otrzymujemy

3
0= ay(pmy+vm) (i) =

Lk=1

=R 2 ammzkaWZ Oy Tl 1“’2 a’u’”'zmk‘{"’“ 5’ a’lk'nlmk
Lk=1
Zamieniajac w trzeciej sumie wskazniki biezace 1 i k, stwier-
dzamy wobec ay=a,, ze druga i trzecia suma po prawej stronie sg
réwne. Zatem

(20) o 5‘ agmymy+2uy Z' agmgny,+ 2 2 Ay, =0.
: Zk—-l
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Réwnanie (20) wyznacza stosunki u:v dla punktow przecigtia
prostej (18) ze stodkows I

Zalézmy, ze prosta (18) jest styczna. Wéwezas réwnanie (20)
ma jedno rozwiazanie u:v, & ‘Wwiec ' ‘
(21) (2 aymqng P — ( > agmgmy)( 3 agenony) =O0-

Punkt P (ny:7,:75) jest tu dowolnym punktem prostej prze-
chodzacej przez punkt M (my:m,:m;). Mozemy go wige dalej ozna-
czyé przez P (o;:%,:23). »

Udowodnilismy, ze na to, by prosta taceaca punki P(xy:2,:2,)
= punktem M (m,:my:mg) byla stycena, potrzeba i wystarcza, zeby za-
chodzita réwnodé

(22) (3 ayma P —( ) i) ( 3ty ) =0.

Zatézmy teraz, ze punkt M lezy na stozkowej I, czyli Ze
(23) - Slagmgm,=0.

Pray zalozewin (23) warunek konieceny i dostateceny (22) mozemy
zastqpic - przez ‘

(24) Dy my2,=0.
Porzaedkujayc to réwnanie wzgledem ,, @, i ,, dostajemy
' (@M + 137y + ) +
+x2(a21m1—|—a227n2+423M%§)+
+w3(“31m1+a32W22+“33”@3) =0.

Przyjmijmy oznaczenia

of
Eka)Eg(afkﬁ”rf‘ammz‘}”“kawa) dla k=1,2,3.
‘Wielomiany o7 () sa to oeﬂodne czgstk f
; 5 § P zastkowe ormy f wzgle-

dem zmiennej =z, Zachodzi oczywifcie tozsamogé

, af of ef
25) >ty o, =1, 5 1(’m)—|—m2 5 2(m)—i—m3 o,

(m).
Réwnanie (24) mozemy zatem napisaé tez w. postaci

26 O iy, EL 8f
(26) Jclaxl(m)-{—xzé—‘i;()12)+.'7035:—6;(‘1n)=0.
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.Udowodnimy teraz, ze dla kaidego punkiu M plaszczyzny réw-
nanie (26) przedstawia prostq.

o Istotnie, gdyby w tym réwnaniu znikaly wszystkie wspolezyn-
niki, to mielibys$my

1 of

28X

(M) =@, my+agemy~+a;sm,=0 dla £=1,2,3,

@ poniewaz }ﬁ]:]am;&o, wiee ofrzymalibyémy

My=my=nt3=0,
co niemozliwe, bo liczby m,, jako wspélrzedne jednorodne, nie moga
znikadé réwnoczesnie.
Prosta (26) nazywa sie biegunowq punkiv M wzgledem stozko-
wej I', a punkt M nazywa sie biegunem prosiej (26) wzgledem iej sto3-

kowej.

7 tozsamosei (25) wynika, ze na to, by punkt lezal na swej bie-
gunowej, potrzeba i wystarcza, zeby lezal na stozkowej I. Na to
bowiem, by punkt M spelnial warunek (24), potrzeba i wystarcza,
zeby jego wspélrzedne spelnialy réwnanie (23).

Warunek (24) mozemy obecnie wypowiedzieé, jak nastepuje:

Na to, by prosta taczgca punkt P z punkiem M stoikowej I byta
stycena do tej stoikowej, potrzeba i wystarcza, seby punkt P leial na
biegunowej punktu M wzgledem I.
' Poniewaz ta biegunowa jest prosta przechodzacg przez M,
wiec wynika stad, ze sama ona jest styczna do I', w punkeie M
i to jedyns styczng w tym punkeie. ‘

Dowiedlidmy wiee twierdzer:

. Przez kasdy punkt M stoikowej I' przechodzi jedyna styczna do

niej i jest nig biegunowa punkiv M.

Jesli biegunowa punktu M wzgledem stozkowe]j I' przechodzi przez
M, to punkt ten lezy na I', a biegunowa jego jest styczna do I w tym
punkcie.

Stycena do I' w punkcie M ma réwnanie (24) lub (26).

Biegunows punktu okrefliliémy przez. réwnanie (26). Jest to
okreglenie czysto algebraiczne, nie uwidaczniajace jego niezalezno-
$ci od ukladu wspéhrzednych. Dla punktu M lezacego na stozkowej
I" znaczenie geometryczne pojecia biegunowej wynika z dowiedzio-
nego twierdzenia. Zbadamy teraz znaczenie geometryezne tego po-
jecia, dla punktéw nie lezacych na stozkowej I.
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270 ROZDZIAE XI. Wiasnoéei afiniczne stozkowych.

W tym celu ndowodnimy wpierw, ze kasda prosta ma dokladnie

jeden biegun. . . .
Istotnie, na to by punkt M byt biegunem prostej

A2+ A2+ A52,=0,
potrzeba i wystarcza, zeby
(27)  @umy+amy+ame=p4d,, gdzie p0 i k=1,2,3.

Réwnofei (27) mozemy uwazaé za réwnania o niewiadomych
My, Ma, My Poniewas zalozylismy, ze A5£0, wiee uklad tych réwnan
ma dokladnie jedno rozwigzanie My 2Ny Mg (czynnik proporcjonal-
nosci g odpada), c¢. b. d. o.

‘W réwnaniu (22) nie wszystkie wspélezynniki sg réwnoczednie
zerami, bo w przeciwnym razie byloby ono spelnione dla wszelkich
Ty,%,%3 1 WOWezas prosta laczgea dowolny punkt P(w,:,:2,) pla-
szezyzny z punktem M bylaby styczna do I' w punkeie M, co nie-
mozliwe, poniewaz przez M przechodzi tylko jedna styczna. Réwna-
nie (22) przedstawia zatem stozkows (rzeczywista lub nie), ktéra

jest miejscem geometrycznym punktéw P o tej wlasnodei, ze pro-

sta PM jest styczng do I. Jefli P jest jednym z takich punktéw, to
dla kazdego punktu P, prostej PM prosta P, M jest styczna do
I" (jako identyezna z PM), a wiec cala prosta PM lezy na stozko-
wej (22). Stozkowa ta rozpada sie zatem na proste, z ktérych
kazda jest styczna do I. Na razie wiemy wige, ze z punktu M
znajdujacego sie poza stozkowa I' mozna do niej - przeprowadzié
jedng lub dwie styczne (rzeczywiste lub nie).

Biegunowa punkiv M nie lesqoego na stoskowej I’ preecing e
stoikowq w dwdch punktach (rzeczywistych Tub nie).

W przeciwnym bowiem razie przecinataby stozkowa I w jedy-
nym punkeie P, a wige bytaby do mniej styczna w P; bylaby zatem
biegunows punktu P, whbrew zatozeniu, ze jest biegunows punktu
nie lezacego na I : ,

Wezmy teraz pod uwage punkty P, i P,, w ktérych biegunow&
(24) punktu M przecina stozkows I' o réwnaniu (19). Dla punktéw
tych jest spelione réwnanie (22). Proste P, M iP,M sy wige styocsz-
ne do I'. Proste te sg rézne, gdyz biegunowa punktu M (czyli
prosta PiP,;) nie przechodzi przez M. A .zatem:

Z punkiv M lesqcego poza stoskowq moina do niej praeprowaderid
dwie rézne stycene. Biegunowa puniiu M lacry dch punkty stycenoée.
Rownaniem tej pary stycenych jest réwnanie (22). '

icm
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W ten sposéb znaleflismy znaczenie geometryczne biegunowej
punktu lezacego poza stozkowsa, niezaleine od ukladu wsp6irzed-
nych.

Oczywidcie pojecie stycenej (tj. prostej przecinajgeej stozkowa
w jednym punkecie) jest niezmiennikiem preeksziateen afinteznych.
A zatem, na mocy dowiedzionych twierdzet o znaeczeniu geome-
tryeznym pojecia biegunowej, biegunowa jest réwnies niezmiennikiem
przeksziatcen afimicznych.

Zauwazmy, ze dla wszelkich liezb my,my,mg i 7q,12,,25 zachodzi
tozsamosé

8 ¢ z
‘ 'mlfz(m)+m2éf(w)+?n3;}i($>5
oy L oy
) / f f
? Ty
:mlgxml (m) -+, vy (m)-+aq Ba?g(m)'

Tozsamodé ta wynika stad, ze lewa jej strona powstaje przez
uporzadkowanie wyrazenia Y aymx, wzgledem m,,m,,mg, & Prawa
jej strona — przez uporzadkowanie tegoz wyrazenia wzgledem
&y ,%,,25. ROwnanie biegunowej punktu M moze wiec byé napisane
w kazde] z dwdeh postaci:

of &f ef ,
2 ; x z)+m x}=0
(29) o (@) ma (@) (@) =0,
a e b
(30) :cl—oj—(7n,)—§—-:v2 of (m-)—}—a:ar—f {(m)=0.
oy Gy L0y

Gdy punkt N(n,:ny:n,) lezy na biegunowej
Dy, My, =0
punktu M, to
Dy =0,
a wiec punkt M lezy na biegunowej
\ N ayamy,=0
punktu N. ‘ . ) ) )
Wiynika stad, ze gdy punki M porusza si¢ po prosiej p, to jego
biegunowa obraca sig dokota bieguna tej prostej ¢ na odwm?.
Zauwazmy jeszeze, ze — jak' to wynika zAréwna.maf_ (3?) —
biegunowa punkiu rzeceywistego wzgledem stoikowe] (rzeezmste; Iub
nie), majacej réwnanie o wspdlezynnikach reeczywistych, jest prosig
TRECRYWISTL.
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‘Jesli biegunowa ta przecina stozkows w punktach nierzeczy-
wistych, to styczne poprowadzone z bieguna do stozkowej sa ze-
spolone sprzezone.

5. Asymptoty. Asymptotami stozkowej nazywamy styczne do
niej w punktach w co. : '

Prosta w oo jest stycena do paraboli, gdyz przecina ja w jednym
punkeie; jest wiec ona jej jedyna agymptots.

W dalszym ciagu, méwiac o asymptotach, bedziemy rozwazali
jedynie elipsy i hiperbole. Punkty w oo tych krzywych znajdujemy,
rozwigzujac réwnanie :

(31) - @(a,$)=0.
Ma ono dla elips dwa rozwiazania nierzeczywiste sprzgzone,
a dla hiperbol — oba rzeczywiste. Zatem asympioty hiperboli sq rze-
czywiste, a elipsy — mierzeczywisie. ‘
Poniewas punkty w oo maja wspélrzedne a:f:0, wiec wobec
(29) asymptoty maja réwnanie
(32) oL o) 2L
Ly

2L (p)=0
O (@0,

gdzie o i § spelniaja réwnanie (31).
Napiszmy réwnanie (32) w postaci rozwinigtej:

20Oy @y 5o+ G13%5) +2 B (“21971’{““22302‘*““23393):0

i nastepnie przejdZzmy do wspélrzednych niejednorodnych. Dosta-
jemy \
20(a1, B+ 1Y +y3) +213 (Bo1 B+ QoY +a3)=0.

We wspélrzednjrchniejednoro‘dnych asymptoty maja wiec réw-
nanie : /
99 p29 _
(33) o ag, g, =0
gdzie a i f speliaja réwnanie (31).
Np. hiperbola ‘ .
2 2
A

S E TR | |
ma punktwspélrzednych a:f:0, wyznaczone przez row-
nanie P :
T a?  f?
5 AT

icm
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czyli
a:f=-a:b.
Poniewaz w tym przypadku
eg 2z . &g 2y

ex  a? oy 2?

wiec réwnania asymptot maja postaé

§ 55. Srodek. Srednice

1. Srodek. Srodkiem stozkowej nazywamy biegun prostej w oo.

Poniewaz prosta w co jest styczna do paraboli, wiee SrodLiem
paraboli jest jej punkt w co.

Srodek elipsy i $rodek hiperboli sq punktami wladciwymi.

Istotnie, frodek elipsy ani hiperboli nie moze leze¢ na proste]j
w oo, gdyz wéwezas prosta ta przeszlaby przez swoj biegun i przeto
(p. § 54, str. 269) bylaby styczna do tej stozkowej, whrew temu,
ze elipsa i hiperbola przecinajs prosty W oo W dwoéeh punktach
(p. § B4, str. 265). Poniewaz biegunowa punktu M ma rdéwnanie
(26) z § B4 (p. str. 268), a biegnnowa frodka ma réwnanie x;=0,
wiec warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby punkt M
byt srodkiem, jest

of . af

——(m)=0 == (m)=0

1) ey (m) i 8:1?2(7' )

czyll

(2) gy Mg~ By Mg+ Q75 =0 i @y Mg+ Aa Mgt Uag Mg =0 .

Srodek kreywej o réwnaniu rzeczywistym (kt6ra moze by¢ eliﬁsa;
nierzeczywista) jest zawsze punkiem rzeczywistym, gdyz wobee (2)
ma on wspdlrzedne
Rz Rig) !a13 @ | . lagy Qg |
| Ras. Geos| ) 1(;‘1'23 azli ’ i‘_a‘m QA3

My Mg i My==

Jdko punkt wiadciwy, $rodek elipsy i hiperboli moze by¢ ba-
dany we wspéirzednych niejednorodnych. Drzielge (2) przez msy,
dostajemy dla wyznaczenia ¢rodka uklad réwnan

3 Gy 2+ a5y +013=0, a21$+a22y+423:()
. Oy 12

Monografie Matematyczne, XXVI. 18


Yakuza


274 ROZDZIAL XI. Wlasnoéci afiniczne stozkowych.

czyli

a9 _ 79 _

Na to, by poczatek uktadu byt grodkiem stozkowej, potrzeba

i wystarcza, zeby réwnania (3) byly spetnione dla 2=01y=0. Wéw-
€238 ;3= =0 i réwnanie stozkowej ma ksztalt
(8) U3y 022 Q2 BY 4 Cgpy? -+ a33=0,
a wiec nie zawiera WyrazOw pierwszego stppnia. Nie moze byé tu
a;;=0, gdyz dostaliby$my A4=0. Zatem — w przeciwiestwie do
paraboli — $rodek elipsy ani hiperboli nie lezy na tadnej 2 tych krzy-
wych.

7 (5) wynika, ze gdy punkt (x,y) leZy na kr;ywej, to lezy na
niej réwniez punkt (—w,—y). Zatem $rodek elipsy ¢ hiperboli
polows kazda cigciwe przezen przechodzaca, czyli jest Srodkiem symetrii,

Udowodnimy, ze jedynym S$rodkiem symetrit elipsy ¢ hiperboli
jest jej $rodek, i ze parabola nie ma $rodka symeirii.

W tym celu umie$émy w $rodku symetrii poezgtek ukladu
wapblrzednych. Jedli zatem jest spelnione réwnanie g(w,y)=0, to
jest tez spelmione réwnanie g(—&, —y)=0. Poniewaz

9(—%, —Y)=; B+ 20,8+ Qo Y* —2 Q130 —2 B3l + g3,
wiec dla kazdego punktu (x,y) tej stozkowej jest
(6) 9(,9) —g(—, —Y)=4 0150+ 4 0pgy =0.

Gdyby jedna z liezb ay5 i @y byla réina od 0, to réwnanie (6)
przedstawialoby prosta, na ktérej leza wszystkie punkty stozkowej,
co jest niemozliwe. Poniewaz a,3=a,,=0, wiec dostajemy réwnanie
(5), z ktérego wynika, ze poczgtek ukladu wspéirzednych jest $rod-
kiem krzywej, ¢. b. d. o. ‘

Poniewaz §rodek paraboli nie jest punktem ‘wlagciwym, wiec
nie ma ona frodka symetrii.

2. Srednice. Srednicq stotkowej nazywamy biegunows punktu
W o0,
Niech P_ bedzie dowolnym punktem w oco. Poniewaz lezy on
na prostej w oo ezyli na biegunowej frodka, wiee na podstawie
twierdzenia udowodnionego w § 54 (p. str. 271) biegunowa punktu
P, przechodzi przez srodek. Z tego samego twierdzenia wynika, ze
kazda prosta przechodzaca przez grodek jest frednicq. A zatem:

Srednice sq to proste peku, Etérego wierzchotkiem jest $rodek.

icm
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Srednicy paraboli jest réwniez prosta w co. W dalszym ciagu,
moéwiac o $rednicach paraboli, bedziemy wylaczali ten przypadek.
Poniewaz $rednice paraboli przechodza przez jej srodek, a ten jest
punktem w oo, wiec wszystkie Srednice paraboli sq réwnolegle.

Srodek jest wyznaczony przez réwnania (1). Zatem srednice —

jako proste peku, ktérego wierzcholkiem jest srodek — sg wyzna-
czone przez réwnanie
- of L pef _
() amTﬂm"O
lub — we wspéhrzednych niejednorodnych — przez réwnanie
' ey, gtg_
(8) az : By ={.

Prosta (8) jest biegunows punktu (a:f:0). Nalezy zatemn w przy-
padku paraboli wylaczy¢ z przedstawienia (8) punks (a:f:0), ktéry
jest jej punktem w oo, gdyz inaczej biegunowa bytaby prosts
w oo i réwnanie (8) byloby wiee w tym przypadku sprzeczne.

Niechaj bedzie dany kierunek k. Wyznacza on pewien punkt
P_. Srednica, ktéra jest biegunows tego punktu, nazywa sie Sred-
nicq spregiong 2z kierunkiem k, a Kierunek k, tej srednicy (o ile jest
ona prosta wiadciwg) — kierunkiem sprzeionym 2z kierunkiem k.

‘Przez kasdy punkt M stoikowej przechodzi Sredmica; jej kierunek
jest sprazegony z kierunkiem stycznej do tej stozkowej w punkeie M.

Ogélniej: przez kazdy punkt M plaszezyzny preechodzi srednica ;
jej Tierunek jest spregéony z kierunkiem biequnowe] punkiu M.

Poniewaz pierwsze z tych twierdzen wynika z drugiego, wiec
wystarezy udowodnié drugie. Przez M przechodzi §rednica p, gdyz
proste peku (7) przechodzg przez kazdy punkt plaszezyzny. Niech
$rednica p bedzie biegunows punktu P... Poniewaz biegunowa p
punktu P, przechodzi przez M, wiee biegunowa m punktu M prze-
chodzi przez P.., czyli frednica p jest sprzezona z kierunkiem
biegunowej m, e. b. d. o.

Niech teraz a:8 bedzie dowolnym kierunkiem. Srednica z nim
sprzezona ma réwnanie (8) czyl réwnanie

(atty;+-Pare) &+ (ats +Bss) Y {5+ Pass) =0,
a wiec ma ona kierunek
o' :f'=—(aay +Pfas): (aay;+pays)-

Stad
(9 anaa’+a12(aﬁ'+a’ﬁ)—1—azgﬁﬂ’=0 .

18*
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10

Réwnanie to wyznacza kierunel o' :f’ spragiony z kierunkiem o : f.

Kierunek, ktéry jest sprzezony sam ze soba, nazywa si¢ asym-
ptotyezny.

Wobec (9), na to, by kierunek byt asympiotyceny, potrzeba i wy-
starcza, Zeby ; ; .
(10) ¢ (@, f)=a1,0*+2a,50f + a9, *=0. v

Kierunki asymptotyczne sg wiee kierunkami punktéw w oo
stozkowej; w szezegdlnosei dla elips i hiperbol sg one kierunkami
asymptot. Dla paraboli kierunek asymptotyczny jest wspélnym
kierunkiem wszystkich jej srednic. Kierunek ten jest dlfh paraboli
sprzezony z kazdym kierunkiem na plaszezyznie.

Udowodnimy, ze w kaidej stoskowej srednica sprzeiona z lie-
runkiem wieasymptotycanym k jest miejscem geometi yeanyn Srodkow
cieciw majqgeych kierunek k.

W tym celu obierzmy frednice za of Oz i nadajmy osi Oy kie-
runek k. Wéwezas kierunek % jest wyznaczony przez stosunek
a:f=0:1; frednica z nim sprzezona ma wiec na mocy (8) réwnanie

2
5% =gy Bt G Y + Ba3=0.

Poniewaz roéwnanie to przedstzmma of Ou, WlQC agl—aza_o
Réwnaniem stozkowej jest zatem

(11) U112+ oo Y +2 Q13T+ gy =0

Niech P(&,0) bedzie dowolnym punktem frednicy, czyli osi Ow.
Prosta @=¢ przecina stozkowa w dwéeh punktach, P 1(E,m4)
1.P,(&,7,), ktére mogg by¢ identyczne, gdy prosta jest styezna; moga
tez by¢ nierzeczywiste, sprzezone. Poniewaz z réwnania (11) wyni-
ka, ze wraz z punktem (£,7,) lezy na stozkowej punkt (&, —u,),

wiee n;=—mn, Stad dla srodka odecinka P Py otrzymujemy wspol-

rzedne ‘

. ’ ; ,
r=£, ?/:_77_1';:_7?__:07 ¢. b. d. o.

Jezeli kierunek jest asymptotyezny, to osta;tme twierdzenie
nie moze zachodzié, wéwezas howiem prosta, o tym kierunku prze-
cina stozkows w punkeie w oo, a w1@c ma z nig co najwyzej jeden
punkt wlageiwy wspélny.

Weimy teraz pod uwage elips¢ lub hiperbole. Niech k bedzie
dowolnym kierunkiem, a k, — kierunkiem z nim sprzezonym. Wow-
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czas, na odwrét, kierunkiem sprzezonym z %, jest k. Gdy bowiem
A0, to liczby

ally; +Pass, 0y 3P0y

nie mogy jednoczesnie znikaé, a wiec (9) wyznacza dla kazdego
kierunku a:p jeden kierunek z nim sprzezony o':p8’. Zamieniajac
a:f 1 o':p" w réwnaniu (9), dostajemy to samo réwnanie, a wiec
kierunkiem sprzezonym do a':f' jest kierunek a:p. Wynika stad,
ze kierunki moéna podzielic na pary kierunkiw sprzesonyeh.

Dla kazdego kiernnku réznego od asymptotyeznego kierunek
z nim sprzezony jest od niego réiny.

Srednice majgce kierunki sprzezone nazywajg sie Srednicami
Spraegonymni.

Udowodnimy, e w ukladzie wspolrzednych, kiorego osiami sq
srednice sprzeionme, kaida elipsa rzeczywisia ina véwnanie

(12) t pa=1,
kazda hiperbola ma réwnanie
ooy
(13) C—i;é b!g 17
a elipsa nierzeczywista ma réwnanie
(14) =1

Istotnie, poniewaz 0§ Ox jest z zalozenia sprzezona z Kierun-
kiem osi Oy, wige stozkowa ma réwnanie ksztaltu (11), w ktérym
a;,=0 i @,3=0. Z tej samej przyczyny musi byé¢ a,,=0, poniewaz
kierunek osi Oy jest sprzezony z kierunkiem osi Ox; dostajemy
zatem

Ay 8+ s Y2+ U5y =0
Dla elipsy rzeczywistej jest 4A>0 i a;;,4<0, ezyli
Sign 6y, =SIgN Gy = —SigN dy3.
Drzielac przez as; 1 przyjmujge oznaczenia

——g"f__a”. _@*bra
O ’ U2z
dostajemy réwnanie (12). Podobnie otrzymuje sie réwnania (13)

i(14), e. b. d. o.
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Niech poczatek O ukladu wspdlrzednych ledy no paraboli, of Oy
niech bedwie stycena do paraboli w punkcie 0, a o§ 0w — Srednicq
paraboli przechodzqeq praez 0. W tym wkladzie wspdtrzednych parabola
ma réwnanie
(15) . 1 —2p'w=0.

Istotnie, poniewaz styczna ma kierunek sprzezony ze srednicg
przechodzaca przez punkt stycznofei, wige parabola ma réwnanie
ksztaltu (11). Poniewaz punkt O lezy na paraboli, wigc @33 =0. Wo-
bec 4=0 co najmniej jedna z liczb ay; i a,, znika. Nie moze byé
as,=0, gdyz réwnanie przedstawiatoby pare prostych. Jest wiec
a,;=0 1 otrzymujemy

QoY+ 20y30=0
czyli postaé (15), c¢. b. d. o. .

3. Ré6wnanie pary asymptot. Niech poczatkiem ukladu 'Wspél-
rzednych bedzie §rodek elipsy lub hiperboli. Stozkowa ta ma wiec
réwnanie (p. str. 274)

(16) allxz—{"?" B1 %Y +ap P+ 55=0.

Dla punktéw (a:f:0) lezacych na niej jest
(17) 0110%+2 61,0+ gy f2=0.

Wezmy pod uwage ktérakolwiek z asymptot. Ma ona réwnanie

pr—ay=>0

jako prosta przechodzaca przez poczatek ukladu i przez punkt
(a:p:0). Tak wiec

ry=a:p,
skad wobec (17)

(18) ! U1y PP +20158Y 40y y*=0.
Zatem réwnanie (18) przedstawia, pare asymptot stoz’kowéj (16).
w pl:zyp_aJdku, gdy stozkowa jest hiperbolg i réwnanie (16)
pr.zedsta.ma, ja w ukladzie wspdirzednych prostokatnych, kat
miedzy asymptotami wyznaczony jest przez wzor °
21/5%2 LY
Qg1+

Isto'tnie, niech asymptota ma réwnanie y—maw. PodstaWia,jzyc
me zamiast y do (18), otrzymujemy

A +2 a,mfag,m2=0.
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Réwnanie to wyznacza wspblezynniki kierunkowe obu asym-
ptot. Jest wiee .

5T 2) ajy— iy tse
My Mo==— s Me— My = i PR ———
Qo Ogs
‘Zie wzoru
gy AT
13- mamie

dostajemy (19), c. b. d. o.

Poniewaz przy przesunieciu ukladu wspdlrzednych czesé jed-
norodna réwnania nie ulega zmianie, wiec wzdr (19) wyznacza kqi
miedey asymptotami kasdej hiperboli w ukladzie prosiokainym
wspdtrzednych.

Hiperbola nazywa si¢ réwnoboczng, gdy jej asymptoty sa pro-
stopadte. Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby tak byle,
jest réwnosé
(20) g1+ ==0.

4. Srodki symetrii stozkowych miewlaSciwych. Nasuwa sie
obecnie pytanie, co przedstawiaja réwnania (4) w przypadku, gdy
stozkowa jest niewladciwa. Stozkowa taka rozpada sie na proste
i ré6wnanie jej mozna przeksztaleié w réwnanie

(21) g(,y) =(a;2+by +¢,){a:0-+bay+¢2)=0
(p. wzér (6) z § B3, str. 262); stozkowa sklada sie wige z prostych
(22) ) a;2-+by+e,=0, Go+boy+0y,=0

i w tym przypadku jest

2”3% = “1(“2m+b2y+02)+“2(a1m+b1y +e)=0,
(23)

%@%E (@ z4-boy—-cs)+ bo(@0byy+e;)=0.

Jedli réwnania (22) przedstawiajs pare prostych przecinajacych
sie, to
‘ ’ . a1 bs—axb, 70
woéwezas uklady réwnad (22) i (23) 53 réwnowazne. Rozwﬁagzajnie
ukladu (22) przedstawia punkt przecigcia obu prostyeh, ktory jest
grodkiem symetrii (jedynym) stozkowej zlozonej z tych prostych.

Jezeli zad réwnania (22) przedstawiaja proste réwnolegle, to

Gy =00y, bzngly 70,
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a wiec réwnania (23) maja postaé

20 =2 a10(ay-+D1y) +x (¢ -06) =0,
29 =3 big(my-+19)+ba(64 o) =0.
Poniewaz a, i b, nie znikajas réwnoczednie, wiec uklad tych
dwoéch réwnari jest réwnowazny jednemu réwnanin

Co1-00y —
20

0.

(24) o, 5-+by -+
Niech punkt P,(x,,y,) lezy na pierwszej z prostych (22), a punkt

Py(xs,y,) na drugiej. Zatem
@y &1 +b1yy+e=0,

Mnozac pierwsze z tych réwnanh przez ¢ i dodajac je do drugie-
go, otrzymujemy

0015+ Y5+, =0.

&€ x C C
ay 1';" z+b1?/1‘2|‘f‘/2+ 2‘29@ 1__0.

Wynika stad, ze prosta (24) jest miejscem geometrycznym
frodkéw odeinkéw, laczacych punkty prostych (22). Tym samym
réwnanie (24) przedstawia prosta réwnolegly do prostych (22), le-
z3cyg miedzy nimi i polowijes ich odleglodé. Ta prosta jest zarazem
miejscem geometryeznym $rodkéw symetrii stozkowej zlozonej z pary
prostych réwnolegtych. ,

Jezeli wreszcie obie proste réwnolegle sie zlewaja, a wiec gdy
stozkowa jest prosta podwdjng, réwnania (22) przedstawiaja te
samg prosta.

Udowodnilismy, ze dla stoskowych majacych $rodki symetrii
réwnania (22) preedstawiajg twir Zosony 2 tych $rodkéw.

{ Twaga. Na stozkowej zlozonej z pary prostych przecinajzyc;fch
si¢ lezy jej frodek symetrii; zatem jest w tym punkeie spelniony
ukiad réwnan (21) i (23) czyli ‘

(25) o9{m,y) 7 P 3 2y 0,

ktéry wyréznia ten punks spomiedzys wszystkich pozostalych punk-

téw stozkowej.
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Niech teraz réwnanie
g (.r,y )=0

przedstawia krzywa algebraiczna co najmniej drugiego stopnia.

Punktem osobliwym tej krzywej nazywamy kazdy punkt, kté-
rego wspoh'zs;dne spefniajg uklad réwnan (25). Dla pary przecina-
jacyeh sie prostych punktem osobliwym jest wiec ich punkt prze-
ciecia.

Nvp. dla kisoidy Dioklesa (p- § 15, str. 73) jest

9(z,y) =z (2*+9*) —ay>=0;
zatem
%9 —g2 29 o,
m_3x“+-y2, . ay:ﬁy(.r—a,).

Wynika stad, ze punktem osobliwym kisoidy jest punkt (0,0).
Punkty osobliwe, w ktérych otoczeniu krzywa ma ksztalt taki jak
kisoida w otoczeniu punktu (0,0), nazywaja sie ostrzami (p. rys. 48,
str. 73).

. Réwniez dla lemniskaty (p. § 15, str. 74)

0 (2,y)=(a+y*) —2a* (22—y*)=0

poczatek ukladu jest punktem osobliwym. Punkt tego typu nazywa
si¢ punktem podwiéjnym (p. rys. 49, str. 74)
Na krzywej
(l!4 _!_y..z:mz +y2

lezy poczatek ukiadu 0. Ratwo udowodnié, ze istnieje otoczenie
punktu O, ktére nie zawiera zadnego punktu tej krzywej précz
punktu O. Taki punkt osobliwy nazywa sie punktem izolowanym
krzywej.

W geometrii algebraicznej dowodzi sie, ze punkty osobliwe
krzywych algebraicznych mogs byé jedynie punktami wielokrot-
nymi, ostrzami lub punktami izolowanymi. Krzywe algebraiczne
nie mogs mie¢ punktéw osobliwyeh w rodzaju uwidoeznionych
na rys. 97, tj. w ktéryech krzywa ma

dzioby z réznymi stycznymi. ,
: Okredlenie punktu osobliwego ma
charakter geometryczny, niezaleiny od
uktadu wspélrzednych.
Punkt osobliwy jest niezmiennikiem

preeksziateett. afinicznych. Rys. 97
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Istotnie, gdy
@=by, %' +D12y +01, Y =bg &' 4y Y +Ca5
to miedzy wielomianem g(x,y) a wielomianem ‘przeksztatconym
h(x,y) zachodzi zwiazek
h',y')=g(b1 7' +b12¥’ +01—[— b1 & +basy'+02) =4 ( ' Y)-

Zatem
CLE A oh _y 20 4 99
am, 11 + 218y ay,“—vblz aw+ 226?/ .
Tlekroé zachodza réwnofcl (25), musza wiee zaj§é réwnosei
, g 8h o, 3h .,
h(zyy )zﬁ;(may )=é~y—,(w,y )=0, ¢. b. d. o. )

ROZDZIAYL XII
WEASNOSCI METRYCZNE STOZKOWYCH
§ 56. Osie
Bedziemy rozpatrywali obeenie stozkowe rzeczywiste.
Jedli kierunek % jest prostopadty do kierunku sprzezonego k', to

oba, kierunki nazywamy gléwnymi.

Srednice, kt6rej kiernnek jest gléwny, nazywamy osig stozkowej.

0§ stozkowej jest jej osiq symetrit i na odwrdt.

Kazda bowiem frednica polowi cieciwy majace kierunek z nig
sprzezony (p. § 55, str. 276). Zatem of polowi cieciwy do niej prosto-
padle, czyli jest osia symetrii.

Na odwrét, gdy prosta jest osig symetrii stozkowej, to polowi
cieciwy do niej prostopadle, a wiec jest srednica sprzezong z kie-
runkiem do niej prostopadiym.

Ze wzgledu na znaczenie osi symetrii w geometrii krzywych po-
damy tu metode wyznaczania kierunkéw gléwnych. Ograniczymy
sie do ukladu prostokatnego wspélrzednych; metoda, kt6ra podamy,
daje sie jednak uogélnié z latwodcia na dowolne uklady ukodno-
katne.

Zat6zmy, ze kierunek a:f jest gléwny; wobec tego jest on pro-

‘stopadly do sprzezonmego z nim kierunku o':f’. Zachodzg zatem

réwnoseci

o aa’+f'=0,

(@ atagsp)a’ +(Gsa+assf)f =
(p. wzér (9) z § 55, str. 275). Poniewaz liczby o' i p* nie znikaja
réwnoczesnie, wiec

(2)

a B

|
|

' 1=0.

| @at-af  Gyatasf |
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