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Wobec (12) uklad réwnan (13) ma rozwiazanie w, k&, I.
Istotnie, z pierwszego z tyeh réwnal znajdujemy w, & nastep-
nie z trzeciego obliczamy

' % l=(—sin 20 4 1) : cos 2ew.
Stad i z drugiego z réwnan (15) znajdujemy % i 1.

Gdy e=1, to z pierwszego z réwnan (15) wynika, ze w=T7/4==0;
plaszezyzna tnaca tworzy z osig stozka kat gp=7/4, a wiec krzywa
(14) jest parabola.

Gdy zad 0<<e<l, to 0 <w<<T/4, wiec dla kata @, jaki plaszczyzna
tngea tworzy z osia stozka, mamy

T T
(77=:"2“—-(l)>;1-:’19,

zatem przekr6j jest wowezas elipsg.
Aby udowodnié z kolei twierdzenie dla hiperboli

22 ?/2
” (16) aTE b
- wezmy pod uwage stozek, ktéry powstaje przez obrét prostej
, b’
== — z,:O
a

dokota osi Oz. Stozek ten ma réwnanie (p. wzdr (4) z § 16, str. 79)

2

b ,
— oy =,

Przesurimy znowu uklad wspéhrzednych:

r=g, Y=y, g=2'—b.

W nowym ukladzie wspblrzednych stozek ma réwnanie

b2 o
— — Py (e D=0

ipla;szczyzna: #=0 przecina go wzdluz krzywej (16). Poniewas ta
p%a:s'zc?zyzna Jest réwnolegta do osi Oz’, tj. do osi stozka, wige prze-
kr6j jest hiperbola, e. h. d. o. ) ‘

ROZDZIAL X

KLASYFIKACJA STOZKOWYCH

§ 51. Przeksztalcanie réwnan stozkowych

Rozszerzymy obecnie definicje stoikowej, nazywajac tak wszel-
kg krzywa plaska, dajgea sie przedstawié we wspélrzednyeh kar-
tezjanskich przez réwnanie drugiego stopnia
1 F(@1y @y Bg) = Qg @]+ 230 2y Ty Age X3+

F20:3 % 23+ 2 Gag Ty T3+ 35 x5 =0.
Ta definicja stozkowej obejmuje jako szezegélny przypadek
definicje z § 48 (str. 237).

Jesli stozkowa. (1) nie zawiera prostej w oo, to jest ona wyzna-

czona przez réwnanie niejednorodne

(2) G (@, Y)= a1 22+ 20,5 0Y + A2 ¥*+ 2338+ 2 A Y+ Az3 = 0
(p. § 40, str. 202). '
Poddajmy najogélniejszej zmianie uklad wspdhzednych, na og6l

-ukognokatnych,
(3) #=by, &' +by +m, ygbzlwi%‘ besy' -+ 1y
gdzie
CONN |Bl=]bul#0-
Zmiane te mozemy zlozyé z dwoéch:
(8) | - p=o'4m, Y=y +n,
oraz
(6) 2=by @' +by, Y=Dbay &'+ beey’

We wspélrzednych jednorodnych przeksztatcenie (5) wyraza
sie wzorami ‘

(1) om=mz+maxs, gdzde ¢70.

0&y== L5+ M Ty, 0= T3,
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Podstawiajac wzory (7) do réwnania (1), dostajemy po skréee-
niu przez czynnik ¢® réwnanie tejze stozkowej w postaci

@) fi(@y, weya05) ="
2 , & , ;o
=01y, T+ 2 Gy B By Gy T - 2615 B T3 2 Cop X T - Cyy -’1’.:;2—'—“" 0.

WprowadZmy oznaczenia:

Ay Gyp Ay

a4y @ >~
9) QI:(%’I a::) W= gy Gyy Ans],
G5y A3y Qg
(10) A=, A=

. Macierze % i A bedziemy nazywali matq i wielkq maciersq ’
4 I 0
kwadratowej (1), ‘  formy
. Z. réwnania (8) wynika, ze mala macierz formy (1) nie ulega
zmianie przy przesunieciu ukladu wspéhzednych. ‘
Oznaczmy przez © wielkg macierz formy (8). Przeksztalcenie
okreflone wzorami (7) ma macierz

. 1 0 m
(11) : F=lo 1 =],
0 0 1

Is)llz‘jéik éi;z;ifc()%i:w:zzcréwnanie (8) powstaje z réwnania (1) przez
(12) . E=F'ud
(1. Praypis 1, §4). Stad wynika wobec (11), 7e macierze % i G
majg ten sam rzad oraz ze |(£[=[§il.

Zbadamy obecni i i p
cenia, wyrazz,jaeegom:inggiyvv\;sﬁéﬁi?ﬁ?lsﬁn;deli)xio§g§léhp£::clff;$1-
(;13) 0%, =by, 2, +b,,;, éw2=b21wi+bzzm§y '

Przeksztalcenie (13) ma macierz

0Ly== 5.

by gy 0
(14) | B=|by by, 0
0 01

!

icm
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gdzie
by by
{%1 = = at\
bay byl

Podstawiajac wzory (13) do réwnania (1), dostajemy réwnanie

przeksztatcone
Fr (@1, @, 23) == Cqq 7+ 2015 @) 5+ Cop®s -+
+ 20,507 @3 20y 25+ 03525 = 0.
Widaé¢ natychmiast, ze forma

011m12+ 2ey, 7125+ Coa s
powstaje z formy
(15) Qg1 B3+ 2000 2o+ a’ﬁixg
przez przeksztalcenie, ktére otrzymuje sie ze wzoréw (13) opuszeza-
jac trzeci z nich. A zatem
(16) C=%+UAB, E=F+AB.

‘Wynika stzyd, 7e przeksztatcenie (6) czyli (13) nie zmienia rze-
déw macierzy 9 i U; nie ulegaja tez zmianie znaki wyznacznikéw
|| i ||, ani pierwiastkéw charakterystycznych macierzy U.

Faczge wyniki otrzymane dla przesunieé i przeksztalcenia (6),
dostajemy twierdzenie:

' Przy majogblniejszej zmianie uktadu wspblrzednych nie ulegaja
emianie reedy macierzy W i A, ani 2naki pierwiastkow charaklerystycz-
nych macierzy U; ponadio
17 sign [U|=sign|C{,  sign|¥A|=sign||.

Rozwazmy szezegélowie] przejscie od ukladn wspélrzednych
prostokatnych do innyeh prostokatnych W przypadku, gdy forma (1)
jest rzeczywista. Wowezas macierz (4) jest ortogonalna, co pociaga
72, sobg ortogonalnodé macierzy (14). ‘Wobec réwnodei (16) dosta-
jemy wiec twierdzenie:

Prey zmianie prosiokainego ukladu wspdlrzednych na prosto-
katny, précz’ poprzedmich nieemiennikéw, niezmiennikiem jest iez wie-
lomian charakierystyceny macierzy % (a wigc i jego pierwiasiki);
ponadio
(18) A=lc, A=ICl

(p. Przypis I, § 5).
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Wyznacznikiem charakterystycznym macierzy U jest

Uy
(19) WM%J '

[ Qg1 Ggp—

= 22— (G + @g0) A+ 4.

Dla pierwiastkéw charakterystycznych ma.cierzy A wynikajg
stgd réwnodei:

(20) hAAa=014as, . MA=4.
W szczegdlnosel, gdy

21) A=y a5—a, >0,

to

(22) sign A, = sign A, = sign (a5 + t5,).

7 drugiej-strony z nieréwnosei (21) wynika, ze forma (15) nie

jest rozkladalna na czynniki liniowe rzeczywiste, a wiec Ze
§igNn g, = Sign ag,.

Wobec (22) wynﬂm stad, ze
(23) sign i, ==gignd,=gigna,,;=-s8igna,,.

Dowiedlismy wiec, ze nieréwnodé (21) pociaga za sobgy réwno-
Sei (23).

Udowodnione twierdzenia o niezmiennikach zmiany ukladu

wspélrzednych sa podstawa, na ktérej opiera sie kla.sy[lkfne‘]w me-
tryczna stozkowyeh.

-

§ 52. Klasyfikacja metryczna stozkowych

Dowiedziemy teraz nastepujacego twierdzenia klasyfikacyjnego:
Jesle kraywa o réwnaniu rzecaywistym *

2 2 .
1) Q1301+ 2 015 01 B+ Qg W+ 2013 By g+ 2 oy By g+ Ay 05 = 0
nie zawiera prostej w oo, tj. jedeli fjest wyznaczona preez  réownanie
we wspdlrzednych niejednorodnych
(2) R T O 20150+ 2 agyy -+ gy == 0,

to istnieje uklad wspdlrzednych prostokagnyeh, w Ttdrym ta kraywa
ma réwnanie jednego 2 nastgpujacych ksztatiéw:

* tzn. majacym wszystkie wspGlezynniki ay r7ecsy wishe,

icm
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, ST
Y 1=
(3) ag ! b3 1 07
w2 yZ_L .
(4) R 1=0,
5 G
() b2 e
z® P
-2
(6) SR,
2y
(7) =0
(8) y*—2p=0, gdeie p+0,
(9) y2+a2=0, gdzie a0,
(10) ' 2 —a2==0, gdzie a0,
(11) y?=0.

Jedeli krzywa w pewnym ukladzie wspolrzednych prostokatnych
ma réwnanie jednej = postaci (3)-(11), to w adnym ukladzie wspol-
reednych prostokatnych réwnanie tej krzywej mie moie mieé Fadnej
% pozostatych postact.

Dlatego réwnania (3)-(11) nazywamy réwnaniami kanonicz-
aymi krzywyeh drugiego stopnia.

Réwnanie (3) przedstawia elipse, (5) — hiperbole, (8) — para-
bole, (6) — pare prostych zespolonych sprzezonych

Zrif—o, i—i-—i%zo,
przecinajacych sie w punkeie rzeczywistym wladeiwym, (7) — pare
nieréwnolegtyeh prostych rzeczywistych

x

H=0 0

(9) — pare prostych réwnoleglych nierzeczywistych sprzezonych
Ty=ia, y=—1a,

i wreszcie (10) — pare prostych réwnoleglych rzeczywistych

Yy=a, y=—a.
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Krzywa przedstawiona przez réwnanie (4) nie zawiera zadnego

punktu rzeczywistego. Nosi ona nazwe elipsy nierzcczywiste;.
Krzywa przedstawiona przez réwnanie (11) jest prosta; nie jest

wiee drugiego stopnia. Ze wzgledu na to, ze réwnanie (11) jest

drugiego stopnia, nazywa si¢ je réwnaniem prostej podwdjne;.

Podamy teraz kryteria pozwalajace rozstrzygnaé mna pod-

stawie réwnania (1), do ktérej z postaci (3)-(11) mozna sprowadzié

réwnanie krzywej. W kryteriach tych wystepuja jedynie rzedy ma-
clerzy U i QVI, znaki ich wyznacznikéw i pierwiastkéw charaktery-
styeznyceh, a wiec jedynie nicemienniles emiany wkladw wspotrzedmych
kartezjanskich. Dlatego mozemy od razu przej$é od ewentualnego
ukiadu ukoénokatnego do prostokatnego i zatozyé, ze krzywa jest
przedstawiona w ukladzie wspélrzednych prostokatnych.

Zal6ézmy naprzéd, ze krzywa o réwnaniu rzeczywistym (1)
w ukladzie wspéhrzednych prostokatnych Owmy nie zawiera prostej
w co. Mozemy ja wiee badaé za pomocg réwnania (2).

Istnieje przeksztalcenie ortogonalne, ktére forme

; Uy P+ 20y, BY + @y P
przeksztalea w forme
A8 Ayn?

(p. Przypis I, § 5). Temu przeksztatcenin ortogonalnemu 7 odpo-
wiada obrét ukladn wspéhrzednych Ozy dokola punktu O (Iub obrét
i odbicie). W nowym ukladzie wspélrzednych O&y krzywa ma réw-
nanie : ‘ .
(12) M4 AP+ 29,42+ ¢=0.

| .
Rozpatrzymy poszezegélne przypadki:
1. 430 czyli R(W)=2. Na mocy wzoru (20) z § Bl jest

A20 i 270,

Mozemy wiec réwnanie (12) przeksztatcié w spos6b nastepujacy:

2 2
‘21(52,-!-%5)—I—lz(nz-{-——-@fq)-ﬂz:-_o,
) 1 Ay "

s\a 9
21(54‘%) + lz("?-{-'%) +¢,=0.
1 )

iom

. § 52

Klasytikacja metryezna stozkowych.

]
e
&t

Przez przesuniecie
D1 : P-
X—ga 1 Ty 2
£ 11’ N+ 7
dostajemy stad

(13) M X242, Y2 4-q,=0.
Roéwnanie (13) ma wielkg macierz
s 0 o
0 0 &4
a zatem

}i1=}~1}~2€l1=4%-
Poniewaz wyréznik A= {‘i; jest niezmiennikiem przeksztalcen
ortogonalnych, wiee
-4
91=:,1' ’

skad wobec (13)

~

A
(14) I CEEY Y2+Z=o.
Rozréznimy tu nastepujace dwa podprzypadki:

" 1a A0 czyli R(A)=3. Wéwezas z réwnania (14) wynika, ze

xe y:
— QA —AJaA

Jedli teraz A>0, to na mocy wzoru (23) z § 51, str. 252, jest
sign A, =sign 4,.
Gdy sign A,=sign l,=—sign 4, to podstawiajae
LA Al
o=, baz!ﬁ‘,ﬂ’
d 2
dostajemy postaé (3), a poniewaz jest spe]niona.nieréwmoé(é (‘2}:;))
z § b1, str. 252, wigc jest tez spelniona: (p. tamze) réwnos¢ (2 )
i przeto przypadek ten zachodzi whedy i tylko wtedy, gdy

‘ ) anZ<O.

(16)

I
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Gdy natomiast signi,=signl,=sign Aj to z podstawienia (16)
dostajemy réwnanie (4); przypadek ten zachodzi, gdy

1 4>0.
Gdy wreszeie signi,=—signi, i np. /1147<0,- to podstawienie
(16) prowadzi do réwnania (5) (a w razie, gdy 1,4>0, zamiana osi

X i Y znowu prowadzi do tegoz réwnania). Przypadek ten zacho-
dzi, gdy 4<0. ’

1b. A=0. Wéwezas z réwnania (14) otrzymujemy

17) - L X242, ¥2=0.
Jedli teraz 4>0, to sign A;=gign 1, i podstawienie
1 1
(18) =l =l

daje réwnanie (6).

Jegli natomiast 4<0, to podstawienie (18) prowadzi do réw-
nania (7).

' 2. A=0. Wéwezas jeden z pierwiastkow charakterystycznych
jest zerem, np. 1,=0, i réwnanie (12) przybiera postaé
(19) Ao +2p, &4 2p,9+-q=0.

’N ie moze tu byé 4,=0, gdyz mielibydmy wtedy R()=0, a wice
W réwnaniu pierwotnym (1) bytoby

O =0y =y =0;
krzywa zawierataby zatem prosta w oo, whrew zalozeniu. Przez
przesuniecie '

sprowadzamy réwnanie (19) do postaci

(20) Ay Y2+2P1X+QI=O-
Stad
_ 0 0 p,
(21) . A={0 2y 0 |=—2pt.
P 0 ¢

icm
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Rozréznimy tu znowu nastepujace dwa podprzypadki:
2a. A+#0. Wowezas ze wzoru (21) wynika, ze p1#0. Przez

przesuniecie

X=X+2,  T1,=7,
=P

otrzymujemy
(22) A Yi+2p, X, =0,
stad za$ przez podstawienie

. 9
(23) S, P

' 2s

otrzymujemy réwnanie (8).

2b. A=0. Woéwczas na mocy wzoru (21) jest p,=0 i réwna-
nie (20) przechodzi w réwnanie

(24) Ao Y24-¢q,==0.
Tu wiec

00

s O

0 g

Jesli R(A)=1, to musi byé ¢,=0 (gdyz znika kazdy minor dru-
giego stopnia, a 2,7 0). Wtedy rownanie (24) przybiera postaé (11).
Jedli zag§ R(A)=2, to ¢,==0 i zachodzi badZ réwnanie (9), badz
réwnanie (10). Aby mieé kryterium pozwalajace rozréznié, kiedy
zachodzi pierwsze, a kiedy drugie z tych réwnai, zauwazmy, Ze
w pierwszym przypadku krzywa nie zawiera ani jednego punktu
rzeczywistego, a w drugim sklada sie z pary prostych rzeczywistych
réwnoleglych. W pierwszym wiec przypadku krzywa nie przecina
osi wspélrzednyeh w punktach rzeczywistych, a w drugim przecina
co najmniej jedns z nich. Punkty przecigeia krzywej (2) z osiami
wspblrzednych otrzymujemy, podstawiajac kolejno z=0 i y=0.
W ten sposéb dostajemy dwa réwnania:
A1 B2+ 20,32+ a33=0, ool 2 Aoy - ag3=0.
Rozwiazalnogé co najmniej jednego z tych réwnad w liczbach
rzeczywistych jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, by za-
chodzito réwnanie (10). A wiee réwnanie to zachodz, gdy

Do

0
A=| 0
0

2 2
Oy Ogg— 0730 Tub Gos Qs — A3 0.

Monografie Matematyczne, XXV,
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Roéwnanie za$ (9) zachodzi, gdy

. 2
(g1 Ggy — 5> 0 1 @aallgz—a3s>> 0.

Uwaga. Lewe strony ostatnich czterech nieréwnosei sg r6wne

dopelnieniom algebraicznym A, i Ay, Wyrazdéw a,, i ayy macierzy 9.

Dotychezas rozwazaliémy przypadek, gdy krzywa nie zawiera

prostej w co. Jedli prosta w co lezy w calosci na krzywej o réwna- .

niu (1), to podstawiajae w tym réwnaniu #;=0, dostajemy réwnzmia
Gy B3~ 2 Oy 0y Ty Ay W3 =0,
ktére jest spelmione dla wszelkich liczb », i @,, a wiee w ktérym
1=y =05y =0
ezyli R(‘E):O. Réwnanie krzywej ma wi(gc‘postaé
(25) 25 (2 @138+ 2 A3 By Ay ®3) =0
i krzywa rozpada si¢ na dwie proste:
2,=0, 2013014 209385+ Ag525==0.

Na mocy (25) jest

0 0 ay
%[: 0 0 al23 .
Q13 Gag Qgg

Jesli a;37#0 lub a,,740, to B(A)=2. Wéwezas krzywa o réwna-
niu (25) skiada si¢ z proste] w oo i prostej wlasciwej.

Obierzmy te prosta za o§ OY kartezjariskiego ukladu wspél-
rzednyeh OXY. Wéwezas

0X 17281301 2095 5, + g3 3, gdzie  o50;

w tym ukladzie wspéirzednych otrzymujemy wige réwnanie krzy-
wej (25) w postaci
: X, X3=0.

N

- Jefli za§ a;3=0 1 a,;=0, to R(i{)xl. Woéwezas réwnanie (25)
ma postaé

“3sm§=0;
ezyli przedstawia prosta W co podwéjna.
Otrzymane wyniki sy zebrane w tablicy I.

icm

§ 52 Klasyfikacja metryezna stozkowych. a5
TABLICA I
R(21)|R®) Podprzypadki Postaé kanoniczna Trp krzywej
ol ' ‘ - bl T2
2|3 | 4>01 a;4<0 IR —1=0 | elipsa rzeczywista
R ) - Iz 1
213 | 4>0 i a;;4>0 pr +—=5+1=0 | elipsa zespolona
) X2 T2
213 A4<0 z i —1=0 | hiperbola
I v para prostych
212 4<0 s TZeczywistyeh
nieréwnolegtych
‘ Xy para prostych
2.1 2 4>0 g -+ bﬂ-—U nierzeczy wistych
nieréwnoleglych
1|3 Y2—-2pX=0 parabola
para prostych
1] 2 {4;,<<0 lub 4,<0 ¥Y2—a*=0 rzeczywistych
réwnoleglyeh
para prostych
1| 2| 455,>01 4,,>0 2Lar=0 nierzeczywistych
réwnoleglych
. prosta wiasciwa
111 1*=0 podwojna
S prosta w oo
0= X3 X;=0 i prosta wlagciwa
. prosta w oo
011 X3=0 podwdjna

17*
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§ 53. Klasyfikacja afiniczna stozkowych

Dwa twory 4 i B nazywamy pmystajawymi. afinicenie, jesli
istnieje przeksztalcenie afiniczne tworn 4 w twoér B. Np. 'Wszystkie
prostokaty sa przystajace afinicznie, tak samo dowplne dwa katy.

Wetmy naprzéd pod uwage przeksztalcenia —rzeczywiste
i krzywe o réwnaniach. rzeczywistych (tj. majacych wszystkie
wspbtezynniki rzeczywiste).

Udowodnimy, ze w geometrii rzeceywistej wszystkie elipsy saq przy-
stajace. afinicenie.

W poprzednim paragrafie udowodnilismy, ze kazda elipsa ma
w odpowiednio dobranym ukladzie wspéhzednych prostokatnych
réwnanie postaci

@t P
1) ' - + Th 1.
Ale dwie elipsy: (1) i
wz yz
(2) 2T p =1
sa przystajgce afinicznie, gdyz przeksztalcenie
a ' /l b q !
r=-z =—
P Y 5J

przeprowadza (1) w (2). Tym samym twierdzenie jest udowodnione.

Podobnie dowodzi sie preystawania afinicenego dowolnych dwdch
hiperbol i, ogblnie, kasdej pary tworéw nalesqcych w klasyfikacji me-
irycenej do jedmego wiersza tablicy T (str. 259).

Istnieje wige dokladnie 11 typow stoskowych mie preystajgcych
afinicznie. :

Tablica I zostata podzielona wlagnie podlug tych typéw. Jest
to klasyfikacja stozkowych w geometrii afinicznej rzeczywistej.

Weimy teraz pod uwage dowolne przeksztalcenia zespolone.
. Wowezas ilodé typéw stozkowych (o réwnaniach rzeczywistych lub
nie) bedzie mniejsza. Niech bowiem przez przeksztalcenie afiniczne
stozkowa przechodzi w krzywa

3) I+ Ay 29,842,y +¢=0

(p. Przypis I, § 4). Samo przeksztalcenie i réwnanie (3) mogg mied
wspbtezynniki zespolone, a A, i A, nie muszg byé pierwiagtkami
charakterystycznymi. '

iom
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Jedli A4+0 i A =0, to przez przesuniecie sprowadzamy row-
nanie krzywej (3) do postaci
(4) AP+l g=0,

a nastepnie przez przeksztalcenie

; —_
/4 /4
l’:]// ;TIX, y——if }'EI
do postaci

(5) , 2L y21i1=0.
Jesli 440 1 Z:O, to w (4) jest ¢=0 i przeksztalcenie
X=Vha, Y=l iy
przeprowadza krzywa (4) w krzywa
X2+ ¥2=0.
Jedli A=01 A =0, to otrzymujemy tak samo jak w § 52 TOwW-
nanie
: yP—2pr=0,
czyli- po przeksztatceniu
X=pur, Y=y,
arabole ’
g 72— X =0.
Jedli R(W=1i R(A)=2, to réwnanie (3) ma ksztalt

Ao y+q=0;
podstawienie

S

: 4q
r=2X, y—-:]/ 71’

Lo

daje réwnanie »
yr+1=0,
przedstawiajace pare prostych réwnoleglych.
Jesdli R(QI):R@I):L to podobnie otrzymujemy réwnanie

2

y?=0,

przedstawiajace prosta podwdjng. ‘
Jedli R(A)=0 i R(A)=2, to mamy réwnanie

¢ U —(
25(2 gy +2 A25Ts+Aa3) =0,
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ktére przez przeksztalcenie

0 X =203 2 0y3%5+ g3, 0 X, =12,, 0X 3=,

przechodzi w réwnanie
X, X,=0,

przedstawiajace prosta wlasciwg i prosty w oo.

Jedli wreszcie R(U)=0 i R(AW)=1, to dostajemy réwnanie

przedstama]@ce prostg podwéjng w oo.
Typy stozkowych geometrii afinicznej zespolone] 83 zebrane
w tablicy II.

TABLICA IT

B2 | R(X)| Postaé kanoniczna Typ kraywej

2 3 21L1=0 stozkowa wladciwa srodkowa

1 3 y2—2px=0 parabola

2] 2| erpmo | e il
]2 im0 | D b viieweh
1 1 y2=0 prosta wladeciwa podwdjna

0 } 2 L123=0 | prosta wlzyéeiwa i prosta w oo
0 j‘ 1 z3=0 prosta podwéjna w oo

Jak xviclfimy, jesli 4 =0, to kraywa rozpadae sig nd proste. Albo-
wiem, jesli A=0, wielomian f rozklada si¢ na dwa ceynniki liniowe :
(6) F (@1 @y y 23) = (A1 L1+ Ca Do+ ) (b1 21 +Dy 0y by 55).

‘ Istotnie, dla trzeciej i czwartej postaci kanonicznej z tablicy IT
jest v
rryP=(ety)(@—iy),  P+I=(y+i)(y—i),

icm
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pozostate za§ postacie kanoniczne, dla ktérych A =0, 33 przedsta-
wione w tej tablicy jako iloezyny dwoéch czynnikéw liniowyeh.
Przez przeksztalcenie linjowe forma kwadratowa rozpadajaca sie na
czynniki liniowe przechodzi oczywidcie w forme o tej samej wias-
nosci, co dowodzi twierdzenia.

Wykazemy teraz, ze jesli A50, to kaida prosta przecina stoi-
kowaq w jednym lub dwdch punktach.

Ograniczymy sie dla przykiadu do typu pierwszego z tablicy IL.
We wspélrzednych jednorodnych stozkowa ta msa réwnanie

(7) =0,
a wiec prosta w co przecina ja w punktach, w ktérych
‘ oo =0, @y =111,

czyli w dwoéch punktach. Jedli za$§ prosta jest wiadciwa, to mozna
jej réwnanie napisaé w postaci

8) . 2y =aZy+bxs

(lub ®,=ax,+bx,). Podstawiajae wartosé z; z (8) do réwnania (7),
otrzymujemy

(9) (02+1)25+2 abz,05+(b1)25=0.

W réwnaniu tym wszystkie wspélezynniki nie mogs byé réw-
ne 0, poniewaz wéwezas byloby ab=0, skad a=0 Jub =0, a wiee
a?+1=£0 lub b2-+15£0, co od razu prowadzi do sprzecznofel. Row-
nanie (9) ma wiec nie wiecej niz dwa rozwigzania o, :%&, & tym sa-
mym prosta (8) przecina stozkows (7) nie wiecej niz w dwéeh punk-
tach, c¢. b. d. o.

Udowodnﬂlémy, ze na to, by stotkowa zawierala prostq, poirzeba

i wystoarcza, eby A=0.
Wéwczas sklada sie ona z jednej lub dwdch prosiych, zaleinie

od tego, czy RAN)=1, czy R)=2.
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