ROZDZIAL IX

STOZKOWE
§ 48. Przekroje plaskie stozka

W rozdziale tym i dwéch nastepnych zajmiemy sie badaniem
najwazniejszych wlasnodei krzywych drugiego stopnia. Jak widzie-
lismy (§ 40, str. 201), pojecie krzywej drugiego stopnia miedei
w sobie pojecie uktadu wspélrzednych. Pomimo, Ze uklady wspol-
rzednych zostaty wprowadzone dopiero w XVII wieku przez De-
scartes’a, teoria krzywych drugiego stopnia byla szeroko rozwi-
nigta juz w starozytnej Grecji. Wybija sie tu na pierwszy plan na-
zwisko Apoloniusza z Pergi (TIT w. przed n. e.). Starozytni natkneli
sie na te krzywe, badajac przekroje plaskie najprostszych powierz-
chni: walca i stozka obrotowego.

. W tym rozdziale zbadamy przekroje plaskie stozka, ograni-
czajac sie do punktéw rzeczywistych. :

. 1. Wlasnosei stozka. Niech prosta p przecina. prosta o w punk-
cie § pod katem 9. Przez obrét prostej p dokola o powstaje stozek
obrotowy (rys. 85).

Stozek ten gklada si¢ z dwéch powlok,
zigezonych we wspélnym wierzcholku 8, zwa-
nym $rodkiem stoika. :

Prosta o nazywa sie osiq stoska, a prosta p —
tworzaceq stozka. o

Do stozka zaliczamy réwniez punkty w oo
jego tworzacych.

Waglrzem stoéha nazywamy zbiér punktéw P

taczaca 8 z P tworzy z osig stozka kgt mniej-
szy od &. Punkty, ktére nie lezg na powierz-
chni ani we wnetrzu stozka, tworzg =bibr
Zwany zewnetrzem Stosha.

(wiadciwyeh lub nie) o tej wlasnosei, #e prosta

icm
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Np. punkty osi o réine od § leig wewnatrz stozka.
Udowodnimy, ze jesli dwa punkty wlasciwe P, i P, leiq we-
wnirz lub na powierzehni jednej = dwu powlsk sioika, leez nie na jed-
nej tworzqcej, to katdy punkt P odcinka P,P,, roiny od P, i Py, ledy
wewnqlrz stozko.
Istotnie, przetnijmy stozek plasz- |

czyzng II nie przechodzaey przez fro- wngtrze

dek 8 i prostopadia do osi 0. Przekréj W

jest kotem (vys. 86). Proste SP,, SP, /

i 8P przebijaja plaszezyzne IT w pun- ‘1’ zewngtrzs
ktach Pj, P; i P'. Punkt P’ lezy na
odcinku P;P;. Poniewaz punkty P;
i P; leza wewnatrz lub na brzegu kola,
wiec P’ lezy wewnatrz kola. Ale wne-
trze tego kola jest miejscem geome-
tryecznym takich punktéw € plasz-
czyzny I1, dla ktérych prosta SQ two-
rzy z osig kat mniejszy od & Zatem
kat prostej SP’, tj. prostej SP, z osig
stozka jest mniejszy od &, e. b. d. o.

2. Przekroje stozka. Przetnijmy
stozek  plaszezyzng I przechodzacs
przez jego srodek § i oznaczmy przez
@ kat, jaki ta plaszezyzna tworzy
z osig o stozka.

Jedli p<<®, to przekrdj sklada sie z pary tworzgeych rzeczy-
wistych. : :

Jedli za§ ¢=1=3, to przekrdj jest jedna tworzacsg.

Jesli wreszcie ¢>9, to przekr6j zawiera tylko jeden punkt
rzeczywisty, mianowicie §rodek S. ' _

Powyzsze przekroje stozka nazywamy stoskowymi niewlasciwymi.

W dalszym ciagu rozpatrywaé bedziemy tylko przypade];, egdy
plaszezyzna IT nie przechodzi przez frodek S. Przekroje takie na-
zywamy stodkowymi wlasciwymi. ‘

Rozrézniamy trzy przypadki: _ ' '

10 @ > 9. Wowezas stozkowa nazywa sie elipsa ™. Elipsa przecina
wszystkie tworzace stozka w punktach wlagciwyeh lezacych na jed-

e

nej powtoce, a wiec nie zawiera punkidw rzeczywistych w oo

Rys. 86

* W § 50 dowiedziemy, Ze ta definicja elipsy jest réwnowazna definicji z § 13.
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20 g=9. Wowezas stozkowa nosi nazwe paraboli. W tyr.n przy-
padku plaszezyzna IT jest réwnolegla do jedngj i tylko jednej z two-
1zaeych stoika, przecina zatem dokladnie Jedn‘ad_ tworzacq stozka
w punkcie w co. Tak wiec parabola zawiera yeo.len punlt w oo,
Parabola, tak jak elipsa, lezy catkowicie na jednej powloce stozka.

30 0<p<d. Wowezas stozkowa nazywa sie hiperbolq. W tiym
przypadku plaszezyzna IT przecina obie powloki stozka. Hiperbola
sklada sie wskutek tego z dwdch galezi, z ktérych kazda lezy na
jednej z powldk stozka. Plaszezyzna réwnolegla do [I i przecho-
dzaca przez § przecina stozek wzdluz dwoéch tworzaeych. Tworzgce
te sg réwnolegle do plaszezyzny I7, a wiee przecinaja ja w dwéch
punktach w.co. Zatem hiperbola zawicra dwa réine punkiy w oo,

Waneglrzem stotkowej wlasciwej nazywamy zbiér punktow plasz-
czyzny II, ktore lezg wewngtrz stozka. 7 dowiedzionego twierdze-
nia o wnetrzu stozka wynika, ze jesli dwa punlty wnetrza stoglowej
(w przypadku hiperboli leace ponadio wewngirz jednej = galezi) poly-
czymy odeinkiem, to -odeinek ten lesy wewnairz stoihowes,

Ta wlasnodé wnetrza stozkowej (dla hiperboli wlasnogé kazdej
z jej galezi) nazywa sie wypukloseiq.

Wnetrza elipsy 1 paraboli g obszarami, natomiast wnetrze hi-
perboli sklada sie z dw6ch obszaréw. .

Oczywifcie kazde dwa punkty zewnetrza stozkowej daja sie
polaczyé liniy lamang, nie przecinajaca tej stozkowej.

3. Ogniska i kierownice. Wpisujemy w stozek kule styczng do
stozka i do plaszezyzny tnacej I7 (rys. 87). Kula ta jest styczna
do plaszezyzny IT w punkeie F, zwanym ogniskiem stodkowej, a do
stozka — wzdluz kola K, lezacego w plaszezysnie II,, prostopadlej
do osi stozka. Plaszezyzny IT i IT, przecinajg sig wzdtuz prostej k,
zwanej kierownicq stozkowey. .

Ognisko lesy wewnatrs stoé‘kowei, a kierownica zewngire niej.

Niech ¢ bedzie — jak poprzednio — katem, ktéry plaszezyzna
II tworzy z osig o stozka, a P — dowolnym punktem stozkowej.
Prostopadia do % poprowadzona z P przecina &k w punkeie R. Po-
niewaz Qi B lesy w plaszezysnie II, prostopadlej do osi stozka,
wige wektory PR i PQ maja jednakowe rzuty na of o. Stgd

(1) ‘ [PQ| cos # = | PR| cos g.
Niech

|PPl=¢ i  |PR|=d.

icm
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Poniewaz |PF|=|PQ|, (gdyz |PF| i |PQ| sa dlugosciami styez-
nych z punktu P do kuli) wiee z (1) dostajemy

o cos d=d cos g, ——
skad
0 COSg
2 —_—= -
(2) d cosd
Liczba
cos g
(3) T cos g

nazywa sie mimosrodem
liczbowym stozkowej.
Dia. elipsy jest e<1 (gdyz
@>1), dla paraboli e=1 (gdyz
p=1), dla hiperbolfi' e>1 (gdyz
@ <)
Z (2) i (3) wynika, ze

(4) o=

sl
.

Zatem  stosunek odlegtosei
punkiy na stoskowe] od ogniska
4 kierownicy jest liczbq stalq. y

Na odwrét, gdy dla jakiegos punkiu P plaszczyzny IT zachodzi
réwnosé (4), to punkt lezy na stodkowej. 4 .
w Istotnie, polaczmy P z F (rys. 83).
¢ W mysl zalozenia

Rys. 87

\PF|=|PR|-e.

B, Przedluzmy FP do przeciecia sie z kie-
® rownicg w punkcie @ (ewentualnie w pun-
“keie w oo, gdy wektor PF jest réwx‘mlegiy
do Kierownicy). Wowezas F musi prze-
cigé stozkowsg w punkeie Py, gdyz ogms%io
lezy wewngtrz stozkowej, 2 punkt @ kie-
rownicy — zewnatrz niej. Zatem

,le_—_}PlRli -e.

Rys. 88
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Przekréj hiperboliczny
stozka. -
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Rys. 89

Przekroj eliptyczny
stozka.

icm

§ 48 3. Ogniska i kierownice. 241

Rozwazmy przypadek, gdy @ jest punktem wlasciwym.
Gdyby punkt P lezal wewnatrz stozkowej, to byloby
1P1Q1<|PQ| i z podobiedstwa tréjkatéw mielibyémy

|QP:| _1QPy [ +|FP,|—|FP|_|QPy| | [PyRy|

153 = = BRI P et
®) PR, IPR| PR| " ° [PR|
Ziarazem
|PR,| |P,Q
(6 S _fmive
© [PR| ~ [PQ] =
wiee ‘wobec (5)
P,] 1P,
<=7
|P.E,] | PR

stad za$ [PR|>|P,R,| whrew (6). Podobnie doszliby$my do sprzeez-
nogei, gdyby punkt P lezal zewnatrz stozkowej, jako tez w przy-
padku, gdy prosta F'P jest réwnolegta do kierownicy.

W przypadku elipsy i hiperboli mozna oezywiscie wpisa¢ w sto-
zek dwie kule styczme do I7 (p. rys. 89 i 90); zatem elipsa i hiper-

~ bola majg po dwa ogniska i dwie kierownice. Oba ogniska leig

wewngtrz tych krzywych, a obie kierownice — zewnatrz nich.

Z ognisk hiperboli jedno lezy wewnatrz jednej galezi, a drugie
wewngtrz drugiej gatezi. Dla elipsy i hiperboli obie kule sg styczne
do stozka wzdhiz k6t lezgeyeh w plaszezyznach réownoleglych, wiee
kierownice sg przecieciami plaszezyzny
IT z plaszezyznami réwnoleghymi. Dla- d

g F I

tego obie kierownice elipsy lub hiperboli ’:‘—\ -

sq réwnolegle. / eh
Niech P bedzie dowolnym punktem F, N A

elipsy (rys. 91), d, i d, jego odlegto-

dciami od obu kierownic, a o, i 0, jego

odleglosciami od obu ognisk. Zatem
(T) 0,7 0y=r¢ed; +edy=e(d; + dy) = ed,
‘ gdzie d jest odlegloscia miedzy kierownicami.

Rys. 91

P/

‘Wiasnoéé (7) charakteryzuje punkty elipsy.
\ Gdy bowiem punkt P lezy wewnatrz elipsy,
o b to (p. rys. 92)

91+92:IF1P]+;F2P1<
<|F,P|+|PP'|+|F:P' |=
Rys. 92 =]F1P'i+IFEP'{=ed.

Monografie Matematyczne, XXVIL 16


Yakuza


242 ROZDZIAL IX. Stozkowe.

Podobnie, dla punktéw lezacych zewnatrz elipsy jest

01} 02> ed.
Zatem clipsa jest miejscem geometrycenym punkitow,
suma odleglosci od ognisk jest réwna statej liczbie ed.
Podobnie dowodzi si¢, ze hiperbola. jest miejscem geometrycenym
punktéw, dla kidrych |o;— o,]=ed. "
Dotyezy to oczywilcie tylko punktéw wladciwych hiperboli,
a nie jej punktéw w oco.

ktérych.

§ 49. Réwnania stozkowych 'wlaéciwych
we wspélrzednych biegunowych

~ Kazda kula styczna do stozka i plaszezyzny tnaeej 17 Wy zna-
eza — jak widzielifmy ‘— jedno ognisko F i jedng kierownice %
stozkowej. Bedziemy je nazywali odpowiadajqoymi sobie 'wzajenmnie
(w przypadku paraboli jest tylko jedno ognisko i jedna kierownica).
WprowadZzmy na plaszezyZnie I7 uklad wspblrzednych biegu-
nowy, ktérego biegunem jest F, a osiy — prosta prostopadia do %
i majgea zwrot od F do k. Obieg dodatni katéw mozemy wybrad
dowolnie. ‘
Prosta réwnolegla do %, przechodzaca przez F, przecina stoz-
kowg w dwéch punktach. Niech P, bedzie ktérymkolwiek z nich.
Odleglo$é punktu P, od ogniska F nazywamy parametrem stos-
kowej i oznaczamy przez p. '
Niech 6 hedzie odleglogcia punktu Py od kierownicy odpowia-
dajacej ognisku F. Zate ' : '

1 , ' p=es.

Niech teraz P bedzie dowolnym punk-
k tem stozkowej, lezacym po tej samej
stronie kierownicy % co odpowiadajace jej
ognisko F i niech d bedzie odleglodcia
punktu P od kierownicy k. Punkt P ma
dokladnie jedns pare wspélrzednyeh bie-
P gunowych o,¢ spelniajaca nieréwnogei
k e>0,
Rozrézniamy dwa przypadki:
10 d< 6. Woéwezas (rys. 93)
0o n/2 Tub

0-<Cop< 2m,

3n/2 «sj-\lf Q@ < 275’

icm
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a zatem
(2) 0=|QF|=|QP'|+|P'F|=d - pcosg.
20 d>4. Wowezas (rys. 94) .
w2 <p <3xf2, F ¢
2 zatem 1‘ R 5
8)  6=|QP'|—|PF|= “‘xx
=d—pcos(x—g¢)= g\ F
=d -+ pcosg. \ —~
Mnozac przez e, dostajemy wobee - A e,
o=de i (1) W obu przypadkach P r /

p=o-+gecosgp,
skad Rys. 64

_ p
(4) Q_1+ecosw

Na odwrét, gdy zachodzi réwno$é (4), to punkt P(o,p) lezy
na stozkowej. Z (4) wynika bowiem, ze

—Z— —+pcosp = % 3
a wiec przyjmujac oznaczenie
(5) d=0e,
otrzymujemy

d=06—pcose.

Z réwnodci tej wynika, ze d jest odleglodcig punktu P od kie-
rownicy. Wobec (5) punkt ten lezy na stozkowej. W przy?a,dku
elipsy i paraboli wszystkie punkty stozkowej lezg po tej samej :s,tm-
E nie kierownicy co ognisko. Réwnanie (4)
przedstawia zatem caly elipse i para-
bole (oczywiseie bez jej punktu w oc).
e Przejdimy teraz do hiperboli. Wezmy
9 pod uwage te jej punkty, ktére lezg
po przeciwnej stronmie kierownicy niz
ognigko.

&

Wéwezas (rys. 95)

§=|FQ|=|FP'|—|QP'|=gcosp—d,
16%

Rys. 95
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skad wobec (1)
b_ _2
p = COS @ 6 ?

2 wiec
| __ 7

(8) Qﬂ_luecosgf

Podobnie jak poprzednio, okazuje sie, ze i na odwrét, kazdy
punkt, dla ktérego zachodzi réwnogé (5), lezy na hiperboli.

Udowodnili§my wiec twierdzenie nastepujace:

W ukladzie biegunowym wspdlrzgdnych o biegunie w ognisku
i 0 0§t prostopadtej do Eierownicy

1° elipsa ma réwnanie

p

- gdeie  0<e<1
(6) i Teeosy ! )
2° parabola ma réwnanie
r ' —_— p ......
(") 1+ cosg

3% hiperbola jest wyznaczona dwoma réwnaniami

P p Y
o=—" Q= — — L gdwie  e>1
(8) 1+4ecosep’ 1—ecosq’ g ’

2 Ktorych kaide wyznacza jednq z galeei hiperboli.
W réwnaniach (6)-(8) jest ¢>0 i 0<{p<2n.

Dla paraboli z (7) wynika, ze 1+ cos (p#o czyli cospst-—1,
skad g£r. .

Dla hiperboli z (8) wynika, ze dla jednej gatezi jest 14-¢ cos p> O;
a dla drugiej 1—ecos p<<0. Poniewaz e> 1, wige istnieje kat ¢, dla

ktorego cos py=—1/e. Zatem dla jednej z obu galezi zachodzi jedna
z nierdwnosci ’

I<¢<p, lub  2r—g,<p<2n,
& dla drugiej — jedna z nieréwnogci

O0<op<m—gy, lub  rmgy<p<2m

icm
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§ 50. Réwnania stozkowych
we wspélrzednych kartezjaniskich

Niech teraz Ozy b@dz’ie prostokgtnym ukladem wspélrzednych,
okreglonym, jak nastepuje:

Osig Oz jest prostopadia z ogniska do kierowniey, ze zwrotem
od kierownicy ku ognisku (rys. 96). O¢ Oz przecina stozkowa
w punkeie O lezacym miedzy ogniskiem a kierownica. 0% Oy,
prostopadia w tym punkcie do osi Ox ma zwrot dowolny.

Niech w tym ukladzie wspolrzednyeh ognisko ma odciety &,
a kierownica niech ma réwnanie z=7. Poniewaz odleglodé ogniska

od kierownicy wynosi p/e (p. wzér (1), X

str. 242), wiec wobec n<0 jest kly
Epe— — £
§—n=ple. i
Poniewaz punkt O lezy na stozkowej, 3 //
wiee v -
E=elnl=—en - 7 § ¢
. Lo\ 7
Z tych dwéch réwnai obliczamy f
_P —__P
P ele+1) Rys. 98

Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem stozkowej. Wéwczas

]/' 20 P PO
(x—e—{—l/ = s e(e+1)

Podnoszge je do kwadratu, otrzymujemy réwnanie réwno-
wazne
(1) y?—2pr=_(e—1) 2"

Roéwnanie to przedstawia stozkows w powyzszym ukladzie
wspotrzednyeh prostokgtunych. W szezegblnodei dla paraboli otrzy-
mujemy wobec e=1

V(2) yz =2pm,
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Rozwazymy blizej przypadek ez1, tj. gdy stozkowa jest elipsg
Iub hiperbola. Wéwezas réwnanie (1) jest réwnowazne réwnaniu

PV _ e P
(3) (¢ —1) (m+gz—_“i) —yé—gzwl-
Przesunmy uklad wspélrzednych Wzdmz osi Ox:
V4
et—1, ,
W nowym ukladzie wspéirzednych réwnanie (3) przybiera postaé
(1—e)? 1—e
o P?
Przyjmijmy oznaczenia

(@) a'=a+ y'=y.

z'? 4+ y't=1.

(5)

p .
= - g=gign (1—e?
a 11——«621, l/ l_ezl g ( )’
V4 p
31 b= e
1—¢ Ve(l—e?)
W tym znakowaniu réwnanie (5) ma ksztalt

v g? oy
{7 7 + e 1,

j— __.p_ I) T e oraz
0 ’ I
a wiec ,

(6) a=¢

gdzie =1 dla elipsy, a' e=—1 dla hiperboli.

Ognisko F ma w pierwotnym ukladzie Oxy wspdlrzedne P

e ~‘{.:ﬂi’0’

a wiec w nowym ukladzie ma ono wspélrzedne y,0, gdzie

_ D p _ pe
_e-{—l +62—-1 Tl
Liczba c=|y| nazywa sie mimosrodem liniowym stoskowe;j.
Z r6éwnosci (6) i(8) otrzymujemy

A

(8) S ¢

/
1’ at — 8b2 ) b2 —_—
(9) o= p=—, o=Vaz—cb2
Kierownica ma réwnanie
2
(10) o=
N cﬂ )

'D'owiedliémy wige, ze w odpowiednim ukladzie wspdtregdnych
kartezjariskich kaida parabole moéna przedstawié réwnaniem Tsetattu
(2){ elipse zas i hiperbole réwnaniem ksetaliu (0. ’ ’

icm
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( Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne: kaida krzywa, kidra

ma fré'%onani.e postact (2), jest parabolg, kaida za$ krzywa o réwnaniu
postaci (7) jest dla e<1 elipsq, a dla e>1 hiperbolg.

_ Mamy wiec dowiesd, ze kazdg krzywg o powyzszych réwnaniach
mozna otrzymaé przez przeciecie stozka plaszezyzng. ,

IDowod przeprowadzimy naprzéd dla elips i parabol lacznie.
Wezmy pod uwage stozek powstajgey przez obrét prostej

9.’5’="- zi’ yl_: 0

dokota osi Oz'. Stozek ten ma réwnanie (p. wzér (5) z §18, str. 79}
(11) 2Lyt =2"
i kgt miedzy tworzaca a osig §=7/4.

Wez’_my teraz krzywy o réwnaniu ksztattu (7) i niech a, b, e, p
beda zwiazane réwnofeiami (9). Przez przesuniecie odwrotne do (4)
sprowadzamy réwnanie (4) do postaci (1) gdyz dla elips i parabol

(12) 0<e<1.

Aby dowiedé, ze przez przecigcie stozka (11) plaszezyzng mozna
otrzymad krzywa przystajaca do krzywej (1), obréémy uklad wspél-
rzednych Oz'y’z" o kat o dokola osi Oy’. Oznaczmy nowy uklad
wspolrzednych przez O&nl. Zatem

#'=~Ecosw—{sin e, y'=n, #'=_¢sinw-+£ cos w.

Podstawiajac te wartodei do réwnania (11), dostajemy réwnanie
stozka w ukladzie O&nl:

(13) P=2&L 8in 20 4+ (2 — &%) cos 2w.
" Wykonajmy nastepnie przesuniecie =z +I, y=y, {=2 Wow-
czas réwnanie (13) przybierze postaé
y* =2z (2 5in 20 — 1 c08 20) — 2* €08 2 + 212 sin 20 + (22— I?) ¢08 20,
Zatem przekrdj plaszezyzng z=k ma réwnania
(14) 92=2z(ksin2m—1 c0s2w) —z? cos 2w +21k sin 2w - (£*—1*) cos 2w,
z=k.
Jedli dobierzemy k,11i o tak, zeby
co82w =1—¢?, % sin 20w — I cos 20w =p,
21k 8in2w -} (k2 — I?) cos 20 =0,

to krzywa (14) pokryje sie z krzywg (1)-

(15)
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Wobec (12) uklad réwnan (13) ma rozwiazanie w, k&, I.
Istotnie, z pierwszego z tyeh réwnal znajdujemy w, & nastep-
nie z trzeciego obliczamy

' % l=(—sin 20 4 1) : cos 2ew.
Stad i z drugiego z réwnan (15) znajdujemy % i 1.

Gdy e=1, to z pierwszego z réwnan (15) wynika, ze w=T7/4==0;
plaszezyzna tnaca tworzy z osig stozka kat gp=7/4, a wiec krzywa
(14) jest parabola.

Gdy zad 0<<e<l, to 0 <w<<T/4, wiec dla kata @, jaki plaszczyzna
tngea tworzy z osia stozka, mamy

T T
(77=:"2“—-(l)>;1-:’19,

zatem przekr6j jest wowezas elipsg.
Aby udowodnié z kolei twierdzenie dla hiperboli

22 ?/2
” (16) aTE b
- wezmy pod uwage stozek, ktéry powstaje przez obrét prostej
, b’
== — z,:O
a

dokota osi Oz. Stozek ten ma réwnanie (p. wzdr (4) z § 16, str. 79)

2

b ,
— oy =,

Przesurimy znowu uklad wspéhrzednych:

r=g, Y=y, g=2'—b.

W nowym ukladzie wspblrzednych stozek ma réwnanie

b2 o
— — Py (e D=0

ipla;szczyzna: #=0 przecina go wzdluz krzywej (16). Poniewas ta
p%a:s'zc?zyzna Jest réwnolegta do osi Oz’, tj. do osi stozka, wige prze-
kr6j jest hiperbola, e. h. d. o. ) ‘

ROZDZIAL X

KLASYFIKACJA STOZKOWYCH

§ 51. Przeksztalcanie réwnan stozkowych

Rozszerzymy obecnie definicje stoikowej, nazywajac tak wszel-
kg krzywa plaska, dajgea sie przedstawié we wspélrzednyeh kar-
tezjanskich przez réwnanie drugiego stopnia
1 F(@1y @y Bg) = Qg @]+ 230 2y Ty Age X3+

F20:3 % 23+ 2 Gag Ty T3+ 35 x5 =0.
Ta definicja stozkowej obejmuje jako szezegélny przypadek
definicje z § 48 (str. 237).

Jesli stozkowa. (1) nie zawiera prostej w oo, to jest ona wyzna-

czona przez réwnanie niejednorodne

(2) G (@, Y)= a1 22+ 20,5 0Y + A2 ¥*+ 2338+ 2 A Y+ Az3 = 0
(p. § 40, str. 202). '
Poddajmy najogélniejszej zmianie uklad wspdhzednych, na og6l

-ukognokatnych,
(3) #=by, &' +by +m, ygbzlwi%‘ besy' -+ 1y
gdzie
CONN |Bl=]bul#0-
Zmiane te mozemy zlozyé z dwoéch:
(8) | - p=o'4m, Y=y +n,
oraz
(6) 2=by @' +by, Y=Dbay &'+ beey’

We wspélrzednych jednorodnych przeksztatcenie (5) wyraza
sie wzorami ‘

(1) om=mz+maxs, gdzde ¢70.

0&y== L5+ M Ty, 0= T3,


Yakuza




