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Kasde precksatalcende afinicene rreceywiste T preestreent, Tiore
iprzeprowadza kolo sferyceme w siebie, ?'est podobwmtwem‘. o
_ Istotnie, niech ¢ bedzie katem ml@dzy. dwoma wektorami « i Db,
lezacymi w plaszezyznie II. Przeksztatcenie T przeprow&_mdf/ja plagz-
czyzng II w plaszezyzng IT', przy czym punkty przecigcia plam
csyzny IT z kolem sferyeznym przechodzg W 1)u1-1k1}y~ p?zem?cm
plaszezyzny II' z kolem sferycznym (na mocy zatozonej niezmien-
niezodei kola sferyeznego wizgledem przeksztatcenia T'). Tym samym
punkty cykliczne plaszczyzny IT przechodza w pu_nkty cykliezne
plaszezyzny IT', a zatem przeksztateenie plaszezyzny II w plaszezyzng
IT" jest podobiefistwem (p. str. 209). Stad zad wynika, ze katly nie
ulegaja zmianie, a z niezmienniczosei katéow wynika, ze przeksztal-
cenie T przestrzeni jest podobieristwem, c. b. d. o.

Wezmy pod uwage stozek minimalny (8). Réwnanie jego jost
réwnowazne réwnaniu

(2—aPy—b)=—(z—0)
czyli réwnaniu =
(12) [(w—a)+i(y—D)][(z—a)—i(y—b)]=[i(z—0c)]*
Wiynika stad, ze na stozku tym lezg calkowicie proste, ktore sg
krawedziami przeciecia plaszezyzn
(13)  Alz—a+ti(y—b))=ui(z—c),

gdzie 1 i u sa dowolnymi liczbami nie znikajacymi jednoczesnie.
Proste te nazywamy prostymi minimalnyms w przestrzend.

p(—a—i(y—Db))=ri(z—oc),

Oczywidcie proste minimalne sa to proste przechodzgce przez

punkty kola sferycznego. Kazda plaszezyzha rzeczywista przecho-
dzaca przez wierzeholek stozka minimalnego przecina go wzdluz
pary prostych minimalnych, ktére sq zarazem prostymi minimal-
nymi tej ptaszezyzny. ) ‘
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§ 42. Réwnanie kola
Kolo o drodku (a,b) i promieniu r ma w ukladzie wspéhrzed-
nych prostokatnyeh na plaszezyznie réwnanie postaci
(1) (m—ap+(y—bp=r.

Uogélnimy obecnie pojecie kola.
Kolem bedziemy nazywali kazdy twor, dajacy sie przedstawié

-réwnaniem postaci (1), gdzie a, b i 7 sg liczbami zespolonymi.

W szezegélnodei kolo moze nie zawieraé punktéw rzeczywistych
(np. gdy a i b sa rzeczywiste, a 72<C0) lub zawieraé jeden tylko
punkt rzeczywisty (mianowicie gdy @ i b sa rzeezywiste, a r=0).

Z r6éwnania (1) otrzymujemy po wykonaniu dzialan i po re-
‘dukeji réwnowazne réwnanie postaci

(2) V 2+ +2ma-+2ny +p=0.

Kazde kolo daje si¢ wiec przedstawié w postaci (2). Na odwrdt,
uzupelniajac réwnanie (2) do kwadratu, otrzymujemy "réwnowazne
mu réwnanie
(3) (-FmP+Hy-Fnp=mfnt—p,
priedstawiajapce kolo o $rodku (—m,—n).

Jedli w réwnaniu (3) wspélezynniki m, n i p sg rzeezywiste, to
mozemy rozréznié trzy przypadki:

1° m2+4n2—p>0. Wowezas réwnanie (3) przedstawia kolo rze-
czywiste o promieniu ]/m2+fn2‘—p.

20 m24-nt—p=0. Woéwczas na plaszezyznie rzeczywistej réwna-
nie (3) przedstawia jeden punkt rzeczywisty.
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.Na;f;omiast na plaszezyinie zespolonej réwnanie (3) przedsta-
wia pare prostych minimalnych (p. str. 206); nazywamy ja kolem
zerowym o $rodku (—m, —mn).

30 mrini—p<0. Wowezas réwnanie (3) przedstawia kolo nie
zawierajace punktow rzeczywistych.

Poniewasz $rodek kola (2) zalezy wylacznie od m i m, wiee dwa
réwnania ksztattu (3) preedstawiajq kola wspdtsrodkowe wiedy i tylko
wtedy, gdy wspdlezynmiks prey @ 4 y sq w obu réwnantach jednakowe.
Udowodnimy obecnie, ze przez trzy punkty

(4) (®1,%1) (2, Y2) (#3,Y5)
nie ledgee na jednej prostej preechodzi dokladnie jedno Loto i ze ma
ono réwnanie

tertyr oy 1

oty moyn 1|

L@ty @y oy, 1

Bt @y ys 1
Pierwsza czedé twierdzenia, tj. istniemie kola przechodzgcego
" przez trzy punkty niewspélliniowe, jest znana dla punktéw rzeczy-
wistyeh z geometrii elementarnej. Wymaga wiee dowodu jeszeze
tylko dla punktéw zespolonych.

Ot6z istotnie, gdy punkty (4) nie lezg na prostej, to

@ Yy 1 t
(6) D=| @, y, 1|£0.
’ %3 Ys 1 |
Rozwijajac wyznacznik (5) wedlug pierwszego wiersza, otrzy-
mujemy réwnanie postaci
D (2*+y) +2 Mz 2Ny P =0,

Dzielge przez D, dostajemy réwnanie ksztattu (2), a wiec 1réw-
nanie kola. Kolo to przechodzi przez punkty (4), gdyZ podstawia-
jac do (5) za z i y wspéhzedne dowolnego z tych punktéw, dosta-
jemy dwa wiersze identyczne. Udowodnili§my zatem, ze przez trzy
punkty nie lezgce ma prostej przechodzi co najmniej jedno kolo.

Obecnie wykazemy, ze przechodzi przez nie co najwyzej jedno
kolo. Zatéimy wiee, ze przez punkty (4) przechodzi kolo o réwna-
niu ksztaltu. (2). Réwnanie to jest wiee spelnione dla w==a; 1y =y,
gdzie ¢=1,2,3. Otrzymujemy .

m%-}—yi—{-%mi—{_znyi—}—p =0,

(3)

i

gdzie i=1,2,3.
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Jest to uklad trzech réwuan liniowyeh o trzech niewiadomych

m,n, p i 0 wyznaczniku (6). Wobec D=0 uklad ten ma dokladnie
jedno rozwigzanie, ¢. b. 4. o.

Uwaga. Kula ‘ma W przestrzeni w ukladzie wspélrzednych
prostokatnyeh réwnanie postaci

™ _ (@—0) +{y—bP+(e—cp=r2
czyli postaci
(8) - Py 2ma - 2ny -+ 2pe-g=0.

Jezeli wspétezynniki m,n i p sa rzeczywiste, to w przypadku,
gdy wyrazenie

- {9) m+nipi—q

Jjest dodatnie, réwnanie (8) przedstawia kule rzeczywista, w przy-
padku za, gdy wyrazenie (9) jest réwne 0, dostajemy jeden punkt
rzeczywisty (stozek minimalny).

§43. Wzajemne polozenie prostych i kél na plaszezyimie

1. Prosta i kolo. Niech w ukladzie prostokatnym bedg dane:
kolo nie rozpadajace sie na proste

&) (e—aPHy—bp=rt,  gdzie r=0,
1 prosta rzeczywista wiadeiwa
(2) Az-+By+C=0.

Zmnalezienie punktéw wladciwyeh przeciecia prostej (2) z ko-
tem (1) prowadzi do rozwigzania ukladu réwnad (1) i (2). Mogg tu
zaj$é dwa przypadki:

1° prosta przecina kolo w dwéeh punktach (rzeczywistych lub
nie); ,
20 prosta przecina kolo w jednym punkcie.

Dla kota rzeczywistego i punktu rzeczywistego Po(zo,%,) tegoz
kola styczna w P, jest prostopadia do promienia przechodzacego
przez P, Poniewaz promief ten ma skladowe zy—a i y,—b, wige
styczna ma réwnanie )
v (mn""a’)(wfwa)‘;‘(yo_b)(y—yo):‘o
czyli
(@o—a) [(—a) —(@—a) ]y —8) [(y —b) —(¥o—b)]1=0,
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skad ' ‘
(0o —a) (m—a)F(Ho—b) (y —b) = (@ —a)*+(yo—b)?,

a wiec

3) (w,—a) (@ —a) +(yo—b) (y—b) =7

Dla punktéw zespolonych ko6t rzeczywistych i dla ko6t nierze-
czywistych réwnanie (2) przyjmujemy za okredlenie stycznej *
do kola w punkeie (%g,%,)-

2. Punkty przeciecia dwéch kél. Prosta potegowa. Zbadamy
obecnie wzajemne polozenie dwéch réznych lkét K, i K, o réwna-
niach

(4)

Ky (,y) =2+ +2my@ 209 +py =0,
Ko (w,y) = 2P +4y*+2mam 205y +p,=0.

Ograniczymy sie do zbadania przecigé w punktach wilagciwych,
a wiec do zbadania rozwigzan ukladu réwnan (4). Uklad ten jest
réwnowazny kazdemu z nastepujacych dwéch ukladédw:

(41 K, (z,y)=0,
(49) Ky (@,9)=0,

K, (2,y)—Kyz,y)=0,
- Ky (@,y)— K,y (@,y)=0.

Wynika stad, ze punkbty przeciecia dwéeh kél sg punktami
przeciecia  ktéregokolwiek z tych kél z tworem  przedstawionym
przez réwnanie ' .

(8) KI(?v,y)—Kz(w,y)E2(m1—m2)w+2(m—nz)y-l—(prpz)mO-

Jedli kola sg wspélérodkowe, to my;=m, i mn,=n,; réwnanie
(5) nie przedstawia wéwezas zadnego punktu wiadciwego. Zatem
kola wspélirodkowe nie przecinaja sie w punktach wladciwych.

Gdy kola nie sa wspélirodkowe, to réwnanie (B) przedstawia
Prosty, zwang prostq potegowq (lub prosty pierwiastng) k6l K, i I,
~ Aby zbadaé znaczenie geometryczne tej prostej, wprowadzimy
- Dowe pojecie, mianowicie pojecie potegi punkiu (wladciwego) wegle-
dem kola. Nazywamy tdk liczbe @—#, gdzie d jest odleglodeiy
punktu od frodka kola. Jefli jest to punkt P=P(z,y), a kolo ma
- réwnanie (1), to liczba ta jest réwna

K(z,y)=(0—ap+{y—bp—r,

* W § 54 okretlone g3 ogblnie styczne do krzywych drugiego stopnia,
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Z geometrii elementarnej wiadomo, ze gdy przez punkt P prze-
prowadzié sieczng Pprzecinajaes kolo w punktach 4 i B, to iloczyn
skalarowy PA-PB jest staly, tj. niezalezny od wyboru siecznej. Dla
punktu P lezacego zewnatrz kota Jest on réwny kwadratowi dhugosei
stycznej do kota, wychodzacej z P (rys. 73), a dla punktu P leigcego
wewnatrz kola jest on réwny kwadratowi polowy najkrotszej cieciwy
przechodzacej przez P, wzietemu ze znakiem — (rys. 74). Wreszcie
dla punktu P na kole iloczyn ten jest réwny 0. W kazdym wiee razie
iloczyn ten jest réwny d*—+* ezyli potedze punktu P wzgledem kola.

el

N

Rys. 73

Z réwnania (5) wynika, ze prosta potegowa jest miejscem geo-
‘metryeznym punkitow, ktére majq réwne potegi wzgledem obu két (nie-
wap6tsrodkowych).

Prosta (5) jest prostopadla do wektora o skiadowych m;—m,
i ny—n,.

Zatem prosta potegowa jest prostopadla do prostej laczacej srodki
obu Fdt.

Jesli dwe kota sig przecinajq, o ich prosta potegowe przechodzi
preez punkty preecigeia, gdyz punkt przeciecia dwéch kél ma wzgle-
dem obu k6l te sama potege (réwna 0), a wiec lezy na ich prostej
potegowe;j.

- Jedli dwa kola saq styceme (od zewnatrz lub wewnatrz), to ich
prosta potegowa jest ich wspdlng stycenag (W punkeie ich stycznosei).

Niech teraz beda dane trzy kola

(6) K, (2,y)=0, Kiz,9)=0, Ks(@,y)=0,

z ktérych zadne dwa nie 53 wspélsrodkowe. Istniejg trzy proste po-
tegowe, po jednej dla kazdej pary kot - .
Udowodnimy, ze wszystkie irzy prosie potegowe nalezq do jednego

peku.
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Istotnie, proste te maja réwnania
K, (0,9)—Ea(2,9)=0, Kqo@,9)—Ka(@,9)=0, Ky@,y)—K;(@,y)=0
i twierdzenie wynika z tozsamogei
(K (2, y)— Ko (m,9)]+ [Kz (0,y) — Ky(2,)] + [ Ky (@,y) — K, (2,9)]=0
(p. wzbr (9) z § 21, str. 100).

Jedli frodki trzech ko6l lezg na jednej prostej p, to wszystkie
trzy proste potegowe tych kol sg réwnolegle, poniewaz sg prosto-
padie do p. ‘

Jedli natomiast érodki trzech kot nie leza na jednej prostej, to
proste potegowe nie s3 do siebie réwnolegle, lecz jako nalezace do
jednego peku przecinaja sie w jednym punkeie wladciwym, zwa-
nym Srodkiem potegowym trzech kol.

Zatem Srodek potegowy ma réwne polegi wegledem wsrystlkich
trzech kot.

Konstrukeja, prostej potegowej dwéch k6t K, i K, z POIIOCH
eyrkla i lineatu jest latwa, gdy oba kola przecinaja siec w dwéeh

punktach rzeczywistych Iub sg styczne.

Jesli natomiast kola K, i K, sie nie
przecinajg, to kreflimy kolo K, (rys. 75)
przecinajgce kazde z két K, i K,
w dwéch punktach i majgce §rodek nie
lezgey na jednej prostej z ich grodkami.
Nastgpunie kredlimy proste potegowe
két K, i K, oraz K, i K, (po prostu
laczac prosty ich punkty przeciecia).
Obie proste potegowe przecinaja- sie
w frodku potegowym P wazystkich
, trzech k6, przez ktéry przechodzi
-prosta potegowa két K, i EK,. Otrzymujemy ja, prowadzac z P
prostopadla do prostej Iyezacej Srodki két K, i K,

’ Uwagi. Zbadaliémy. jedynie punkty przecigeia wiagciwe dwéch
kot Ponadto kazde dwa kola Przecinajg sie¢ w punktach cyklicznych
{§ 41, stx. 207). Kota, ktére Przecinajgy si¢ tylko w punktach cyklicz-
nych, sa wspélrodkowe. : '

‘ Tak samo jak dla két, dowodzi sig, ze kolo przeciecia dwéch kul
Jest wyznaczone przez ktérakolwiek z nich i plaszezyene potegown,
obu kul. Plaszezyzna ta jest miejscem geometrycznym 1:)1111]3:136“&’
majacych ré@e potegi wzgledem obu kul

Rys. 75
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3. Kat dwéch kol Niech dwa kola o réwnaniach (4} przeci-
najg si¢ w dwoch punktach rzeczywistych (rys. 76) Iub beda styczne.
Ich drodki 8; i 8, maja wspéhzedne —My,—Ry 1 —My, —T.
Niech P bedzie punktem przeciecia tych kol

Kaotami migdey dwoma kolami nazywamy katy utworzone przez
ich styezne w punkeie P.

W przypadku két stycznych katy te wynoszg 0 i w. Oznaczmy
przez o kab lezacy zewnatrz obu két. Wowezas wektory PS, i PS,,
jako prostopadie do stycznych, utworza kat n—¢. Poniewaz

Si32=S1P+P82:
wiee .
8, 83=8,P*-|- PS;+2 8, P- P8,
czyli ‘ /
8,85 =17} 413 4 27,7, cOS (m—0). [
|

Zarazem .

8,85 = (my— my)* + (‘n;—‘nz)z;

Tiszll'{‘”%““pl, T§=m§+%§—~pg,

a wiec

(M — Mg)® + (W —Mg)2 =] + N7 — Py + M3 + 13— Py + 27175 COS (R—p).
Stad dla kata @ miedzy dwoma kolami (gdzie #=¢ lub #==—p)

jest

(MMt M) ~(P1+Pa) | 21yt 103) — (P11 Ps) .

4 2 2 2
2y Te 2V mi+ni—p, ¥V m;+n;—ps

2
(T)cosd= 1

w priypadku, gdy kola K, i K, sg okredlone réwnaniami
(8) a1(m2+?/2)+2131:U+27’1?!+51=07
(9) \ ag(#? +42) + 28,2+ 275y +52‘=0:
dostajemy z (7)
2(B1Pat 1) —(aa 83+ ax04) .
21/3% +?’% — a0y 1'/!32 + '}’g — 30,
Jesli a1=a2% 0, réwnania (8) i (9) przedstawiaja proste. Wféw—
czag wzér (10) sprowadza sig do wzorn (6) z § 18, str. 91, dla kata
miedzy prostymi.

(10) cos 9§ =+
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Jedli zad o;=0 i @,5-0, to réwnanie (8) przedstawia prosty,
a réwnanie (9) kolo. Jak widaé z rys. 77, mamy

(11) cos G=d/fr.

: Sprowadzajac réwnanie (9) do postaci
(1), str. 215, i obliczajac nastepnie od-
leglo§é d drodka kola od prostej (8)
otrzymujemy znowu (10).

Zatem weér (10) daje zaréwno lgt
migdry prostyms, jak kat miedzy kotami
i kat miedey prostq a kolem.

W szezegélnodei ze wzoru (10) wy-
nika, ze na to, by dwa kola (lub koto
© prosta, lub dwie proste) byty ortogo-
nalne *, tj. by d=m/2, potrseba i wy-
starcea, éeby

7

Rys. 77

(12) o 2(B1Bat v1y2) — (01054 a5 6,) =0.

Kota sg ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy styczna do jed-
nego kola w punkecie przecigcia jest $rednicg drugiego kola. Srodek
kola ortogonalnego do kola K zawsze lezy zewnatrz kola K.

§44. Peki kél

Niech dwa kola K, i K, majg réwnania o wipolezynnikach
rzeczywistych

Ky(®, y) =a* 4y + 2m; 0 + 2n,y + p, = 0,
Ey(@,y) =+ 42 + 2my0 4 20,y + py=0.
Wezmy pod uwage réwnanie
(2) B (,y) + A Ky (2,9) =0,

gdzie 4, i 1, sy liczhami rzeczywistymi i nie ré6wnymi jednoczefnie
zeru, tj. 224 A2>0. ‘
Jedli A;=—1,, to réwnanie (2) przedstawia prosty potegows

k6t K, i K,. Jefli za§ A, —Ay t0 mozemy réwnanie (2) przeksztal-
- cié w postaé '

1

Lo Ay Agmy Ay 4 Ao MDitdep
M+2, ™ Ay42q AyAy 0

* Miedzynarodowa nazwa prostopadiodei, pochodzaca z greckiego.
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Roéwnanie (2) przedstawia zatem kolo (rzeczywiste lub nie).

Zbidr tworéw, przedstawionych Przez réwnanie (2) dla wszel-
kich 1, i A, rzeczywistych i nie réwnych 0 jednoczesnie, nazywamy
pekiem k6l wyznaczonym przez kola K, i K, samo zad réwnanie (2)
— réwnaniem peku kot

Do peku k6t doliczamy wiec i prosts potegowy; dla jednolitosel
wyslowienia twierdzeri bedziemy ja tu takze nazywali kotem. Do
peku (2) nalezg kota K, (dla 4,=0) i K, (da 4,=0).

Niech K bedzie kolem nalezacym do peku dla danej wartosei

stosunku 4,:4,, gdzie 2,540, i niech

A=2y/11.
Na mocy (3) koto K ma $rodek o wspéhzednych
(4:) == — _/nﬁl_}“}'mzy —— w’i’% -
142 147

Zatem grodek kola K dzieli. w stosunku i odcinek Iaczacy
punkty (—my,—n,) i (—My,~—ny), czyl drodki két K, i K,. Wynika
stad, Ze réznym stosunkom i,:1, odpowiadajy rézne kola peku:
Srodki kot peku leza na jednej prostej o przedstawieniu parametrycz-
nym (4).

Dowolne dwa kota peku (2) wyznaczajg ten sam pek.

Istotnie, weZzmy pod uwage dwa réime kola peku (2)

Ky(x,y)=m K (z,y)+u.Ky(2,y)=0,
K,(z,y)=1vK;(@,y) + v Ko(2,y)=0,

" (8)

gdzie
(6) Bat P FV1l Ve
Utwérzmy pek
(7) 01K 5(2,9)+ 02 Ko (2,)=0
czyli
(8) . (91M1+92V1)K1(w7?{)+(91#2+92”2)K2(3’7i'/)——’0-

- 7 (8) wynika, ze kazde koto peku (7) nalezy doﬂ p@ku_(z). Z (6)
zaé wynika, ze do kazdej wartosci stosunku 4,:4, mozgmy tak
dobraé g, i 0s DY 0143+ 0271= 1 0191+ 027y =1,. Zatem kazde kolo
peku (2) nalezy do peku (7), e b.d.o. .

Poniewaz do peku kot nalezy tylko jedna prosta, wiec z ostat-
niego twierdzenia wynika, ze Lasde dwa kola peku majg te samq
prostq potegowq.
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Lo
|3}
(3]

w szczegélhoéci pek jest wyznaczony przez wepblng prosta po-
tggowa peku i dowolne kolo peku. o

Jesli Tota K, i K, peku (2) preecinajy sig w dwéeh punktach
wladciwych Py © Py (rzeceywistych lub nie), to kaédg kolo peku pree-
chodei przez te dwa punkty; na odwré6t, kazde kolo prazechodzgce
preez Py i Py naledy do pelku. .

Pierwsza cze$é tego twierdzenia wynika natychmiast z (2). Aby
dowiesé drugiej, zatézmy, ze koto K przechodzi przez punkty P,
i P,. Niech P,(®s,ys) bedzie punktem kola K réznym od P, i P,
Przez punkty P, P, i P, przechodzi pewne kolo peku (2), o rdwnaniu

{9) Kz(m:ﬂys)Kl(w:y)"Kl(ws7y3)Ifz(m7y)mO'

Poniewaz trzy punkty wyznaczaja kolo jednoznacznie, wiec
kolo K jest identyczne z kolem (9) peku.(2), c. b. d. o.

W szezegolnosei przez kazdy punkt wlasciwy plaszezyzny prze-
chodzi eo najmniej jedno kolo peku.

Gdy kola K, i K, sq stycene, to wszysthic kota pelw sq stycene
w tym samym punkeie ¢ na odwrdt. |

Prosta potegowa peku jest wspdélng styeczng wszystkich kot
peku. Wynika to natychmiast z poprzedniego twierdzenia.

Pojecie peku ko6t zostalo okreslone za pomocy ukladu wspdl-
rzednych. Ma ono jednak znaczenie geometryczne, tj. niezalezne
od ukladu wspélrzednych. Z réwnania (2) mamy bowiem

K, (2,y): Ky (@,y)=—2: 4y,

& wiee mozemy okreflié w sposéb réwnowazny kola peku jako miej-
sca geometryezne punktéw, ktérych potegi wzgledem dwéeh kot
maja staty stosunek.

Pojecie peku kél nalezy do geometrii podobienstw. ‘Wynika
to natychmiast z ostatniej wlasnogei.

Jedli kota K, i K, przecinajg sie w dwéch réznych punktach
rzeczywistych P, i Py, to dla kazdej wartodei rzeczywistej stosunku
A 12, kola peku sy réwniez rzeczywiste, gdyz przechodza przez
punkty rzeczywiste i réwnania ich maja wsp6lezynniki rzeczywiste.

Niech teraz bedzie dane kolo K o réwnaniu

K(2,y)=a*+y*+ms-+ny-4p=0.
Jedli koto to jest ortogonalne do két K, i I, to
2(mmy+-nm) —(p+p)=0,  2(mmy~+nny)—(p+p,)=0

{10)

(11)

icm
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(p. warunek (12) z § 43, str. 220). Pomnézmy pierwsza z tych réw-
nosei przez Ay, a drugy przez 1, i dodajmy. Dostajemy

(12) 2[m(ﬂlm1+"{2mz)+”(;£1n1+22n2)];‘[(31+7~2)?"}‘(11%‘Jf"q'zpz)}:‘)*
Ale réwnanie (2) ma postad

(At 2As) (@P+y2) 42 Mlml‘}‘}»z’mz)m'i‘z(11’711'3—32'”2) Y+ {py+aap.)=0.

Poréwnujae (12) z warunkiem (12) z § 43, widzimy, ze kolo K
jest ortogonalne do wszystkich két peku (2). Udowodniliémy wiee,
ze jesli kolo jest ortogonalne do dwéch két peku, to jest ono ortogonalne
do wszystkich kol peku.

Odejmujge stronami réwnania (11), dostajemy

(13) 21y — M)+ 2113 — 1) — (-t p5) =0,

Poniewaz frodek kola K ma wspéirzedne —m i —it, wiee z (13)
wynika, ze srodek kola K lezy na prostej potegowej két K, i K,.
Zarazem z (13) i z jednej z réwnodei (11) wynika druga réwnosé (11).
Zatem kolo, ktérego rodek lezy na prostej potegowej dwéch kot
i jest ortogonalne do jednego z nich, jest réwniez ortogonalne do
drugiego z nich.

Wynika stad, ze prosta potegowa dwéch kot jest miejscem geo-
metrycanym Srodkéw kol ortogonalnych do nich obu.

" Niech teraz K; i K; bedsy dowolnymi dwoma kolami orbogonal-
nymi do két peku (2); w szezegblnodei za K; mozna wrziaé linie rod-
kéw kot tego peku. Kota

(14) p Ky po K3 =0

tworza nowy pek. Kazide kolo pekn
(14) jest ortogonalne do kazdego kola
peku (2).

Peki takie nazywamy oriogonal-
nyms.

Linig §rodkéw peku (14) jest prosta
potegowa peku (2) 1 na odwrét.

Zatem w dwdch pekach ortogo-
nalnych linie potegowe sq prostopadie
(rys. 78).-

Kazde kolo ortogonalne do peku
(2) nalezy do peku (14). Jedli pek (2)
skiada sie z kot styeznych w punkeie P,

" Rys. 18
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to pek ortogonalny skiada sie oczywiseie z k6l stycznych w punkeie

P do linii §rodkéw peku (2).

Aby blizej zbadaé peki kél, ktére nie sa styczne, skor.zygtamy
z tego, ze pojecie peku kot ma znaczenie geometryczne, niezalesme
od ukladu wspolrzednych. Mozemy wige dobraé osie wspblrzednych

w sposéb dowolny. .
Wesmy za of Oz linie §rodkéw pierwszego peku, a za of Oy

linje grodkéw drugiego peku. Otrzymujemy prostokatny . uklad

wsp6lrzednych. . o

Do pierwszego peku naleiy of Oy czyli prosta #==0. Niech

| w? +y* -+ 2my 2+ p, =0 '
‘ bedzie dowolnym kolem pierwszego peku. Wéwezas do tegoz peku
nalezy kolo
=yt 2my ¢ + Py -+ Ar=0,
czyli kolo

gdzie A== —2my,
2+ Y+ p=0.
Pierwszy pek daje sie wiec przedstawié réwnaniem postaci
(@ +y* +py) + Lo =0. ‘

Poniewaz A, =0 wyznacza o§ Oy, zalbimy, ze Ay~ 0, gdyz tylko
te kola beda nas teraz interesowaly, i przyjmijmy oznaczenie
AofAy=21. Widzimy, ze pierwszy pek mozna przedstawié réwnaniem
(15) ’ 224y* 24z 4+ p,=0,
gdzie p, jest state. Podobnie, drugi pek mozna przedstawié 6w~
naniem
(16) 2%+ + 2wy + p, =0, |
gdzie p, jest state. Warunek ortogonalnodei pekéw przybiera wiee
postad ‘ ‘

(17) ‘ P1+p.=0.
Wezmy pod uwage przypadek, gdy drugi pek sklada sie z két

przecinajacych si¢ w dwéch punktach rzeczywistych P, i P,. Punkty
te otrzymamy podstawiajac y=0 do (16). Zatem p,<0 czyli

Py=—a? i Py=a.

Peki majg wiec réwnania .
(18) 2424202+ a? =0, 14 2un— a? =0,
gdzie a jest state, a 2 i u — zmienne.

icm

§ 45 1. Wlasnofci pndstawowe‘inwers}fi.

by
[}
o

Wobee (18) dla bierwszego peku jest
@+ +pr=r0_qg

Dla |A]<a kola tego pekn 83 nierzeczywiste, a dla i=—-a sa to
dwa kola zerowe o $rodkach (—a,0) i (a,0). '

. Udowodnilimy Wig.c, 28 jesli pek sklada sig z kol przecinajacych
sig w pu_nktach’?"zec:zywzstych Py i Py, to pek do miego ortogonalny
sktada sie z kot mie preecinajacych sig w punkiach rzeczywistych,
a punkty P, i P, sq $rodkami ket zerowych peku ortogonalnego.

Analogicznie dowodzi sie twierdzenia odwrotnego.

§45. Inwersja

1. W lflsn.oéci podstawowe inwersji. Niechaj bedzie dane kolo
K o promieniu i §rodku 8, a P niech bedzie dowolnym punktem
plaszezyzny réinym od S (p. Tys. 79).
Punktowi P przyporzadkujmy punkt v} P
P’ lezaey na pélprostej SP, dla ktérego g
P
‘ z
!
Rys. 79

(1) SP- 8P’ =72,

W plaszezyinie euklidesowej bez
frodka S przyporzadkowanie to okregla
przeksztatcenie wzajemnie jednoznaczne
I zwane inwersjq wegledem kota K (lub
odbiciem w kole K). Punkt P’ nazywa
si¢ inwersyjnie spragionym = punkiem P
wzgledem kola K lub odbiciem punktu
P w kole K.

Z definicji inwersji wynika, ze énwersja preeksstatca punkity lezqcee
zewnagtre kola w punkty ledqce wewngirz niego i na odwrot. Kazdy zaé

punkt na kole preechodzi sam na siebie.

Jesli P’ jest odbiciem punkiu P w kole K, to P jest odbiciem punk-

- tw P w tymze kole.

‘Wiynika stad, ze dokonujgc dwa razy inwersji wzgledem kota
K, otrzymamy - przeksztalcenie przez identyezmosé E (p. str. 125):

(2) . I=E, I7'=L
Przeksztalcenie T o wlasnosel
T*=F czyi =T,

nazywa sie tnwolucjq.
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Zatem inwersia jest inwolucja. N .
Innym przykiadem inwolueji jest na plaszezyZnie odbicie

w prostej, a W przestrzeni — odbicie W plagzezyZnie. Inwoluejg -

jest réwniez obrét plaszezyzny dokola punktu 0 kat . ,

Wezmy punkt S za poczatek prostokatnego ukladu wsp(ﬂ?z@w
nych. Z ukladem tym zwigzany jest w znany gposéb ukh;u‘% biegu-
nowy wspbhrzednych (§ 13, str. 66). Niech punkt P ma WSI)(firZlele
biegunowe 0,9, @ kartezjanskie @,y, a punkdt P’ - wpolrzedne
oo’ i &',y’. Wspbhzedne biegunowe dobieramy tak, zeby

>0 i 0Lp<2n oraz 0'>0 i 0« <2m
Wowezas
3) go'=r* 1 g=¢".
Poniewaz
z=gcosp, y=pgsing 1 @'=¢'cosg’,  y'=o'sing
wiec i :
72 g2 72
Z'=-—C08p=--QC08p=-"r-
o o
Obliczajgec podobnie y’, dostajemy wobec p?=@*-+y* WZOry
wyznaczajace inwersje we wspélrzednych kartezjanskich:
, 120 ; 13y
Y X = —— = e
(4) v w‘ﬁ—!—ya’; Y 2+ 12
Na mocy (2) wynikaja stgd wzory
s : 72’ P2y’
R By [ R
(®) vy YTy

Udowodnimy, ze inwersja przeksztalea proste i kola w proste
i kota, a mianowicie: ‘ '

Kazda prosta przechodzqca przez $rodek inwersji przechodzi sama
w siebie. ‘ ‘ ‘
Kazda prosta nie priechodzqca przez $rodek imwersji praechodes
w kolo prazechodzqce przez srodek imwersyi. )

Kazde koto preechodzace prees Srodel inwersji preechodzi w pro-
stq mie preechodzqeq przez $rodek imwersji.

Kazde koto mie preechodzace przez $rodel inwersji preechodzi

w kolo nie przechodzqce praez $rodek imwersjt.

icm

oy
i
(1]

2. Wiernokatnosé inwersji. 227

Dla dowodu wezmy pod uwage rdwnanie

(6) : A2+ y?) + 2Bz - 20y + D=0.
Podstawiajae za x i y wartodei {3), otrzymujemy
) Dz 4 y2) + 23?‘2;2'+ 2072y + Art=0.

Twoér (7) jest obrazem (odbiciem) tworu (6). Rozpatrzmy po-
szezegélne przypadki:

- 1" 4=0, D=0, B*4(*>0. Wéwezas réwnanie (6) przedsta-
wia prosta przechodzaca przez poczatek § ukladu wspolrzednych.
Réwnanie (7) przedstawia te samg prosta.

20 A=0, D+#0. Wéwezas réwnanie (6) przedstawia prosf@ nie
przechodzgcy przez 8, a réwnanie (7) — kolo przechodzgce przez S.

3% 4540, D=0. Wéwezas réwnanie (6) przedstawia kolo prze-
chodzace przez S, a réwnanie (7) — prosta nie przechodzaca przez S.

40 A0, D+#0. Wéwezas réwnania (6) i (7) przedstawiaja kola
nie przechodzace przez 8.

Niech inwersja I preekszatea koto K w kolo K'. Jesli $rodek S
tnwersji. ledy zewngirz kola K, o wnetrze kola K przechodzi we
wnetrze kota K'. Jedli zas S ledy wewnairz kola K, io wnetrze kola K
przechodzi w zewnglrze kola K'.

Istotnie, polaczmy dwa punkty P i @, lezace wewnatrz kola K,
odcinkiem PQ. Odbiciem P'Q’ tego odcinka jest odcinek Iub iuk
pewnego kola, nie przecinajacy kota H'. Wynika stad, Ze obraz
wnetrza kola K jest albo wnetrzem kola K, albo jego zewnetrzem,
nie moze sie natomiast zdarzyé, by obraz wnetrza kola K - lezal
czefciowo wewnatrz kota K' i czefciowo zewnatrz niego. Zatem
zewnetrze kola K przechodzi albo calkowieie we wnetrze, albo cat-
kowicie w zewnetrze kola H'.

Przeprowadzmy przez S kolo K, nie przecinajgce kola H.
Wowezas K jest prosta nie przecinajaca kola K', a zatem lezaca
calkowicie zewnatrz niego. Wynika stad, ze w kazdym razie ten
z dwu obszaréw plaszezyzny, ktéry zawiera punkt 8, przechodz
w zewnetrze kola K', c. b. d. o.

2, Wiernokatno§é inwersji. Niech beda dane dwa kola (Iub
dwie proste, lub kolo i prosta)

(8) oy (22 + %) + 28,2 + 29y + 6=0, gdzie [=112.
Kola (8) przechodza przez inwersje w kola
(9) . &,(a2+y?) +2p,7% -+ 2y%y + ort=0, gdzie I1=11i2.

15%
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Dla kata ¢ miedzy kolami (8) zachodzi wzor (10) z § 43 (str. 219),
dla kata za$§ ¢ miedzy kolami (9) mamy

2(B17?Ba1® + y1 72 ye7?) — (01007 - Oy 0ty 1) B
2V Bt + it — Sy 0y 7t 'l/[)‘go"”“—{—yzr‘l ~— 8y gt

cos ¥ =+

Z obu tych wzoréw dostajemy cos =+ cos ¥, czyli

d=9 b

P=m—79.

W kazdym wiec razie inwersja praeksztatca kola, ktdrych styczne
tworzq katy 9 i n—39, w kola, kidrych stycene tworzq te same kaly.

Wiasnodé ta nazywa sie wiernokainodciq inwersji. ‘

3. Inwersor. Istniejg przyrzady, z ktérych pomocy do danej
krzywej I' mozna nakredlié krzywa I, powstajaca z I" przez inwer-
sje. Opiszemy tu jeden z takich przyrzadéw, mianowicie tzw.
inwersor Peaucelliera, uwidoczniony na rys. 80. Sklada si¢ on z we-
Sciu pretéw, oznaczonych grubymi liniami cigglymi i zlaczonych

B ~ przegubowo (linie kreskowane nie wcho-
dzg w sklad przyrzadu).
Prety 8B i 8O sa réwnej dlugodei:

8B =80,
prety za$ ABA'C tworzg romb. Jest jasne,

ze punkfy S, 4 i A’ lezg na jednej
prostej. Mamy : ‘

Rys. 80

SA-SA'=(SM+MA") (SM—MA)=8M>— M A2

=(8B2— M B?) —(AB*— MB?) =8B — AR
Zatem

SA-SA'=8B*—AB

Poniewaz prawa strona téj réwnoé‘ci,jest staly zalezng od przy- '

rzayfiu, a niezalezna od polozenia rombu ABA'C, wiec punkty A i A’
83 Inwersyjnie sprzezone wzgledem kola o grodku § i promieniun

=V §B_AB.

Zatem, gdy kolec umieszczony w punkeie 4 prowadzimy po

krzywej I, to. oléwek umieszezony w punkeie A’ kredli jej odbicie I™.
Do A4 jest z.wykle przyczepiony siédmy pret S’A (cienka linia
na rys. 80). Jedli go umocujemy w punkeie S tak, by S'S=84,

1

icm

§ 46 Pokrewienstwa kolowe. 229

to 4 moze sie poruszad tylko

. Po kole przechodzaeym przez 8.
Woéwezas punkt 4 *

S pu borusza gie po prostej.
. Definicje leomedmone tu twierdzenia, dotyczace inwersji, daja
si¢ bez trudnodei przeniedé na przestrzen.

( § 46. Pokrewienistwa kolowe

Badanie inwersji w plaszezyznie rzutowej ma te niedogodnosé,
ze l}ie moz‘n.a jej okreglié tak, by byla w tej plaszezyznie przeksztal-
ceniem wzajemnie jednoznacznym i cigglym. :

Dlatego inwersje bada sie nie w plaszezyznie rzutowej, lecz

. W tzw. plaszezynie Mobiusa. Plaszezyzna ta gra role zasadniczg

w badaniach zwigzanych z liczbami zespolonymi, zwlaszcza w teo-
rii funkeyj analityeznych. .
Plaszezyzne Mobiusa powstaje z plaszezyzny euklidesowej
przez dodanie jednego punktu P.., zwanego punkiem w oo, ktory
uwazany jest za granice kazdego ciagu punktéw oddalajacego sie
nieograniczenie od dowolnego punktu whsciwego.
Np. ciagi

(0,1), (1,2), (2,3), (3.4), ...
(07*1)) (2’10)7 (03_3)7 ' (4:0)3

zmierzajy do punktu w co.

Przyjmujemy, ze punkt w oo ledy na kaddej prostej. Proste na
plaszezyznie M6biusa nazywamy kolami przechodzacymi przez punkt
w Ca.

Na plaszezyZnie Mobiusa kazde dwie proste przecinajg sie
wiec albo w dwoéeh punktach (wlasciwym i w coc), albo — gdy sa
réwnolegte — w jednym (w punkecie w co). Proste zachowujg sie
wiee na niej tak jak kola.

Na plaszezy’nie Mobiusa okredla sie obroty, przesuniecia,
izometrie, przeksztalcenia afiniczne i podobienstwa tak samo jak
na plaszezyznie euklidesowej. Wszystkie te przeksztalcenia przepro-
wadzajg punkt w co w siebie. Mozemy zatem korzystaé ze wszyst-
kich twierdzen udowodnionych dla tych przeksztalcer, o ile tylko
w twierdzeniach tych nie wystepuja punkty w co plaszezyzny rzu-

~ towej.

W plaszezyznie Mobiusa mozemy uzupelié definicje inwers
sji tak, by stala sie ona przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym
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w calej p}aszczyz’nié. Mianowicie punktowi S przypisujemy punkt ‘

w oo i na odwrét. Po tym uzupelnieniu pozostaje w mocy twierdze-
nie, ze inwersja przeprowadza proste w kola przechodzace przes
8§ i na odwrét (§ 45, str. 226).

Inwersja jest. przykladem pokrewiehstwa kotowego. Tak nazy-
wamy przeksztalcenia wzajemnie jednoznaczne plaszezyzny Mi-
biusa przeprowadzajace kola w kola (prosty tez uwazamy za kolo).

Tloezyn dwéch pokrewienistw kolowych jest oczywiscie pokre-
wienistwerm kolowym.

Udowodnimy nastepujace twierdeenie Mébiusa © Darboux:

Kasde pokrewieiistwo kotowe jest albo podobieistwem, albo inwer-
sja, albo iloczynem inwersii ¢ podobieistwa.

Niech T' bedzie pokrewienstwem kolowym.

Je§li T przeksztatea punkt P_, w siebie, to kola przechodzgee
przezen przeksztalcaja sie w kola réwniez przezenn przechodzgce;
innymi stowy proste przechodzg w  proste. Na mocy twierdzenia
Staudta i Darboux (§ 30, str. 152) T jest wiec przeksztalceniem
afinicznym, a poniewaz przeksztalca ono kota w kola, wiee jest
podobienstwem (§ 29, str. 148).

Jedli za§ T nie przeksztalca punktu P w siebie, to niech

"T(P.)==_ i niech I bedzie inwersjg o $rodku 8. Woéwezas 17 prze-

ksztalea punkt P_ w siebie, jest wiec podobiefstwem. Oznaczmy

je przez T,. Z rownosci T,=IT wynika, ze T'=IT,.
 Tym dow6d twierdzenia Mobiusa i Darboux jest zakolezony.
Pokrewienstwe kolowe tworze grupe. Istotnie, iloczyn dwdch ta-
kich pokrewiedstw przeprowadza kola w kota. Nalezy jeszcze udo-
wodnié, ze przeksztatcenie odwrotne 7' tez przeprowadza kola
w kola. Wynika to z twierdzenia Mobiusa i Darboux, mozna to
jednak udowodnié¢ w sposéb elementarny.
Niech mianowicie K’ bedzie kotem (lub prosta), Aby dowiedé, ze
T przeksatatea K’ w kolo, wystarczy dowiedé, ze K’ jest obrazem
pewnego kola K, otrzymanym przez przeksztalcenie T. W tym celu
weimy na K' dowolne trzy punkty Q1 @i, Q;. Sa one obrazami
pewnych punktéw @, @, Qs otrzymanymi przez przeksztalcenie 7.
Przez punkty Q,, @,, @, przechodzi pewne kolo lub prosta K, ktore
- T przeksztalea w koto przechodzace przez punkty @, QQ, Q5 czyli
w kolo K, ¢. b. d. o.
Z twierdzenia Mobiusa i Darboux wynika tez, wobec wier-

']Elok&tl.loéci inwersji i podobiefistw, ze kaide pokrewienstwo kotowe
jest wiernokaine.

icm

§ 47 Rzut stereograficzny. 231

W plaszezyznie istniejy przeksztalcenia wiernokatne obszaru
w obszar, ktére nie sg pokrewienistwami kolowymi. Bada sie je blizej
w teorii funkeyj analitycznych. M. in. dowodzi sie, ze kazde prze-
Lsztalcenie wzajemmie jednoznaczne i wiernokgine pelnej plaszezyzny
Mébiusa w siebie jest pokrewienistwem kolowym. Zaklada sie jednak
ciggla rézniczkowalnodé funkeyj okreslajacych to przeksztalcenie.

Podobnie mozna okreflié przeksztalcenia wiernokatne w prze-
strzeni. Zachodzi jednak pod tym wzgledem zasadnieza rézmica
miedzy plaszeiyzng a przestrzenig. W przestrzeni mozna bowiem
udowodnié za pomocs glebszych twierdzen geometrii rézniczkowej,
ze kazde preekszialcenie wiernokatne obszaru w obszar da sig closyé
2 podobienstwa © inwersji. A : ]

Poniewaz pokrewienstwa kolowe tworzg grupe, wiec teoria
niezmiennikéw tej grupy stanowi geometrie.

Nazywa sie ja geomeirig Mébiusa™. )

( §47. Rzut stereograficzny

Wezmy pod uwage kule K o frednicy 1, styczng do p%aszezyz‘ny
Mébiusa I7 w punkeie O. Niech O’ bedzie drugim konicem srednicy
kuli przechodzacej przez O.

Punkt O’ nazywaé bedziemy biegu-
nem péimoenym kuli K, a punkt 0 —
jej biegunem potudniowym (rys. 81).

Kazdemu punktowi P plaszezyzny
przyporzadkujmy punkt P’, w ktérym
prosta OP przebija kule. Punktowi w oo
przyporzadkujmy biegun péinoeny.

Otrzymujemy przeksztalcenie wza-
jemnie jednoznaczne plaszczyzny Mé-
biusa w powierzchnie kuli; nazywa
sie ono rzutem stereograficenym (k\;]il n;u

zezyzne lub plaszezyzny na e). A
B8 ﬁTiSe’chQ Owyzpbgdzie ukladem prostokatnym ' WSp(’)?rzgdnych,
w ktérym IT jest plaszezyzna Ozy, & o 0.? -~ osig 00’. Kula K
ma w tym ukladzie wspbéhrzednyeh réwnanie

By ="

Rys. 81

* Ohszemy traktat geometrii Mdbinsa znajduje sie np. w dzele:
W. Blaschke, Dijferentialgeometrie, 3, Berlin 1929.


Yakuza


239 ROZDZIAL VIII. Kolo.
czyl
@) w2y -2 (z—1) =0,

a punkt O’ ma wspéhrzedne 0,0,1. Nieech P(z,v,0) bedzie dowol-
nym punktem plaszezyzny II. Wéwezas prosta laczaca O i P may
réwnania L
y'=ys,
gdzie ', 9, 2’ 53 wsplrzednymi punktu biezgcego tej prostej. Pod-
stawiajge wartodei (2) do (1), otrzymujemy‘wspélrzgdne punktu P’
ktéry jest rzutem stereograficznym punktu P na kule:

(2) @' =S, #=1-—s,

z y

(3) = + a2 g’ 77_1+m2+y2’

Na odwrét, aby otrzymaé wzory dajace odwzorowanie kuli na

plaszezyzne, polaczmy dowolny punkt P’(£,7,¢) powierzehni kuli
z punktem O’ prostg

2 442

{= i—‘i”“ @t :Ué '

r="Es, y=ys, g=1-4({—1)s.

Przebijajac te prosta plaszezyzng 2==0; otrzymujemy wspo6l-
rzgdue punktu P, ktéry jest rzutem stereograficznym punktu P’
- na plaszezyzne: |, : ‘
¢ 1 —0
(4) =iy Ve #=0
, We wzorach (3) i (4) nie 53 uwzglednione biegun pélnocny kuli
i punkt w co plaszezyzny I7.

Udowodnimy, ze rzut stereograficeny preeksetolea kola plase-
czyeny I w kola na kuli K i na odwrét oraz ze przy tym proste
plaszczyeny I preeksztaleajy si na kota preechodzace przez biegun
potnoeny kuli- K © na odwrdt, ‘ '

Wezmy naprzéd pod uwage na plaszezyZnie IT kolo

(5) A(a*+y7) + B+ Oy + D=0,

.Dla, A=0 réwnanie to przedstawia prostag. Wobec (4) otrzy-
mujemy obraz kola (5) na kuli (1), podstawiajac do (B) wartodet
(4). Dostajemy ‘ :

(6) A(E+7)+BEL— )+ 0y(1— )+ D (1— () =0.
Poniewas punkt (&,7,) lezy na kuli (1), wiee
(M) E+nt=(1-0)L.
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Réwnanie (6) jest zatem réwnowazne réwnaniu

(8) (1—8) (AL +BE+ Oy +D(1—2)) =0.
Dla obrazu P’ punkiu wlaseiwego P jest [s1, a wiee
(9) Bé+Cn+(4—D):+D=0.

- Nie moze tu byé B=C=4 —D =0, gdyz wéwezas réwnanie (3)
przedstawialoby kolo urojone lub caly plaszezyzne. Zatem réwna-
nie (9) przedstawia plaszezyzne. Obraz kola (5) jest wiee przekro-’
jem plaszezyzny (9) z kulg (1). Na odwrét, z (9) i (7) wynika (5).
Zatem obraz kola (5) na kuli (1) jest kotem. Gdy (3) jest prosta,
to A=0 i wéwezas réwnanie (9) jest spelnione przez wspélrzedne
bieguna péinocnego. Jasne jest, ze mozemy tak dobraé liezby A,
B, 'i D w réwnaniu (9), by otrzymadé kazda z géry dang plaszezyzne.
Razuty stereograficzne két (5) wyczerpuja wiec wszystkie kola na
kuli, e¢. b. d. o.

Niech bedzie dane przeksztalcenie T plaszezyzny JI7 w siebie,
przeprowadzajgce punkt P w punkt P,, i niech rzut stereograficzny
przeprowadza P w P' i P, w P;. Przyporzadkowujae punktowi P,
punkt Pj, otrzymujemy pewne przeksztalcenie T° kuli w siebie.

" Kazdemu przeksztaleeniu T plaszezyzny w siebie odpowiada wiec

pewne przeksztalcenie 7' kuli w siebie. Gdy S jest rzutem stereo-
graficznym kuli na plaszezyzne, to 8~ jest rzutem stereograficz-
nym plaszezyzny na kule. Wéwezas

(10) =878,

Jedli T jest pokrewienistwem kolowym plaszezyzny, to ponie-
waz 8 i 87! przeksztaleaja kola plaszezyzny w kola na kuli, wiec 1"
jest przeksztalceniem kuli, ktére kola przeprowadza w kola, czyli
pokrewiedstwem kolowym na kuli.

Przetnijmy kule K plaszezyzng
#=1/, i wezmy pod uwage rzut stereo-
graficzny tego kota na plaszezyzne Oxy.
Jest on pewnym kolem o srodku 0. a

Udowodnimy, ze inwersji na plasz-
ceyéinie Oxy wzgledem tego rzutu odpo-

07

y ,
wiada no kuli K odbicie wzgledem plasz- ’// \ -
czyzny 2=1/,. . - 5

Istotnie (p. rys. 82), z zalozenia ¢ e
mamy [0Q|-]0Q,]|=|08[2=1={00"2 Rys. 82
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ROZDZIAL VIIL Kolo.

10@] _ 1001
100" [0

Wiynika stad podobier’lst'wo trojkatow 0'0Q i @00, skad row-
noéé katéw o w obu tréjkatach przy wierzeholkach O' i @y, Zatem
tréjkaty O'ON i 00'M tez s3 podobne, a poniewaz tréjkaty
te maja wspolna przeciwprostokatng, wiec %3 przystajgce. Stad
|O'N|=|0M]|. Punkty M i N leza zatem symetryeznie wzgledem
¢rednicy poziomej, ¢. b. d. 0.

v Udowodnimy obecnie, ze reut stereograficeny jest odwzorowaniem
wiernokatnym.

Innymi stowy, jesli styczne do kot na kuli tworza kat ¢, to
styczne do ich obrazéw na plaszezyfnie tworzg rownies kat .

W tym celu dowiedziemy naprz6d, ze gdy przez punkt M na
kuli poprowadzimy plaszczyzng styezna, a nastepnie plaszezyzng
Awusieczna kata zawartego miedzy ta plaszezyzng styczng o plasz-
czyzna Oxy, to przez odbicie symetryczne punktu M w plaszezyZnie
dwusiecznej, punkt ten przejdzie w swoj rzut stereograficzny.

Ng rys. 83 uwidoczniony jest prze-
o’ kréj plaski. Mamy

o= LS MN =0y,

gdyz a jest katem obwodowym lezg-
cym po przeciwnej strouie cigeiwy mniz
kat y. Zarazem

?’“{“6:“/27

0 8 ¥ B+ d=m/2,

Rys. 83 wiee

' f=y=qa.

Tréjkat SMN jest zatem réwnoramienny i punkty M, N leza
symetrycznie wzgledem dwusiecznej kata o wierzchotku S.

Niech teraz kola K, i K, na kuli przecinaja si¢ w punkcié M
i niech p, bedzie styczng do kola K, w tym punkeie (p. rys. 84).
Rzut stereograficzny K kota K, jest przekrojem plaszezyzng IT
powierzehni stozka o wierzechotku O, na ktérej lezy kolo K,. Plasz-
czyzna przechodzaca przez punkt O’ i prosta p, jest styezna do
tego stozka. Jej krawedZ przecigeia z plaszezyzna [T jest prosta p
styczng do kota K; w punkcie M’ (jedli kolto K, przechodzi przez
0', to jego rzut stereograficzny jest wlagnie prosta pi). Podobnie

¥
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styefna p: do kola Kj jest krawedzig przeciecia plaszezyzny I
zd}g a:szezyzn@ przechodzacy przez punkt O’ i prosta p,. Przez
odbicie symetryczne w plaszezyznie dwusiecznei punk ]

5 , nkt M -
chodzi w punkt 3. P e

Poniewaz proste p, i p, przechodzgce przez M przebijaja I7
w punktach @, i @, plaszezyzny dwusiecznej (na wspdlnej krawedzi
trzech plaszezyzn), wiec przez odbicie symetryezne w plaszezyznie
dwusiecznej prosta @, M przechodzi w prosty Q,M’, a prosta Q.M
w prosta Q,M’, czyli proste p, i p, przechodzg w proste p; 1 p;. Tak
wiec styczne do rzutéw stereograficznych powstajs ze stycznych
do k6t K, i K, przez odbicie symetryczne w plaszezyzinie dwusiecz-
nej. Zatem kat ¢ miedzy prostymi p, i p, nie ulega zmianie,
¢. b. d. o.

Z wiernokatnosei rzutu stereograficznego wynika wiernokat-
no$é inwersji. Jezeli bowiem we wzorze (10) T'=1I jest inwersjg na
plaszezyznie, to 7" jest odbiciem pewnej kuli w plaszezyZnie
grednicowej i w mysl tego wzoru jest

I=8T"8~"
Po prawej stronie zaden z czynnikéw nie zmienia katéw, wige

i inwersja I ich nie zmienia. OtrzymaliSmy drugi, syntetyczny do-
wb6d wiernokatnosei inwersji, niezalezny od metod analityeznych. )
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