164 ROZDZIAL VI. Prazeksataleenia afiniczne.

Przeksztalcenia takie nazywajg si¢ przeksztatceniami fopolo-
gicenymi Tub homeomorfizmams.

Tworza one grupe, & ich geometria nazywa sig topologiaq plasz-
cyzny. ’ ‘

Pojecie prostej nie jest oczywicie pojeciem topologicznym,
Jegli jednak zdefiniujemy krzyws ciagla jako twor dajacy sie
okredlié przez réwnania

e=f(t),  y=o¢),

dla 0<?<1, gdzie funkeje f i ¢ sa ciagle, to takie pojecie krzywej
cigglej jest pojeciem topologicznym.

Kazde twierdzenie topologii plaszezyzny jest prawdziwe w geo-
metrii afiniczrej, gdyz przeksztalcenia afiniczne 89 wzajeronie jed-
noznaczne i ciggle.

~ Widzimy zatem, ze otrzymujemy rozmaite dzialy geometrii
zaleznie od tego, jaka grupe przeksztalced bierzemy za podstawe.
Pojecie grupy przeksztalcern pozwala w ten sposéb zbudowaé jod-
nolity i konsekwentna klasyfikacje rozmaitych dzialéw geometrii.
Po raz pierwszy podniést to Klein, czym w wysokim stopniu przy-
czynit sig do uporzadkowania i planowego rozwoju geometrii wspol-
czesnej. :
W rozdziatach VII i VIIT zajmowaé si¢ bedziemy geometria
aﬁniczna_, oraz geometrig podobienstw plaszezyzny i przestrzeni.
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ROZDZIAL VII

ELEMENTY NIEWEASCIWE,
WSPOLRZEDNE JEDNORODNE

§ 32. Elementy w nieskoxiczonosci

W geometrii okazuje sig wielce pozyteczng przestrzen wzboga-
cona o tzw. punkiy wniewlasciwe, zwane tez punktami w nieskoriczo-
nosei. ! S

Podstawg intuicyjng tego wzbogacenia przestrzeni jest naste-
pujace rozumowanie: ) ‘ ‘

Wyobrazmy sobie w przestrzeni linie proste przechodzace przez
punkty P,,P,,... 1 przecinajgce sie w pewnym punkcie P. Jesli
punkt P oddala sie nieograniczenie, a punkty Pi,P,,... pozostaja
nieruchome, to proste te daza do polozenia réwnoleglego.

Geometrzy sprzed XIX wieku wyrazali to méwiae, ze wszyst-
kie proste réwnolegle przecinajy sie w jednym i tym samym ,,punk-
cie 'w nieskonczonosei”, a tym samym, ze kazdemu kierunkowi od-
powiada jednoznacznie pewien punkt w nieskoreczonosci. Nie defi-
niowali jednak samego punktu w nieskonezonosei. Wspdlczesna
geometria wprowadza dwie takie definicje: syntetycena, tj. nie oparta
na pojeciach liczbowych, i analityczna, tj. postugujaca sie tymi poje-
ciami. Uzyjemy tu metody syntetycznej.

Przestrzenn w dotychezasowym znaczeniu nazywamy euklide-
sowq, & kierunki w tej przestrzeni — punktami w nieskorczonosci
lub kréeej punktami w co.

Zbiér zlozony ze wszystkich punktéw przestrzeni euklidesowe]
i wszystkich punktéw w co nazywamy prrestrzeniq rzutowd.

W sensie tej definicji przestrzen euklidesowa jest wiec czescia
przestrzeni rzutowej.
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" Punkty przestrzeni euklidesowej nazywamy wladeiwyms.

Proste za§ i plaszezyzny przestrzeni euklidesowej nazywamy
. prostymi euklidesowyms i plasecryznami euklidesowyms.

7 kasdej plaszezyzny euklidesowej mozemy utworzyé nowy
zbiér, “dodaj@c do niej pewien zbiér punktéw w oo, & mianowicie
zhiér kierunkéw réwnolegtych do tej plaszezyzny. Powstaly w ten
sposéb zbiér nazywamy plaszczyzng wlasciwa. ‘

Zhiér zad wszystkich punkitéw w co przestrzeni rzutowej na-
zywamy plaszcayzng niewtaseiwg lub plaszcyeng w oo.

Zaréwno plaszezyzny wladciwe jak plaszezyzng w oo Nazywa-
my plaszezyznamt rRuOwymi.

Zbiér punktéw prostej euklidesowej, powigkszony o kierunck
t6j prostej jako o jej punkt w co, nazywamy ‘prosty wlasciwa.

Zbiér zad punktéw w oo plaszezyzny wlasdciwej nazywamy prosiy
niewtaseiwg lub prostq w co.

icm

Proste wladciwe 1 proste w- oo nazywamy prostymi reutowymi.

Punkty, proste i plaszezyzne w oo oznaczad bedziemy czesto
znakami P, Q..y Doy 0oy IL. itp. Jak wynika z tych okredlen,
zdanie: ,,Punkt P_, lezy na prostej wladciwej p' znaczy: ,,Prosta p
ma kierunek P.°. Analogiczne znaczenie ma zdanie: ,,Punkt P
lezy na plaszezyZnie wladciwej 177

Udowodnimy teraz o progtych rzutowych i plaszezyznach rzu-
towyeh kilka podstawowych twierdzen, ktére pozwoly nam opero-
walé nowo wprowadzonymi pojeciami, '

Twierdzenie 1. Jesli-punkt P ledy na prostej p, tw za$ ledy na
plaszczyénie I, to punkt P ledy na plaszczyinie IT.

Dowdd. Gdy P jest punktem wladeiwym, lub gdy* Pe==P,
i I=II.., twierdzenie jest oczywiste. Jesli za§ P=P_, a p i IT s
wiasciwe, to P jest kierunkiem prostej p lezacej na plaszezy#nie 11,
ezyfl? kierunkiem réwnoleglym do I7, a wiee lezy na plaszezyZnie IL.
J e{sh wreszeie P=P_ i p=p.,, a IT jest plaszezyzng wladciwg, to
zbiér punktéw w co plaszezyzny I7 jest prostg P, a wiec plaszezyzna
II zawiera punkt P.

.T.wierdzefrule 2. Kaide dwie plaseczyeny preecinaje sie wedlus
prostc.a], a wszystkie plaseczyeny réwnolegte preecinajay sie wadbus tej
samej prostej, mz‘wnowicié wadlug swej prostej w co.

o Dowod: J eéh. plaszezyzny {Il .i 1T, 53 wladeiwe i nieréwnolegle,
o ich cze%éc; eqkhdesowe przecinajg sie wzdluz pewnej prostej eu-
klidesowej p. Kierunek tej prostej jest réwnolegly do obﬁ iﬂaﬁzczyzu,
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jest on wiec punktem P, lezacym na IT, i IT,. Prosta p, uzupelniona
przez punkt P_, jest prosta rzutows wlasciwg, ktéra jest krawedzig
przeciecia plaszezyzn IT; i IT,. .

Jefli zas plaszezyzny I7, i II, sa wilasciwe i réwnolegle, to
druga teza twierdzenia wynika wprost z okregdlenia prostej <.

Jesli wreszcie plaszezyzna [I7; jest wiladciwa, a Il,=IL., to
w mysl przyjetych okredlen zbiér punktéw w co plaszezyzny I
jest prosta p.., stanowiaca wspélng krawedz plaszezyzm IT, i ..

Twierdzenie 3. Przez dwa dowolne punkiy P i @ przechodzi
doktadnie jedna prosta. '

Dowéd. Wystarezy to udowodnié, gdy co najmniej jeden
z punktéw P i @ jest punktem w co.

Jedli P jest punkftem wlasciwym, a @=@., to istnieje do-
kladnie jedna prosta o kierunku @., przechodzgca przez punkt P.

Jedli za§ P i Q sa punktami w oo, tj. dwoma réznymi kie-
runkami, to istniejg plaszezyzny réwnolegle do obu tych kierun-
kéw i kazde dwie takie plaszezyzny sg réwnoleglte. Maja one na
podstawie twierdzenia 2. jedna wspélng krawedz p., ktéra prze-
chodzi przez punkty P i Q..

Twierdzenie 4. Jesli prosta p ma z plassezyzng I1 dwa réine
punkty wspélne P i @, to calkowicie lezy na fej plaszczyinie.

Dowdd. Wystarezy to udowodni¢, gdy co najmniej jeden
z obu punktéw jest punktem w co.

Jedli P jest punktem wiadciwym, a §=0Q_, to zalozenie, ze Q..
lezy w plaszezysnie I7, znaczy, ze kierunek .. prostej p jest réwno-
legly do plaszezyzny II. Zatem prosta p, majaca z plaszezyma I7
punkt wspélny wlaseiwy P, jest réwnolegla do I7, a wiee lezy na L.

Jezeli zag prosta p ma z plaszezyzng I7 punkty wspdlne P__ i Qs
to p jest prosta w co. Jest ona zatem zbiorem kierunkéw réwno-
leglych do pewnej plaszezyzny II'. Poniewaz wizystkie plaszezyzny
réwnolegie do kierunkéw P.. i Q.. sa miedzy soba réwnolegle, wiee
i plaszezyzna IT jest réwnolegla do tych kierunkéw, a tym samym
zawiera prosta p.

Twierdzenie 5. Jesli dwie plaszczyzny przechodzq przez punkt
P, to ich krawedé przecigeia réwnied przechodzi preez ten pumnki.

Dowéd. Jedli obie plaszezyzny s3 wlasciwe i nier6wnolegle,
a P=P., to P_ jest kierunkiem réwnoleglym do obu plaszczyzn;
jest wiec on kierunkiem ich krawedzi przeciecia i wobec tego na
niej lezy.
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168 ROZDZIAEL VII. Elementy niewladciwe.

Jedli zas obie plaszezyzny sa wladciwe i réwnolegle, to P musi
byé punktem w co, a wige lezy na Wspélnej obu pl@szezyznnm
‘prostej w co.

Jedli wreszeie jedna z plaszezyzn jest plaszezyzng w oo, to
teza twierdzenia wynika z okredlenia prostej w co.

Twierdzenie 6. Dwie rééne proste lesqce w jednej plaszeryinie
praecinaja sie dokladnie w jednym punkeie. ‘

Dowéd. Wystarezy to udowodnié tylko dla przypadku, gdy
p=p.. i g=q.., gdyz w pozostatych przypadkach twierdzenie wynika,
natychmiast z okreglen.

Niech 717, i II, beds plaszezyznami wiladciwymi, z ktorych
pierwsza zawiera prosta p.., a druga prosts q... Poniewaz te proste

5 rézme, wiec plaszezyzny IT, i IT, nie sg réwnolegle. Istnieje za-
tem dokladnie jeden kierunek P.., réwnolegly do 17, i If,, miano-

wicie kierunek ich krawedzi przecigeia. P.. jest wieo jedynym pun-

ktem przecigcia prostych p. 1 ¢..

Twierdzenie 7. Praez dwie rééime proste preecinajqce sig (w pun-
keie wtasciwym lub punkeie w co) przechodzi dolladnie jedna plasz-
cRYZna. !

Dowdd sprowadza sie, podobnie jak poprzednie, do rozwase-
nia réznych przypadkéw.

Prostymi skoénymi (lub wichrowatyms) nazywamy proste nie
lezace w jednej plaszezyznie. )

W przestrzeni euklidesowej proste skogne sa to wige takie,
ktore si¢ nie przecinajg ani nie sg réwnolegle. Natomiast w pree-
strzent rzutowej na to, by proste byly sko$ne, potreeba i wystarcea,
#eby sie nie praecinaly. ,

Twierdzenie 8. Przez trey punkty nie ledqoe na jednej prosiej
przechodzi dokladnie jedna plaszezyzna, .

D‘owo'd. Pupkty Py, Py, P, wyznaczaja dwie réime proste,
P,P, i P, P, (twierdzenie 3), ktére maja punkt wspllny P,, a wiec
leza dokladnie na jednej plaszezyznie IT (twierdzenie 7).

Twierflzem'e 9. Tray plaszczyeny wie przechodzace prees jedna
prostq przecinajq sig dokladnie w jednym punkeie.

. ‘Twzerdzem}e 10. Eazda prosta ma 2 hasdq plaszozyeng dolctad-
nte jeden punkt wspdlny lub ledy na niej calkowicie,

Twierdzenie 11. Preez prostq i punkt nie les 6]

] one . , a0y na niej pree-
chodzi doktadnie jedna plaszezyzna, ’ P

Twierdzenia 9-11 wynikaja w prosty sposéb z poprzednich.
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§ 33. Wspéhrzedne jednorodne

1. Wspélrzedne jednorodne na prostej. Niech na prostej wias-
ciwej p bedzie dany uklad wspblrzednych o poezatku 0. Wtedy
kazdy punkt wlasciwy P prostej » ma za swg wspélrzedng karte-
zjansks jedna liczbe rzeczywisty z; na odwrét, kazdej liczbie rze-
czywistej x odpowiada jednoznacznie pewien punkt wiladeiwy na
prostej.

Niech @, i @, beda dwiema liczbami rzeczywistymi, dla ktérych

1) @y p =10
czyli
(2) Ty=ox,  #y=p,  oF#0.

Liczby @, 1 @, nazywamy wspélrzednymi jednorodnymi punktu
P w przyjetym uktadzie wspéhzednych Oz na prostej p.

W ten sposob kazdemu punktowi wiadciwemu przyporzadko-
wujemy nieskonczenie wiele stosunkéw z,:x, wspéhrzednych jedno-
rodnych, ktére otrzymujemy, podstawiajagc do (2) zamiast o do-
wolng liczbe rzeczywista, rézng od zera. Dwa stosunki z;:z, i 2 :x}
przyporzgdkowane temu samemu punktowi wlaseiwemu sg réwne:

(3) ‘ DLy 0y=a:05,

gdyz oba sa réwne stosunkowi z:1.

Na odwrét, kazdemu stosunkowi z;:x,, gdzie 2,0, odpowiada
na prostej p jeden i tylko jeden punkt wlasciwy P, ktérego wspdl-
rzednymi jednorodunymi sg liezby @, i #;, a mianowicie punkt P
o zwykle] wspoéhrzednej v=u,/z,. Widzimy wiee, Ze stosunki x,:2,,
gdzie z,5 0, wyznaczaja punkty wiladciwe na prostej jednoznacznie.
Uzasadnia to nadanie liezbom 2, i #, nazwy wspélrzednych oraz
oznaczanie punktu o wspéhrzednych jednorodnyeh ,,x, przez
(1 25).

Np. wspolrzednym jednorodnym o stosunku 3:4 odpowiada na
prostej p punkt o wspélrzednej kartezjanskiej x=3/4. Wapolrzedne
jednorodne 1:2 i —2:2—4 wyznaczaja na prostej p jeden i ten sam
punkt, mianowicie punkt o wspéirzednej kartezjanskiej x=1/2.

Zauwazmy teraz, ze kazde dwa stosunki postaci x,:0 i 27:0,
gdzie #;5%0 i 2750, sg réwne, gdyz

T =0, 0=00, gdzie o= e, F#0.
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170 ROZDZIAE VII. Wepélrzedne jednorodne.

Stosunlki takie przyporzadkowujemy punktowi w oo progtej p
i nazywamy wspélrzednymi jednorodnymi tego punktu.

W ten sposéb ma prostej wilasciwej, tj. prostej euklio‘lem‘)wr}j UL~
pelnionej punktem w oo, kaidemu Slosunkows oy, gdeie o -1-a2 >0,
odpowiada jeden punkt tej prostej; kazdemu za$ punitowi P tej prostej
odpowiada wieskoticzenie wiele réwnych stosunkdw.

Gdy w,#0, punkt P jest wtasciwy, jesli zas x,=0, to P==P_,

Na to, by dwa stosunki wspétrzednych jednorodnych wyznaczaly
ten sam pumki, potrzeba 1 wystarcza, ieby zachodzila réwnodé (3),
czyli 2eby '
{4)

Ty Xy 0

T T4

2. Wspélrzedne jednorodne mna plaszezyznie i w przestrzeni.
W podobny sposéb wprowadzamy wspolrzedne jednorodne punlktu na
plaszezyznie w ukladzie wspélrzednych Omy, na ogél ukognokgtnym
(i w ktérym wektory podstawowe na obu osiach mogg byé rdzne).

Wspdtragdnymi jednovodnymi punkiu (z,y) nazywamy miano-
wicie tréjki lezb @y, ,, ,, dla ktérych

{b) By iy y=p:y:1
czyli
(6) . Ty =02, To==0Y, By=05#0.

W ten sposéb kazdemu punktowi whadciwemu plaszezyzny  od-
powiada nieskoriczenie wiele réwnych stosunkdw @y iy iy, gdzie
237 0. Na odwrét, kazdemu takiemu stosunkowi odpowiada punkt
whadciwy o wspéhrzednych kartezjaniskich g

(M) T=,[X5,  y=wm,lu,.

. Nieuwzglednione zag stosunki postaci , :z,: 0 przyporzadko-
Wujemy. punktom W oo, jak nastepuje: jesli punlkt P, jest kierun-
kiem wyznaczonym przez stosunek p:g, to przyporzagdkowujemy
mu wspéhrzedne jednorodne '

Ty %y :B3=p:q:0.
Np. s.tosunki 1:2:01 2:4:0 Wyznaczajad ten sam punkt w oo,
2 stosunki 1:2:0 1 1:3:0 wyznaczajy réne punkty w oo,
Na plaszeeyémie rewtowe] kasdemu punletows odpowiada nieskon-

czew’m? wiele 'réwo.@ych stosunkéw o :m,: @y liced nieenthajqeych réwno-
ceesnie (co wyrazamy krétko nieréwnogeis @}y -a > 0).
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Kazdemuw takiemu stosunkowsi odpowiada jeden punkt P plasz-
czyeny.
Gdy w,70, punkt P jest wladciwy, jesli za$ x4=0, to P=P,_.
Dwa stosunki wspdlrzednych jednorodnyeh Dyidaidy §odyrayiay
wyznaczajq ten sam punki wiedy i tylko wtedy, gdy

(8) Py 1%y Ly=ay 1251 25,

ceyli gdy wszystkie minory drugiego stophz'a macierzy
Py Ly Ty

22
Ty L5

sq réwne zeru.

Zupelnie podobnie wprowadza sie wspélrzedne jednorodne
punktu P w ukiadzie przestrzennym wspéhzednych Oxyz, miano-
wicie jako stosunki czterech liczb &y :wy:ay:,. Gdy 2,0, punkt P
jest wladeiwy i ma wspéhrzedne kartezjarskie

(10) S B=T[2y, y=x,/2,, 2=mg/r,;

jedlt zag »,=0, to P=P_, czyli P jest kierunkiem p:q:r, i
| Byidyixg:my=pig:r:0.
Dwa stosunki wj:@j:zi:xr, i 22,2500,

punkt wtedy i tylko wtedy, gdy

(11)

czyli gdy rzad macierzy

wyznaczajy ten sam
Xy 0t Wyt Ly==7 1052051y,

( Ty Xy Ty Ty
U A A

(12)

jest rowny 1.

§ 34. Prosta na plaszczyZnie
we wspoélrzednych jednorodnych

Kazda prosta rzutowa plaszezyeny wlasciwej daje sig we wspol-
rzednych jednorodnych przedstawié réwnaniem lniowym jednorodnym

(1) “;Lwrf‘azwz‘?‘/daxs:o:

7 na odwrdt, kasde réwnanie postaci (1) przedstawia prosiq.

Istotnie, na to, by punkt lezat na proste] w co, potrzeba i wy-
starcza, zeby x,=0. Zatem prosta W co ma réwnanie x;=0, ktore
jest ksztattu (1).

. 2 2 2
gdzie  ay-t+ai-t-a; >0,
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Jedli zad prosta p jest wladciwa, to jej czedé euklidesowa ma
réwnanie
2) Az+By+C=0,

gdzie A24-B2>0.

Podstawiajac w nie warto$ci ze wzordw (7) § 33, str. 170, do-
stajemy po pommnozeniu przez #,70 réwnanie postaci (1), gdzie

(3) a;=A4, ay=2B, ay=0C.

Punkt niewladeiwy prostej (2) ' jest jej kierunkiem; jest on
wieec wyznaczony przez stosunek —B:A (p. str. 90). Punktem w co
prostej (2) jest wiee punkt

(4) Lyiky 1 ly=—DB:4:0,

ktoéry wobee (3) spelnia (1).
Na odwrét, réwnanie (1) jest spelnione tylko przez jeden
punkt w co, bo dla 2,=0 dostajemy @, :my==—ayi @y =B A,

. Udowodnilismy wige, ze zaréwno kazda prosta wladciwa jak
kazda prosta w co ma we wspdlrzednych jednorodnyeh rdwnanie
postaci (1). « ;

Na odwrét, gdy a;=a,=0 i ay;5£0, réwnanie (1) przedstawia
prosta w. co. Gdy zad aj+a; >0, rownanie (1) przedstawia prosty
wlaseiwag. Dla wszystkich bowiem punktéw wlagciwych, ktdrych
wspélrzedne jednorodne spelniaja réwnanie (1), dostajemy praez
podstawienie do tego réwnania warto$ci ze wzoru (7), str. 170

(5) @I +ay Y + =0,

- @ to rédwnanie przedstawia na plaszezyinie euklidesowej lini¢ pro-
sta. Na plaszezyinie rzutowej ta prosta zostala uzupelniona punk-
tem w co, ktéry jest jej kierunkiem, a wige punktem  —ay:a,:0
Punkt ten jednak réwniez spelnia réwnanie (1), e. b. d. o.
Jak widzielidmy w trakcie dowodu, gdy dane jest réwnanie (5),
przedstawiajace czesé euklidesows prostej rzutowej, to réwnanie tej
- prostej, uzupemionej punktem w co, otrzymujemy przez podsta-
wienie wspéhrzednych jednorodnyeh i dochodzimy do (1). Réwna-
nie (1) prostej wlasciwej mozemy zatem zawsze otrzymad, gdy tylko
znamy réwnanie (2) jej czesei euklidesowej we wspdlrzednyeh kar-
tezjaniskich. Dlatego do wyznaczenia prostej wl
czesto uzywali réwnania ksztaltu
nie beda wystepowaty.

adeiwe] bedziemy
(5), mimo ze proste euklidesowe
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Na to, by dwie proste wladciwe

(6) “1%‘{‘“2‘”2“{‘“3%3:0 1 b2, +by2y by, =0
byly réwnolegle, potrzeba i wystarcza, Zeby
(7) . @y :0y=Db,:b,.

Jest to rozciagniecie znanego warunku z plaszezyzny euklide-
sowej na rzutows.

Proste (6) sa identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy

(8) Ay i@y @3=b,:b5: by,
czyli gdy read macierzy
(wl Gy )
9
© \b1 by ba)

jest réwny 1.

Istotnie, gdy proste sa wladeiwe, warunek ten jest nam znany
z § 28 (p. str. 91). Gdy zaf sg one identyezne z prosta w oo, to
4 =a,=0 1 b;==b,=0, a wiec warunek jest tez spelmiony. Podobnie
dowodzi sie wynikania odwrotnego.

Jesli réwnania (6) przedstawiaja rézne proste, to nie wszystkie
minory drugiego stopnia macierzy (9) sg rowne zeru. Proste takie —
jak wiemy z § 32, str. 168 — zawsze sie przecinaja. Ich punkt przecie-
cia @, : @, %, jest przedstawiony przez uklad réwnan (6), a wiec

i e .
b, b1‘ B, by

|

laz ag] ias a;| ay azé
PLyilytdy = : : ‘
1+ g Ibg b,

Udowodnimy teraz, ze na to, by trzy punkly yi:y,:¥; 2;1:%::2
T Wy iwy 1wy ledaty na jednej prostej, potrzeba i wystarcza, ieby

(10)

(11) 2, 2y 23| =0.
Wy Wy Wy
Istotnie, gdy punkty te lezg na prostej (1), to
Gy Y1+ Y+ a3y =0,
(12) @12y + A2y + U323 =0,

Ay Wy AWy +a3w3=0.
Uwazajac (12) za uklad réwnahi o niewiadomych ay, a,, as
widzimy, ze ukiad ten ma rozwigzanie, dla ktbrego
(13) d4ata>0.
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Zachodzi zatem réwnodé (11). Na odwrét, gdy zachodzi row-
nosé (11), uklad réwnan (12) ma rozwigzanie spelniajace nierdw-
nogé (13) i wowczas réwnanie (1) przedstawia prostg, zawierajgcs
wszystkie trzy punkty na mocy (12), ¢. b. d. o.

7 udowodnionego twierdzenia wynika, Ze réwnaniem prostej
przechodzacej przez dwa rézne punkty e:2,:2; 1 wiiwyiwg jest

Py By m”
(14) 8 2 R
Wy Wy Wy

Po rozwinigein bowiem wedlug pierwszego wiersza dostajemy

rownanie postaci (1), gdzie ‘

=0.

2 % |2 m] la oa

(15) gty @y = : .

| Wy Wy 'st Wy
W § 21 wprowadzilismy dwa rodzaje pekéw prostych na plasz-
czyznie: pek prostych przecinajacych sie w jednym punkeie i pek
prostych réwnoleglych (p. str. 98). W plaszezyznie rzutowej mozeny
oba te rodzaje pekéw zdefiniowaé jednolicie:
Pekiem prostych mnazywamy abidr prostych preecinajqeych sig
w jednym punkeie.

- W szezegélnodei, gdy punktem tym jest punkt w oo, otrzymu-
J:emy pek prostych réwnoleglych, do ktérego jednak obecnie nalezy
Jeszeze prosta w oo,

Niech

wy Wy

Uy (By 5 Bay B3)==0y 83 + gy + y05 = 0,

U (1, By, B3)==by 251 + Dy, + Dy = 0

beda réwnaniami dwéch réznych prostych, przecinajacych sie
~w punkeie P, ‘

Dla skrécenia zamiast u(a,, Zg, T3) bedziemy pisali .

Zupeie podobnie jak w § 21, dowodzi sie, ze na to, by prosia

ug nalezata do peku WYZNACZONEJO PI2eZ Proste Uy i u,, potrzeba ¢ wy-
starcea, geby

(17)

(16)

Uy ==}y %y + Aytty, A+ a>0.

Jednakze w § 21, jezeli. proste %y 1 uy byly réwnolegle, musie-

lis’n.ly wytaezyé uktad liczb ,,1,, gdy 04y + Ag =0. Teraz za$ dla
takiego ukladu liczb mamy

).1 ’U/1+22u2 E(Al g "I"Azba) w5= 07 gdzie 11 a:a '{“‘ Aa ba:}‘éO,
i réw’nam‘e' to prze@stawia prosta w oo, ktéra nalezy do peku.

gdzie

icm
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- Okazuje sig dalej, tak samo jak w § 21, ze na to by proste u;=0,
Uy=0 ¢ uy=0 nalezaly do jednego peku, potrzeba i wystarcza, ieby
istnialy nie enikajqce réwnocze$nie licehy u,, ps 1 pgy, dla Eidrych
(18) Haty F g Uy 13Uy =0,
Na to, by proste (16) oraz prosta
U3 == 0181+ Co @y Cya5=0
nalezaly do jednego peku, poirzeba i wystarcza, zeby
ay @y ay
by by by| =0.
|

161 €y ey

(19)

§ 35. Plaszezyzna i prosta w przestrzeni
we wspélrzednych jednorodnych

Udowodnimy, ze kasde plaszczyena przesirzeni rzutowej daje
sig we wspdlrzednych jednorodnych przedstawié réwnaniem liniowym
jednorodnym
(1) @12+ 0Tyt a3+ 0, 2,=0, ai+ ai+ a3+ ay >0,
i ze na odwrét, kaide réwnanie postaci (1) preedsiawia plaszczyzne.

Istotnie, na to, by punkt (z,, ., 2, x,) lezal na plaszezyinie
I1.., potrzeba i wystarcza, zeby #,=0. Zatem plaszezyzna w <o ma
réwnanie x,=0, ktére jest postaci (1). Na odwrét, gdy a,=a,=a;=0,
réwnanie (1) przedstawia plaszezyzne w co.

Jesli za$ plaszezyzna I7 jest wladciwa, to jej czesé euklidesowa
daje sie przedstawié réwnaniem
2) Az+By-+Cz+D=0, A2 B2 > 0.

Przechodzge do wspolrzednych jednorodnyeh, dostajemy réw-
nanie postaci (1), gdzie
(3) a;=A4,

Punkty niewladciwe plaszezyzny I7 sg kierunkami p:q:r pro-
stych do miej réwnoleglych, dla ktéryeh wige (p. str. 112)

gdzie

gdzie

a,=B, as=C, Gg==4).

Kazdy taki punkt ma zatem wspéhzedne jednorodne
@yt B3 =P :q:7:0,
ktére wobec (3) i (4) speliaja (1).
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Podobnie dowodzi sie twierdzenia odwrotnego.
Na to, by plaszczyzny wlasciwe o réwnaniach

(B) @y @yF Ayt B3+, 7, =0,

byly réwnolegle, potrzeba © wystarcza, #eby

by 4Dy @y by @y by 24 =0

Oy 0t Q== by:Dy:05.

Dowéd wynika z analogicznego twierdzenia dla plaszczyzn
euklidesowych. _ '

Na to, by plaszezyzmy (5) byly identycene, potrzeba i wysiarcea,
seby : )

(6) Oy oyt == Dy:by:05:0,,
czyli seby read macierzy
) : Uy Gy Gy Oy

bl bZ b3 b4

byt réwny 1.

Dowdd przebiega podobnie jak dla dwdéch prostych na plagz-
czyznie. To samo dotyczy dowodu nastepujgcego twierdzenia:

Na to, by cztery punkty o wspélrzednych jednowddnych Yis %y Wyyty,
qdbzie 1=1,2,3,4, letaly na jednej plaszczyénie, polrzeba 4 wystarcea,
zeby

Y1 Y2 Ys Yu
2 Ry Ry 2,

(8) =0,
Wy Wy Wy Wy

bt 1y 1

Udowodnimy, ze na to, by trzy punkty o wspébraedmych jedno-

rodnych 2;,w;,t;, gdzie i=1,2,3,4, ledaly na jednej prostej, potrzeba -

1 wystarcza, 2eby reqd maciersy.
By Ry Ry 2y
(9) Wy Wy W3 W,
bty tg ty

byl réwny 2, tj. by znikaly wszystkie wyznaczniki 3-go stopnia
utworzone z tej macierzy. ‘ R
Istotnie, gdy powyzsze trzy nkt 7 j j j
: -punkty leza na jedunej prostej
to kazdy punkt przestrzeni lezy z nimi na jednej plasmzyﬁn‘ié. ‘.Ii()w:
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nosé (8) jest wowezas spehiona dla wszelkich liczb y,, Yss Yss Ys-
Rozwilmy wyznacznik ze wzorn (8) wedlug pierwszego wiersza.
Otrzymujemy

(10) A1Z/1—Azy2+A3y3"“A43/4=0:

gdzie A, jest minorem macierzy (9), ktéry powstaje przez opusz-
czenie i-tej kolumny. Poniewaz réwnanie (10) jest spelniome dla
wszelkich liezb y;, wige musi byé A4;,=4,=4,=4,=0, czyli rzad
macierzy (9) jest réwny 2.

Na odwrét, jezeli rzad macierzy (9) jest réwny 2, to znikaja
wszystkie jej minory A; trzeciego stopnia. Wéwezas (9), a wiec i (8)

_jest tozsamogdcia 0 zmiennych y,. Innymi stowy, kazdy punkt prze-

strzeni lezy na jednej plaszezyznie z punktami (z;,w,,t;), gdzie
©=1,2,3,4. Tym samym punkty te lezy na jednej prostej.

Z ostatniego twierdzenia i jego dowodu wynika, Ze gdy irzy
punkty o wspdtregdnych jednorodnych z;,1w,;,t, gdzie i=1,2,3,4, nie
lezq na jednej prostej, to rownanie (8) o zmiennych y, przedstawia
plaszezyzne, przechodeacq przez te trzy punkty.

Na to, by cxtery plaszezyeny, kiérych réwnania maja wspdlezyn-
niki  a;,b;,6;,d;, gdzie i=1,2,3,4, przecinaly sie w jednym punk-

cie, polrzeba i wystarcza, zeby wyznacenik

;al a, a3 a,
by by by by

(11) 1 w
[€1 Ca C3 G4l
{ I

%dl dy dy d.iil
byt réuwny 0.
Warunek (11) jest bowiem konieczny i dostateczny, Zzeby
uklad réwnah tych plaszezyzn mial wspélne rozwigzanie niezerowe.
" Pojecie peku plaszezyzn przestrzeni euklidesowej uogélnia sie
w naturalny sposéb na peki plaszezyzn przestrzeni rzutowej: pe-
kiem plaszczyzn nazywamy zbiér plaszezyzn przechodzacych przez
jedng prosta.
. Podobnie jak dla prostych plaszezyzny, dowodzimy twierdzen:
Na to, by plaszczyzna ITy(2y,2s,T5, 74 =0 nalezala do peku wy-
enaczoneqgo preez ptaszczyeny Il (%1, Xz, T3, 2y)=0 % 3/5(®1, %5, Lq, ;) =0,
potrzeba 1 wystarcea, Zeby
(12) Iy= 11,2 I,

2

gdzie  X-+74>0.
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Na to, by trzy plaszczyzny II,==0, Il=0 'iglfl},w() 'nal@:z"aly o"{:o
jednego peku, potrzeba i wystarced, seby istnialy Viceby py, po ¥ wy mie
enikajace réwnoczesnie, dla kidrych |
(13) I+ oy I+ g 15==0.

Gdy oznaczyé wspllezynniki tych prostych .kole.ajno prees
a;, b;, 6;, gdzie i=1,2,3,4, to warunek (13) staje sie réwnowasiny
warunkowi, by rzad macierzy

a; Gy Qg Oy

(14) |5, b, by b,
nie przekraczal 2.

Poniewaz w przestrzeni rzutowej kazde dwie plaszezyzny sig

przecinaja, wiee prostaq w preesirzeni motemy preedstowid preer ultad
dwéeh réwnan liniowych :

(18) @y + Gy + @35 + a0 =0, by + by®y - by -1 byiy =0,
gdzie k

(16) (hy 20yt 05t a4‘7é by:byibyib,.

Jefli wiec dane s3 dwie proste, pierwsza o réwnamiach (15),
& druga o réwnaniach analogicznych, lecz ze wspélezynnikami ¢, i d,
w'aby te dwie proste sie przecinaty, potrzeba i wystarcza, zeby wy-
znacznik (11) byt réwny 0. Innymi slowy: na to, by dwie proste
okreslone uktadami réwnart postaci (15) byly skoéme, potrzeba i wy-
starcza, 2eby wyznacentk (11) byl résny od zera.

Oczywidcie, ten warunek skosnogci jest konieczny i dostateczny
réwniez w przestrzeni euklidesowej. - Jednakze bezpogredni dowéd
tego twierdzenia dla przestrzeni euklidesowej, bez korzystania
z pojecia punktéw w co, wymaga diuzszych wywodéw.

§ 36. Zmiana ukladu wspélrzeduych jednorodnych.
Przeksztalcenia afiniczne przestrzeni rzutowej

1. Zmiana ukladu wspélrzednych. W § 28 udowodniligmy, ze
gdy dane sg na prostej dwa uklady wip6trzednych o poczgtkach
010 oraz w kazdym z tych “ukladéw wektor podstawowy, to
miedzy wspétrzednymi kartezjanskimi o i o’ tego samego punkbu
w obu ukladach zachodzi zalezno$é ksztattn ’

(1) o w=anotag,,  gdzie 45,540,

§ 36 . 1. Zmiana wspélrzednych jednorodmyech. 179

Udowodnimy, ze miedey wspolreednymi jednorodnymi zy:s,
1 X1:@5 tego samego punkiv w obu ukladach zachodzq zaleinosci
ksztatiu

(2) ori=ayu &+ a2, oxs=x,, gdeie  p=0 i ay; 0.

W istocie, dla punktéw wlasciwych prostej mamy o’ =uf/x;
I x=ux,/x,. Podstawiajac te wartodei do (1), otrzymujemy

2 L A1 &3+ Ay s
=0yt =
Za &y o

czyli

Xy 10y = {0y By +Ayp Tp) 125

Ta proporcja jest ré6wnowazna zaleznodciom (2).
Dla punktu za§ w co mamy 2,=0. Podstawiajac te wartosé
do (2), dostajemy dla a; i z; :

0T =05,y x=0
czyli

T ra=12,:0=1:0,
a wiee wartofei x; i @) wyznaczone z (2) sa takze wspéhzednymi
punktu w co. v

Podobnie jest na plaszezyznie. Tu zamijana wspélrzeduvch

przy przéjscin od jednego ukladn kartezjarskiego do dowolnego
innego wyraza sie — jak widzielifmy w § 28 — wzorami ksztaltu

’ ' | i
=0T 0 Y+a [y Ays |
(3) 1%+ Y+ays, gilzie A= | 1 i#o-
Y =00 BA- Qg Y oy (a3 Qoo |
Woéwezas dla skladowych p,q i p',¢’ tego samego wektora
w obu ukiadach mamy
(4) ’ o ph g =05 PF 01 Q1P+ Aaa -
Udowodnimy, ze miedzy wspolrzgdnymi jednorodnymi y:Ts:%y
i x|:ah:ry tego samego punkiu w obu ukladach zachodzq zaleinodci
postaci
0] = Gy &y + Gy Ly - Qi3 ls, ‘
(5) 0Ly = Qay Ty + Uag X5 + B2 T3, gdzie | #0150

Xy = 33 L3,
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Istotnie dla punktéw wlasciwyeh, podstawiajac do (3) wartodei
o' =}/, Y =), T=iby [y Y =iy
dostajemy
&y gy Bt G Py +ay, @, Ty Cyy 0y gy Ly |- Ug 'y
Nt Yo It e ML i e AL TR ars
5 N & Xy

czyli (5). Dla punktéw zas niewlageiwych mamy ;=0 1 #;==0, wiec

2.:%8,:0=p:q:0, w0y 0=p": 40,
skad '
P=01%1, q=01%y,

wiec na mocy (4)
Ty 0 =D 1q :0=0, By -+ Qo Ty Ug By -]~ Wy By : 0.
Wobec #,=m; =0 ostatnia réwnogé jest réwnowazna wzorom (h).

Tak samo dowodzi sie, ze w przestrzeni prey samianie wktaddw
wspblrzednych kartezjatiskich zachodeq miedzy wspdlregdnymi jedno-
rodpymi punktu zalesnodel ksztatiu

0= Gy @By + Ui By + Qi3 By + @y dla ©=1,2,3,

0%y =%y,

(6)

giFie 00 i |ag|£0 dla i,k =1,2,3.

2. Przeksztalcenia afiniczne. Zajmiemy sie obecnie inng inger-
pretacjg wzordw (2), (5) i (6). Mianowicie bedziemy je teraz uwazali
za przyporzgdkowanie wspolrzednym jednorodnym punktu wspol-
rzgdnych jednorodnych innego punktu, liczonych w jednym i tym
samym lub w réznych ukladach wspélrzednych.

Udowodnimy, ze jest ono preeksztalceniem weajemnie jednoznace-
nym prostej w prosiq, ptaszczyeny w plaszozyzne i preestreent w preestrzen.

Wezmy pod uwage np. wzory (5). Gdy @,=0, to #;=0 i na od-
wrét, a wiec punkty w oo przechodza w punkty w co. Wynika stad,
ze punkty wlasciwe przechodza w punkty wiladciwe. Dla mnich zad
wzory (5) sg réwnowazne wzorom (3), te zad — jak wiemy z § 29
(p. str. 142) — okreflajg przeksztalcenie afiniczne plaszezyzny
w plaszezyzne, a wiec przeksztatcenie wzajemnie jednoznaczne. Na
odwrét, wizajemna jednoznacznodé przyporzgdkowania wyrazonego
wzorami (3) zachowuje sig i dla punktéw w oo, dla nich bowiem
23=0 1 23=0, wiec wzory (5) przybieraja tu kesztalt

icm
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0L =011 L1+ Oy Ly, oLy = O3y Ty + A5y 7, gdzie p==0;

a poniewaz W mysl zalozenia || = |a, |0, wiee istnieje macierz
odwrotna B=U"=(b,,) i otraymujemy

1 , ,
0 @y=Dby;, %] + by,

—1
O Ly =byy 2] 4 bsp 75,

co swiadezy o tym, ze i punkty w cc sg przyporzadkowane wza-
jemnie jednoznacznie punktom w oo,

Przeksztalcenia wyrazajace sie wzorami (2), (5) i (6) nazywamy
preekszialceniami afinicanymi prostej reutowej, plaszezyzmy rzutowej
i przestrzeni rzutowej.

Przeksztalcenie afiniczne plaszezyzny reutowej (prostej rzutowej,
praestrzent rzutowej) preeprowadza proste w o= w prostq w c- (punki
w co w punkt w oo, plasczyzne w oo w ptaszezyzne w o).

Gdy bowiem x;=0, to x;=0, a zatem przeksztalcenie to okredla
rowniez przeksztalcenie wzajemnie jednoznaczne euklidesowej ezesci
plaszezyzny w euklidesows czedé jej obrazu. Jak poprzednio, prze-
ksztalcenie afiniezne (5) plaszezyzny rzutowej w jej czedci euklide-
sowej jest przeksztalceniem afinicznym (3) wedtlug definicji z § 29
(p. str. 142). To samo dotyczy prostej i przestrzeni.

Przeksetalcenie afiniczne plaszczysny reutowej przeprowadzea pro-
ste rzutowe w proste rzutowe.

Twierdzenie to mozna udowodnié, wychodzac z analogicznego
twierdzenia dla prostych euklidesowych. Mozemy go jednak réw-
niez dowie$é niezaleznie: z réwnodel (5) dostajemy

Xy=0 (b @1 + by + bgx3) dla i=112, Ly== 03,
gdzie
- ‘bu bm% 20
(‘) ) b21 bzz% T
Prosta
(8) @y 8y - Ay + a3 =0, gdzie aj+ai+ai>0,

przechodzi zatem w twoér

(9) (@1Dyy + o byy) @7+ (A1 D10+ @abos) T + (81 D15 + @ bog + a5) 5= 0.
Jedli a;50 lub a,=0, to z (7) wynika, ze wspolczynniki przy

2} 1 #, w ré6wnaniu (9) nie znikaja réwnoczesnie, a wige ze réwnanie

to przedstawia prostqg wlasciwg. Jedl za$ a,=a,=0, to a,=0 i (9)

przedstawia prosta w co, c. b. d. o.
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Podobnie, w preestraent reutowej praeksetaleenia afinicene pree-
‘prowadeaje plaszcayeny reutowe w plaseozyzny THULOWE;  Pray tym
proste reutowe przechodzq w proste reutowe, jako krawedzie przecig-
cia plaszezyzn rzutowych. , '

Precksztaleenia afinicene preestrzent rewtowej twordq (rupe, po-
dobnie jak przeksztalcenia afiniczne przestrzeni euklidesowej (p. §29,
str. 143 1 149). :

Kazde praeksztateenie T plaszczyzny reutowej, Itdre preeprowa-
dza proste w proste, & prosiq w oo W Prosig w oo, jest afinicenc.

Jest to twierdzenie Staudta i Darboux dla plaszezyzny
rzutowe;j. '

Dowéd jego jest nastepujacy. Z tego, ze prosta w co praechodzi
w prosta w co, wynika, ze czed¢ euklidesowa plaszezyzny przechodzi
w czefei euklidesows plaszezyzny z zachowaniem prostych. Zatem
w czesei tej przeksztalcenie T' daje si¢ wyrazié wzorami (3) na pod-
stawie twierdzenia Staudta i Darboux dla plaszezyzny cukli-
desowej (§ 30, str. 152). Wobec tego dla punktéw wlaseiwyeh prze-
ksztalcenie T mozna przedstawié w postaci (5), ktéra jest réwno-
wazna postaci (3), gdy @s#90. :

Niech teraz bedzie dany dowolny punkt P, i prosta wladciwa p
przechodzaca przezer. Wowcezas P, jest przecieciem prostej p z pro-
sta p... Przeksztalcenie T przeprowadza punkt P, w punkt P,
prosta p w prosta p', a prosta p.. w siebie. Punkt P’ jest punltem
przeciecia prostych p’ i p... Poniewaz przeksztalcenie (5) przepro-
wadza réwniez p w p’ (gdyz dla punktéw wlageiwych przeksztaleenia
(5) i T sy identyczne), wige (5) przeprowadza punkt przeciecia p
z p.. W punkt przeciecia p' z pl,, czyli punkt P w punkt P
Innymi slowy, przeksztalcenie (5) jest identyczne z przeksztalce-
niem 7' zaréwno dla punktéw wiasciwych jak i dla punktéw w oo,
¢ b.d o. ,

§ 37. Stosunek pojedynczego podziahu

1. OkreSlenie stosunku pojedynczego podziafu. Wprowa-
dzimy obecnie nowe pojecie geometrii afinicznej (p. str. 162), tj. nowy
niezmiennik przeksztatcen afinicznych.

Niech 4,B bedzie parg uporzadkowang punktéw wladeiwych
na prostej p i niech P bedzie dowolnym punktem wladeiwym rdz-
nym od B. ‘ ‘

icm
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Wowezas, wobee réwnoleglosei wektoréw AP i PB (rys. 70),
istnieje taka stata A, ze

1) AP=}-PB.

Liczbe A nazywamy stosunkiem pojedynczego podziatu odcinka
AB punktem P.

Stosunek ten bedziemy oznaczali przez (4B,P).

Z okreflenia wynika, Ze na to, by
punkt P lezal miedzy punktami A i B, 4 P B
potrzeba i wystareza, zeby (AB,P)>0.
Jedli punkt P lezy zewnatrz odcinks AB
po stronie punktu B, to |AP|>|BP], P4 B
wiec (AB, P) <—1; jesli natomiast punkt Rys. 70
P lezy zewnatrz tegoz odcinka po stronie
punktu 4, to |AP|<|PB|, wiee —1<(4B,P)<0. Dla grodka
odcinka AB jest (4B, P)=1, a dla punktu 4 jest (4B, 4)=0.

Gdy punkt P oddala sie nieograniczenie poza punkt B, to

|AB| _ |AB|+|PB|  |A4B|

" |PB| |PB| {PBi_l

(2) A=

i lezba A wazrasta, zmierzajge do —1; gdy zad punkt P oddala sie
nieograniczenie poza punkt A4, to .
| PA|

| P B

|[AP|  |PB|—|P4|
|PB| \PB|

(3) A=

i liczba 1 maleje, zmierzajac réwniez do —1.

Dlatego stosunkiem pojedynczego podziatu odeinka AB punkiem
P nazywamy liczbe —1, piszac

(4) : (4B,P.)=—1.

Stosunek pojedynczego podziatu nie jest okreslony dla punktu
P=B. Gdy P zmierza do B, warto§¢ A=|AP|/|PB| rosnie nieogra-
niczenie: gdy P zmierza do B od zewnatrz, to (4B,P) - —00, gdy

. za$ P zmierza do B od wewnatrz, to (4B,P) — --co.

WprowadZzmy na prostej dowolny uklad kartezjanski wspél- k
rzednych Oz i oznaczmy wspélrzedne zwyczajne punktow 4, B i P
przez 2., @, 1 x. Z (1) wynika, ze

(5) ) x—ay=A{@,—%),
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czyli
_ &t M,
(6) =iy

Wynika staﬂ, e kasdej wartosci A stosunlu pojedynczeyo podziaty
odpowiada dokladnie jeden punkt na prostej.

Gdy bowiem A=—1, dostajemy punkt w co, a gdy A-4-1, to
z (6) otrzymujemy dokladnie jedna odciety @ pewnego punktu wid-
ciwego. .
Stosunek pojedynceego podeiatu jest niczmienniliem preeksztol-
cef afinicanych prostej; na odwrot, kasde precksztatoenie prostej, kii-
rego niezmiennikiem jest stosumel pojedynceego podeiatu, jest afi-
niczne.

Istotnie, niech 7' bedzie przeksztatceniem afinicznym

(7) o' =ax-tb

(wystarczy je okredlié wzorem (7), gdyz punkt w < przechodz
w punkt w co). Niech punkty 4 i B majg wspdlrzedue ay i oy,
a ich obrazy A'=T(4) 1 B’=T(B) niech majy wspohzedne «; i m.

Jegli P jest punktem w co, to P’ tez jest punktem w co, a wige

(AB,P)=—1=(4A'B', P).

— Jedli zag P jest punktem wiladciwym o wspolvzednej x, to za-
chodzi wzér (5), a poniewaz

& —a=a(z—1i,), oy i =@y —),
wiee
’ o —a=ak(w,— x)=A(1;—a")
ezyli
(4B, P)=A=(4'B', P'),

co dowodzi pierwszej czesci twierdzenia.

Ni.eeh, na odwrdt, przeksztalcenie TV prostej p w prosta ¢ za-
chowuge stosunek pojedynczego podzialu i niech punkt P, }jj:r?zu—
chodzi w punkt Q. WeZmy pod uwage jakiekolwiek punkty A’ inB Y

rozne od @ (1 od punktu w co). Sa one obrazami punktow wlag-

ciwych A 1 B oraz

(AB,P,)=—1,
a zatem .

(4'B',Q")=—1.

icm

§ 37 ‘ 1. Okreslenie stosunku (LB, P). 185

Punkt ¢ jest wiec punktem Q... Mozemy zatem ograniczy¢ dal-
sze badanie przeksztalcenia T' tylko do punktéw wilageiwych. Wezmy
punkt A za poczatek ukladu wspéhzednych na prostej p (czyli
r,=0) oraz wektor AB za wektor podstawowy (ezyli z,=1). Gdy
(AB,P)=1, to z (6) wynika, ze

Jedli teraz dla obrazéw wezmiemy za poczatek ukladu wspél-
rzednych na proste] ¢ punkt A’ (czyli a7=0), a za wektor jednost-
kowy — wektor 4'B’ (ezyli x;=1), to z (4'B’, P')=(4B,P)=1 wWy-
nika, ze

, A
r=-—"
1+12

Tym samym

(8) 2=

W wybranych ukladach wspélrzednych przeksztalcenie T wy-
raza sie wiec wzorem (8). Zatem jest ono afiniczne, ¢. b. d. o.

Szezegélnym przypadkiem przeksztaleen afinicznych prostej
jest rzut rownolegly.

Zatem przy rzutach réwnoleglych stosunek pojedynczego podziatu
nie ulega zmianie. ) ‘

Niech teraz beda dane na plaszezyZnie dwa rézne punkty
A(xy,y,) 1 B(wy,y,). Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem wiag-
ciwym prostej p zawierajacej punkty 4 i B oraz niech (AB,P)=2.
Woéwezas rzutujac punkty 4, B i ¢ na osie wsp6irzednych, dosta-
jemy na kazdej osi trzy punkty o tym samym stosunku A. Ponie-
waz wspélrzedne tych punktéw na osiach wynoszg y, &g, & 1¥nYaY,
wiec wspéhrzednymi punktu P na plaszezyznie sa

o Ty -+ Ay

0 e , =.'3/1+ly2_
('-) - 1+z

1+4

Nadajae liczbie 1 wszystkie wartosei rézne od —1, otrzymujemy
zatem wszystkie punkty prostej p z wyjatkiem punktu B. Mozemy
wiee uwazaé wzory (9) za przedstawienie parametryczne na plasz-
czyZnie linii prostej bez jednego punktu. Parametrem jest stosu-
nek pojedyneczego podziatu.
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W szezeg6lnogei, dla grodka odeinka jest A==1 i

&+ & _ WY
Ty = ) ’ Yo = 5
Analogiczne wzory otrzymujemy w przestrzeni.

9, Twierdzenia Menelaosa i Cevy. Niech punkty A(z,,y,)
i B(2s,9,) leza na prostej wiadciwej p i niech prosta wlasciwa

(10) W(@,Y) =08+ GyY 483 =0
przecina prosta p w punkcie P (wlageiwym lub nie) réznym od B.
Wéowezas
. (%, Y1)
AB,P) = — ——>=+
(12) B D)= e 1)

Istotnie, jesli P jest punktem wlageiwym, to przyjmujge
{(4B,P)=1, mamy (9). Poniewaz P lezy na prostej p, wiec podgta-
wiajac wartosei (9) do (10), dostajemy

Gy (g + A85) + Ay (Y1 + AYs) + a3(1--2) =0,
stad zad '
% + ayy; + ds_ % (&y Y1)
A1 %5+ Yy + g W (%5 Ys)
Jedli natomiast P jest punktem w oo, to
- (4B, P)=—1.

Z drugiej strony, }_;)rosta, (10) jest wowezas réwnolegla do prostej
P, czyi

@y (By— @) + @ (43— Y1) =0,

skad
, U1y~ G Yp = Oy By + By Yy,
stad za$
u (2, Yq) 1%, + a3y, + @ a2+ a ~a
vY) G 2 Y1 s O 1+ @Yy -] 32‘_‘_‘12(‘4‘]3’1)),
U (%g, Ys) Gy &3+ Ao Y2 0y 1%y + B Yy 0y
czyli (11).

Udowodnimy teraz nastgpujayce twierdzenie Cevy:

N Dany jest na plaszczyénie tréjhat o wierschothach A, B i ¢ whas-
cmfyych oraz dowolny punkt S nie ledgcy ma bokach tego tréjkata.
Niech proste SA, 8B i SC preecinaje boki tréjkata ABC w punltach
Ay, B, i 0, Wéwezas ; |

- (12) (4B,0,)(BC, 4,) (CA4,B,)==1.

czyli

§ 37 2. Twierdzenia Menelaosa i Cevy. 187

. Dowéd. Punkty 4y, B, 0,1 8 moga byé wladeiwe lub nie.
l.w*zeeh pl.lllkty A, B i 0 majs wspblrzedne kartezjanskie x;, y,, gdzie
1=1,21 3, a pr(?ste: Uy przez punkty 4 i § oraz u, przez punkty
B i 8 (rys. 71) niech maja (w oznaczeniach skréconyeh) réwunania

=0 i Uy =0,
Zatem
(13) (@1, Y1) =0 1 uy(z,, ¥5)=0.
Prosta u, przez punkty ¢ i 8, jako
nalezagca do peku wyznaczonego przez
proste %; 1 %,, ma réwnanie (p. § 35,
str. 174) A B C,
5= Ay Uy + A5 Up =0, Rys. 71

a poniewaz przechodzi ona przez punkt (, wiee

3 (%35 Ya) = A1 Uy (£3,Y3) + Ao (T3, Y5)=0

(14) o Ayt A= — Uy (T3, ¥3): Ur(Z5: Ys) -
Na podstawie (11) jest wiec

(AB,C ):_7‘3(1'1:?/1):w1171‘1($1: Y1) + Aot (g, Z/1)?
T Uy (s, Uf2) Ay Uy (2, Ys) + AaUa (W, ¥s)

skad wobec (13) 1 (14)

Ay Us(Ty, Yy) U (3 ¥s) s (1, V1)

(15) | (4B,0y) =

N Ay 1y (Tsy Ys) - s (L5, Y3) Uy (X2 Ya)
Dalej ;
Uy (;13'2, 1/2) 'u2($3) ys)
| = CA,B,) =— ———+
(16> (chAl) " (5’331 :'/3) ? ( ’ 1) M‘z(‘”u yl)

Na mocey wiec (15) i (16) iloczyn po lewej stronie wzoru (12)
jest rowny 1, e. b. d. o.

Prawdziwe jest i twierdzenie odwrotne: gdy =achodzi rOWn08E
(12), to proste AA,, BB, i CC, przecinajg si¢ w jednym punkcz:e.

Jedli bowiem S jest punktem przeciecia. prostych A4, 1 BB,,
to prosta SC przecina AB w pewnym punkeie Ci, dla ktérego w mysl
twierdzenia Cevy jest

(AB,G;) (BG,A]) (C"AyBl) =17

.
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a poniewaz zatozylismy réwnosé (12), wiee
| (4B,0;) =(4B,0),
czyli punkty C, i O sa identyczne. o
Udowodnimy jeszeze nastepujace twierdeenie Menelao S”“: '
Dany jest na plaszosyénie tréjkat o @ic@cholkdc’_ﬂ 4, B K 0
wlaseiwych oraz prosta wlasciwa u, preecinajaco b07_cz tego. twﬁy/c(,plzo?
w punktach A,, B, i Cy, lecz nie praechodzqea prace jego wierscholl
(rys. 72). Wowezas , |
(17) (4B,0,) (BC,4,) (CA, B))=—1. |
' ‘ Dowdd. Niech prosta «# ma réwnanie
w(%,y)=0. Zatem na mocy (11)

%%y, %s)
U (y,Ys)
BO,A,) = ——m¥2)
w04 4 (@3,5) '
Rys. 72 (o4 Bl)z_“;(f’f'_?,zﬂ?? o
b
‘ % (%1,Yy)

Przez pomnozenie dostajemy (17), ¢. b. d. o.

Uwaga. Jak widaé z dowodu, twierdzenie Menelaosa POZ0-
staje w mocy, gdy prosta u jest réwnolegla do jednego z bokdw
tréjkata ABC, a takze gdy wszystkie trzy punkty 4, B, i ¢,
lub niektére z nich sa punktami w co.

Podobnie jak odwrotnodci twierdzenia Cevy, dowodzi sie tez
odwrotnodel twierdzenia Menelaosas gdy zachodzi réwnodd (17),
to punkty A,, B, C, lezq ma jednej prostej. ,

Twierdzenia Cevy i Menelaosa oraz ich twierdzenia odwrotne
83 przykladami twierdzen geometrii afiniczne;j.

§ 38. lekty\‘ zespolone

1. Punkty zespolone na proste
zbiér punktéw przestrzeni euklidesow
tami w oo do zbioru punktéw przestrzeni rzutowej. Obecnie po-
wiekszymy go jeszcze Przez dolgczenie tzw. punliéw zespolonych.
Okazuje sie to pozyteczne nie tylko dla, glebszego  zrozumienia

geometrii, lecz réwniez dlg, uproszezenia - wyslowiert' i dowoddw
twierdzenn geometrii rzeczywistej.

j. Poprzednio powigkszyligmy
ej przez uzupekienie go punk-

§ 38 1. Punkty zespolone na prostej. 189

Niech na prostej rzutowej bedzie dany kartezjarski uklad wsp6l-
rzednych. Wowezas kazdy punkt wilasciwy wyznaczony jest przez
liczbe rzeczywisty » (odeigta tego punktu). Punkty te w dalszym
ciggu nazywaé bedziemy punktami reeczywistymi. '

Punkty rzeczywiste majg zatem wspélrzedne kartezjanskie
rzeczywiste.

Dopudcimy obecnie wspélrzedne zespolone, nuwazajac je za od-
ciete punktu zespolonego na prostej; innymi stowy punktem =zespo-
lonym o odcigte] z nazywamy po prostu liezbe zespolong . )

Punkty zespolone oznaczamy w ten sam sposéb co popr_zedmo
punkty rzeczywiste, a wiec przez (x), P(z) itd., np. (i),_(z —1).

- Wspblrzednymi jednorodnymi punktu zespolonego (z) nazywamy
liczby @, i «, spelniajgce zwigzek

_ T iwy=2:1,
czyli liczby ) .
T,=p%, &,=p, gdzie p#0.

Punkt rzeczywisty moze mieé wspdlrzedne jednorodne zgspﬂ—
lone, ich stosunek jednak musi byé rzeczywisty. Np, liczby
#y=144 1 ®,=2-420 53 wspéhrzednymi jednorodnymi punktu
rzeczywistego o odcigtej z=1/2. ' -

Jedli #,=0, to dla kazdej liczby zespolonej z, jest

2y:%,=1:0.

Wobec tego punktowi w co prostej pr‘zypisujel_ny nadal wspol-
rzedne jednorodne #,:0, gdzie x; jest dowolng hezb_ai zespolona
Jedli 2,70, to punkt z;:2, b@dziemy na,.dasl na,zywaih wlasoz;wym};

Tak powigkszona prosta sklada sig wigc 2 ;purnkto,w wla;émwyc_
(kibre sq rzeczywiste lub nie) i = jednego punkiu w oo, ktory jes rzecz:;/
wisty. Nazywamy ja prostq rzutowq zespolong lub krécej — prosiq
zespolong. ’

! Niecjh teraz na prostej zespolonej b@d% dane dwia uk}:a,dy Wﬁgﬁ;
rzednych Oz i O'z'. Wowezas miedzy WSpOh’ZQ{inyml kaxﬁ;eﬁnzsalez_
# i @ jednego i tego samego punktu rzeczywistego zacho
nofé (p. § 28, str. 135)

1) 2’ =bxa, gdzie b70.

Przez analogie punkt zespolony, ktéry ma w g)ierwsz';;et;t;g:?;
i 7 i*tylko wtedy za ¢
4 Strzedna », uwazamy wtedy 1 t i , /
Szgamgjém ité?y x,na, w drugim ukladzie wspélrzedns z', gdy za
?
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chodzi zaleznosé (1). Poniewaz a i b 83 2 zatozenia liczbami rzpczy-
wistymi, wige wynika stad, ze moéna méwié 0 pzmlgtaoh rze/czymst;ych
i zespolonych prostej, niezalenie od wyboru ukladu‘ 11:5:.}901,‘%“2@@;'4/0}&_
Poniewaz miedzy liczbami zespolonymi nie okrefla si¢ relacji <,
wiec na prostej zespolonej nie okrefla sie pojecia oqcin.]m.
Odcinek zatem wystgpuje tylko na prostej reeczywisie). _
Na prostej zespolonej okredla si¢ natomiast pojecie $rodka
pary punktow () © (x.) jako punktu o odciete]

| _Ot o,
(2) , &= 2
Latwo dowiedé, ze to okreflenie mie zalezy od wyboru ukladu

wspbirzednych. :

Tak samo stosunek pojedynceego podziatu  pary  punliéw
A(z)), B(z,) punktem P(z) okrefla sig jako liczbe (por. wzér (i)
z § 37, str. 183)

3) (AB,P)=——22.

By—1
Stosunek (AB,P) preybiera kaidg warto$é zespolong doktadnie
w jednym punkcie P 1
(AB,P)=—1.

Wynika to natychmiast z okreflenia (3) tak jak w § 37. Przyj-
mujac bowiem oznaczenie

(4B, P)=1,
dostajemy z (3)

Ty + A%,
4 —— T————— &
(4) p=—g ny;

Rownosé ta daje réwnoczenie przedstawienie parametryczne
proste] zespolonej przez stosunek A pojedynezego podziatu, po wy-
laczeniu z proste] punktu B (w,).

Przeksztatceniem  afinicznym  prostej reutowej zespolonej mnazy-
wamy przeksztatcenie, ktdre

1% punkt w co przeprowadza w siebie,

2° dla punktéw wiadciwych wyraza sie wzorem (1), gdzie a i b
s3 dowolnymi liczbami zespolonymi. ‘

Preeksztatcenia afiniczne nie amieniajq stosunku pojedynczego po-
deialu © na odwrét. ‘

Dowéd jest taki sam jak dla prostej rieczywistej.

icm

§ 38 2. Punkty zespolone na plaszezyznie. 191

Tak samo réwniez dowodzi sie, ze przeksztalcenia afiniczne
prostej zespolonej tworza grupe. Nazywa sie ja grupa afiniczng
zespolondg.

Zawiera ona jako podgrupe grupe afiniceng rzeczywisty, tj. taks
grupe przeksztatcen, dla ktérych a i b we wzorze (1) sa rzeczywiste.

Grupy afiniczne zespolone i rzeczywiste wyznaczaja w mysl
programu Kleina geomeirig afiniceng zespolong i geometrig afiniceng
raeceywistq.

Pojeciami. geometrii afinicznej zespolonej sa np. frodek pary
punktéw (dowdd jak na str. 141) i stosunek pojedynczego podziatu
(p. str. 184). Nie wystepuje w tej geometrii punkt rzeczywisty,
gdyz np. przez przeksztatcenie 2'=iz mozemy punkty rzeczywiste
przeprowadzié¢ w zespolone.

Pojecie punkiu rzeceywistego i nierzeceywistego wystepuje nato-
miast, w geometrit afinicenej rzecaywistej na prostej zespolonej, czyli
gdy dopuszezamy wylaeznie przeksztalcenia (1) o wspélezynnikach
rzeczywistych. W dalszym ciggu bedziemy sie zajmowali przewaznie
ta wlasnie geometria, poniewaz mamy w tej ksiazce na celu bada-
nie wiasnofei tworéw rzeczywistych. Twory zespolone beds zad
miaty jedynie charakter pomocniczy, ulatwiajacy ztozumienie wias-
nosci tworéw rzeczywistych.

‘W geometrii rzeezywistej na prostej zespolonej wystepuje po-
jecie punkiéw zespolonych spregiomych, tj. punktéw Pi(x) i P,(x)
0 wspélrzednych niejednorodnych

z=a-+bi, x=a—Dbi,

nie wystepujace natomiast w geometrii zespolonej.

Srodkiem pary punkiéw sprzesonych jest punki rzeczywisty.
Punkt jest identyceny ze spragtonym wiedy i tylko wiedy, gdy jest rze-
crRywisty.

2. Punkty zespolone na plaszezyZnie i w przestrzeni. Punkty
zespolone wiladciwe w kartezjanskim ukiadzie wspélrzednych wpro-
wadza sie na plaszczyZnie i w przestrzeni w sposéb podobny jak
na prostej, tj. jako pary uporzadkowane (w,y) liczb zespolonych.
Nastepnie okrefla si¢ wspéhrzedne jednorodme jako tréjki liezb
Ly, Xy, 5, dla ktérych

Xy Xy=0:y:1

stosunki zag ksztaltu », : %, : 0 uwaza sie za wyznaczajgce punkty wco.
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Jesli zalezno$ei miedzy Wspélfzgdnymi punktéw rzeczywistych,
np. na plaszezyznie, w dwu ukladach kartezjanskich (rzeczywistych)
Ozy i 0'z’y’ maja postaé

»

081 = Gyy @1+ O1p Bat B13 gy ‘
. o tyy A1z . v
(5) OTY= gy Ty~ Gop Byt Goy B, - gllzie A0 L a0,

Ghoy Qo
03 = 33 T3,

to punkty zespolone, ktére w jednym ukladzie sg wyznaczone sto-
sunkiem ,:®,:%, & W drugim — stosunkiem. ®j:2;:a5, uwazamy
za, identycane. :

Jeshi zad traktujemy wzory (b) jako okreslajace przeksztalce-
nie plaszezyzny rzutowej zespolonej, to przeksztalcenie okreflone
przez te wzory NAzZywamy ofinicanym.

_ Podobnie rozszerza si¢ przestrzen rzutows rzeczywista do prze-
strzeni rzutowej zespolonej.

Zajmowaé sig bedziemy gléwnie przekszbatceniami afinicznymi
rzeczywistymi, czyll geometriq afiniceng rzecaywisty plaszceyzny ze-
spolone;j. :

§39. Twory zespolone pierwszego stopmnia

1. Twory pierwszego stopnia na plaszczyinie zespolonej.
Zbiér punktéw plaszezyzny okreflony przez réwnanie

[ay [+ ag || ay| 540,

nazywamy prostq; a,d, i ay 83 tu dowolnymi liezbami zespolonymi.
Jesli a;=a,=0, to réwnanie (1) charakteryzuje zbi6ér punktéw
W co i otrzymujemy prosta w co.
-Jesli zag |a,|4]a,|>0, to prosta nazywa sie wlasciwa; nalezy
do niej wéwezas dokladnie jeden punkt w oo, mianowicie punkt
0 wspoirzednych jednorodnych

(1) Ay B+ Gy By F a5 2,=0, gdzie

Ly 1%y lg=—0y:0,:0.

Prosta nazywa sie reeceywistq, gdy stosunek Ay ity @y jest rvze-
czywisty. .

Pro'sta{ ta sl;lada sie z punktéw prostej rzeczywiste] w dawnym
Znaczeniu 1 z nieskoriczenie wielu punktéw zegpolonych nierzeczy-
wistych.

icm

§39 1. Twory 1-go stopnia na Dblaszezyinie zespolonej. 193
Przeksztatcenia  afinicene preeprowadeaje  proste

; w proste. Ze
wzoru (), str. 192, dostajemy bowiem

0% =011 &+ D125+ by 15,
b

(2) OLy=by 014 Do Wi+ byyxy,  gdzie B= ( b by, )= 91,
:  Bay bas
Oy= bz g,
a wiec
(3) 1%];&07 b33:“‘ -7-’-0.

[LET:

Podstawiajac do (1) wartodei zmiennych wyznaczone z (2),
otrzymujemy réwnanie obrazu prostej (1) w postaci

(4) @y s 5+ ag 05 =0,
gdzie ‘

. . .
@ =0 by 0300, A= b4 D5, ;=01 By3+Aybog 1 a3l 5.

Wobec (3) jest wiec |aj|+]as|+]a;]>0, a zatem réwnanie (4)
przedstawia prostg. ‘

.To samo rozumowanie algebraiczne wykazuje, ze jesli twoér
algebraiczny ma w jakimg ukladzie wspélrzednych réwnanie (1),
to w kazdym ukladzie wspélrzednych ma réwnanie tej samej postaci;
tak wiee okreflenie prostej na plaszezyznie zespolonej nie zalezy od
wyboru ukladu wspélrzednych.

W.§ 34 byly podane wzory wyznaczajgce punkt przeciecia
dwéch prostych, warunek wspotliniowodei trzech punktéw, réwnanie
prostej przez dwa punkty oraz definicje i twierdzenia o pekach.
Poniewaz w tamtych rozwazaniach nie opieraliSmy sie nigdzie na
zalozeniu, ze wspéhrzedne sa liezbami rzeczywistymi, wiec pozo-
staja one w mocy dla prostych plaszczyzny zespolonej.

Jako przyktad twierdzenia o prostych na plaszezyZnie zespolo-
nej ndowodnimy, ze na kasdej prosiej nierzeczywistej lety doklad-
nie jeden punkt rzeczywisty, kidry jest wlasciwy.

Istotnie, jezeli prosta nie jest rzeeczywista, to nie jest ona
prostg w co. Ma zatem réwnanie ksztaltu (1), gdzie

(5) ‘ fa;|+1a;|>0.
Niech
112=ag+,52'i, =03+ P3i.

ay=0y+ 11,
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Musi byé
(6) ayi gt a7 Prifat Pay
bo w przeciwnym razie mielibysmy
ay=0p1, ay=0fs, az==0ps,
gdzie g0 byloby rzeczywiste, a wiec
“1:‘123“3"—”131(&3’“1"9‘) 2(0+1) : B5( @‘H =f1: 82 By

i prosta (1) bylaby rzeczywista. Na mocy tonamoéci

Uy X+ By Tyt G303 == (01 %1+ gyt ay®s) (B8 + Baa+ fatty)
musi wiee byé dla punktu rzeczywistego tej prostej '

a1 8+ ap®y+ 030y =0, Bidoy+ oyt Byiy==0.

Wobec (6) ten uktad réwnani ma dokladnie jedno rozwigzanie,
ktére jest rzeczywiste 1 przy tym @0, ¢. b.d. o.

Punktami spragionymi nazywamy punkty (@, : @y es) 1 (¥y 9, 1Y),
ktérych wspélrzedne jednorodne mozna tak dobraé, zeby liczby -
x; 1 yZ byly sprzezone.

2. Pewne parametryczne przedstawmme prostej. Niech be-
dzie dany na prostej wlasciwe] p kartezjariski uklad wspéhrzednych
i dwa rézne punkty M i N o wspélrzednych m i #. Jak udowod-
nilismy w § 37 (str. 185), mozemy punkty wlagciwe tej prostej, po-
zostale po wyrzuceniu punktu N, przedstawié za pomocs stosunku
pojedynezego podziatu wzorem -

,(7) m—n

R
- tak, ze kazdej liczbie 4 odpowmda, punkt wladciwy prostc; p réiny
od N i na odwrét.

Ustalmy teraz jakiekolwiek pary my,m, i 7,1, wapélrzqclnych
]ednorodnych punktéw M i N; zatem

(8) : m== —, Ne=— .

' Podstawiajac (8) do (7), dostajemy dla wspélrzednych jedno-
rodnych 2, 1 x, punktu z

My My
9) Ty My My My Mg = Ay 1y
/ i 144 Mgy (L~-2)
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Niech
]
(10) p=na,  w=im,.
Wowezas i
(11) f:_1=,win1—}—m1

Ty ,umg—{—vn2.
Jasne jest, ze jesli zamiast liczb (10) wziad liczby
(12) Wy =ny: Amg=p:v

to réwniez zachodzi (11). Biorae w (11) u:»=0:1, otrzymamy

punkt &. Nie moze byé réwnoczeénie

Py vy =0, A+ v, =0,

bo dostalibyémy stad m,:m,=n,:n, a wiec punkty M i N bylyby
identyczne. Jesli wiec
UMg-FrRe=0,

to z (11) dostajemy punkt o wspélrzeduych o, :2,=1:0 czyli P,..

UdowodniliSmy zatem, ze jesli na prostej wybierzemy dowolne
dwa punkty M i N oraz ustalimy ich wspétrzedne jednorodne my,m,
% Ny, M, 10 dla kaddego punkiu (x,:1,) tef prosiej istnieje stosunek u:v,
dla Ktorego

13) . Ly P Ty =[My - PR s+ P10s3
na odwrdt, kaidemu stosunkowi w:v odpowiadae dokladnie jeden punkt
(1, :05) tej prostej.

Udowodnimy jeszeze, ze kaidemu punktowi prosiej odpowmda
dokladnie jeden stosumek u:v, czyli ze stosunek ,:z, wyznacza

“stosunek u:v przez wzor (13) jednoznacznie.

Istotnie z (13) dostajemy

0%y == (M~ P7y, 0Ly =ity PNy, .

stad zas

(1 Mg — N1 T5)

14 p=ml S, v
( ) My Mg — Ny My

0wy My — My s)
—————y

My Hog— Ny Mg

gdzie mianownik jest rézny od zera, gdyz punkty M i N sy z zalo-

zenia rézne. Z (14) otrzymujemy

c. b.d. o
13%*

2 v=(y Ny—1y Tp) 1 (81 Mg — My Z),
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Wzory (13) sa pewnym czesto uzywanym przedstawieniem pao-
rametrycznym prosiej reutowes. -

Niech teraz p bedzie prosta wladciwa lub prosta w oo, leigeg
na plaszezyznie, w ktorej Owxy jest ukladem wspolrzednych. Niech
HM(my:mgimg) 1 N(ng:n,y:n5) beda dwoma dowoluymi punktami

prostej . ,
Woéwezas — analogicznie do (13) — prostq. p moéna przedstawid
parametrycznie w postact.

(15) A ox;=pum+vn;, gdeie i=1,2,3.

Udowodnimy wpierw, 76 kazdy punkt (15) lezy na prostej p.
' Niech ta prosta ma réwnanie

(16) U(2;) =0y By + Gy By + gty =0,

Jest wiec
w(m;)=0, u(n;)=0.
Stad dla punktu (15) wy;nika rownodd
(17) w(m,) = () = paw(my) + v (n,) =0,
a wiec punkt (15) lezy na prostej (16‘).

Nalezy teraz okazaé, ze dla kazdego punktu P prostej p istnieje
stosunek x:v, spelmiajacy warunek (15). W tym celu niech ¢ bedzie
dowolng prosta przechodzacy przez P i majaca rownanie

(18)- 1y () =0.

Istnieje dokladnie jeden punkt (15) lezaecy na prostej ¢; na to
bowiem, by punkt (15) lezal na q, potrzeba i wystarcza, zeby

(19) 0=u, (um, 4+ vn;) = pthy () 4 v, ().
Poniewaz punkty M i N sg roine, wiee
' w (M) 0 Tub ;) 50,
a zatem z (19) wynika, ze ‘
arv=—aty(Ny) 2 uq (my).

I"un_kt (15), otrzymany za pomocy tak wyzuz ezonego stogunku
vy Jgst punktem P, gdyz lezy on na prostych p i q, ktore przeci-
naja sie z zalozenia dokladnie w jednym punkcie P

.
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Pozostaje do okazania, ze stosunek v jest Wyznaczony przez
punkt proste] p jednoznacznie. W tym celu zauwazmy, ze ponie-
waz punkty M i N sa réine, ‘wiec jedna z trzech liczb

Moy Ty — Ny My, My Ng— My By, My Ng— Ny iy,

np. pierwsza, jest rézna od zera. Wowezas z rownosei (16) dla
=11 2 dostajemy (14), c. h. d. o.

Ze wzor6w (14) wynika, ze gdy punkty M i N oraz ich wspdl-
regdne sq reeceywiste, to stosunki Hiv sq rzeczywiste.

3. Plaszezyzna i prosta w przestrzeni zespolonej. Twor
okreslony przez réwnanie pierwszego stopnia

4
Eza‘ii>09

i=1

(20) Uy (%) == @, @1+ Gy + G305+ Ay, =0, gdzie

nazywsuiny plaszcayzna w preestrzeni zespolonej.
Na to, by plaszezyzna (20) byla identyczna =z plaszezyzng
4

(21) Up () =y 21 +-0, o+ by a0, =0, }:ibl! >0,

i=1

gdzie

“potrzeba ¢ wystarcza, Zeby

(22) N Gyl ity y=Dby:by:by:b,.

Poniewaz dostatecznosé tego warunku jest oczywista, wiec do-
wiedziemy jego koniecznogel. Przypusémy zatem, ze réwnodé (22
nie zachodzi. Wéwcezas nie dla kazdej pary wskaznikéw ¢,k jest
a;b,—b;a;,=0; np.

(23) ‘ A by—by 6,70,

0§ 0z przebija plaszezyzne (20) w punkeie —da,:a,:0:0,
a plaszezyzne (21) — w punkeie —b,:5,:0:0. Wobee (23) punkty
te sg rézne, a wiec i plaszezyzny (20) i (21) sg rézne. Tym samym
twierdzenie zostalo ndowodnione. ‘ :

W przypadku, gdy 7
(24) ‘ Uy :0g:Bgi0yFby:bs1 D420y,

zbiér punktéw wspdlnych plaszezyzny (20) i plaszezyzny (21) nazy-
wamy prostq w przestrzent zespolonej.
W przestrzeni zespolonej kaida prosta me 2 kaédq’p_liaszczyz/n@
jeden punkt wspdlny lub catkowicie lezy na tejv plaszezyénie. ’ N
Istotnie, niech prosta p bedzie przedstawiona ukladem réwnan

(20) i (21), plaszezyzna za§ réwnaniem s

>le>0.

i=1

(25)  IDy(x)=0,@+ CallotCalat €2 =0,  gdzie
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Réwnania (20), (21) i (25) wyznaczajg macierz
ty Gy Qgi &y

‘2[: bl b2 Z)S b4

7

Cp Gy O3 Gy

Wobece (24) jest R(A)>2. Moga zajié¢ dwa przypadki:

1° B(U)=3. Wowezas uklad réwnan (20), (21) i (25) ma do-
kladnie jedno rozwigzanie @,:%y:%y:8,=4,:—4,:14,5:—4,, gdze
4, jest minorem macierzy A, powstajgcym z niej przez opuszeze-
nie k-tej kolumny (p. Przypis I, § 2); zatem prosta p przebija
plaszezyzne (25) dokladnie w jednym punkcie.

20 R(M)=2. Wowczas na mocy (24) jest

(26) ; Hy(w) =4 IT, (v) + A I15(),

gdzie 4, i. 2y 83 pewnymi statymi (p. Przypis I, § 2). Z réwnose
I (z)=II,(x)=0 wynika wobec (25), ze Il;(z)==0; zatem plaszczy-
zna (25) zawiera prostg p, c. b. d. o.

7 (26) wynika réwniez, ie wseystkie defimicie © twierdzenia
o0 pekach plaszezyzn w preestrzeni reutowe; reecrywiste] preemoszq sig
bez zmiony ma preesirzet rzutowaq zespolong.

Podobnie jak na plaszezyznie, dowodzi sie twierdzenia:

Gfl;z/ M (myzmyimgimg) © N(ng:nying:n,) sa 7/'6éng/mipunktamz‘
proste) p, to moina jg preedstawid parametrycenie witadem réwnar

(27) , 0Ty = pm; +n, gdwie i=1,2,3,4.

Dowéd skiada sie z trzech krokéw. Dowodzi si¢ mianowicie, ze:

1% punkty (27) leza na kazdej plaszezyznie przechodzace]j przez
punkty M i N - e '

2" do kazdej plaszeczyzny mozns tak dobraé u:v, by punkt
(27) lezal na niej; na podstawie poprzednich twierdzen mozﬁa zatem
otrzymad dowolny punkt prostej p w postaci (27);

- 3% przez dowolny punkt prostej p stosunek u:v jest wyznaczony
jednoznacznie (np. wzorem (14)).. l

- Warunki wspéHiniowodei trzech punktéw’ i wspétpunktowosei
ezten’ach Plaszezyzn z § 35 (p. str. 176 i 177 ) przenosm si¢’ na prze-
strzen zespolong bez zmiany dowodu. V

Z przedstawienia (27) i twierdzed
W prosty sposéb twierdzenia 1-10. z § 32.

poprzednich wynikaja juz

icm
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§ 40. Twory algebraiczne

.1. TwPry algebraiczne na prostej. Niech na prostej zespo-
lonej bedzie dany uldad wspéhrzednych kartezjarskich. Zajmiemy
si¢ obecnie tworami dajacymi sie przedstawié w tym ukladzie przez
réwnania algebraiczne.

Wezmy pod uwage réwnanie we wspolrzednych niejednorod-
nych ‘
(1) G+ a, 2"+t a, x-t+a,=0.

Aby n&pisaé réwnanie tego samego tworn we wspélrzednych
jednorodnych, podstawiamy x=z,/z, do (1):

; ay n '% -1
(2) . agl — —{—al(—— +.oFa,=0.
)

Ly
Stad mnozac przez zf, otrzymujemy réwnanie
(3) e+ a2+ -, 25 =0.

Lewa strona réwnania (3) jest wielomianem jednorodnym sto-
pnia n. W dalszym ciagu wielomiany jednorodne stopnia n nazywac
bedziemy krétko formams stopnia n.

Na odwrét, dzielac przez zf réwnanie postaci (3), dochodzimy
do postaci (1). Jesli réwnanie (1) jest stopnia n, to i réwnanie (3)
jest tego samego stopnia. )

Jegli jednak réwnanie (3) jest stopnia =z, to (1) moze by¢ stop-
nia nizszego, a mianowicie, gdy a,=0; wéwezas jest ono spelnione
dla punktu w co

o %, 25 =1:0.

Na odwrét, gdy punkt w co spelmia réwnanie (3), to a,=0.
A zatem na to, by réwnanie niejednorodne (1) ¢ réwnanie jednorodne
(3) byly réwnowasne, poirzeba i wystarcza, Zeby réownanie (3) byto
spetnione tylko dla punkiéw wiasciwych.

Tworem algebraicznym stopnia n NAZywWamy zbiér przedsta-
wiony przez réwnanie postaci (3) i nie dajacy sie przedstawié przez
réwnanie stopnia nizszego.

W celu zbadania twordw algebraicznych wykazemy wpierw,
ze w zakresie liczb zespolonych kazda forma stopnia n rozktada sie na
ceynmiki liniowe jedmorodne. ] .

Dowdéd sprowadzimy do analogicznego twierdzenia dla melo-
mianéw jednej zmiennej. Wiadomo z algebry, ze gdy a,#0, to
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d

istnieje dokladnie jeden rozklad na czynniki liniowe, mianowicie
rozktad postaci

4) oz am" e, T+ a,=0 ({70—“1) (@—as)...(#—a,),

gdzie a; s3 liczbami zespolonymi. -
Jezeli wiee a,70, to mamy dla formy stopnia »

(5) f (@1, @) = ao&% + ay 870+ A 0, =

Emz[ao(;:;) +a1(w2) —[—...—]—an]::

Ly o &y
,anm’é(;*%) (;"“az 5"“‘11@ =
2 . 2 2

=0 (B — 01@p) (T — 02 y) ... (Ty — 0, 03);

jest to rozklad na czynniki liniowe jednorodne.

Jezell zaf a,=0, to oznaczajgc przez a, pierwszy wspdlezynnik
rézny od 0, otrzymujemy :

(1, #) =08 (@ 27"+ 0y 07y oL @, 2B,

W nawiasie po stronie prawej wystepuje forma o pierwszym
wspétezynniku a, 50, a wige zachodzi dla niej rozklad postaci (5).
Otrzymujemy zatem

@, 2) = “szﬂf (1 —ay,). .. (901 — Gy By,)

czyli znowu rozklad na czynniki liniowe jednorodne, e. b. d. o.
Rozklad taki zawsze mozemy napisaé w postaci ‘

- (6) f‘(-’”u Ty) = (P18, — a1%,) (Byit;— s ®a). . (B2, — 0ty @) y
gdzie ]ﬂk[+[ak|>0 dla k=1,2,...,n.

Udowodnimy teraz, ze na prostej zespolonej twér algebraiceny

stopnia n jest zhiorem ztosonym 2 n régnych punkidw © na odwrét.
Istotnie, gdy

(7) f(w15w2)=01 ) .
to z (6) wynika, ze zachodzi jedna z n réwnogei
Ty @y=0y:f, dla k=1,2,...,n.

o Rozpatrywany twor algebraiczny sktada sie zatem co najwy-
Ze] 7 n punktéw (a:f,), gdyz moze by¢

uif=a:p dla kel !
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Na odwrét, zbiér zlozony z m<n punktow (a,:7,) daje sie
przedstawié réwnaniem '

(B1y—ay ) (Bay—asirs)... (Bt —a,,25) =0,
a wiec jest stopnia m<n. Rozpatrywany twér algebraiczny sklada
si¢ wiee takze co najmniej z n réinych punktéw, e. b. d. o.
( Uwaga. We wspéhzednych jednorodnych rozwazamy tylko

twory przedstawione przez réw:nanie (7), gdzie f(xy,x,) jest formg
stopnia . Z jednorodnosei wspéhrzednych wynika bowiem, ze
(8) Hlo®y,0.)=0" f(1,2,).

Jesli wiec wspélrzedne jednorodne z,:z, punktu spekiaja réw-
nanie (7), to wobec (8) wszelkie inne wspéhrzedne jednorodne px,: o2,
tegoz punktu (w tym samym wukladzie wspéhrzednych) réwniez
speliaja réwnanie (7). Tym samym nalezenie punkiu do tworu
algebraicznego nie zalezy od wyboru poszezegdlnego stosunku wsp6l-
rzednych jednorodnyeh, wyznaczajacych ten puunkt.

Jedli zad réwnanie (7) nie jest jednorodne, to rozbijajac f(x,,,)
na wielomiany jednorodne

H(@1y®0) = fo(®1, ®a) o (01, 80) + . F-Fo@,22),
gdzie f,(x,,2,) jest formgy stopnia %k, mamy
) Flomy , 02) = Q" (1 y22) + " Fra (T1, B) - ..+ fol @1, %) 5

dla kazdego wige punktu (x,,,) prostej, byle by tylko fi(?zrl,.rg)#()
dla, pewnego i=1,2,...,n, mozemy — nie zmieniajge przyjetego na
niej ukladu wspélrzednych — tak dobraé liezbe zespolona o, by
flom,,0m,)=0, czyli znalezé takie Wspéh‘zg}dne jednorodne tego
punktu, zeby réwnanie (7) byto spenione. )

2, Twory algebraiczne na plaszezyznie. Krzywq algebmifzzm
stopnia. m nazywamy na plaszezyznie zbiér punktéw przedstawiony
przez réwnanie ‘

(9) j(wlp HE) .113):0,
gdzie lewa strona jest forma stopni?g n, ale nie dajacy sie przed-
stawié przez réwnanie nizszego stopnia. ‘

Np. kazda prosta jest krzywa pierwszego_ stopmnia.

Jezeli forma f(@y, o, ;) zawiera czynnik zg to krzywa (9)
zawiera prosta z,=0 czyli prostg W oo.
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Np. réwnanie @,@w;=0 przedstawia pare prostycl @,=0 i wy==0,
czyli o Oy i prosta w oo.

Jedli za$ forma f(x, @, %) nie zawiera czynnika @, to zhie-
rajac osobno wyrazy zawierajace tylko zmienne i @y, & 080bno
wyrazy zawierajace zmienng s, mozemy t¢ forme przedstawid
w postaci

J(@1y gy 9) = @(01, %) + B3P (@1, T2, %),
gdzie ¢ jest forma stopnia » o wspélezynnikach nieznikajacych.
Aby znalezé punkty przeciecia krzywej (9) z prosta w co, podsta-
wiamy @,=0 i otrzymujemy _ °
<p(w1,m2)=0. .

Jest to réwnanie (o dwéch zmiennych) stopnia », o nieznika-
jacyeh wspélezynnikach; ma wiee ono co najwyzej n rozwigzan.

Wynika stad, ze krzywa (9) eawiera prostq w co wledy 4 tylko
wtedy, gdy forma f(@1, @, ;) 2awiera czynnil o,.

Zialézmy teraz, ze krzywa (9) nie zawiera prostej w co. Mozemy
wiee napisaé¢ (9) w postaci ‘

(@1, @y, %)saw’fmé«{—...:b,
gdzie a==0 1 k-+l=n.

Dzielge przez a%, otrzymujemy réwnanie
(10) ey .. =0,
ktore przedstawia punkty wlasciwe krzywej (9). .

Na odwrét, gdy dana jest krzywa (10), to przechodzac do
wspéhrzednych jednorodnyeh, otrzymujemy krzywg (9).

Widzimy, ze gdy krzywa (9) nie zawiera prostej w co, to krzy-

‘Wa ta jest réwniez wyznaczona przez réwnanie (10) w tym sensie,
ze znajae (10) mozemy zbudowad (9), a tym samym znalezé tez
punkty w co tej krzywej. Np. ré6wnanie ‘

a2 —y2=1
po przejseiu do wspélrzednych jednorodnych przybiera postad

(11) @ — 2 — 32 =0.

Précz punktéw wlasciwyeh réwnanie (11) jest spetnione jeszcze
przez dwa punkty w co; jesi bowiem z,=0, to
. v =13, =k, Byiy=41:1,
czyli
@y 1@y @g=+1:1:0,

'
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W dalszym (j,iadgu czesto okaze sie wygodne badaé krzvwe we
wspéirzednych niejednorodnych. Nie jest to jednak uszezuplenie
istotne, gdyz zawsze mozemy znaleié punkty w oo tej krzywej
w opisany wyzej sposob. )

Kazda prosta przecina kazde krzywa stopnia n nie wiecej niz
w n punktach albo ledy catkowicie na tej krzywej.

Dla dowodu uzyjemy przedstawienia parametrycznego prostej:
(12) 0% = pm;+vn,;
(§ 39, str. 196). Podstawiajac do (9), dostajemy

flpmy vy, pmvg+omy, pms-+yng)=0.

Porzadkujac to réwnanie wzgledem g i v, otrzymujemy réw-
nanie stopnia nie wiekszego od n

Qo™ ay ™y .. a, =0,

Gdy nie znikajg tu wezystkie wspblezynniki, réwnanie to wy-
znacza nie wiecej niz n stosunkéw p:v; dostajemy wéwezas nie
wiecej niz n punktéw przecigcia krzywej (9) z prosty (12). Gdy zas
znikaja wszystkie wspélezynniki, to réwnanie jest spelnione dla
kazdego stosunku u:», a wiee cala prosta (12) lezy na krzywej (9),
¢e. b.dvo. ,

Za pomocy tego twierdzenia mozemy mp. udowodnié, ze lem-
niskata, .
4 (@ -+ =20 (2*—y?) -
(p. § 15, str. 74) jest krzywa stopnia 4. Prosta bowien}_y-—:a}f& 4
przecina ja w 4 punktach o odeietych i(w/ 21/4 1 LalV5/4. P()ilie-
waz ta prosta nie lezy catkowicie na lemniskacie (np. punkt (0, al'3 4)
nie lezy na niej), wieec lemniskata nie daje sie przedstawié przez
réwnanie stopnia nizszego niz czwarty.

W algebrze dowodzi sig, ze do kazdej krzywej stopmia n moina
dobraé prostq, przecinajace jo w n réinych punkiach. o

Roéwnanie stopnia n moze przedstawiaé krzywa stopnia nizszego
niz n; np. réwoanie 4’=0 przedstawia 0§ Oy. ) B

Krzywa stopnia n moze sie rozpadaé na kilka krzywych niz-
szych stopni; np. krzywa

(@432 —25)(z—2)=0
sklada sie z kola @yt —28=0 i proste] m—2'=07 Krzy.wa t& jest
stopnia 3, tj. nie daje sie przedstawi¢ réwnaniem stopnia nizszego

\
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niz 3, gdyz prosta y=3 przecina ja w punktach o odeigtych —4,
412 ) ‘ 5 ‘

Krzywe algebraiczne rozpadajace si¢ na krzywe nizszych sto-
puni nazywaja sie zdegenerowane. ‘ '

W algebrze dowodzi sie, ze na to, by kreywa (9) byla zdegencro-
wana, potrzeba, seby lewa strona réwnania (9) byla forma rozktada-
jaca sig na czynniks nizszych stopni. Jest to oezywilcie i warunek
dostateczny. _

Stopien, kreywej algebraicenej I' jest nieemiennikiem przekszial-
cen afinicznych. ’
Wezmy bowiem pod uwage przeksztatcenie

OX;= Uy &) + ;5 Ty 103 3, i=1, 2, 3.
Podstawiajge do (9) wartosei #; z (13) i porzadkujac wzeledem
zmiennych #, @;, ;, dostajemy réwnanie obrazu IV krzywej I
W postaci

(13) gdzie

. fr(al, @3, @) =0.
Oczywiscie
stopien f; < stopiend f,

gdyz w (13) wystepuja tylko wielomiany pierwszego stopnia. Zatem
i dla samych krzywych ‘
(14)

—~

stopien I <{ stopiend I

Przeksztalcenie odwrotne do (13) przeprowadza I w I% rozu-
mujae w ten sam sposéb, dostajemy wice
stopied I" < stopien I".
Stad iz (14) wynika, ze
stopieti I"= stopied I,
To samo rozumowanie algebraiczne okazuje réwniez, ze stopien
krzywej algebraicene] nie zalesy od whtadu wspétrzednych.
Uwaga. Czesé rzeczywista i wlasciwa krzywej algebraicznej
moze nie byé krzywg vciadglad w sensie § 31 (p. str. 164). Np. krzywa
' (@ +9%) (2 —1)=0
sklada sie w swej czedei rzeczywistej z 'punktu (0,0) i pro.sz'l';caj r==1.
Nie da sie ona przedstawié w postaci '
e=f(t),  y=o(),

gd?ie 1 i @ sa funkcjami cigglymi, gdyz odcieta a przybiera, wartogei
0 i 1, lecz nie przybiera wartodei posrednich,

ce.b.d oo. -

iom

§ 40 3. Twory algebraiczne w przestrzeni. 205

3. Twory algebraiczne w przestrzeni. W przestrzeni okresla
sie w sposéb analogiczny powierzchnig algebraiceng stopnia n.

ﬂ:‘ak samo réwniez dowodzi sie, ze prosta przebija powierzchnie
stopnia m nie wiecej niz w n punktach albo lety na niej calkowicie.

Stopies powierzchni jest ntezmiennikiem przeksztalecen afinicznych.

Przekréj powierzehni stopnia n ‘Plaszezyzna nazywamy kreywq
algebraiceng plaske stopnia n, gdy nie jest on przekrojem plaskim
zadnej powierzehni stopnia nizszego od n.

Ta definicja obejmuje wiee tylko krzywe plaskie stopnia .
Zarazem jednak obejmuje ona réwniez przekroje powierzehni plasz-
czyzng w co i plaszezyzng zespolong, nie objete dawna definicjg
(p.'str. 201). Poprzednio bowiem rozpatrywalismy tylko krzywe
algebraiczne w uktadzie wspélrzednych Ory; automatycznie zaklada-
Lsmy zatem, ze krzywa lezy w plaszezyznie rzeczywistej 1 wlasciwej.

Udowodnimy, ze dawna definicja jest szezegblnym przypad-
kiem obecnej.

Ot6z istotnie, jezeli plaszezyzna tnaca jest wladeiwa i rzeczy-
wista, to mozemy jg obraé za plaszezyzne Oxy ukladu wspélrzednych
Owyz. Wspblrzedne oy, z,, , 53 na tej plaszezyinie wspélrzednymi
Jednorodnymi. Réwnanie krzywej algebraicznej I', ktéra jest w daw-
nym sensie stopnia n, ma w tych wspéhzednych postaé

f(l'ly Loy $4):0-

To samo réwnanie przedstawia w przestrzeni powierzchnie
algebraiczng (walcows) stopnia n, ktérej przekrojem plaszezyzng
jest krzywa I. Zatem krzywa I' jest w nowym sensie stopnia co
najwyzej n.

Gdyby jednak byla ona w nowym sensie stopnia mniejszego
od n, to istnialaby powierzehnia stopnia co najwyzej n—1

F1(@1y oy X3, 74) =0,

ktoérej przekrdj plaszezyzng ;=0 bylby krzywag I Krzywa ta da-
laby sie wiec przedstawié w plaszezyznie Oxy przez réwnanie

1@y 2oy 0, 1,)=0,

ktére jest stopnia co najwyzej n—1, whrew stopniowi n krzywej I’

na plaszezyznie Oxy. ‘. o
Zatem I jest krzywa dokladnie stopnia n w nowym sensie,

¢.b. d. o.
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Dziat geometrii zajmujacy sie krzywymi i powierzehniami
algebraicznymi nosi Nazwe geometres algebmioznej.

Poniewas wprowadzone pojecia maja charakter niezmienniczy
nie tylko wzgledem grupy przeksztalcen afinicznych, lecz réwnies
wzgledem grupy przeksztalcenn rzutowych (ktory bedziemy rozpatry-
wali w rozdziale XVI), wiec geometria algebraiczna jest czedciy
geometrii rzutowe;. '

W poprzednich rozdzialach badaliémy twory algebraiczne pierw-
szego stopnia. Wielkie znaczenie dla matematyki i jej zastosowan
majg tez twory algebraiczne drugiego stopnia. Zajmiemy sig nimi
szezegblowo w nastepnych rozdzialach.

( §41.Punkty cykliczne i kolo sferyczne

1. Punkty cykliczne, Niech Oxy bedzie ldadem wspOlrzednych
na plaszezyznie rzeczywistej wladeiwej. Okredlmy odleglo$é d dwu
punktéw zespolonych (z,y) i (#,y,) wzorem *

e A=V (@—a:)*+(y =y.)*.

W plaszezyznie rzeczywistej, gdy odlegtosé d dwu punktow,
okreglona wzorem (1), jest réwna 0, punkly sg rzeczywigte.

W plaszezyznie za$ zespolonej twierdzenie to nie jest prawdziwe.
Gdy bowiem .

@ (#—a, )+ (y —y1)=0,
to
(3) Y—th==i(r—a).

; Widzimy wiee, ze punkty, ktére sg od plinktu (zy,9,) odda~
lone o 0 w sensie (1), lezg na dwéeh prostych (3), przechodzgeych
przez ten punkt. ' ,

Proste te noszg nazwe prostych minimalnych.
Zatem przez kazdy punkt przechodzq dwie proste minimalne.
Proste minimalne maja réwnania

) - y=1iw+e,

a ’;?'ﬁmzww odlegloéé liezby (1) jest pozostalofeis z XIX wieku. Obecnie
odlegloseia dwu elementéw zbioru nazywa sig Hezba reecaywista nieujernna,
spelniajaca pewne warunki. I
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gdzie ¢ jest dowolny stala zespolong. Aby znalezé punkty w o na
prostych minimalnych, sprowadzamy réwnania (4) do postaci jed-
norodnej. Otrzymujemy

(5) Wy Ly -Cxg=0,

Podstawiajac tu z,=0, dostajemy

— i, -+, t+ery =0,

Wy +2,=0  Inb  —iz,+a,=0.
Stad

(6) Ty 1 my=1: —4 Inb @itxs=1:1.

Zatem kagda proste minimaelna przecina prostq w oo w jednym
¢ dwdch punkiéw nierzeczywistych sprzezonych

1:—1:0, 1:4:0.

Punkty te nosza nazwe punktéw cyklicznych.
Na -odwr6t, katda prosia wlalciwa przechodzqea przez jeden
z punktéw cyklicenych jest minimalna.
Istotnie, gdy prosta wlasciwa
Uy + Qos st =0,

gdzie a;==0

- przechodzi np. przez punkt eykliezny 1:i:0, to ai-+a;=0 czyli

a,:0,=1:; —1%, a wiec réwnanie prostej ma ksztalt
» 2y — 1%y +cxs=0;

réwnanie to powstaje z drugiego z réwnain (5) przez pomnozenie
go przez 4, prosta jest wiec minimailna.

Kazde kolo przecina prostq w co w punktach eyklicznych.

Istotnie, kolo

(2—af+y—bp=r*
ma réwnanie jednorodne )
o (ml——am3)2+(mz—bms)ﬁzi’%g.

'Aby znalesé punkty przecigeia tego kola z prosta w oo, pod-
stawiamy tu z,=0. Dostajemy X
wi—}—wﬁ:O, a,‘%: ""x:zzy &y=tirs,

a wiec

Pyilg 1 By=+i:1:0, ¢e.b. doo.

Kazda krzywa drugiego stopnia T, kiora ma réwnanie  rzecwy-
wiste, zowiera punkty reeceywiste, przechodzi przez punkty cykliczne
i nie zawiera linit prostej, jest kotem.
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Niech bowiem krzywa I' ma réwnanie
(1 a£f+bx1$2+cm§+dm1ma—}«em2w3~|~]‘m§m(’).
Poniewaz réwnanie to ma byé spelnione dla wspdlrzednych
punktéw cyklieznych, wige
~a-+1ib4¢=0,
Stad a=c i b=0. Nie moze byé a=c¢=0, gdyz wiéwezas
krzywa (7) zawieralaby prosta w co o réwnaniu z;=0, whbrew za-

—a—ib+c¢=0.

lozeniu. Dzielagec réwnanie (7) przez a i sprowadzajac je do postaci '

niejednorodnej, otrzymujemy
B2yt 2am 20y -y =0.
Réwnanie to- przeksztalcamy dalej w postad
@& (@+a)+(y+p)=a’+f ~y.
Tu a, p iy sa rzeczywiste i krzywa zawiera punkty rzeczywiste.
- Musi wiee byé

b

0?4 fE—y >0

Zatem réwnanie (8) przedstawia kolo, ¢. h. d. o.

Na to by praeksziaicenie afinicene rzeceywiste T bylo podobies-
stwem, polrzeba i wystarcza, seby preeprowadzato ono pare punkiéw
cyklicenych w niq samq. |

Istotnie, jesli przeksztatcenie afiniczne T jest podobienstwem,
to przeprowadza ono kola w kola. Tym samym punkty przecigeia
prostej w co z kolami, czyli punkty cykliczne, przechodzg na cy-
kliczne. Warunek jest wige dostateczny.

Jest on tez konieczny, bo jesli przeksztalcenie afiniczne TZECZY -
wiste przeprowadza pare punktéw cykliecznych w nig sama, to
lnzrzywe drugiego stopnia o réwnaniach rzeczywistych, nie rozpada-
jace sie na proste i przechodzace przez: punkty cykliczne, przecho-
dzg w takie same krzywe. Tym samym kola przechodzy w kola,
a zatem (p. § 29, str. 148) przeksztalcenie T jest podobieristwem,
e. b. d. o.

' Przesunieeia i obroty praeksdtateaje kasdy punkt oykliceny w sie-
bie. Odbicia za$ zamieniajg punkty cyklicene jeden na drugi.
‘ Istotnie, przesuniecie

¥ =-+a, Y =y-+b

Wyraza si¢ we wspéhrzednych jednorodnych réwnogcinmi
0T =3+ ax,,

0Ty =Ty+-bxy,  owy==u,.
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&

Punktowl (2,:2,:0) prostej w oo odpowiada zatem punks
o wspéhrzednych

0Ty =1y, 0y =, , ox; =0,

czyli w-i :w;:'Ozwl.:wg':O. Przesunigeie przeksztates wiee kazdy punkt
prostej w oo w siebie. W szczegdlnodei dotyezy to punktéw cykliez-
nych.

Obrét

' ' =2 o8 gty Sing, Y'=—xsinp+yecose
ma we wspbirzednych jednorodnyeh postaé

00y =2, COS @+, 8ing, 0%y = —, sin g+, CO8 @,

Punkt cykliczny 1:4:0 przechodzi wiee W'punkt

0xy==Tg.

mi:wé:m;:(GOStp-MSin(p):(——Sintp—i*iGOSqa):():
=(cosw—{—isimp):i(eosm—}-isincp):o—-:l:i:(),
czyli w siebie. Podobnie dowodzi sie tego dla drugiego punktu
cyklicznego.
‘Odbicie
) ¥'=uz, y=—y
ma we wspéhrzednych jednorodnych ksztalt
oLy =1y, 0Ly=—1s, 0Ty =13,
przeksztalca wige ono punkt 1:4:0 w punkt 1:—¢:0 i na odwrét,
¢. b. d. o.

Poniewaz proste minimalne sa prostymi przechodzgeymi przez
punkty cykliczne, wiec z ostatniego twierdzenia wynika, ze podo-
bietstwa przeksatatcaja proste minimalne w proste minimalne.

Z poprzednich twierdzen widoczna jest podstawowa rola punk-
téw cyklicznych w geometrii podobienstw: grupa podobienstw moie
byé scharakteryzowana jako grupa przeksztalcerr afinicznych, kidrych
niezmiennikiem jest para punktow cyklicznych.

Poniewaz grupe podobienstw mozna tez scharakteryzowaé
przez kazda z nastepujacych dwéch wiasnosei:

1° niezmienniczogé katéw,

20 niezmienniezo&é pary punktéw cyklieznych,
wiee musi istnieé zwigzek miedzy katami a punktami cyklicznymi.
Zwiazek ten zostal znaleziony przez Laguerre’a. Poniewaz wymaga
on pojecia stosunku podwéjnego podziatu, bedziemy sie mogli nim
zajaé dopiero w § 81.

Monografle Matematyczne, XXVI. I4
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Zauwazyé naleiy, e z niezmienniczofei 2° wynika charakter
geometryczny punktéw cyklicznych w geometrii podobierigtw:
mozemy moéwié o punktach cyklicenych plaszczyzny bez podawania

uktadu wspdlregdnych. , ‘
2. Koto sferyczne i stozek minimalny. Zbadamy obecnie ana-
logiczne pojecia w przestrzeni. Okreflmy odleglosé & dwoch punktéw

. zespolonych (z, y, ) i (a, b, ¢) Wzorem ’
i=V ([@w—a)+ (y—b)+(2—0).
Wéwezas zbiér punktéw oddalonyeh od (a, b, ¢) 0 0 jest okred-
lony przez réwnanie, _
(8) (@—a)+(y—b)*+ (¢—0)*=0.
Zbiér tych punktéw nazywamy stoskiem wminimalnym *,
Latwo widzieé, ze jesli punkt (a, b, ¢) jest reeceywisty, to jest on.

jedynym punktem rzeczywistym stoska (8). ’
Stozek (8) ma we wspblrzednych jednorodnych réwnanie .

(9) (21— aw,)? + (2, — b2, )+ (B3 — 02, )* =0.

Aby znalezé przekréj tego stozka plaszezyzng w. oo, podsta-
wiamy #,=0. Otrzymujemy
- (10) B+atai=0, =0

Twoér (10) nazywa sie kolem sferycznym.

Gra ono W przestrzeni takg role jak punkty cykliczne na plasz-

czyznie. Udowodnimy mianowicie, ze kaéde podobieristwo przestreent
preeksziatea kolo sferyczne w siebie. '

* Nazwa stodel; jest uzasadniona w danym razie nastepujacymi wzgle-
dami: : - .
Jak wynika z § 16, stozek obrotowy o wierzchotku w punkeie (a,b,c)
1 o osi réwnolegtej do Oz ma réwnanie '
(@—aP+(y—b)y—(z—c)* = 0.
Przez przeksztalcenie afiniczne

&' =, y’-.—..-y,. ) z’—.o:q)(z—.g)

st_ozek ten przechodzi w twér (8). Poniewas Przeksztatcenia afiniczne rzecsy -
wiste przeprowadzaja stozki w stozki, wige przez analogie twdr (8) nazy-
wamy stozkiem.

icm

§ 41 L. Punkty cykliczne. 211

Istotnie, dla odbicia

’ r = -
0Ty =—m,, o=, gdzie §=2 3,4

i dla przesuniecia

Q=01+ 0y, Ty,

. Oy =g+ gy 2y, QT§=«P3+0344T4; 0Ly =2y
jest to oezywiste, Podobnie i dla powiekszenia,
0%, :kml 9 Qmézkmz, 0Ty =k, s pxi=kx,,

gdyz woéwezas

(11) @R g =R (2 i),

skagd na mocy (10) o
oo Lap=0,

czyli obrazem kola (10) jest ono samo. Wreszeie dla obrotu

z,=0,

QL ==y L1+ gy Ty + g Ty 1, gllzie k=1,2,8, px, =1,

macierz A=(ay,), gdzie i,k=1, 2, 3, jest ortogonalna. Zatem zacho-
dzi tozsamogé (11) ze wspGlezynnikiem k=1, a stad znéw réwnania
kota sferycznego, c. b. d. o.

Podobnie jak na plaszezyznie, dowodzi sie, ze kaida kula prze-
cina plaszczyzng w co wedbus kola sferycenego.

Dowodzi si¢ tez, ze kasda powierzchnia drugiego stopnia, kicra
ma. réwnanie rreczywiste, zawiera punkty rzeczywiste, nie zawiera
plaszeryany i prezechodzi przez kolo sferyczme, jest kulg.

Udowodnimy, ze kaida plaszceyena rzeczywisia wlasciwa prze-
bija kolo sferyceme w dwéeh punktach, kicre sq jej punkiami eyklicz-

Istotnie, punkty cykliczne plaszezyzny rzeczywistej wlasciwej
59 okreflone niezaleznie od ukladu wspélrzednych (p. str. 210). Jesh
wiee dang plaszezyzne I7 obierzemy za plaszezyzne Oxy ukladu
prostokatnego wspélrzednych Ozyz, to wspéirzednymi jednorodnymi
punktu tej plaszezyzny sg o,,%,,0,z,, W ukladzie wspdlrzednyeh
Ozy na tej plaszezyznie wspéhzednymi jednorodnymi punktu sg
@y, %q, 4. Plaszezyzna Omy czyli plaszezyzna o réwnaniu 2,=0 prze-
cina kolo (10) w punktach, dla ktérych

o tm=0, 2,=0,
czyli w punktach eyklicznyeh
c. b. d. o.
14%

Ty 00, =1:1:0,
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Kasde precksatalcende afinicene rreceywiste T preestreent, Tiore
iprzeprowadza kolo sferyceme w siebie, ?'est podobwmtwem‘. o
_ Istotnie, niech ¢ bedzie katem ml@dzy. dwoma wektorami « i Db,
lezacymi w plaszezyznie II. Przeksztatcenie T przeprow&_mdf/ja plagz-
czyzng II w plaszezyzng IT', przy czym punkty przecigcia plam
csyzny IT z kolem sferyeznym przechodzg W 1)u1-1k1}y~ p?zem?cm
plaszezyzny II' z kolem sferycznym (na mocy zatozonej niezmien-
niezodei kola sferyeznego wizgledem przeksztatcenia T'). Tym samym
punkty cykliczne plaszczyzny IT przechodza w pu_nkty cykliezne
plaszezyzny IT', a zatem przeksztateenie plaszezyzny II w plaszezyzng
IT" jest podobiefistwem (p. str. 209). Stad zad wynika, ze katly nie
ulegaja zmianie, a z niezmienniczosei katéow wynika, ze przeksztal-
cenie T przestrzeni jest podobieristwem, c. b. d. o.

Wezmy pod uwage stozek minimalny (8). Réwnanie jego jost
réwnowazne réwnaniu

(2—aPy—b)=—(z—0)
czyli réwnaniu =
(12) [(w—a)+i(y—D)][(z—a)—i(y—b)]=[i(z—0c)]*
Wiynika stad, ze na stozku tym lezg calkowicie proste, ktore sg
krawedziami przeciecia plaszezyzn
(13)  Alz—a+ti(y—b))=ui(z—c),

gdzie 1 i u sa dowolnymi liczbami nie znikajacymi jednoczesnie.
Proste te nazywamy prostymi minimalnyms w przestrzend.

p(—a—i(y—Db))=ri(z—oc),

Oczywidcie proste minimalne sa to proste przechodzgce przez

punkty kola sferycznego. Kazda plaszezyzha rzeczywista przecho-
dzaca przez wierzeholek stozka minimalnego przecina go wzdluz
pary prostych minimalnych, ktére sq zarazem prostymi minimal-
nymi tej ptaszezyzny. ) ‘
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§ 42. Réwnanie kola
Kolo o drodku (a,b) i promieniu r ma w ukladzie wspéhrzed-
nych prostokatnyeh na plaszezyznie réwnanie postaci
(1) (m—ap+(y—bp=r.

Uogélnimy obecnie pojecie kola.
Kolem bedziemy nazywali kazdy twor, dajacy sie przedstawié

-réwnaniem postaci (1), gdzie a, b i 7 sg liczbami zespolonymi.

W szezegélnodei kolo moze nie zawieraé punktéw rzeczywistych
(np. gdy a i b sa rzeczywiste, a 72<C0) lub zawieraé jeden tylko
punkt rzeczywisty (mianowicie gdy @ i b sa rzeezywiste, a r=0).

Z r6éwnania (1) otrzymujemy po wykonaniu dzialan i po re-
‘dukeji réwnowazne réwnanie postaci

(2) V 2+ +2ma-+2ny +p=0.

Kazde kolo daje si¢ wiec przedstawié w postaci (2). Na odwrdt,
uzupelniajac réwnanie (2) do kwadratu, otrzymujemy "réwnowazne
mu réwnanie
(3) (-FmP+Hy-Fnp=mfnt—p,
priedstawiajapce kolo o $rodku (—m,—n).

Jedli w réwnaniu (3) wspélezynniki m, n i p sg rzeezywiste, to
mozemy rozréznié trzy przypadki:

1° m2+4n2—p>0. Wowezas réwnanie (3) przedstawia kolo rze-
czywiste o promieniu ]/m2+fn2‘—p.

20 m24-nt—p=0. Woéwczas na plaszezyznie rzeczywistej réwna-
nie (3) przedstawia jeden punkt rzeczywisty.


Yakuza




