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dostajemy ‘dla tego przypadku nastepujacy warunek konieczny
i dostateczny: ‘

‘ By—Ty YY1 RBa—f
(16 ) ll n Ny |== 0.

‘ ly My Ny

Warunek ten jest réwniez spelniony dla prostych réwnoleglych,
poniewaz wWOWCZas

Liimy:ny=ly: my:ny,

7. W ukladeie wspdlrzednych o katach A,u,» #naledd réownanie
plaszczyzny prostopgdtej do osi Oz i réwnania prostaj. prostopadiej
do plaszczyzny Oy, preechodzycych przez poczatel wlladu.

Szuka,n?,plﬂ.szczyzna jest miejscem geometrycznym punktow,
ktéryeh rzufem prostopadlym na of Oz jest poczatek uk-lgmdu wepGl-
rzednych. Punkty te maja wspdlrzedng kowariantng (/==0. Stgd
otrzymujemy roéwnanie tej plaszezyzny:

weos utycosA+z2=0.

Podobnie znajdujemy réwnania szukanej prostej. Jest ona
wyznaczona przez uklad réwnan
1) #-+y cosy-+2 cos u=0,

8. W ukladzie wspdlrzednych o katach A,u,v znalesé réwnanie
prostej tworzqce]j 2 osiami wspslregdnych katy ¢, ¢,, g, © preechodzy-
cej praez poczatek wkladu. /

Niech A,B,C beda wspbhrzednymi kowariantnymi punktu
Pz, y, 2) te] prostej. Wowezas
(18)  A=|OP|cosgp,,  B=|0P| COS. @y,
a wiec gdy katy @, ¢, , sa rézne ‘od =,

4 B o

CoS@, . COS@, COSp,

2 Co8v -y -2 cos A==0.
¥ H

C=|0P| cos ¢,

Steyd otrzymujemy réwnania prostej
&4y eosv+z éow _ BCOSY+Y-+2COSA % COSu--Y CONS A2
cos @, cos g, h 08 @, '

1

Jesli jeden lub dwa z katéw ¢, , ¢, , ¢, jest réwny n/9; zadanie

rozwigzuje sie analogicznie, na podstawie (18).

icm

~ osiami Oz a O'z’. Przy analogicznych ozna-

~ tyeh katéw:

ROZDZIAYL VI

ZMIANA UKEADU WSPOLRZEDNYCH, IZOMETRIE,
PODOBIENSTWA I PRZEKSZTAECENIA AFINICZNE

§ 25. Zmiana ukladu wspélfzgdnych prostokatnych

1. Zmiana wspélrzednych punkiu. Zajmiemy sie obecnie
zwigzkami miedzy wspélrzednymi jednego i tego samego punktu
w dwéeh réznych ukladach wspblrzednych Ozyz i 0'z'y’s’. Roz-
patrzymy wpierw przypadek najezesciej spotykany, gdy oba uklady
wspbhrzednych s3 prostokstne. Zakladamy przy tym, ze wektory
podstawowe 1,1, ¥, oraz i,i’, ¥ obu ukla-
déw majg diugosé 1.

Oznaczmy przez a, b, ¢ wspéhrzedne
punktu O’ w ukltadzie Owyz, przez a’,b’,¢'—
wspélrzedne punktu O w ukladzie O'z'y'z,
wreszeie przez x,y,z i #',y’,2’ — wspbl-
rzedne dowolnego punktu P w obu ukla-
dach (rys. 61).

Mamy wiec Rys. 61
1) OP = zityj-=f, 00’ =ai+bi-tct,
(2) OIP= $Iil+ylil+zlfl’ Olozalil +blil+clf’.

Niech a;; bedzie cosinusem kata miedzy

’ I3

o |y

czeniach cosinuséw katéw miedzy pozosta- P

L . . IR Gy | 12 | Cag
tymi osiami, otrzymujemy tablice cosinuséw

Y| o Aoy | O3

Jak wiemy (p. wzér (2) z § 3, str. 16),

. . . a [41 o
(3)  ag=ii, a=it’  itd. B e Tes

(&) =ii'?
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oraz

(4). =i?=1f=1, ij={f==if==0.
Poniewaz

OP=00'+0'P,
wiec wobec (1) i(2)

(5) at-yj-et=al-0j et ot -y -2
i podobnie
(6) 2Ty {2 = V] R b aiobyiat

Mnozac réwnosé (5) po kolei przez i, j, f, dostajemy wobec

(3) i (4) o
T=0-Fay, &'+ apy o9,

(’7) ' Y=b+ay & +anly’ +ay?,
2 =040y &'+ gy Y - 552"
Podobnie z réwnai (6) wynika
¥ =a"+ayy B+ay Y +ag 2,
(8) Y'=b"tapr+anytagpz,
2 =0t a3+ gy Y + gy 2.

Tak wige zaleinosci migdey wspdlragdnymi tego samego punltu
w obu ukladach majg postaé (6) 4 (7).

Prawe strony tych réwnad sg wiclomianami liniowymi.
’ W przypadku, gdy oba uklady wspélrzednych maja wspélny
poczatek, jest a=b=c=a'=b"=¢'=0 i woéwczas wielomiany (7) i (8)
stajg sie jednorodne.

Oznaczmy przez 9 macierz
Oy Opp Oyg |
9 ; A= | oy ty a4
Qg1 Ogg O3g

Analogiczna macierz dla wielomianéw (8 (8) jest réwna macierzy
przestawionej A*. Poniewaz liczby Qy1y Qypy Oy 8§ cosinusami kie-
runkowymi osi Oz w ukladzie O'z'y'z’ prostokgtnym, wieo

(10) a§1+a12+a13=1~

icm
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Ze wzgledu na prostopadlodé osi Oz i Oy dostajemy réwniéi
(11) 01 Oy~ Qg Qpp+ 03 Ae3=0.

Podobne réwnosei zachodzg dla innych wierszy i kolumn.

Widzimy zatem, ze macierz W wielomianéw liniowych, Wystg~
pujacych w zwigzkach miedzy wspélrzednymi punktu w dwéch
réznych ukladach prostokatnych wspéhrzednych, yest ortogonalna
(p. Przypis I, § 3).

Wynika stad w szezegdlnosei, ze

(12) “ || =

W szezegblnym przypadku, gdy u]dady O'z'y's" 1 Oxyz maja
osie rownolegle i zgodnie skierowane, oftrzymujemy

. a11=a22:a33=1 0Yaz aik=0 d]al i,i k’

a takze

W tym przypadku wiec réwnosci (7) i (8) majg postaé
(13) s=a-t+a, y=b-+y’, g=c-+z.

Udowodnimy obecnie, ze gdy dane sq zwiqzki postaci (7) lub (8)
o macierzy ortogonalnej i dowolny wuklad prosiokginy osi Oxyz, to

LR

istnieje taki wklad prostokaiwy osi O'x'y'?’, ze wspdlrzedne punkiu
w ukladach Oxyz i O'z'y'z" wyrasajg sie tymi zwiqgzkami.

Istotnie, z (10) wynika, ze liezby a,;, a0, ¢35 53 cosinusami kie-
runkowymi pewnej osi w przestrzeni. Poprowadimy przez pocza-
tek O of Oz, o kierunkn i zwrocie wyznaczonym przez te liczby.
Podobnie okre§lmy osie Oy, i Oz,, Wobec réwnodei (10) osie te sg
parami prostopadle, a wiec tworza pewien uklad prostokatny
Ozy9,7,, 0 tym samym poczgtku co ukltad Ozyz. Macierzg cosinuséw
kierunkowych obu ukladéw jest U. Zatem

Lo=041 L~} Ugy Y31 2.

Niech teraz 0 bedzie punktem, ktéry w ukladzie O wyy,2, ma
wspéhrzedne —a’, —b’, —¢’. Poprowadimy przez O’ uklad O'z'y'?’
o osiach majacych kierunek i zwrot osi Oz,, Oy,, 0z,. Wobec (13)

jest wiee #'=a’'+u,, czyli
T'=0"+ay B0y Y+ 0g 2

i podobne wzory dostajemy dla y’ oraz 2, c¢. b. d. o.
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Na plaszezyznie zmiana ukladu wapblrzednych prostokatnych
'przedsta.wia, sie analogicznie. Tu mamy dwa uklady proal;okfmm
Ozy i 0'z’y’; w oznaczeniach. podobnych do poprzednich dostajemy
tablice cosinuséw kierunkowych:

' Y

® & O | Cgp

Y| Oa1 Qag

Zaleznodei miedzy wspdlrzednymi punktu w obu ukladach
maja postad v ' ’
w=0'~+03, 2"+ a1y’

14 ) ' ’
04 Y=b"+ 0y ¥ + a5,
© @'=0'+ay B+ 0nY,
(15) 1 1
Y'=b"+a1®+axy.
Macierz A= (au am) jest ortogonalna i |U|= 1.
Qgy Qg

Na odwrot, gdy dane sq réwnania (14) lub (15) o macierzy A orto-
gonalnej, to istnieje taki prostokainy ulktad O'z'y’, #e wspdlrzedne
w obu ukladach sq swiqeane tyms réwnomsams.

Zaleinosé miedzy réznymi ukladami wspélrzednych na pro-
stej oméwilismy w §4 (p. str. 22). ' :

2. Ruchy ukladu wspélrzednych na plaszezyZnie. Niech

beds dane na plaszezyinie dwa prostokatne uklady wspéirzednych
Oxy i O'z'y’. Niech prostokgtny uklad osi porusza gie od chwili

=0 do chwili $=t,, zajmujac w chwili =0 polozenie Owy, a w chwili

i=t, polozenie O'z'y’. Polozenie ukladu w kazdej chwili posrecnie
¢ jest wyznaezone, gdy dane sg np. wspéhzedne poczgtku ukladu
ruchomego i cosinusy kierunkowe jego osi w ukladzie Ony jako
funkcje czasu. Oznaczmy te cosinusy kierunkowe w chwili . przez
@By 1) 1 an(t), apa(t). Zatem w chwili t=0 jest

a11(0)=a23(0)=1, a12(0)=a21(0)’=0,
a w chwili t=t, jest

al;(t1)=a11y s (b)) =y, CL21('51)=0‘21; azz(h)masap

icm
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gdzie «, s9 eo_sinusami‘kierunkowymi osi uitadu Oz'y’ w ukladzie
wa. W kazdej chwili ¢ ukladowi ruchomemu odpowiada wiec ma-
clerz

— [0 () ag,(f)
o= )
W szezegdlnogei

(16) wo)=|? e (o)
0 1 oy Qg

Macierz A(z) jest dla kazdego ¢ macierzg ortogonalng, zatem dla

jej wyznacznika otrzymujemy ‘

U@ | =21

Poniewaz ruch odbywa sie w sposob ciagly, wiee cosinusy kie-
runkowe, a zatem i wyznacznik, zmieniajg sie w sposéb ciggly.
Wobec (16) jest | %(0)|=+1, wyznacznik zag | A(¢) | moze przybierad
tylko dwie wartodci +1. Nie mogac przeskoezyé od wartodei 41
do wartosci —1 ze wzgledu na ciaglodé, musi zachowaé wartodé 1.

UdowodniliSmy zatem, ze gdy uklad O's'y' powstaje z ukladu
Oxy prezez ruch, to ’ v

17) . : [A}=1.

Wsr6d ruchéw dwa graja Specjalng role. Sa to przesuniecia
iobroty. ,

Przesunieciem (lub translaciq) nazywamy ruch, w ktérym po-
czatek ukladu wspéhrzednych przesuwa sie Po linii prostej, a osie
zachowujg kierunek i zwrot. Wspéhzedne w ukladzie O'z"y’, otrzy-
manym w wyniku przesuniecia ukladu Oxy, wyrazaja sie wzorami .
(18) v=a+z',  y=bty’
(por. wzory (13)), gdzie a i b sg wsp6l-
rzednymi punktu 0’ w ukladzie Omy.

Obrotem nazywamy ruch, w ktérym ¥
poczatek ukladu wspélrzednych zacho- z
wuje swe polozenie, a osie — orientacje.

Niech teraz uklady Ozy i O'z'y’
majy ten sam poczatek i drugi niech - F z
powstaje z pierwszego przez obréh
o kat ¢. Wowezas (rys. 62):

Rys. 62

a3=008 (73 @)= —singp,

31 =08 (T/2—g)=sing,

Q= CO0S @,

Og5 == COS @.
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Otrzyrfauj emy wiec
(19) o=1" cos p—Yy' Sing, y=a' ginp-y' cosp.

Poniewaz — D& odwrét — uklad Owxy powstaje z uldadu Ox'y’
przez obrét o kat —o, wige zmieniajac w (19) ¢ na ~—@, otrzy-

mujemy
(20) %' =x cos @+ sin g, y'= —u sin @y cos g.
Jedli zmieniamy zwrot osi Oy, otrzymujemy
y nowy ukiad Oxz'y’, o kbérym powiadary, Ze
powstaje z ukladu Owy przez odbicie w osi O,
Wowezas ’
) Z w=a', y=-—Y,
! a wiee macierz % ma postad
1
g u=(? fl')
Rys. 63 -

Zatem
|| =—1.

Tak wiec uklady osi powstajace jeden & drugiego prace odbicie
maja orientacje niezgodne. Zaden wie moze byé otrzymany drugicgo
przez ruch. Uklady 208 powstajace jeden 2 drugiego praes ruch majq
orientacje zgodne ¢ na odwrét (p. § 11, str. 55).

Widzimy, ze nastepujace trzy warunki sg réwnowazne:

1° 'QI[:],, . .

20 uklady Ozy i O'z'y’ powstaja jeden z drugiego przez ruch,

30 oba uklady maja orientacje zgodne.

Preejécie od jednego ukladu prostokatnego wspdlraednych do in-
nego daje sig weyskad praez preesumiecie, obrét i odbicie, ale mie kazdy
2 tych coynnikow musi wystapié.

Nalezy jeszeze zauwazyé, ze w dwéch wkladach osi, powstajq-
cych jeden z drugiego przez praesumiecie, skladowe dowolnego wektora
sq jednakowe. '

Istotnie, wobec (18) jest

k)

Ly — 3= (a-+u5) — (@+a1)=m—x
i podobnie ’
Yoa—Y1=Ys—Y1.
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3. Ruchy ukladu wspélrzednych w przestrzeni. Dla prze-
strzeni dowodzi sie zupehie tak samo, ze gdy uklad O'x'y’2" po-
wstaje z ukladu Oxyz przez ruch, to |Al=-1 i na odwrét. Kazdy
ruch daje sie zlozy¢ z przesuniecia i obrotu dokola poczatku uklad;ic
(tj. rm_:hu, W ktérym punkt O nie zmienia polozenia, a uklad za-
chowuje SWay orientacje): Kazda zmiana ukladu prostokatnego Oxyz
na uklad prostokatny O'z'y’z’ daje sie wykonad przez przesuniecie,
obrét 'i odbicie w jednej z plaszezyzn ukladu, ale nie kazdy z tych
0zym;ikc')lvgl ]mliSi wystapié. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

—

20 uklady Ozyz i O'z'y’s’ powstaja jeden z drugiego przez ruch,

3% oba uklady majg te sama orientacje.

( Na plaszezyznie obroty daly sie przedstawié za pomocg jed-
nego kata ¢ (p. wzbr (19)). W przestrzeni istnieje analogiczne przed-

- stawienie za pomocy trzech tzw. kgidw Eulera.

Méwimy, ze ruch jest obrotem dokola osi, gdy kazdy punkt tej
osi pozostaje na swym miejscu.

Podezas obrotu dokola jednej z osi ukladu wspéirzednyeh pd-
zostale dwie osie obracajs sie w plaszezyZnie prostopadiej do osi
obrotu. Ruch ukladu, w ktérym dwie osie pozostaja stale w swej
plaszezyznie poczgtkowej, jest obrotem dokola trzeciej osi.

WeZzmy pod uwage dwa uklady
wspohrzednych Ozyz i Ox'y'?’, np. lewo- A
skretne, ktére nie powstaja jeden z dru- 1
giego przez obrot dokola zadnej z osi
0z, Oy, Oz. Plaszezyzny Oz'y’ i Ozy prze-
cinajg sie wtedy wzdiuz prostej p, kté-
rej nadajemy taki zwrot, by tréjka
uporzagdkowana osi 0z',0z,0p tez two-
rzyta uklad lewoskretny (rys. 64). Wow-
czas w kazdej z plaszezyzn ukladu jest .
okreslony obieg dodatni liczenia katéw.
Uklad Ox'y'z’ mozna otrzymaé z ukladu
Owxyz przez nastepujace trzy obroty w obiegu dodatnim:

1° obrét dokola osi Oz o kat ¢, az do pokrycia sie osi Ox
z osig Op, : -

20 obrét dokola osi Op o kat &, az do pokrycia sie osi Oz
z osig 02,

3% obrot dokola osi 0z’ o kat u, az do pokrycia sie osi Op
z ogia Ox'.

a

)
|
|
i
i

Rys. 64
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Oznaczmy przez Omyy % uwklad powstajacy Do pierwszym
obrocie, & przez 0z,y,2, ukiad powstajacy po drugim obrocie. "I‘f’o

pierwszym obrocie mamy wobec (20)

| @ =2 Cos -y 8ing,  Y1=—% sin gy cos @, &y =23

po drugim za$ obrocie mamy wobec (19)

By=11, ' Y5 ==1; COS ﬁ¥zl sin 9, Zy=1, SIN O -}-2; CO8 V3

po trzecim Wreszcie, obrocie mamy
=2, COSPFYysiny, Y =—a,sinptyy 008y,  2'==2,

Stad dostajemy #’, y’, ' Wyrazone przez &, Yy, & wzorami po-
staci
' =0, ®+ag Y -+an?,

(21) Y =018+ Gl + 0%,

&' = 013 B a3l + Ay 25

gdzie
; 0y, ==C08 p cOS p—sin @ sin p cos v,
a5y =5in @ o8 p--cos @ sin. y cos &,
g, =—8in 9 sin p,
a1p=—CO8 @ 8in ¢ —sin p cos & cos y,
18) 13> =S8in @ 8in -+ 08 @ cos  cos P
’ ) ¥ 4 Y ’

Qog == —-Si[l ﬂ CO8 ’ll_),

flgy == —5in y sin 9,
035 =CO08 @ 8in 4,

0tg3==CO08 T

Obroty w przestrzeni- daja sie zatem przedstawié przez trazy
parametry ¢,y, 9, wprowadzone przez Bulera. W macierzy orto-
gonalnej 3-go stopnia wystepuje 9 elementéw, miedzy ktérymi za-
chodzi 6 zwigzkéw ksztaltu (10) i (11). Zatem 6 elementéw daje sie
wyrazié przez 3 pozostale. Wyrazenia te jednak sa bardzo zawile.
Natomiast wzory Eulera daja trzy parametry o prostym znacze-
niu geometryeznym, z ktérych pomoca mozemy wyrazié cosinusy
kierunkowe a;; W sposéb wzglednie prosty. Ze wzoréw Eulera mos
na wyprowadzié zasadnicze twierdzenia trygonometrii sferycznej. )

iom
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ot

§ 26. O przeksztalceniach zbioréw

Niech beda dane dwa zbiory Z i 2’ {0 ktérych nie zakladamy,
ze s r6zne). Niech kazdemu elementowi zbiorn Z bedzie przypo-
rzadkowany element zbioru Z’ i niech to przyporzagdkowanie ma
nastepujace dwie wlasnogei:

19 kazdemuw elementowi ¢ ze zhioru Z jest przyporzadkowany
doktadnie jeden element &' ze zbioru z,

20 kaddy element 2' ze ebioru Z' jest prayporzadkowany doktadnie
jednemu elementows 2 zbioru Z.

Przyporzadkowanie takie bedziemy oznaczali przez T, piszac
(1) - #=T(),

1 nazywall preeksziatceniem wzajemnie jednoznacenym 2bioru Z zb 2bior
Z' lub krétko preeksztalceniem Z w 7.

‘PRZYKLAD. W dowolnym zbiorze Z wyhieramy dowolne dwa
elementy 2,2, i okreflamy przeksztalcenie wzorami

( 2 dla z#2;, 2%,
T(z) = i 7, dla 2=z,
23 dla 2=2,.
Otrzymujemy W ten sposéb przeksztalcenie zbioru Z w siebie.

Oznaczmy przez F takie przeksztatcenie zbiorn Z w siebie,
w ktérym kazdy element przyporzadkowany jest samemu sobie,
tzn. dla ktérego

(2) , H(z)==,

Przeksztalcenie E nazywamy przeksztatceniem zbioru Z w siebie
preeg identycznodé lub po prostu identycenoscia. ‘

Niech teraz T, bedzie przeksztalceniem zbioru Z w zbiér Z’,
a T, — przeksztatceniem zbioru Z’ w zbiér Z'/ i niech z bedzie dowol-
nym elementem zbioru Z. Oznaczmy przez z' i 2’' elementy zbio-
réw. Z' i Z”, okreflone wzorami

Ty(e)=¢, Ta)=2".

- Przyporzagdkujmy elementowi 2z element 2. Ofrzymujemy
przyporzgdkowanie elementom zbioru Z elementéw zbioru Z', kto-
re — jak latwo widzie¢ — réwniez spelnia warunki 1° i 2° Przy-
porzadkowanie to jest wiee przeksztalceniem wzajemnie jednoznacz-
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) pleeataloens, ly
nym zbioru Z w Z'". Nazywa sie ono dloceynem praclsziateenia T
3 3 y om
preez praeksetalcenie Ty 1 0ZNnAcza SIQ przez 1,1

Na mocy tej definicji jest wiec

v

(3) T,Ty(z)=1T, (Tl(z))

Np. niech Z sklada sig z trzech elementow a, b; ¢, & przcksztal-
cenia, T, i T, niech beds okreglone przez rownosci:

Ta)=c, Tyd)=a, Ti(e)=,
Ty(a)=c, Ty(b)=b, ~ Tu(c)=a.

Wéwezas, przyjmujae oznaczenie I'= T, T, mamy
T (a)=a, T(b)=¢, T(e)==b.

¢

Biorae zdé przeksztalcenie 1'=1T,T,, mamy
T (a)=b, T (0)=a, T (¢)==6.
Widzimy wige, ze na ogdt
T, T,#T,T,,

czyli mnodenie przeksztatcen wnie jest przemienne.
Natomiast mnosenie preeksztatoen jest lacene, czyli zawsze

(4) ‘ Ta(Tle):"(TaTz)Tl»
Istotnie, niech .

TI(\z):zl" Tz(zl):zll’ lls(zll)mzlll‘

et

Wowezas T, T, (2)=2", wige T3(T,T,) przeksztalea z w&'". 7 dru-
giej strony, poniewaz T,7, przeprowadza. 2 w 2, wige prze-
ksztatcenie (T,T,)T, przeprowadza z w 2", ¢. b. d. o. '

Jest oezywiste, ze dla preeksetalcenia preez identycenodd B i dla
kazdego przeksetatcenia T jest BT =TE=T.
~ Niech teraz T bedzie dowolnym przeksztalceniem zbioru Z w Z'.
Przyporzadkujmy elementowi 2’ zbioru 2’ elemenf 2 zbioru Z okre-
slony wzorem (1). Przyporzadkowanie to réwniez spelnia warunki
101 2° a wiee jest przeksztalceniem zbioru Z' w Z,

Nosi ono nazwe preeksetatcenia odwrotnego do T'; oznacze sie jo
przez T

Z (1) wynika wige, e
- (3) i (#")=2. -
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W szezegolnosel widzimy z tego okrelenia, ze 7T jest prze-

ksztalceniem zbioru Z przez identycznosé, a TT' — przeksztalce-

niem zbioru Z’ przez identycznoéé. Gdy zbiory Z i Z’ sa iden-
tyczne, to

(6) T-'T=TT'=E.
Niech teraz bedzie dany zbiér G pewnych przeksztalcer zbioru
Z w siebie, o nastepujacych wlasnosciach:

10 jesli przeksztalcenie T nalezy do zbioru przeksztalcet ®,
to réwniez przeksztalcenie 7' nalezy do G;

II° jesli przeksztalcenia T, i T, naleza do &, to réwniez

przeksztatcenia 1,7, i T,T, naleza do G.

Kazdy zbiér G przeksztalcen, spelniajacy te dwa warunki, na-
zywa sie grupq prezeksztaloen. '

Np. zbiér wszystkich przeksztalecen dowolnego zbioru Z w sie-
bie tworzy grupe; zbiér zlozony z samego tylko przeksztaleenia
B, tj. przeksztalcenia przez identycznoié, tez tworzy grupe.

Udowodnimy, ze w kazdej grupie przeksztaleer, moina do dowol-
nych dwdch przeksztalcen Ty i T, enaleéé doktadnie jedno takie prze-
ksztatcenie X, ze

(7) T, X=T,.

Istotnie, zaldézmy, ze istnieje przeksztalcenie X spelniajace
réwnanie (7). Poniewaz na moecy I° do grupy nalezy przeksztalce-
nie T7', wiee na mocy II° nalezy do niej réwniez iloczyn prze-
ksztalceri 77T, Mnozac (7) lewostronnie przez Ti?, otrzymujemy
(8) ITH(T, X)=T7"T,.

Stoéuj@e taeznodéé iloczynu oraz (6), otrzymujemy

(I7'T) X=EX=2X,
skad wobec (8)
(9) _ X=T7'T,.

Réwnanie (7) ma wiee co najwyzej jedno rozwigzanie i musi
mieé ono postaé (9). Z drugiej strony, réwnanie (7) ma co najmniej
jedno rozwigzanie, poniewaz przeksztalcenie X okreflone wzorem
(9) spelnia réwnanie (7). Istotnie

T (T To)=(T, 1) Ty=B T>=T,.

Tym samym twierdzenie jest dowiedzione.
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Twierdzenie to wyraza sie krécej, mowiae, ze réwnanie (7) jest
w kaidej grupie rorwiqralne jednoznacenie.
Podobnie dowodzi sie, ze réwnanie

jest w Tasdej grupie roxwigzalne 7ednoznaczme

Rozwigzalnosé réwnania (10) musi byé jednak dowiedziona nie-
zaleznie od rozwiazalnodci réwnania (8), gdyz — jak widzielismy —
mnozenie przeksztalcenn nie jest przemienne.

Jedli grupa przeksztalcern § jest zawarta, W grupie prmksztak-
cet ®, to nazywa sie podgrupa grupy ©.

§ 27. Izometrie

1. Izometrie na plaszczyznie. Bedziemy sig zajmowali obecnie
preeksztatceniami punkiowymd, tj. takimi, w ktérych zbiory Z sg
zbiorami punktéw prostej, plaszczyzny lub przestrrem

Wezmy pod uwage réwnania -

(1) o' =00y T+dp Y, y'=b+a21w+d22@/,
gdzie macierz
@ W=(ay)

jest ortogonalna. Réwnania te interpretowaliémy dotychezas jako
zaleznofci miedzy wspétrzednymi tego samego punktu plaszezyzny
w dwu réinych ukladach wspéirzednych prostokatnych.

Mozemy im jednak nadaé inng mterpretac]eg Zie WAOI‘(SW (1)
wynikajg mianowicie wzory

(3) . f’*”=“1‘i"0‘11m + o1y, Y=byt012%" +any’,

gdyz macierz odwrotna macierzy ortogonalnej jest jej macierza

przestawiona (p. Przypis I, § 4).
. Z (1) wynika, ze kazdej parze uporzadkowanej liczb w,y jest
- jednoznacznie przyporzadkowana para «',y’; z (2) zad wynika, Ze
kazda para uporzadkowana liczb o'y’ jest przyporzgdkowana ‘do-
kladnie jednej parze z,y. Wzory (1) okreflaja zatem przeksztatce-
nie wzajemnie jednoznaczne zbioru wszystkich par uporzgdkowa~
nych ®,y na zbiér wszystkich par uporzadkowanyeh 'y’

~ Weimy teraz pod uwage dwie plaszezyzny I7 i II' oraz w jedne]
z nich uklad prostokatny wspélrzednych Owy, a w drugiej — O'a'y’.
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Plaszezyzny te moga byé identyezne lub nie. W przypadku plasz-
czyzn identycznych uklady Oxy i O'z'y’ moga réwniez byé iden-
tyczne lub nie. Pary o,y wyznaczaja punkty plaszezyzny II, a pary
2,y — punkty plaszezyzny I7'. A zatem wzory (1) okreslajg
wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie plaszezyzny I7 w plasz-
czyzne IT.
Przeksztatcenie, ktére w ukladach prostokatnych wyraza sie

 wzorami (1), gdzie macierz (2) jest ortogonalna, nazywamy izometrig.

Niech izometria T przeksztaica punkt (z,,y,) w punkt (x1,91),
a punkt (z,,y,) W punkt (#5,y;). Wéwezas na podstawie (1) mamy

Ty — 1 =0y, (B —21) + 055 (¥2—yy)

Y2 —Y1= 01 (Bo—11) +zs (Y2—¥1)-

WprowadZzmy oznaczenia:

P=82—T1, (=Ys—Y1, P =T—2, ¢=Yi—yi.

Zatem

(4) P’ =0y p+as,q, ¢ =0y p+asq.

Rownania (4) wyznaczaje wekior [p’,q'], w kidry izometria (1)
preeksztaten wektor [p,q].
ITzometria nie zmienia dtugosci wekioréw

*. Rzeczywiscie, mamy
wobec (4)

p’2+q'2:(a11p-|-auq)2-|-(a21p—}-a22q)2=

=(df,+a3) P2+2(0y; a3a+ a1 a0) pg+H(ads+a3s) ¢
Z wlasnosei macierzy ortogonalnych (wzory analogiczne do (10)

i(11) z §25) wynika wiec, ze
p-g*=p*+ ¢, ¢ b. d. o.

Roéwnania (3) okrelaja przeksztalcenie odwrotne do (1). Ponie-
waz macierz (a;) ukladu réwnan (3) jest macierzg przestawions
macierzy A, wiec jest réwniez ortogonalna (p. PI‘ZV]_)].S I, § 3),
a zatem przeksztalcenie (3) jest izometrig.

Tak wiec prezeksztalcenie odwrotne do izometrii jest izometrig.

Udowodnimy teraz, ze diloczyn dww izometrii jest izometrig.

* W § 30 udowodnimy tez twierdzenie odwrotne Zespé6t obu twierdzen
uzasadnia nazwe izometrii.
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Oznaczmy przez T, izometrie (1), a przez T, izometri¢

(5) o =" + B2 +P1aY’ ’y”=b”+ﬂ21m"]r‘ﬁ22?//7

gdzie macierz
(6) -~ B =(fu)

jest ortogonalna. Toezyn T,T; dostajemy, podstawiajac (1) do ().
Otrzymujemy w ten sposob

(7) o' =a"" -y sy, Y =b"" 4y @Yl

gdzie

yu=Phun 31 +Pre Oo1s Y12=P11 ayat+Pia s,

’)’21=ﬁ215411+1322a21,‘ ) 722=/321“12+/?22%2'

Ze wzoréw tych wynika dla macierzy C==(y;) réwnodé
(8) _ C=59.

Poniewaz macierz € jest ortogonalna jako iloczyn dwéch ma-
cierzy ortogonalnych (p. Przypis I, § 3), wiec tym samym prze-
ksztaleenie (7) jest izometrig, c. b. d. o.

7 réwnofei (8) wynika, ze maciers iloceynw dwdch - irometrii
jest iloczymem ich macierzy i e ceynmiki w iloceynie macierzy wystg-
pujg w tym samym porzadku co ceynniki w iloczynie igometrii.

W myél udowodnionyeh twierdzeh dzometrie preeksetatcajqoe
plaszczyzne w siebie tworzq grupe.

Niech w danej plaszezyznie uklady Omy i O'z'y’ beds iden-
tyczne. Rozwazamy wiec wsphrzedne punktu (#,y) i jego obrazu

“(#,y') w tym samym ukladzie wspélrzednyeh. Wéwezas réwnanis

, y'=y+b

okreflaja izometrie, zwana preesumigciem o wektor a=[a,b].
Praesunigoia tworzq podgrupe grupy izometrii.
Niech bowiem T bedzie przesunieciem (9), a T, — przesunie-

~ clem o wektor az;=[a,,b;] czyli przeksztatceniem okreflonym przez
réwnania : :

(9) o' =xta,

1 ! !
=21 a, Y=y +b,.

Wéwezas dla T,7 dostajemy

(10) o'=at(ata),  y'=y+b+Dy),

§ 27 1. Izometrie na plaszezyzuie. 131

czyli przesunigcie o wektor a-+b. Przeksztalceniem odwrotnym
do (9) jest przeksztalcenie okreslone réwnaniami

r=z—a, y=y —b,
czyli przesuniecie o wektor —a. Tak wiec warunki I° i T10 (str.127)
89 spelnione, c¢. b. d. o. -
Poniewaz iloczyn przesunieé o wektor a i o wektor b jest prze-
sunigeiem o wektor a-+b, wige iloczyn preesunieé jest przemienny.
Obrotem o kqt ¢ dokola punktu O nazywamy przeksztalcenie,
ktére wyraza sie réwnosciami

(11) z'=xcosp+ysing, y'=—xsing+yeosp.

Tatwo sprawdzié, ze przeksztaleeniem odwrotnym do (11) jest
obrét o kat —p oraz ze iloczyn obrotéw o kat ¢ i o kat v jest obro-
tem o kat ¢ty 1 ze iloczyn ten jest przemienny.

Zatem obroty dokola fego samego punkiu tworzq grupe, w kijrej
tloczyn preekseialcert jest przemienny.

Natomiast preesunigeia nie sq przemienne
2 obrotams.

Nieeh bowiem 7', bedzie przesunieciem o wek-
tor a, a T, obrotem dokola punktu O o kat ¢
(rys. 65). Niech T, przesuwa O do P. Wowezas
T,T, przeksztatca punkt 0 w punkt P’, powsta-
jacy przez obrét punktu P dokola punktu O
o kat ¢. .

Natomiast 7', T, przeprowadza O w P, a za-
tem T, T,#T,T,. '

Odbicie symetryczne punkiow plaszczyzny w proste] p jest izo-
metrig, poniewaz w dowolnym ukladzie prostokatnym wspoirzed-
nych, ktérego osig Ox jest prosta p, wyraza sie ono réwnaniami
(12) , =z, y=—y.

W przeciwienistwie do przesunie¢ i obrotéw odbicia zmieniajq
orientacje ptaszezyzny, gdyz zmieniajg obieg kola na przeciwny.

Oczywidcie, kazdg izometrie (1) mozna zlozyé z dwéch prze-'
ksztalcen: ‘

Rys. 65

(13) ' =a-+& y'=b-+y
oraz
(14) f=ayL+aY, =0y L+ o Y

9*
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Zbadamy teraz blizej przeksztaleenia (14). 7 réwnodel
0‘121'5“0122:17

wynika, ze istnieja katy ¢ 1 v, dla ktérych
0y <2m

P
(1221 +agy=1

0<p<2m,
0raz
r,
Si].l P= a1y

(15) GOS(pr—-‘au, co8 1/)2(122.

—sinp=ay,,
7 rownosel |
' Oigq Ogy Qg Uag=0
Wymka, dalej, Ze cospsin y—singp cos p=0 czyli sin (p—yp)=0, skad
(16) p=yp-+kn, k=0,1, —1. -

Moga, zaj'éé dwa pi.zypadki:

gdzie

10 &=0. Woéwezas wobec (14), (15) i (16) dostajemy

n : - = cosp—y sing, 7= Siny - Co8Q,
wiec przeksztalcenie (17) jest obrotem o kat ¢. W tym 1)rzypadk1;
(18) |9 | =] ;| =082 p-+sin?p=1.

20 k=411. W6wezas wobec (15)

(19) f=meosp—ysing,  n=—usinp—y cosy.

Ta izometria daje sie zlozyé z nast@puj@cyéh dwéch:
- E=E, =
oraz '

&'=xcosp—y sin g, 3= 8in p+y cos ¢,

tj. z odbicia i obrotu. Wobec (19) jest w rozpatrywanym przypadku
| Ul =] 0| =—1.
Udowodniliémy wiee, ze kazd@ wometrig moina zto# Jd
przesunieé i obrotéw.
Nie kazdy. ]'ednalk z tych czynnikéw musi wystapié, np. jesls
|A|=1, to odbicie nie wystepuje i orientacja plaseczyeny mie wlega

zm@:zmie, a jesli | A|=—1, to odbicie wystepuje i orientacja plaseeeyeny
2mienta sig na praeciwng.

odbid,
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Ruchami nazywa sie izometrie, dajace sie zlozyé z przesunied
i obrotéw.,

Oczywiscie, ruchy tworzq grupe..

Natomiast izometrie zmieniajace orientacje nie tworzg grupy,
gdyz iloczyn dwu takich izometrii jest ruchem.

2. Izometrie w przestrzeni. Izometrie w przestrzeni okrefla sie
analitycznie tak jak na plaszezyznie, zastepujac wzory (1) przez
wzory (8) z § 25, str. 118, i dowodzi sie, ze nie zmieniajg one odleg-
lofci i tworza grupe. Wprowadza sie tez analogicznie pizesunigeie

(20) r'=x-+a, Y =y--b, 2 =z-}vc,
odbicie
(21) v=r, Y=y F=—z

i obrot dokola punkiu
Z'=ay 240 Y T tis?,

(22) Y =0 Bty Y U237, gdzie jag[=1.

na
B =g g Y T3,

Pozostaja tez w moey analogiczne twierdzenia, jesh orientacje
plaszezyzny zastapi¢é przez orientacje przestrzeni.

W przestrzeni jednak, précz obrotéw dokoila punktu, mozina
wprowadzi¢ réwniez obroty dokola prostej. Tak nazywamy obrét do-
kola punktu lezgcego na prostej, ktérej kazdy punks przechodzi
w siebie.

Wéwezas kazdy punkt przestrzeni obraca sie o ten sam kat
dokola tej prostej.

{ Udowodnimy, ze kaidy obrét dokola punltu jest obrotem dokota
pewnej prostej przechodzqeej przez tem punkt (twierdz enie Euwlera).

W tym celu wyprowadzimy wpierw nastepujacy lemat:

Jesli macierz ortogonalna W spelnia warunek

(23) A=
to
—1 0y a3 |
A24) ey ga—1 a3y | =0.
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Oznaczmy przez Ay, dopelnienie algebraiczne elementu wy, w ma-
cierzy %. Wobec (23) oraz réwnodei A=A jest wiee
A= 0y
Przez bezposrednie obliczenie dostajemy réwnogé

OyptS . dig Gis

Ugy  Ogo-+§  Opg | =

’ a1 Cgp  Ogy S
=8*4(ay+arg+09) 5'2'*‘(1111”!‘*}l aa~tA gg) § [ A | =
=58 4-(0y; gy ay) 82 (ayy - Opg - tgg) -1

Westawiajae do niej s=-—1, otrzymujemy 0, o wiee rdwnosdé
(24) zachodzi, ¢ b. d. o.

Niech teraz bedzie dany obrét (22), ktéry nie jest identycz-
noscig. Wezmy pod uwage punkty, ktére ten obrdt ]n*/vpmm adza
w nie same. Dla tych punktéw jest wiec

T=0y &+l iy,
Y=001 B+ Qg ¥ 0932,

& =0y B+ g Yf U337, ‘

czyl n, .
_ : (au-—l):v—{—amy—}—awz:o, ]
(25) ‘ a21m+(a22~].)j/ Fagy2=0,

g1 B+ 0gs Y + (@33 —1) 2=0.

Wobec (24) wyznacznik ukladu réwnan (2B) jest réwny 0, a wice
- rz3d macierzy tego ukladu nie przekracza 2. Ale rzgd ten nie moze
tez by¢ mniejszy od 2. Gdyby bowiem byt réwny 0, to byloby
lo dla 4%k,
Oyj == -

Tl aw =k
i obrét bylby woéwezas przeksztatceniem prze/ 1(’1@111,%111%0 whrew
zalozeniu. Gdyby zad rzad macierzy ukladu réwnan (25) byl réwny 1,
to ukiad “ten by&by rownow&zny tylko jednemu z tych réwnan

(p. Przypis I, § 2).~ Rownan,ve to przedstawialoby zatem plasz-
ezyzne; IT zozong z punktGw przechodzaeych w siebie. Woboe (23)
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izometria ta nie zmienia orienfacji. Punkty lezace po jednej stronie
plaszezyzny II przechodzg wiee w punkty lezace po te] samej jej
stronie. Poniewaz kazdy punkt przestrzeni jest wyznaczony przez
swe odleglofci od trzech punktéw plaszezyzny I7, te za§ przechodzg
w siebie, wiec kazdy punkt przestrzeni przechodzitby w siebie,
whrew zalozeniu.

Tak wiec rzad macierzy ukladu (25) jest réwny 2. Uklad ten
sprowadza sie zatem do dwéch réwnan. Przedstawiaja one prosta,
ktorej kazdy punkt przechodzi w siebie, ¢. b: d. o.

7 udowodnionego twierdzenia wnosimy w szczegdélnodei, ze wy-
nik kolejnych obrotéw przestrzeni dokols kitku prostych przecho-
dzgeych przez jeden punkt O moze byé otrzymany przez obrét
dokota jednej prostej przechodzacej przez ten punkt. )

§ 28. Zmiana ukladu wspélrzednych ukosnokatnych

1. Zmiana unkladu wspélrzednych na prostej. Zanim przy-
stgpimy do zbadania zmian ukladéw wspélrzednych w plaszezyznie
i przestrzeni, zbadamy naprzéd, jak jest na prostej.

Jedli of O‘z’ powstaje z osi Oz przez przesuniecie poczgtku
ukladu o wektor o sktadowej a, to miedzy wspéhzednymi punktu

- w obu ukladach zachodzi zaleznoic

1) r=x2"-+a.
Jedli zaé of O’z powstaje z osi Ox przez zmiane zwrotu, to
(2). p=—z.

Jesli wreszcie zmienimy tylko diugodé wektora podstawowego i
bez zmiany zwrotu osi Oz, to (p. wzér (3) z § 4, str. 21)
p=ma, gdzie m>0.

Najogélniejszg zmiang ukladu wspéirzednych jest zmiana zwrotu
i diugosel wektora jpodstawowecro wraz z przesunieciem poeczgtku
ulkdadu. Wéwezas

8) x' =bx+a,

gdzie
I m >0, gdy nie ma zmiany zwrotu,

l —m< 0, gdy jest zmiana zwrotu.
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Na odwrét, do kazdego ukladu Oz i réwnosei (3) mozna zna-

le#é taki uklad O'z’, ze zaleinofei miedzy wspélrzednymi ])llllk(:ll
w obu ukladach maja postaé (3).

9, Zmiana ukladu wspélrzednych w przestrzeni i na plasz-
czyznie. Przy zmianie prostokgtnych ukladéw wspolrzednyceh jed-
nego na drugi zakladaliémy, ze w obu ukladach wektory podsta-
wowe maja dtugosé 1. Obecnie odrzucamy to zalozenie i bierzemy
pod uwage W przestrzeni dwa uklady, na ogél ukognokatne, Owyz
i 0'z'y’s’ o dowolnych wektorach podstawowych 1,j,f i 1,1

Oznaczmy przez a, b, ¢ wspblrzedne punktu O' w ukladzie
Oxyz, a przez o, b’y ¢’ wspblrzedne punktu O w ukladzie O'a'y'z’
QczywiScie, zachodza wzory (1), (2), (4) i (B) z § 25, str. 117-118:

Jak wiemy z § 6 (p. str. 27), kazdy wektor a w przestrzeni
daje sig przedstawié w postaci

(4) a=ai-+bj+ct

gdzie @, b, ¢ 8g skladowymi zwyezajuymi wektora a w ukladzie
Ozyz. Stosujac to w szezegblnodei do wektoréw i, ¥, ¥, ofrzymu-
jemy :

U=y t+ a5+ gt

(3) I'=a1i+ai+ Ugs 1,
‘ f'=""1éi+ “231‘{“,“33 L

. Poniewaz wektory i',i,¥ nie sg réwnolegle do jednej plasz-
czyzny, wiee (p. § 11, str. 56)

(6) ; | U= &y, | 0.
k Podstawiajge (5) do wzorn (5) z § 25, str. 118, otrzymujemy
(5—a) i+ (y—b) i+ (2—c) E= |
(018 +13Y +15%") i (Go1 8+ Aop Y’ 952"} |+ (a1 B a0y |- g2 )E.

Wiemy réwniez, ze kazdy wektor daje sie przedstawid w postaci
(4) tylko w jeden sposdb. Znaczy to, ze po obu stronach ostatniej
réwnosei wspétezynniki przy i, i i ¥ sa jednakowe. Otrzymujemy
w ten sposéb zaleznodci:

T=0+ 0y % 401, + 0457,
7 X .
( ) . y:b "+‘CL21:E’ 'l‘“aei’/' ~f~a23z’,

B=0T 0y &'+ Uy Y gy 2.
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UdowodniliSmy, ze zalesnodei migdey wspolrzednyms punkiu
w dowolnych dwich ukladach wspblrzednych ukosnokginych w prze-
strzeni majq postaé (7), a wiee wyrazaja sie za pomoeg wielomianéw
pierwszego stopnia, prey ceym spelniony jest warunek (6).

Na odwrét, gdy dany jest uklad wspétrzednych Oxyz i, réwnania
(7), spetniajace warunek (6), fo istnieje taki uklad wspdélrzednych
O'z'y'?', #e réwnania (T) sq zaleénodciami miedzy wspStrzednymi
punktu w obu ukladach.

Dla dowodu wystarezy wzigé za 0’ punkt majaey w ukladzie

. Ozyz wspélrzedne a, b, ¢ 1 wyprowadzié z tego punktu wektory

iy, ' okredlone przez wzory (5). Wobec (6) wektory te nie lezg
w jednej plaszezyinie, a wiec wyznaczajy uklad wspélrzednych
O'z'y'z’. Na podstawie udowodnionego twierdzenia wspélrzedne
'y y', ¥ wyrazaja sie przez wspéhrzedne x, y, z zaleznoseiami (7),
c. b. d. o. -

Udowodnimy obecnie, ze gdy wekior a ma w ukladzie Oxyz
skladowe p,q,r, & w ukladeie O'z'y'? skladowe p’, ¢, ', 1o

P=0y '+ 2@ 137,
(8) =05 D'+ Cop @' + 237",
T=a31 p,+a32 Q’"'Fa':;s?”’-

Istotnie, utwérzmy wektor P, P,=—aqa; punkt P, niech ma w tych

ukladach wspélrzedne @, y;,2 1 i, 4;, 25, a punkt P, — wsp6l-
rzedne Ty, Yo, 2 1 5, Yz, 2. Zatem

. D =Zy—¥y, ¢

(9) ., ,

D =Ty—I, ¢

Podstawiajac do réwnodei (7) naprzéd ay, yi, 27, @ nastepnie

x5, Ys, 2, dostajemy po lewych stronach naprzéd =x,, ¥, 2, a na-
stepnie x,, ¥,, 2,. Odejmujac stronami, otrzymujemy wiec

By— 17 ==y (B =71 ) + Uyo (Yo —Y1) -+ a3 (25 —27)

i podobnie dla y,—¥,, 2s—2;. Na mocy (9) wynika stad (8).

W szezegdlnodel widzimy, ze dla kierunku, okreslonego w ukla-
deie Oxyz stosunkiem p:q:v, a w ukladzie O'z'y'z’ stosunkiem
p'iq v, zachodei zaleinosé

(10) p:q:r=(011p" + @120 - A157"): (Co3D - Ags - Aog¥"): (@30 + aazq"!“aaa""')»
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Tak samo dowodzi sie na plaszezyZnie, ze jesli wektory jed-
‘nostkowe 1,i’ ukiadu 0’2y’ wyrazaja sie przez wektory jednostkowe
i,i ukladu Ozy zwigzkami

(11) '=ay t+ an i, =05 i+ ag ],

to zwigzki dla wspéirzednych punktu majg postaé
(12) =0-40,18"+a1Y' Y=b-+a5 & +0Y’,

przy czym macierz 9 speinia warunek (6).

Na odwrét, wzory postaci (12) o macierzy nieosobliwej, tj.
spelniajacej warunek (6), mozemy uwazaé za zaleznosei miedzy
wspblrzednymi punktu w dowolnym ukladzie O's'y’ a wspolrzed-
nymi tegoz punktu w odpowiednio dobranym ukiadzic Owy.

Dla wektora a o skladowych p, ¢ w jednym i skladowych p’,q
w drugim ukladzie wspélrzednych jest

(13) P=0y;9 +0:1,9', Q=0 p' s (-

Miedzy za$ stosunkami p:q 1 p’:¢/, okreflajacymi Xkierunek
w obu ukladach wspélrzednych, zachodzi zaleznogé

(14) P:0=(0; D' +15¢"): (@D + 2 Q").

( Uwaga. Niech 'dana bedzie dowolna forma kwadratowa
dodatnia (p. Przypis I, § 3)

(15) 1,0 =9u0*+201:09+0a

Przez przeksztalcenie ksztaltu (13) formie tej mozemy nadaé
postad

1e) , ' a)=p"+¢%

(p. Przypis I, § 3). Forma (16) daje wiec kwadrat diugosei welktora
w ukladzie prostokatnym, wzory za$ (13) wyznaczaja przejicie do
pewnego nowego ukiadu wspéhlrzednych, w ktérym wobec tozsu-
mosei '
L@, 9)=f»,q)
kwadrat dugofei wektora wyraza sig wzorem (15).

Udowodniliémy, ze kaida forma kwadratowa dodatnia preedsta-
wia w odpowiednio dobranym ukladzie wspdlrzednyeh Twadrat dlngoser
wektora. ‘

Oczywidcie, twierdzenie to zachodzi tes w przestrzeni. )
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§ 29. Przeksztalcenia afiniczne

1. Przeksztalcenia afiniczne prostej. Niech na dwéch prostych

.p 1 p’ dane beda dwa uklady wspéhzednych, tj. poezatki O i O’

oraz wektory podstawowe i i i’. Punktowi o odeigtej # na prostej p
przyporzgdkujmy punkt o odeigtej ' na prostej p’, okreslony przez
réwnanie

1) , , &' =axr-+b,

gdzie as%0.

Odwzorowanie to jest wzajemnie jednoznaczne, gdyz z (1) wynika,

@) : p=la-2,
a a
a wobec a0 istnieje # spelniajgce réwnanie (2) i jest tylko jedno.

Przeksztalcenie prostej p na prosta p’, okreslone wzorem (1),
gdzie a0, nazywa sie afinicznym.

W szezegblnym przypadku proste p i p’ mogg byé identyezne
oraz odciete x i 2" mogg byé liczone w tym samym ukladzie wsp6i-
rzednych lub nie.

Okreslenie przeksztalcenia afinicenego mie zalezy od ukladu wepot-
rzgdnych, tzn. ze jakiekolwiek weimiemy wuklady wspéhrzednych
na prostych p i p’, przeksztalcenie to wyrazi sie zawsze wzorem
postaci (1).

Rzeczywiscie, przejscie do nowego ukladu O,z, na prostej p

.1 nowego ukladu Oz na proste] p’ wyraza sie przez réwnosei

ksztattu

L= T;+n, o'=m'z -+ n,

gdzie 'in#()‘i m's40. Stad wobec (1)

,

'—n"  ax+b—n' amyFantb—n’

x — R
! m’ m’ m’
czyli
(3) T =0y Ny,
gdzie '

— ,
a,=m" “am=0,

Przeksztalcenie (1) wyraza sie wiec wzgledem nowyeh ukladéw
wspohzednych na obu prostych wzorem (3), e. h. d. o.
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Preelsatalcenia afinicane prostej w siebie tworza grupg. Istotnie,
przeksztatceniem odwrotnym do (1) jest (2), cayli réwniez prze-

keztalcenie afiniczne. Iloczynem przeksztalcenia (1) i przeksztol-

cenia .
! s !
z'=a'x' -+ b,

gdzie o’ #0, jest przeksztalcenie
w'=a'ax’ -+ (ab-+b"),

gdzie a’a#0, czyli zndéw przeksztaleenie afiniczne.
Kasde preeksztatcenie afinicene prosiej w siebie daje sig zlodyd
2 preeksatalcen nastgpujacych traech typdw: '

(4) w'=am,  gdeic a>0,
(5) 3= — o,
(6) o' =+ b,

Zakladamy tu, ze wspélrzedne punktu i obrazu liczone sg w
w tym samym ukladzie wspélrzednych.

Typ (4) nazywamy homotetiq.

Powstaje ona przez powiekszenie w stosunku a:1 odleglode
wszelkich punktéw od punktu O. '

Typ (5) jest odbiciem w punkcie O, a typ (6) — preesunigciem
o wektor o skladowej b.

 Dla dowodu, ze kazde przeksztalcenie afiniczne prostej w sie-

bie jest iloczynem homotetii, odbicia i przesuniccia, wystarczy za~

uwazyé, ze przeksztatcenie (1), gdzie » i #” obliczane sg w tym sa-

mym ukladzie wepblrzednych, jest iloczynem przeksztateen.

#'=an’, o' =(sign a)a’"’, @' ="+,
1, gdy a>0,
gdzie a=|a]#0 1 signa= 0, gdy a=0,

; —1, gdy a<0.* ‘
Gdy a>0, drugie z tych przeksztalcen jest identycznofcig,
a gdy a<<0 — odbiciem.

Gdy 1 jest sktadowa wektora I, to obrazem wektora | jost wek-
tor I’ o skladowej . ‘ - -

V'=aql.

FY » » s + e .
sign jest- 'skrétem stowa signum, lktére znaczy po tacinie snak.
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Wynika to natychmiast z (1). Stad dostajemy

v

| i

Zatem w kaidym preekszialceniu afinicenym prostej stosunek

diugosci wekiora do dtugosei obrazu jest statq zaleéng jedynie od prze-

ksztatcenia.

Niechaj T bedzie przeksztalceniem afinicznym, a Z — zbio-

rem wszystkich punktéw z odeinka

(7) m <L & <M.

T preeksetalea Z w 2biér wszystkich punkiéw pewnego odeinka
i to w ten sposéb, ze $rodek przechodzi na $rodek.

lal.

Istotnie, niech
' n' =an-+b.

Niech dalej 2" bedzie obrazem punktu z lezacego na odcinku (7).
Jesli >0, to z (V) wynika, Ze

m'=am-+D,

am-+-bLax +bLan+b
czyli
m <L’ <n’y
jesli za§ a<c0, to podobnie okazuje sie, ze
n' <La'<m'. _
W kazdym wiec razie obraz punktu odcinka (7) lezy na odcinku,
ktérego kohcami sg punkty o wspdhrzednych m' i »n'. Korzystajac
z (2), dowodzi sie, ze i na odwrét, kazdy punkt odcinka o koncach
m' in' jest obrazem jakiego$ punktu odeinka (7). Wykazalismy wiec,
ze odeinek .przechodzi w odcinek. .
Pozostaje jészcze dowiesé, ze srodek odcinka przechodzi w sro-
dek obrazu. Srodkiem odeinka (7) jest punkt

m-+n
2

H

a jego obrazem jest punkt
m-+n Lhe am-+b an-+b _ m'-+n'

2 2 2 2

’

xr =a

czyli érodek odeinka o koreach m’ i »', c. b. d.o.
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- 2. Przeksztalcenia afiniczne plaszezyzmy. Niech dane bedg
dwie plaszezyzny I7 i II', & na nich dowolne uklady kartezjariskie
wspéhzednyeh Ozy i O'z'y’. Wzory

(8) &' =08+ Y+a, Y =gy @ gp Y -0
gdzie
: tyy O
(9) 90| = 11 Gz 40,
Gy Gga |

okreglaja przeksztatcenie plaszezyzny IT w I1'. Istotnie, kazdy punkt
(#',y") plaszezyzny II' jest obrazem dokladnie jednego punktu
(z,y) plaszezyzny II, gdyz z (8) wynika, Ze

Ay 04a,y=0"—a, Qg B+ op Y=y ' —D,
a stad wobec (9) otrzymuje sie za pomocy wzordw Cramera
(p. Przypis I, § 1)

(19) L=by &' +b,y +a, Y=bp &' +boyy’'--b’,
gdzie

(11) . B=(by) =AY,

wiec ‘

(12) [B]5£0.

Przeksztalcenie (8) nazywa sie preeksstaloeniem afinicenym
plaszezyzny IT w-plaszezyzne I7'.
Preykladem przeksztatoenia afinicenego jest kasda irometria.
Nie kaide jednak preeksetatoenie ofinicene jest ieometrig. -
Np. przeksztalcenie afiniczne
v'=2, y'=2,
~gdziet oy 1oy 53 wspbhrzednymi punktéw plaszezyzny IT liczo-
- nymi w tym samym ukladzie wspéirzednych, nie jest izometrig,
poniewaz powieksza dwukrotnie odleglo§é kazdego punktu od po-
" czatku ukladu. . = ‘ Po
Rzut. prost?pfzdly plaszezyzny IT' na plaszezyzne IT jest pree-
%csztalc’emem afiniocznym. Dobierajac bowiem uklady Oxy i 0.’m’fz/’
jak na str. 76, otrzymujemy ‘ v
=y,

Y=y'cos
a zatem P

!10]_

|91|={0 cosw‘._

co8 p7£0.

icm

o
[
©w

2. Przeksztalcenia afiniezne plaszezyzny. ’ 143

Podobnie jak dla prostej, okreslenie preeksztalcenia afinicznego
ne ptaszczyénie wnie jest zaleine od wyboru ukladu wspdtrzednych.
Przejd/my bowiem na plaszezyznie II' do ukladu wspdhrzednych
O121y; zwigzanego z ukladem O'z’y’ zaleznmosciami

(13)  @i=cp & Fepy +ar, Y1=051 %" +C30Y b1, [€l=]ey 150,

na plaszezyinie za§ IT —.do ukladu wspbhrzednych O, w,y, zwigza-
nego z ukiladem Ozy zaleznodciami

(14) @,=b;; 8" +b Yy +a, Y1=bay &' +bo ¥y’ +b’, 1B]=|by|50.

Z (8), (138) i (14) dostajemy nastepujgce zaleznosci miedzy
wspOlrzednymi @,y; punktu w ukladzie O;2,y; a Wwspéhzednymi

LR

xi,y; jego obrazu w ukladzie Ojmiyi:

B =0y By 12 Y1 Gy Y1 =0y B4+ 0oy 1D,

gdzie
, D =(d,;)=CUB.
Jest wiec

D] =] |2-|B| 50, e. b. d. d

Przeksztalcenie odwroine do afinicenego jest afinicene. Wynika to
stad, ze przeksztalceniem odwrotnym do (8) jest przeksztalcenie
(10), oraz z nieréwnosei (12). '

Tloczyn dwéch preeksztalcert afimicenych jest przeksziatceniem
afinieznym. Jedli bowiem T, jest przeksztalceniem (8), & 7'y — prze-
ksztatceniem

Y =bay @ by b,
to podobnie jak dla izometrii (str. 130) ofrzymujemy

o' =by, &' by a0, {B|#0,

m”_=‘3111’+012?/+a'”» Y =0y 0oy +0",
gdzie €=(c;)=BYU, skad |€|#£0, c. b. d. d.

W szezegblnosei z udowodnionych twierdzen wynika, ze prze-
ksatalcenia afinicene ptaszczyzmy w siebie tworzg grupe. ;

Istnieje jedno i tylko jedno przeksetatcenie afiniczne plas’zczy:my
IT w ptaszezyzne I, kidre trzy z gory dane punkty Py, P,, P, nie lezqce
na jednej prostej, preeprowadza w trzy z gory dane punkty Pi, P, P,
réwnies nie lezgce na jednej prostej.
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Dla dowodu wezmy punkt P, za poczatek ukodnokytnego
ukladn wspéhzednych na plaszozyZnie II, osie zas i jednostki na
nich dobierzmy tak, by wektorami podstawowymi byly

i=P,P,  oraz j=P Py,

Punkty P, P, P; 83 wiee w tym ukladzie wspdélrzednych
punktami ‘ ' SER

P,(0,0),

Utworzmy uklad wspéhzednych O'z'y’ w plaszezyznie [T,

ktérego poczatkiem jest punkt Pj;, a wektorami podstawowymi sg

{=P|P;.

Py(1,0),  Py(0,1).

=P Py,
W tym ukladzie P7, P;, P; sa punktami
- P1(0,0)  Py(1,0)  Py(0,1).

Przypudémy, ze istnieje przeksztalcenie 7' ksztaltu (8), ktére
punkty P, przeprowadza w P; (dla i¢=1, 2, 3).
Poniewaz P; przechodzi w P;, wiec podstawiajac x=0 i y=

do (8), dostajemy #'=0 i y’'=0. Zatem a=b=0 i przeksztalcenie T )

- ma postad

2 =012+, Y =051 0+ Y.

Poniewaz P, przechodzi w P;, wige podstawiajac tu w==1 i g =),
otrzymujemy #'=1 i y'=0. Zatem aj;=1 i a,,=0. Podobnie a,,==0
i ag=1. ~ ‘

Przeksztalcenie T, o ile istnieje, musi wige mieé¢ postaé

(15) m'=m, y'=y.

Ale (15) jest przeksztalceniem afinieznym, przeprowadzajycym
punkty P,, P,, P, w punkty Py, Py, P;. Twierdzenie zostalo wiec
udowodnione.

Preeksztaloenie afinicene plaseceyeny IT w plaszczyeng IT' pree-
ksztaloa kasdg prostq plassceyzny IT w proste plaseceyany II', 4 to
afinicznie (W sensie afinicznego przeksztalcenia prostej, okreglonego
na str. 139). - '

Istotnie, niech p bedzie dowolna prosta plaszezyzny I1. Wezmy
te prosty za of Oz ukladu kartezjariskiego Omy. Przeksztaleenie ma
woéwezas postaé (8). Zachodza zatem réwnies wzory (10)

.
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Prosta p ezyli y=0 przechodz wiec w prosty

b1 &' +basy’ +b'=0,
co dowodzi pierwszej czesel twierdzenia. ;

Weimy teraz prosta p’ za of Oz’ ukladu O'z'y’ na plaszezyz-
nie JI'. Obrazem osi Oz jest wige 0§ Ox'. Obrazem punktu (z,0) jest
punkt osi p” o odcietej

r'=a;,r-}a.

Jest to wiec przeksztalcenie afiniczne prostej » w prostg p’,
e. b. d. o.

Preeksetatcenia  afiniczne  przeprowadzajq proste  réwnolegle
w proste rownolegle. W przeciwnym bowiem razie istnialyby dwie
proste réwnolegle p, i p,, ktérym odpowiadalyby dwie proste p;
i p;, przecinajace si¢ w pewnym punkcie P. Punkt P bylby wiec
obrazem pewnego punktu prostej p, i zarazem pewnego punktu
prostej p,. Poniewaz proste te sie nie przecinaja, wiee P bylby obra-
zem dwoch réznych punktéw, whbrew wzajemnejjednoznacznosei
przeksztalcenia.

Przeksziatcenie (8) przeprowadza wektor a=[p,q] w wekior a’
o sktadowych
(16) P'=03;p+a9, ¢ =05 p+asy.

Dowodzi si¢ tego tak samo, jak wzoru (4) z §27 (p. str. 129).

Jesli preeksstatcenie afinicene przeprowadza wekior a w wekior o’
i wektor b w wekior b, to przeprowadza ono wekfor c=m.a-+n.b
w wektor ¢'=m.a’-+n-b’.

Istotnie, niech
a=[p1, 4], . b=[p,,0], o =[p1,q1], b'=[p;, ¢:].

Wowezas miedzy liezbami p;, g;, pi, ¢;, gdzie i=1 1 2, zacho-
dza zwigzki (16) oraz
¢ =[mp,;+ np, mg;+ng,].
Niech ¢'=[p",¢']; zatem
P'=a11 P+ 12q=0ay;(mPpy+nps) + ay5(mg, + ngs) =
=M (811 P1+ 12 G1) + N (A1 Dot A3 @)= mp;+ nps
i podobnie '
' ' =mg;+ ng, c.b. d.o.
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Poniewaz przeksztalcenie afiniczne pl'zel)rO}Vaflz& odeinki "\fv od-
cinki,‘wigc tréjleat preechodei w trdjko i to tak, de¢ wnglrae tréjkata
preechodzt we wnetrze jego obraziu,

Istotnie, niech P bedzie dowolnym punkﬁem Wewngtrzuyl.n
trojkata Py Py Py; prosta PPy niech przecina prowta l’a.l":’? w ])11;111‘;.«,1(5
Q. Punkt @’ lezy wige na boku P, P; trojkata Pil’;l’3: Poniewaz
odeinek PQ przechodzi w odcinek Pi@)’, wiee punkt P, jako ];)‘11111;t3
- wewnetrzny odcinka P;@, przechodzi w punkt wewnetrzny P’ od-
cinka P,Q. Punkt P lezy zatem wewnagtrz trojkata PP, Py,
¢. b. d. o. - ‘

Przeksztatcenie afiniczne zmienia pola wezystkich trojkatow
w tym samym stosunku, tzn. ze stosumek pola obrazu mﬂéj’/afgta do
pola pierwotnego tréjkata jest licebaq statq, zaleing od preekszlatoenia,
a niezaledng od polosenia tréjkaia. :

Niech bowiem wektory podstawowe ukladéw wspdlrzednych
maja dhugodé 1. Uporzadkujmy wierzcholki Py, Py, Py tréjkata
tak, by obieg byl dodatni, oraz oznaczmy przez pi,qy i P, q. skla-
dowe wektoréw P, P, i P, P, Wéwozas

1

P=—siny P

P2 Q2

W analogicznych oznaczeniach dla obrazu mamy

P U

1
(17) P'=4 —giny’ ,
v 2 P2 %

‘

(tu bowiem punkty Pi, P;, P, wzigte w tym porzadku nie muszg
juz mieé¢ obiegu dodatniego, wiec moze wystapié znak —). Wo-

bee (16) jest , .

P G _ | %1 2| (D1 s

o= ’

P2 Goy Aap} |P2 (>
skad

P’ siny' |ay a ‘
(18) FEk——— e. b. d. o.
SIDY | @y Gy .

Jedli w szezegblnofei plaszezyzny I i IT oraz uklady wepol-
rzgdnych Ozy i O'a’y’ sa identyczne, to warunkiem koniecznym
1 wystarczajacym, by w (18) wystepowal znak +, jost zgodnosé
obiegéw po tréjkatach P,P,P, i P;P; P’ ‘
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Wynika stad, ze przeksztalcenia afinicene plaszczyzmy w siebie -
o wyznaczniku dodatnim nie zmieniajq orientacji ptaszczyzny, a o wy-
znaczniku uwjemnym zmieniajq orientacje (jesi wspolrzedne punkbtéw
i ich obrazéw liezymy w tym samym ukladzie wspéhzednych).

3. Podobienstwa. Za pomocs przeksztalcenia afinicznego mo-
zemy dowolny tréjkat przeprowadzié w dowolny inny. Wynika
stad, ze przeksztalcenia afiniczme na og6l nie zachowujg katow.
Szezegdlnie wazng role graja jednak te, ktére zachowuja katy.

Nazywamy je podobiefistwami.

Podobieristwa przekszialeajace plaszeczyzng w samq siebie tworza
grupe, gdyz iloezyn dwdéch podobienstw, jak rowniez przeksztalce-
nie odwrotne do podobienistwa, zachowuje katy, a wiec jest podo-
biefstwem. ,

Oczywiseie kaida izomelria jest podobieihstwem, lecz nie na od-

wrot.

Przykladem podobiedstwa, ktére nie jest izometrig, jest prze-
ksztaleenie okre§lone w sposéb nastepujacy. Nieech O i P beds do-
wolnymi punktami plaszezyzny. Przyporzadkujmy punktowi P
punkt P’ tejze plaszezyzny tak, by OP'=Fk-OP, gdzie & jest do-
wolnie ustalong liczba rzeczywista rézna od 0. Przeksztalcenie to
jest podobieristwem, poniewaz w kazdym ukladzie ukosnokatnym
o poczatku O jest ono okreslone przez réwnosel
(19) o' =kx, ¥y =ky,

a zatem jest afiniczne; zarazem zachowuje katy, bo kazdy odecinek
zwieksza k razy, przeksztalca wiec tréjkat na tréjkat podobny.

Przeksztalcenie (19) nazywa sie homotetiq, punkt O — jej srod-
kiem, a liczha k — wspdlezynnikiem powiekszenia.

Kazde podobieristwo daje sie 2lodyé 2 izometrii i homotetii.

Istotnie, niechaj przeksztalcenie T bedzie podobievstwem;
poprowadimy z dowolnego punktu O dwa prostopadie wektory
podstawowe i=O0P; i {=O0P,, oba o ditugosci 1. Niech T prze-
ksztatea punkt O w punkt 0’, a wektory ii j — w wektory i'=0'P;
i {'=0'P;, wychodzace z 0’. Poniewaz tréjkat OP,P, jest ré6wno-
ramienny, wiec wobec tego, ze przeksztateenie 7, jako podobiei-
stwo, zachowuje katy, réwniez i tréjkat O'P{P; jest réwnora-
mienny, ezyli |i'|=|{’l.

Niech zatem

[V[=k,  |{|=k.

10*
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Wezmy pod uwage homotetie H, okreslong wzorem
(20) QP'=1k-OP.

Przeprowadza ona punkby P, P, w punkty Py, P, i trdjkat
0§1f2 przystaje do tréjkagt%_ 0'P, P;. Istnieje zatem izometria I,
ktéra przeksztatea O w O, P, w P, iPy,w P Jesli wiee naprzod
przeksztaleimy plaszezyzng przez homotetie H, a nastepnie przez
jzometrie I, to przeprowadzimy 0w 0', P, wPyiP,w P; Ponic-
waz punkty O, Py, P, i ich obrazy nie lezg na jednej prostej, wieo
floczyn homotetii H i izometrii I jest identyczny z danym z gory
podobiedstwem T, c. b. d.o.

Podobiehstwo praeksetatca kola w kota, gdyz jest iloczynem izo-
metrii i homotetii, ktére obie maja te wlasnodd.

( Jedli precksziatcenie afiniozne preeprowadza  chociaiby jedno -

koto K w kolo K', to jest podobierstwem. ‘

Dla dowodu zalézmy naprzéd, ze promienie két I i I’ wg jed-
nakowe. Srodek O kola K polowi wszystkie cieciwy kola przecho-
dzace przezen. Poniewaz przekszbalcenie afiniczne przeprowidlza
4rodek odeinka w $rodek obrazu tego odcinka, wiee ohraz O pun-
ktu O polowi cieciwy kola K' przechodzace przezen. Zatem O jest
érodkiem kola K’'. Obierzmy na kole K dwa punkty P, i P, tak,
by wektory

i=0P,,  {=0P,

byly prostopadle, W ukladzie Wépéhfzednych Oxy Wyznaczonym
przez te wektory na plaszezyznie I7, na ktérej lezy kolo I, kolo
to ma réwnanie

(21) ' 2y =12,

a punkty P, i P, maja wspélrzedne 0,7 i #,0. Przyjmijmy ozna-
czenia: :
i utwérzmy analogiczny uklad wspélrzednych w plaszczyénie .
Woéwezas przeksztalcenie ma postaé (por. str. 144)

(23) x %fr;,

y'=y.

Poniewaz w mysl zalozenia promienie k4t K iK' s jednakowe,

wiee :
[VI=lil=l{'l=lil=r

icm
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Wobec (23) kolo K’ jako obraz kola (21) ma zatem réwnanie
(24) B2 dy=r

7 drugiej strony, na mocy wzoru (4) z §7, str. 31, kolo
o srodku (0,0) i promieniu r ma réwnanie

(23) 221+ y?4-2 2"y cos v=r?

gdzie » jest katem miedzy wektorami (22). Odejmujae (24) od (25),
dostajemy dla kazdego punktu (x',y') kola K’

22y cosv=0.

Poniewaz na kole K’ istnieja punkty, w ktérych &'#0 i y'#0,
wiee cos »=0 czyli y==/2. Dowiedlismy wiec, ze oba uklady wspél-
rzednych Oxy i (Fz'y’ s3 prostokatne, przeksztalcenie zad wyraza
sie wzorami (23). Tym samym jest ono izometrig.

Zalézmy teraz, ze promienie obu kol nie sa réwne. Wéwezas
wyréwnujemy je uprzednio przez homotetie. Nowe przeksztalcenie
jest — jak dowiedlismy przed chwilag — izometrig, a wiec pierwotne
sklada sie z izometrii i homotetii, czyli z dwdéch podobienstw;
tym samym jest ono podobienstwem, e. b. d.o. )

4. Przeksztalcenia afiniezme przestrzeni. Analogicznie do
plaszezyzny, przeksztalcenia afiniczne przestrzeni w samg siebie

okresla sie przez wzory

L' =0 L4015 Y+ 0132+ 0,
(26) Y =0y X+ o Y+ A3 21D,

¥ =y LU Y + 03320y
gdzie

(27) U=l | 20,

i dowodzi sie, ze to okreslenie przeksziatcenia afinicznego nie zalezy od
wyboru uktadu wspélrzednych oraz ze przeksztatcenia afiniczne prze-
strzent tworzg, grupe.

Przeksztatcenia afiniczne przesirzeni przeprowadzaja plaszezyzny
w plaszezyzny i to tak, 2e kaida plaszezyzna zostaje przekszatcona
afinicznie. Wynika stad, ze: :

1° tréjkat przechodzi w tréjkat (p. str. 146),

20 Lasda prosta przechodzi w proste i to afinicznie.
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Podobnie, preckszialcenia afinicene praestraents zachowuwjq row-

nolegto$é prostych oraz réwnoleglodé plaszczyzn. M o

Do kazdej czworki punktoéw P, P, Py, P, nie lezgeych na
jednej plaszezyfnie mozna dobrad dokladnie jedno Aprzekszt@lconm
afiniczne przeprowadzajace je w punkty Pi,Ps, Py, P, réwniez nie
lezace na jednej plaszezyZznie. ‘ .

W przestrzeni natomiast nieprawdziwe jest twierdzenie, 7o
przeksztatcenie afiniczne zmienia pola tréjkgtéw w tym gamym
stosunku. Np. w prostokatnym ukladzie wspdtrzednyeh przeksztal-
cenie afiniczne :

y'=y, # =2

a'=2u,
przeprowadza plaszezyzne Oyz w siebie w ten sposéb, ze kazdy
~ punkt przechodzi sam w siebie, a zatem stosunek pol trojkatdw
jest r6wny 1, plaszczyzne za$ Ozy tez przeprowadza ono w siebie,
lecz jest na niej przeksztalceniem afinicznym

20

01

a zatem pola trojkatéw zwiekszaja sie 2 razy.
Zachodzi natomiagt twierdzenie nastepujace:

Dla preeksatatcenia  afinicznego praestrzeni stosunek objgtodei
ezworodcianu do objgtosci jego obrazu jest wielkodciq stala, =alesna je-
dynie od preeksatatcenia.

o'=2, y'=y, (U= |=2

H

Pojecia podobienstwa 1 homotetii wprowadza sig dla przestrzeni
analogicznie jak dla plaszezyzny.

Kazde podobienstwo sktada si¢ 2 izometrit i homotetii.

Podobienstwa preeprowadzaje kule w Lule. -

Wezystkich tych twierdzen dowodzi sig zupelnie podobnie jak
na plaszezyinie.

( § 30. Wlasnoéci przeksztalcen afinicznych

1. Przeksztalcenie prostej. Na str. 141 udowodnili$my, ze prze-
ksztalcenie afiniczne prostej w prosta przeprowadza odcinek w od-
cinek, a Srodek odcinka w frodek obrazu tego odeinka.

Twierdzenie to daje si¢ odwrécié: preeksetaleenic T prostej p
w prosiq p', kidre przeprowadza odcinek w odeinel w ten 8posdh, de
$rodek przechodzi w $rodek, jest afinicene.

Dla dowodu wesmy dowolny punkt O za poczgtek ukladu
wspohrzednych na prostej p, inny zag jej punkt P za koniee wektora

icm
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podstawowego i. Na prostej p’ weZmy analogicznie obrazy punktéw
0' i P’ za poczatek ukladu wspélrzednych i komiec wektora pod-
stawowego i'. Przeksztalcenie 7' przeprowadza punkt o wspéirzednej
2 w punkt o wspdirzednej
(1) z'=f(x). ,

Mamy dowiedé, ze funkeja f(z) ma postaé (1) z § 29 (p. str. 139).
Otéz z zalozenia, ze obrazem punktu O jest punkt O, wynika, zZe

1(0)=0.

7 zalozenia za$ o przeksztalceniu érodka w frodek wymnika, ze
dla dowolnej pary punktéw x,, z, jest ' :

f(m1+m2):m;i—w§

9

& g

czyli
(2)

2 2

@y +xa\ [ (1) +F ()
f(dm _,,} AT .

Wobee dowolnosei @, i #, mozemy tu podstawié ¢,=01 zy,=2.
Dostajemy wiec

-5
7 (2) wynika wiee dla kazdej pary liczb ;, 25 réwnosé
(3) ) fley+ zo)=F(@1)+7(@a)
stad zad przez indukeje
f o+ aat .. o) =F (@) 4+ f (@) 4 - .. FF (@)

W szezegélno$ei dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby
rzeczywiste] e=z,=x,=...=x, jest

(4) ' f(nz)=mn f(z).
Podstawiajac tu z=1/n, dostajemy f(1)=n f(1/n) czyl

10) =1,

7

a poniewaz punkt P przechodzi w punkt P’; wiee f(1)=1, skad

B4


Yakuza


152 ROZDZIAT, VI. Praeksztaleenia afiniczne.

Stad i z (4) otrzymujemy dla wszelkiej liczby naturalnej m

el
Na mocey (3) jest f(@)+f(—o)=f(z—x)=f(0)=0 czyli
f(—a)=—F(x).
Stad zad i z (B) wynika, ze dla kazdej liczby wymiernej w jest
flw)y=w.

Udowodnimy teraz, ze dla kazdej liczby rzeczywiﬂstej @ jegt
(6) : f@)=w.
Przypuéémy, ze dla Dewnego , jest wy=4f(wy), np. Ze
L << f (@)
Niech w, i w, beda Iiczbéumi wymiernymi, dla kféryah
@ 0 <0< 0y < (30).

Odcinek o konicach majgcych wspélrzedne w, i w, przechodsi

w mysl zalozenia w odecinek, ktérego korice maja wspolrzedne

flw))=w; a f(wy)=w,, a tym samym liczba f(x,) musialaby lezed
miedzy w; a w,, whrew (7). ’

Podobnie dowodzi sie, ze nie moze by¢é @, > f(%,). Dla kazdego a
zachodzi wige réwnodé (6), czyli przeksztalcenie ma w przyjetych
ukiadach wspéhrzednych ksztalt (1) z § 29, ¢. b. d. o.

- 2. Przeksztalcenie plaszezyzny i przestrzeni. Twierdzenie
Staudta i Darboux dla przeksztalcen afinicznych. Udowodnimy *
twierdzenie odwrotne do jednmego z poprzednio dowiedzionych
(p. str. 144), a mianowicie nastepujace twierdeenie Staudtae
1 Darboua:

Praeksztatcenie wzajemnie jednoznacene T vlaszczyeny w plass-
czyzng, kidre przeprowadza proste w proste, jest afinicene.

* w sposéb zblizony do uiytego w ksiazce: B. H. Hemone u JI. A, Palii-
KOB, Anarumuueckas eeomempun, 1, OTU3 1948, str, 121-125.

icm
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Postuzymy sie mianowicie tzw. konfiguracja Steinera, ktéra
pozwala, gdy dane sq dwie proste réwnolegle, znaledé z pomocq samego
liniatu Srodek dowolnego odcinka leiqcego na jedmej = tych prostych.

Niech proste u i » beda réwnolegte
i niech na prostej » dany bedzie odcinek g
AB (rys. 66). Dowolny punkt S poza pro-
stymi # i » lgezymy prostymi z punktami

4 1 B; znajdujemy punkty przeciecia C \e/#/ D
i D tych prostych z prosty v. Proste AD °
i BC przecinajg sie w punkcie R. j/;f‘:

Prosta SR przecina prostg w w pun- g )
kcie @, ktéry jest $rodkiem odeinka AB. * /2 @ Bh

Rzeczywifcie, z réwnoleglosci pro- '
stych » i » wynika, ze

4Q[:|CHM|=]8Q[:|5M |,

(BQ|: | MD|=|8Q:|SM|,

skad
(8) |4Q1:1QB|=|CM|:} MD|.
Podobnie
|4Q1:} MD|=|QR:|RM|,  |BQ|:|C}M|=|QR|:|RM|,
skad
(9) 1 4Q1:|BQ|=|MD|:|CM|.

Z (8) i (9) wynika, ze
4Q1:|BQ|=|BQ|:]4Q],
stad zad, ze [AQ|=|B@!, c. b. d. o.
Stwierdzamy dalej, ze zawsze 2achodzi nieréwnosd
(10) |RAM|<<|SM|.
Bowiem z podobiefistwa odpowiednich tréjkgtéw mamy
|[SM]_[CM| [CM| |RM|
15Q1"14¢] [BQl [RQ

Sk@d
(1) |SM|-|RQ|=|RM|-|8Q],
a poniewaz |SQ|>|RQ|, wiec z (11) wynika (10).
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7 (10) wynika dalej, ze $rodek P odeinka RS ledy zewnalrz odein-
ka MQ.
Wreszcie, zachodzi wzor v
(12) \PM|-|PQ| = | PR|*=|PS|
z‘ (11) wynika bowiem réwnosé
(I8P|+|PH))- ([PQI—|PR|)=(|PR\— |PH|)- (I8P |+|PQ]),

skad po wymnozeniu, z uwagi na |SP|=|PEk|, dostajemy (12).

Do dowodu twierdzenia Staudta i Darboux potrzebne nam
bedy jeszeze dwa lematy:

Lemat 1. Niech na prostej p bedwie dany odeinel M) < punkt P
lesqey zewnatrz miego. Mozemy wéwozas preez M 4 @ preeprowadeid
" proste réwnolegte, a nastepnie tak dobraé na prostej p dwa punley
R i 8, seby otraymaé konfiguracje Steimera (p.rys. 66, str. 153),
w ktérej $rodkiem odcinka RS jest punkt P.

Dowéd. Oznaczmy przez M ten z punktow M i @, ktory jest
blizszy P:

|PM|<|PQ.
Wéwezas )
\PM| <V |PM|-|PQ| <|PQ].

Zatem miedzy punktami M i @ lezy punkt R, dla ktérvego za-
chodzi wzér (12). Przeprowadzmy przez M i @ dwie proste réwno-
~ legle % i v i odetnijmy na prostej « réwne wektory 4@ i @B, Wow-
czas proste AR i RD wyznacza na prostej v punkty ¢ i D; z podo-
biedstwa tréjkatéw AQR i RMD oraz QBR i RMC wynika, ze
CM=MD. Prosta CA przecina prosta QP w punkecie §;, a prosta
BD przecina prosta QP w punkcie S,. Poniewaz

ISlMY:ISlQI:IC’MI:IAQI=131D1;[QB|:ISzMI?ISzQI:

wige punkty 8, 18, zlewajg sie w jeden punkt §. Dla punktu S za-
chodzi wzér (12), a wiec P jest §rodkiem odecinka RS, ¢. b. d. o.

Lemat 2. Jesli praeksataloenie T plaszezyeny preeprowadza pro-
ste w proste, to jest ono na kasdej prostej preeksztatceniem afinicznym
tej prostej.

Dowéd. Na podstawie twierdzenia o przeksztatceniach prostej
(p. str. 150) wystarczy udowodnié, ze przeksztalcenie 1 przepro-
wadza odeinek w odcinek tak, ze $rodek przechodzi w grodek.

§30 2. Twierdzenie Staudta i Darboux. 155

Zauwazmy naprzod, ze T przeprowadza proste réwnolegle
w proste réwnolegle (dowdd jak na str. 145).

Zauwazmy nastepnie, ze przeksztalcenie T przeprowadza §ro-
dek P dowolnego odcinka RS w §rodek P’ odecinka R’S’, gdzie v
i 8" s3 obrazami punktéw R i S. Mozemy bowiem na RS jako
na przekatnej zbudowaé réwnoleglobok RSUV. Wéwezas P jest
punktem przecigcia przekatnych RS i UV. Poniewaz réwnolegltobok
przechodzi w réwnoleglobok, wiec puukt P przechodzi w punkt
przeciecia przekgtnych R'S’ i U'V' ezyli w §rodek odcinka R'S’.

Nalezy jeszcze udowodnié, ze odcinek przechodzi w odcinek.
W tym celu weZmy na prostej p dowolne punkty M i @ oraz punkt
P lezgcy zewnatrz odeinka MQ. Zbudujmy na odeinku MQ Ekonfigura-
cje Steinera tak, by punkt P byl §rodkiem odeinka RS (lemat 1).
Poniewaz T przeprowadza proste réwnolegle w proste réwnolegle,
wige konfiguracja Steinera przejdzie w konfiguracje Steinera,
a zatem punkt P — w drodek P’ odcinka R’S’ czyli w punkt lezacy
zewnatrz odcinka M'Q’. Tak wiec przeksztalcenie T przeprowadza
punkty zewnegtrzne odcinka w punkty zewnetrzne jego obrazu.

Gdyby przeksztalcenie 7' przeprowadzilo préez tego jaki§ punkt
wewnetrzny P odeinka M@ w punkt zewnetrzny P’ odcinka M'Q’,
to przeksztalcenie odwrotne T~ przeprowadzaloby wéwezas punkt
zewnetrzny P’ odcinka M'Q’ w punkt wewnetrzny P odecinka M.
Ale przeksztalcenie 7' réwniez spemia zalozenie lematu {prze-
ksztalea proste w proste). Spelnia wiec ono tez wyprowadzony
z tego zalozenia wniosek, ktérym jest — jak widzieliémy przed
chwilg — przeksztateanie punktéw zewnetrznych odeinka w punkty
zewnetrzne jego obrazu. Otrzymaliby$my wiec sprzecznosé.

Tym samym udowodnione jest, ze przeksztalcenie T przepro-
wadza odcinek w odcinek, e¢. b. d. o,

Twierdzenie Staudta i Darboux wynika z lematu 2, jak
nastepuje: )

Niech Oxy bedzie dowolnym ukladem kartezjafiskim w plasz-
czyznie IT; za uklad O'z'y’ w plaszezyZnie II' wezmy obraz ukladu
Ozy. Poniewaz przeksztalcenie T przeprowadza proste réwnolegle
w proste réwnolegle, wiec w szezegdlnodei proste réwnolegle do osi
Oy przejda w proste réwnolegle do osi 0'y’. Innymi stowy, odcieta
obrazu punktu P’ zalezy tylko od odcietej punktu P, nie zalezy
za$ od jego rzednej. Zatem przeksztalcenie T wyraza sie wzorami

(13) ' =fzx),  y'=g(y).
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Réwnosé o' =f(z) okresla przekszbaleenie osi Ox w o8 0%, ktire
jest afiniczne na podstawie lematu 2. Jest wige ono postaci

fla)=az -+, gdzie a0,
Podobnie ’
' g(y)=cy+4d, gdzie  ¢#0.

Poniewaz przeksztalcenie (13) ma w prayjetych uktadach

wspéhrzednych postaé
@' =ax-+b, y' =cy+d, gdzie acs# 0,
wige jest ono afiniezne, c¢. b. d. o.

W przestrzeni prawdziwe jest nastepujace twicrdzenio:

Preeksetalcenie weajemnie jednoenacene 1 przestreent w sichie,
kidre ma jedna & nastgpujacych wlasnodei:

(I) przeprowadza proste w proste,

(IX) przeprowadza plaszceyeny w plaszesyeny,
jest afinicene. :

7 whasnodei (IT) Wymka wlagnodé (). I' przeksztalea bowiem
krawedZ przecigcia dwu plaszezyzn w krawedz przeciecia obrazow
tych plaszezyzn. '

Na odwrét, z wlasnodel (IT) wynika wlasnodé (I). Gdy bowiem
W plaszezyinie IT proste p, i p, sie przecinaja, to plaszesyzna 11 jest

miejscem geometrycznym wszystkich prostyeh p przecinajacych

proste py i p,. Obrazami prostych py, p, i p 3 proste pi, psi (p'.
Zatem IT', jako obraz I, jest miejscem geometrycznym prostych p’,
te zas przecinajg dwie proste p; i py (ktére sie r(’;wmw Przecinajy),
a wiec IT' jest plaszezyzna. !
Zalézmy teraz, ze przeksztalcenie T' ma wlasnodé (I,l) Nieeh 171
. bedzie jakakolwiek plaszezyzna. Przechodzi ona w plasuezyzng II°
i — poniewaz z (II) wynika (I) — proste przechodzy w prosgte. Za-
tem przeksztalcenie I7 w II' jest afiniczne ma mocy twierdzenia
Staudta i Darboux, a wobec tego (p. § 29, str. 144) prze-
ksztalcenie prostej w prostey jest réwniez afiniczne. Jest oczywiste,
ze plaszezyzny réwnolegle przechodza w plaszezyzny rédwnolegle.
Niech Ogyz dezw dowolnym ukladem wspblrzgdnych karte-
zjatiskich na II, a 0'z’y'2’ niech bedzie jego obrazem na I1’. Po-
niewaz plaszezyzny réwnolegle do IT, tj. plaszczyzny o réwnaniu
postaci #=c, przechodza w plaszczyzny réwnolegte do 17, wige
‘W przedstawieniu przeksztalcenm T przez funkeje

& —f(f"7 Y, &), y'=g(x,y, 2), ® mh(w, Y, ®)
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trzecia funkcja nie zalezy od x ani y. Analogicznie stwierdza sig, Ze
pierwsza funkcja nie zalezy od y-ani 2 i druga od z ani 2. Zatem

o' =f(z), y=gly) &=h(2).

Poniewaz z'=f(z) wyznacza przeksztaleeme osi Oz wos O'z
ktére jest afiniczne, wiec

z'=ax+a’, gdzie a#0,

i podobnie
Yy =by+0b, gdzie b#0, .
¥'=cz-tc, gdzie ¢#0, ¢c. b. d. o.

Z udowodnionych twierdzen wynika jako prosty wniosek, ze
kaide wzajemnie jednoznaczne przekszialcenie T przestrzeni (plaszezy-
zny), kidre zachowuje odleglodd, jest izometriq.

Istotnie, stwierdzamy naprzo6d, Ze proste przechodza w proste,
czyli ze T jest przeksztalceniem afinicznym.

XNa to, by trzy punkty P,,P,,P, lezaly na Jedneg prostej, po-
trzeba i Wbtargza, zeby zachodzila jedna z réwnodci:

(14) [P1Ps] + | Py Py| =Py Py,
(15) [P1Ps| + [Py Py| =Py Pyl

Ale gdy jedna z tych réwnoéei zachodzi, to zachodzi ona
réwniez dla punktéw Pj, P;, P;, gdyz T nie zmienia odleglodei.
Punkty P, P;i P; lezg wiec tez na jednej prostej.

Stwierdzamy dalej, ze przeksztalcenie 7' nie zmienia katéw,
gdyz nie zmienia bokéw tréjkata; jest wieec ono podobienstwem.

Jako takie, sklada sie ono z homotetii i izometrii. W homotetii

- tej musi by¢ wspétezynnik powiekszenia k=1, gdyz w przeciwnym

razie odleglosci punktéw zwiekszylyby sie k-krotnie. Zatem 7 jest
izometrig, e. b. d. o.

Ostatnie twierdzenie jest prawdziwe takze dla prostej. Wy-
starczy udowodnié, ze T jest przeksztalceniem afinicznym, czyli ze
odecinek przechodzi w odcinek i $rodek odcinka w $rodek obrazu
tego odecinka. Ot6z na to, by punkt P; byl punktem odcinka P,P,,
potrzeba 1 wystareza, by zachodzila réwnosé (15). Wéwezas jednak
ta sama réwnosé zachodzi dla obrazu. Srodek P, odcinka P,P, daje
sie scharakteryzowaé przez réwnosé

{P1P3] = |P3le,
a wieec przechodzi on w srodek.
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3, Rzut réwnolegly. Niech dane bedy dwie proste p i p’ oraz
prosta g, nie réwnoleglta do zadnej z nich. -

Reut réwnolegly do g prostej p nma pr ostq p’ jest prachksz I(qu(ﬁmam-
afinicenym, gdys przeprowadza odeinek w odeinek, a drodek odeinka
w grodek obrazu tego odcinka.

Jedli ponadto proste p i ,n 84 TrOWNO-
4 /P legle, to rzut réwnolegly do ¢ prostej p
/ na prosta p’' jest izometria, zachowujacy
kierunek i zwrot wektordw (rys. 67).
Poniewaz w tym przypadku wektory
laczace odpowiednie punkty prostych p
i p' sa réwne, wiee izometria ta powstaje
przez przesuniecie prostej p 0 pewien
wektor.
Rys. 67 Jedli proste pip’ przecinaja si¢, to ich
punkt przecigcia mozoe byé uwazany raz
za punkt proste] p, a drugi raz za punkt prostej p'.

Na to, by preeksztatoenie afinicene I prosiej w prosiq byto reu-
tem réwnolegtym, potrzeba i wystarcea, by przeprowadzato ono punkt
przecigeia tych prostych w siebie.

Koniecznodé warunku jest oczy-
wista (rys. 68). Dla dowodu dostatecz-
nodci zatézmy, ze punkt przeciecia P
tych prostych przechodzi na siebie, tj. ze

T(P)=P. P

Obierzmy P za poeczatek ukladu Rys 68 -
wspblrzednych na obu prostych. Ponie-
waz przeksztalcenie T przeprowadza punkt o wspélrzednej w==
w punkt o wspélrzednej »’' =0, wiec wyraza si¢ ono wzorem

)

&' =a, gdzie a0,
skad
"]
=|al.
el

Dla odpowiadajacych sobie par punktéw P,,P; i 1’2, P mamy
wiee
lPPil |PP;|

Al
proste P, P; i P,P, s3 zatem réwnelegle, ¢. b. d. o,

iom
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Z poprzednich twierdzeri wynika, ze nie kazde przeksztalcenie
afiniczne proste] w prosta jest rzutem rdéwnolegltym.

Udowodnimy natomiast, ze kaide preeksztalcenie afiniezne prosiej
w prosig da sie zlodyé ze skonczenie wielu (mianowicie z co najwysej
czterech) rzutow réwnoleglych.

Zalézmy naprzéd, ze proste p i p’ nie sq réwnolegte. Niech P
bedzie dowolnie ustalonym punktem prostej p, a P’ jego obrazem
na prostej p’ w przeksztaleeniu 7'

(16) P'=T(P).

Przesutimy prostg p tak, by punkt P pokryl sie z P’. Innymi
slowy, wez’my pod uwage rzut réwnolegly 7', prostej p na prosta p’*
rownolegly do p i przechodzgcs przez punkt P:

(17) I(P)y=P"
Niech @ bedzie punktem prostej p i niech
(18) T@)=Q', T:(@)=Q".
Przyporzadkowanie
(19) ' T.(Q")=¢’

okredla 'przeksztaleenje afiniczne prostej p”" w prostg »’, dla kt6-
rego wobec (16) 1 (17) jest
- T (Py=P".
Poniewaz P’ jest punktem przeciecia prostych p” i p’, wiec
tym samym (p. str. 158) T, jest rzutem réwnoleglym. Z (18) i (19)

_ wynika, ze

T(Q)=T:(Q")=T>[T:(Q)]

r=7,7,.

T jest wiec iloczynem dwu rzutéw.

Jedli za$ proste p i p’ s3 réwnolegle, to bierzemy prosta po-
moceniezg p, nierdwnolegly do nich, dowolne przeksztalcenie afi-
niezne T, prostej p w prosta p oraz takie przeksztalcenie afiniczne
T, prostej p w prosta p’, zeby

Ir=7,7,.

W mysl pierwszej czesci dowodu kazde z przeksztatcen T, i T,
daje si¢ zlozyé z dwéch rzutéw réwnolegtych, a tym samym T z czte-
rech takich rzutéw, c. b. d. o.

cayli
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‘Analogiczne twierdzenie jest prawdzjwe i na ];)Ia,am;ny@,xiu:
kasde przeksztalcenie afiniczne plaszceyzny {[ w .1)Ea3z:czym@ {1 (7(1(%
tyeenq 2 IT lub nie) daje sig #tozyc ee skonceenie wielw (Mianowicic
co najwyéej treech) rzutéw réwnoleglych. -

TUdowodnimy wpierw twierdzenie pomocnicze: |

Jesli & jest krawedzia preeciecio dwéch wierdwnoleglych pla.s‘zz()zg/me
I7 4 II', to warunkiem Tkoniecenym i dostatecznym to, by pree-
ksztatcenie afimicene T plaszceyzny II w plaszezyzne .1[ " Dbylo 7'sztc.m
réwnoleglym, jest deby Tazdy punlkt prostej T praechodeil sam w siebic.

Poniewaz koniecznodé tego warunku jest oczywista, wiee do-
wiedziemy jego dostatecznodei. Wezmy w plaszezyznie 11 downlne
dwa punkty Py i P, tak, by prokta I, P,
przecinata prosta k w punkeie P (rys. 69).
Obraz tej prostej jest prosta Pil%, réwniez
przechodzaca przez P. Poniewaz

T(P)=P,

wiee na mocy twierdzenia ze str. 158 prze-
ksztalcenie prostej PP, w prosta PPy jest
rzutem réwnoleglym, czyli proste I P
i P,P; sa réwnolegte. 1' jest wice  rzutem
réwnolegtym. Tym samym dow6d twierdze-
nia pomoeniczego jest zakonezony.

Niech teraz beda dane plaszezyzny nieréwnolegle 17 i JI' oraz
przeksztatcenie afiniczne T plaszezyzny IT w plaszezyzne [[ ‘. Weidmy
pod uwage na plaszezyznie IT dowolng prosta p, ktérej obrazem na

plaszezyznie IT' jest prosta p’ skogna wzgledem p. Taka prosta p .

oczywidcie istnieje, bo w przeciwnym razie kazdy punkt krawedzi
przeciecia obu plaszezyzn przeszediby sam w siebie. Niech P bedzie
dowolnym punktem prostej p i niech T'(P)=P'. Przesuiimy réwno-
legle plaszezyzne IT tak, by punkt P pokryt sig z punktem P’. In-
nymi stowy, wesmy rzut T, plaszezyzny I7 na plaszczyzng réwno-
legla IT”, dla ktérego ‘

T,(P)=P".

Nieeh T przeprowadza p w p”. Proste p”’ i p' majy punkty
wspélne, lecz sa rézne. Dla dowolnego punktu @ plagzezyzny I/
niechaj ‘

(@)= 1,(9)=Q".

iom
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Oznaczmy przez T, przeksztalcenie IT' w II’, okreflone przez
réwnogé T',(Q")=Q’ ezyli.

(20) Ty=TT7"

Przeksztatcenie T, przeprowadza p'* w p’ i zachodzi réwnosé
T,(P)=P". -

Oznaczmy przez IT"' dowolng plaszezyzne przechodzaca przez p’,

r6zny od II'. Poniewas T, przeksztalea prosta p’” w prostg p’ 1 za-

chodzi réwnosé (21), wiee istnieje rzut o kierunku I, ktéry dla pro-

stej p'’ jest identyczny z przeksztalceniem T,. Oznaczmy przez T,
rzut o kierunku I plaszezyzny II'' na plaszezyzne II''’ i niech

To(Q")=Q',  Ta(@")=Q"";
Q'=T,[T5(Q"]-

A zatem przeksztalcenie T,T ;" przeprowadza plaszczyzne IT’
w plaSzezyzne II' w ten sposéb, ze kazdy punkt krawedzi przecie-
cia p’ tych plaszezyzn przechodzi sam w siebie. Jest wiec ono rzu-
tem; oznaczmy go przez 7', Wowezas
T 3_1 =T £t
skad T,=1T,T, i wobec (20)
r'=r,71T,7,.

stad

Tak wiec T sklada sie z trzech rzutow.

W przypadku, gdy plaszezyzny I7 i II' 5§ réwnolegle, mozna —
podobnie jak dla przeksztalcenn prostej w prosta — uzyé posredni-
ctwa plaszezyzny nieréwnoleglej do zadnej z nich. )

§ 31. O klasyfikacji pojéé i twierdzen geometrii

W 1872 roku, w wykladzie inauguracyjnym na uniwersytecie
w Erlangen, Feliks Klein wyglosil szereg tez, ktére staty sie pod-
stawg wspélezesnej klasyfikacji pojeé i twierdzen geometrii *. Klasy-
fikacja ta opiera sie na pojeciu grupy przeksztateer.

* P. Klein, Vergleichende Betrachtungen iiber mneuere geometrische
Forschungen, Erlangen 1872. Przedruk w czasopiSmie Mathematische Annalen,
tom 43 (1893) oraz w wydawnictwie F. Klein, Gesammelie Mathematische
Abhandlungen, 1, ‘Berlin 1921. o k
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‘Wezmy np. pod uwage grupe przeksztatcen afinicznych prze-
strzeni. Kazde przeksztatcenie tej grupy przeprowadza proste
w proste, plaszezyzny W plaszezyzny, odcinki w odeinki, Wyrazamy
to krétko, méwiae, ze prosta, plaszezyzna i odeinek sq nicemienni-
kami preeksataleeri afinicenych. Dlatego nazywamy pojecia prostej,
plaszezyzny i odeinka pojeciami afinicenymi. Podobnie, pojeciami
afinicznymi sa — jak widzielismy — réwnoleglod§é plaszezyzn i pro--
stych oraz rodek odcinka. ,
Teoria wlasnofei, ktére sa niezmiennikami przekszbtalcen afi-
nieznych, nazywa sie geometriq afinicand.
" Og6lnie, Klein nazywa geometrig ¢rupy praeksztateet & teo-
rie wlasnodei, ktére sa niezmiennikami przeksztalcenn nalezgeych
do grupy &.

Np. stosunek dlugogci dwéch odeinkéw nie wystepuje w geo-
metrii afinicznej, gdyz mozemy przez przekszbaleenie afiniczne
kazdy tréjkat przeprowadzié w dowolny inny tréjkat, a wige zmie-
nié stosunek hokéw. Natomiast — jak ndowodnimy w nastepnym
rozdziale — stosunek diugodci odcinkéw lezacych mna jednej pro-
stej jest pojeciem afinicznym.

Grupa afiniczna zawiera grupe podobienstw. Kazde wige twier-
dzenie afiniczne jest prawdziwe w geometrii podobienstw.

W geometrii podobienstw, précz pojeé afinicznych, wystepuja
np. pojecia kata i kola, gdyz sa to niezmignniki podobienstw. Geo-
metria podobienstw jest bogatsza niz afiniczna; przez zwezenie bo-
wiem grupy przeksztalcen afinicznych wyrdznilismy nowe prze-
ksztalcenia, podobiefstwa, ktére précz tych wiasnodei, jakie maja
wszystkie przeksztalecenia afiniczne, maja jeszeze inne wlasnosdei,
jak np. niezmienniczodé katéw, dzieki czemu ilodé wnioskdéw sie
wzbogaca. i -

W geometrii podobienstw wystepuje jeszeze jedno wazne po-
jecie: stosunek dwéch dowolnych odeinkéw. Dzieki temu, gdy raz
ustalimy pewien odcinek jako jednostke ditugodei, mozemy wszyst-
kim innym odcinkom przypisaé dtugosé jako ich stosunek do obra-
nej jednostki. <

- Grupa podobienstw zawiera grupe izometrii. Teoria niezmien-
nikow tej grupy nazywa sie geometriq metryozng.

Kazde twierdzenie geometrii afinicznej lub podobieristw jest
?rawdziwe W geometrii metrycznej, lecz nie na odwrét. Précz po-
Jjeé geometrii podobieristw wystepuja tu jeszeze inne pojecia, np.
1m 1 cm? itd. Jednakie geometria konezy sie wladciwie na geo-
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metrii podobiefstw, bo np. w twierdzeniu, ze w tréjkgcie o bokach
1, 21 V3 katy wynosza 30° 60° i 90°, obojetna jest dla nas
jednostka miary, a zmiana jednostki miary prowadzi od razu do
przeksztalcenia podobnego przestrzeni. Geometria metryczna nalezy
wiee raczej do geodezji, astronomii, fizyki itd. niz do matematyki.

{ Dlaczego Klein opart swa klasyfikacje geometrii na pojeciu
grupy przeksztalcen, a nie dowolnego zbioru przeksztatcen?

Wezmy pod uwage pojecie przystawania dwu tworéw prze-
strzennych, znane z geometrii elementarnej. Mozemy je okresli¢
jako wlasno$é polegajacg na tym, ze istnieje izometria przeksztalca-
jaca jeden z tych tworéw w drugi.

Niech bedzie dana geometria pewnego zbioru 3 przeksztalceid
ezyli teoria niezmiennikéw przeksztalcen malezgcych do tego zbioru.
Nazwijmy dwa twory preystajacymi wedtug zbioru 3, jedli w. zbio-
rze tym istnieje przeksztalcenie, ktére przeprowadza jeden twor
w drugi. Naturalne jest zgdanie, zeby spelnione byly nastepujace
wlasnosei: v

1° zwrotnosé: kazdy twér przystaje do siebie wediug zhioru 3.

20 symetria: jedli U, przystaje do U, wedlug zbioru 3, to U,
przystaje do U, wedlug zbioru 3.

3% przechodniodé: jedli U, przystaje do U,, a U, do U, wedlug
zhioru 3, to U, przystaje do U, wedlug tegoz zbioru przeksztalcen.

Wiasnosé 1° jest na pewno spelniona, jesli tylko zbiér 3 zawiera
przeksztatcenie identyezne E. Wéwezas bowiem istnieje w zbio-
rze 3 przeksztalcenie kazdego tworu w siebie. ‘

Wiasno$é 20 jest spelniona, jezeli tylko zbidr 3 zawiera zawsze
wraz z przeksztalceniem 7' przeksztaleenie odwrotne 7. Jedli bo-
wiem T przeksztatea U, w U,, to T przeksztalca U, w Us.

Wiasnodé 3° jest spelmiona, gdy wraz z przeksztatceniem T,
przeprowadzajacym U, w U, i przeksztalceniem T, przeprowadza-
jacym U, w U, w zbiorze 3 zawsze istnieje przeksztatcenie T,T,,
poniewaz przeprowadza ono U, w Us,. ‘

Ale z tych trzech wlasnodci wynika, ze 3 jest grupa przeksztat-
ced. ) ’

Wesmy jeszcze pod uwage przeksztalcenia wzajemnie jedno-
znaezne plaszezyzny w plaszezyzne, ktére s ciggle, tzn. dajace sie
wyrazié wzorami

a'=f(z,y), ¥'=9,;9),
gdzie f i g sa funkejami ciaglymi w calej plaszezyznie.
11*
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Przeksztalcenia takie nazywajg si¢ przeksztatceniami fopolo-
gicenymi Tub homeomorfizmams.

Tworza one grupe, & ich geometria nazywa sig topologiaq plasz-
cyzny. ’ ‘

Pojecie prostej nie jest oczywicie pojeciem topologicznym,
Jegli jednak zdefiniujemy krzyws ciagla jako twor dajacy sie
okredlié przez réwnania

e=f(t),  y=o¢),

dla 0<?<1, gdzie funkeje f i ¢ sa ciagle, to takie pojecie krzywej
cigglej jest pojeciem topologicznym.

Kazde twierdzenie topologii plaszezyzny jest prawdziwe w geo-
metrii afiniczrej, gdyz przeksztalcenia afiniczne 89 wzajeronie jed-
noznaczne i ciggle.

~ Widzimy zatem, ze otrzymujemy rozmaite dzialy geometrii
zaleznie od tego, jaka grupe przeksztalced bierzemy za podstawe.
Pojecie grupy przeksztalcern pozwala w ten sposéb zbudowaé jod-
nolity i konsekwentna klasyfikacje rozmaitych dzialéw geometrii.
Po raz pierwszy podniést to Klein, czym w wysokim stopniu przy-
czynit sig do uporzadkowania i planowego rozwoju geometrii wspol-
czesnej. :
W rozdziatach VII i VIIT zajmowaé si¢ bedziemy geometria
aﬁniczna_, oraz geometrig podobienstw plaszezyzny i przestrzeni.

icm

ROZDZIAL VII

ELEMENTY NIEWEASCIWE,
WSPOLRZEDNE JEDNORODNE

§ 32. Elementy w nieskoxiczonosci

W geometrii okazuje sig wielce pozyteczng przestrzen wzboga-
cona o tzw. punkiy wniewlasciwe, zwane tez punktami w nieskoriczo-
nosei. ! S

Podstawg intuicyjng tego wzbogacenia przestrzeni jest naste-
pujace rozumowanie: ) ‘ ‘

Wyobrazmy sobie w przestrzeni linie proste przechodzace przez
punkty P,,P,,... 1 przecinajgce sie w pewnym punkcie P. Jesli
punkt P oddala sie nieograniczenie, a punkty Pi,P,,... pozostaja
nieruchome, to proste te daza do polozenia réwnoleglego.

Geometrzy sprzed XIX wieku wyrazali to méwiae, ze wszyst-
kie proste réwnolegle przecinajy sie w jednym i tym samym ,,punk-
cie 'w nieskonczonosei”, a tym samym, ze kazdemu kierunkowi od-
powiada jednoznacznie pewien punkt w nieskoreczonosci. Nie defi-
niowali jednak samego punktu w nieskonezonosei. Wspdlczesna
geometria wprowadza dwie takie definicje: syntetycena, tj. nie oparta
na pojeciach liczbowych, i analityczna, tj. postugujaca sie tymi poje-
ciami. Uzyjemy tu metody syntetycznej.

Przestrzenn w dotychezasowym znaczeniu nazywamy euklide-
sowq, & kierunki w tej przestrzeni — punktami w nieskorczonosci
lub kréeej punktami w co.

Zbiér zlozony ze wszystkich punktéw przestrzeni euklidesowe]
i wszystkich punktéw w co nazywamy prrestrzeniq rzutowd.

W sensie tej definicji przestrzen euklidesowa jest wiec czescia
przestrzeni rzutowej.
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