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Poniewaz W réwnaniu (*) nie gra roli wartodé liczb 4, i A.,, leez
ich stosunek (+%), wiec mozemy przyja¢ np. Ay=4 i Ay=1, sl
otrzymu]emy dla wysokosei réwnanie

90— 6y -+13=0.

2."Dowiedé, ze dwusieczne dwoch katéw zewnetrziych fvdj-
kata i dwusieczna trzeciego kata Wewngmzncgo przecinajy sig wjed-
nym punkecie.
" Boki tréjkata dziela plaszezyzne na 7 czefel. Dwa katy ze-
wnetrzne leza w jednej z nich (rys. 59). W tej czedei whadnie
‘ umiesémy poezatek dowolnego lcarte-
zjariskiego ukdadn wspolrzednych., Nie-
chaj boki tréjkata maja réwnania nor-
malne
by (#,y)=0, hy(at,y) =0,

W punktach wybranej czedei plasz-
czyzny wazystkie trzy wyrazenia ho(ax,y),

hy(2,y)==0,

rownanie dwusiecznej kaba zewnetrz-
nego, ktdrego ramionami sg proste h,
i hy, zauwazmy, ze dwusieczna tu jost
miejscem geometrycznym punktéw réwno oddalonych od {ych
prostych. Poniewaz dla punktéw tej czefci plaszezyzny odleglofei
od ramion wynosza
51=”l'1(m;y)|=_'_h1(m,y)7
wige z §;=0, otrzymujemy ré6wnanie tej dwu.siecznej:
hy(%,9)—hs(2,y)=
Podobnie, dwusieczne drugiego kata zewn@trznego i kata we-
wnetrznego maja réwnania: .
hs(2,y)—hy(z,y) =0, hy(@,y)—hy (@, y)=0.
Z tozsamosei

Rys. 59

ds=|hy(@,y)|=—hy(®,¥),

(hy—h3)+(hg—Tg) +(hy—hy) =0
wynika na mocy (9), ze wszystkie trzy dwusieczne nalezg do jednego
peku, a zZe nie sg réwnolegle, wiec przecinajg sie w jednym punkeie.

hy(,9), he(2,y) 82 vjemne. Aby znalesé

icm
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PE.ASZCZYZNA 1 PROSTA W PRZESTRZENI

§ 22. Plaszczyina W przestrzeni

1. Réwnanie ogélne plaszezyzny. Niech w przestrzeni bedzie
dany dowolny kartezjanski uklad wspéhzednych Oxyz, plaszezyzna I7
i wektor a prostopadly do I7. Niech P o(%as Yoy %) bedzie dowolnym
punktem tej plaszczysny, P(z,y,2) — dowolnym punkbtem prze-
strzeni, a ¢ i gy, — wektorami OP i OP,.

* Na to, by punkt P lezal na plaszezyznie I, potrzeba i wystar-
cza, zeby wektor PyP byt prostopadly do wektora a czyli zeby

1) at—zo)=

Oznaczmy wspdhrzedne kowariantne wektora a przez 4, B, C.
Warunek (1) jest réwnowainy réwnaniu
@) A (—6)+B(y— o) +0(6—2); =0.

Widzimy zatem, ze kaiéda plaszczyzne daje sie przedstawié réw-

naniem pierwszego stopnia.
Na odwrét, kasde réwnanie pierwszego stopnia przedsiawia plasz-

czyzne.
Istotnie, niech dane bedzie réwnanie pierwszego stopnia

(3) Ag-+By-+Cz+D=0,

gdzie

A?24-B24-(02>0;

oznanmy przez o wektor o wspéhzednych kowariantnych 4,B,C.
Istnieja, punkty, ktérych wspélrzedne spelmiaja réwnanie (1), np.
punkt P(—D/A4,0,0), gdy A=#0. Niech Py(xy, o %) bedzie
ktérymkolwiek z nich. Wéowezas

AmU+ByU—I—C’zD—|—D=O,
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a wiec réwnanie (3) jest réwnowazne réwnaniu (2). Z tego zad wy-
nika, e punkty P(z,y,#) spelniajace réwnanie (3) wypehiajy
plaszezyzng prostopadiy do wektora a.

Réwnanie postaci (3) nazywa si¢ — analogicznie do réwnania
ogblnego prostej (§ 17, str. 85) — réwnaniem ogélnym plaszcryzny.
 Widzimy zarazem, ze w preypadiu prostokainego ukladw wspit-
regdnych wspdlezynmiki pray @, Y, 2 w réwnaniu ogblnym plaszozysny
sq skladowymi zwyczajnymi weltora prostopadtego do tej plaszezyany.

2, Réwnanie odcinkowe plaszezyzny. ZTatwo sprawdzié, ze
plaszezyzna, ktéra przecina osie ukladu w punktach o wspotrzed-
nych #,0,0, 0,0,0 i 0,0,%, ma ré6wnanie

©x Yy 2
i il el

(4) " + po + w

Nazywa sig je — podobnie jak dla prostej (p. § 17, str. 89) ~-
réwnaniem odcinkowym plaszczyzny.

3. Kat miedzy plaszezyznami. Znajdziemy obecnie wzory,
wyznaczajace katy dwudcienne miedzy plaszezyznami o réwnaniach
(6) A;a+By+0,2+D;=0, A, 0+Byy+0y2--Dy=0.

Niech w tym celu a, i a, beda wektorami o skladowych kowa-
riantnyeh 4,,B,,0, i 4,,B,,C,. Poniewaz sg to wektory prosto-
padie do obu plaszezyzn, wiee katy dwudcienne miedzy plaszezyznami
83 réwne katom miedzy wektorami o, i a, oraz miedzy wektorami
a; i —a,. Oznaczajac przez a,, by, ¢, skladowe zwyezdjne wektora q,,
mamy wiee _

A;a,+B,by+0; ¢y .
]/A1a'1+Blb1+0101 VA2a2+B2bz+Ost

W szczegllnosei w prostokgtnych. ukladach wspélrzednych ,
(M) . cosp=-+ 2“11*‘12‘1‘3132—}—01 G,
VA B0} VAL B G

Wiynikaja stad nastepujace twierdzenia:
Na to, by plaszezyzny (5) byly prostopadle, potrzeba i wystarcea,

(6) COS @=.-4-

Zeby
1% w uktadzie ukosnokatnym wspélregdnyoh '
®) , A1“2+B1bz+0102=”‘*01

icm
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20 w ukladeie za$ prosiokatnym

(9) : A1 4,4B, B, -+, 0,=0.

Na to, by w dowolnym ukladeie wspélreednych (ukosnokatnym
lub prostokainym) réwnania (5) preedstawiaky plaszezyzny réwnolegle,
potrzeba i wystarcea, zeby prosiopadle do mich wektory a, © ay byly
réwnolegle, ceyli deby wspblreedne kowarianine tych wekioréw spelnialy
warunek

(10) A;:B,:0,=A4,:B,: C,.

Na to, by réwnania (B) preedstawialy plaszezyzny identyczne,
potrzeba ¢ wystarcza, eby

(11) Ay:By:0,: Dy=A,:By: Cy: D,.

Dowody tych  twierdzet sg analogiczne do dowodéw dla pro-
stej ma plaszezyznie (p. § 18, str. 91-92).

4. Przedstawienie parametryczne plaszczyzny. Plaszezyzna
w przestrzeni daje sie réwniez przedstawié w postaei parametrycz-
nej, za pomocyg dwoéch parametréw.

Wyprowadzmy z dowolnego punktu Py (%o, ¥y %) Plaszezyzny 17
lezgce na niej wektory mieréwnolegle a;=[ay,by,¢,] i ay=[as,bs, 6]
Dla kazdego punktu P plaszezyzny IT wektor P, P jest ré6wnolegly
‘do tej plaszezyzny, a wiec istnieje para liczb s, (p. § 5, s:tr; 23),
dla ktérej : -

PyP=s-a;+t-a,.

Stad pi'zez przejécie do skiadowych obu wektoréw otrzymujemy

preedstawienie parametrycene plaszezyzny: '
X=0y-+50; 110y,

(12) Y=Y+ 8b1+1bs,
2 =2, 80,11C,.

Oczywiscie, liczby s 1t 83 wspohrzednymi punktu na plaszezyz-
nie J7 w ukladzie wspélrzednych, ktérego poczatkiem jest Py, a wek-
torami podstawowymi ay i ..

5. Réwnanie normalne plaszezyzny. Niech W dO.WO:lHYI.Il
ukladzie kartezjanskim wspbhrzednych Owxyz W przestrzeni bedzie

dana plaszezyzna I1. Oznaczmy Drzez e wektor o diugosei 1, prosto-
padty do plaszezyzny II, o zwrocie od poczatku ukladn wspbirzed-
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nych ku tej plaszczyznie. W przypadku, gdy plmszczy‘zna: 1 px'm(ﬂfn(y
dzi przez poczatek -0, nadajemy welctorowi e ktorykolwiek z (1W().(’,ll
mozliwych zwrotéw, Skladowe kowariantne wektora ¢ 88 wige
réwne cosinusom a,, o, i a, katéw, jakie ten weklor tworzy
"z osiami. Niech ¢ bedzie osig prostopadly do plaszezyzny /I i ma-
jacy zwrot wektora e, P(1,9,2) — dowolnym punkﬁ/em przestrzeni,
Py, Yoy %) — dowolnym punktem plaszezyzny II, o d - w.am-
tofcig rzutu wektora P,P na of g. Wéwezas — analogicznie jak
dla prostej na plaszezyznie (p. str. 94) — jest d=P,P-¢ czyli

d=0,, (0 —xo)+a, (¥ —Yo) +a, (2-—2,).

W szezegblnosei, gdy P jest poezatkiem ukladu wepo6lrzedny ch,
rzut wektora P,P na o ¢ ma zwrot przeciwny zwrotowi wektora e
(lub P,P jest wektorem zerowym). Oznaczajge wige przez p odleg-
- loéé poczatku O ukiadu wspélrzednych od plaszezyzny 1/, obli-
czong W zwrocie dodatnim, mamy

(13)

0110 = —‘p. ‘
Podstawiajac x=y=2=0 do (13), dostajemy stad
—p=~—(o£mm0~|~ayyo—|—azzo)
czyli: dla dowolnego punkiu (z,y,2) preestrzeni jest
(14) T dmamw_l"ayy’i'azz—p'
W szezegdlnodei, na to, by punki P(x,y,2) letal na plassezys-
nie II, potrzeba i wystarcea, zeby

(15) o &—+a,y -+ a,2—p=0.
Jest to tzw. réwnanie mormalne plaszceyeny. Nazywa sie je
takze jej. réwnaniem Hessego.

Podobnie jak dla prostej (p. str. 95), przyjmujemy dla skré-
cenia nastepujgce oznaczenie: '

(16) h(m, Y, Z)Eamx+ayy+azz_p‘
R{)wnanie normalne plaszezyzny przybiera wiee postad
h(‘”) Y, z)=0,

a odleg%oéé ¢ punktu P(w,y,#) od plaszczyzny (1B), liczona w zwrocie
dodatnim, wyrazi sie wzorem

(17) 0=|d|=|h(z,y,2)|.

icm
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Niech teraz plaszezyzna 7 w
réwnaniem ogélnym

(18)

przestrzeni bedzie przedstawiona

Az+4-By+Cz+D=0.

_J'ak wiemy (p. str. 103), 4,B,C sy skiadowymi kowariantnymi
wektora a .prostopen‘dlego do plaszezyzny. Niech a,b,c beda jego
skladowymi zwyczajnymi. Oczywifcie mozemy tak dobraé Iiezbe ¢
by réwnanie N
(19) 0As+oBy+002+oD=0

bylo réwnaniem normalnym Dlaszezyzny. Na to potrzeba i wy-
starcza, by wektor ¢-a o wspéhzednych kowariantnych o4, pB, oC

| i zwyczajnych pa, ob, p¢ miat diugodé 1, skad

e4d-ga+pB-ob+4C-pe=1

1
o= -+ —-/———-———~—-— .
V Aa+Bb+Ce
Jesle znak obierzemy tak, by oD <0, otrzymamy réwnanie nor-
malne. Zatem

Am+By+C’z—l—1?
V Aa+BbCc

W szezegélnodei dla odleglodei punktu P(z,y,2) od plaszezyzny
(15) dostajemy wzér

(20) h(myya ?)=+

Aw+By+Ce+D

Bi o=|h(z,vy,2)|= S
(21) |z, 9,2)1 VAa+Bb+Ce

W ukladzie prostokatnym wspéhrzednych jest A=a, B=b

i C=¢, a wiec

(22) | 6=Ih(m’y,z)l: Am_“@ﬂ .

Va0

Plagzezyzna o réwnaniu w(z,y,2)=0 dzieli przestrzen na dwie
czedel; w jednej z nich jest w(z,v,2)<0, a w drugiej w(z,y,2)>0.

6. Peki plaszezyzn. Pekiem przecinajgcych sig plaszczyzn nazy-
wamy zbidr wszystkich plaszezyzn zawierajacych jedng prosta
wspdlng p.

Ta prosta nazywa sie osig peku plaszczyzn.
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Peliem  plaszcyzn réwnoleglych nazywamy zbibr ‘Wszystki(sltl
plaszezyzn réwnolegtych do jednej i tej same] plfnszezyzny. ,
Niech w dowolnym kartezjariskim ukladzie wapohrzednych
beda dane dwie rézne plaszezyzny:
“1(9”7".]1z)EAlm‘FB1?/+01z+D1:O:
g (Y, 2) = A0+ B,y +0,2+D,=0.
Tak samo jak dla peku prostych na plaszezyZznie, dowodzi sie
nastepujaeych twierdzen: B
Warunkiem koniecenym i dostatecenym, by plaszceyzna. nalezale
do peku wyznaczonego preez plaszoeyeny (28), jest, deby data si¢ ona
preedstawié przez réwnanie postac ~
(24) Aty (®,Y,2) A (@, Y, 2)=0,
gdzie 23-+22>0.
Na to, by plaszezyzna
(25) Uy (2, y,2)=A35+By+Cy2-4Dy=0
nalezata do peku wyznaczonego preez piaszczyzn y (28), potrzeba i wy-

starcea, Zeby istnialy Ticeby uy, us, ps Wie emikajace réwnoceesnie
1 spelniajace warunek

(23)

+(26) (2, Y, z)‘f‘#z“z(mg Yy 2)+ustig(®, 4, 2) =0, ‘
Warunek ten jest réwnowazny warunkowi, by rzad maciersy
4, By Oy D,
(27) 4, B, 0, D,
| 4, By, 0, D,
byt réwny 2.

7. Plaszezyzna przez trzy punkty. Niech beda dane w prze-
strzeni cztery punkty

Py(@1, Y1y 21); Pa(@yy Yy ), Py (g, Y3y 24), P (@ Yay 24)-

Warunkiem koniecenym i dostatecenym na to, by te oxtery punkily
ledaly na jednej p}aszczyz’nie, jest réwnodd
Ty Y1 # 1
@ 2y 1
(28) 2 Y Ry =0
@y Yg1 23 1

By Yy 2y 1

icm
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Roéwnodé ta Wyraza bowiem, ze objeto$é czworoseianu o wierz-
chotkach Py, Py, Py i P, jest réwna zeru (p. §10, str. 49). Wynika
stad twierdzenie:

. Jesli trzy punkty Py, P, P, nie letq na jédnej prostej, to réwna-
niem plaszcayzny praechodeqee] przez te tray punkty jest
‘m y 2 1]
(29) )
Ty Yo % 1;
[a;3 Ys 23 l[

' ‘J est to bowiem réwnanie pierwszego stopnia: istotnie, rozwija-
jac je wedlug pierwszego wiersza, otrzymujemy

Az+By-+Cz+D=0,
przy czym (p. § 10, wzér (17), str. 49)
2P, =|A|sin 2, 2P_=|B]|sin g, 2P,,=|C|sinw,

gdzie P, jest polem rzutu tréjkata P,P,P, na plaszczyzne Oyz .
itd.; zatem liczby 4, B i ¢ nie mogs znikaé réwnoczesnie.

[0

§ 23. Prosta w przestrzeni

1. Prosta jako krawedZ przeciecia dwéch plaszezyzn. Niech
w przestrzeni beda dane dwie plaszezyzny nieréwnolegle

(1) A, z+B,y+C,2+D,=0, A,z+Byy-+Cy2+Dy=0,
a wiee (p. str. 105) dla ktérych
(2)° A:By:C1#4,:B,:0,.

Plagzezyzny te przecinaja sie wzdluz prostej. Na to, by punkt
lezat na tej prostej, potrzeba i wystarcza, zeby jego wspélrzedne
spelniaty jednoczesnie oba réwnania (1). Uklad réwnan (1) wyzna-
cza wiee krawedZ przeciecia dwéeh plaszezyzn.

Jest oczywiste, ze kazda prosta da sie przedstawié w postaei
(1) nieskoniczenie wieloma sposobami, poniewaz istnieje nieskon-
czenie wiele par plaszezyzn przechodzgcych przez te prosty. Jesli
jednak dane jest jedno przedstawienie prostej w postaci (1), to
kazdg plaszezyzne przechodzaca przez te prosta mozemy otrzymad,
dobierajac odpowiednio 4, i 1, w réwnaniu (p. wzér (24), str. 108):

(A4 Aq+ A Ay) w4 (2 By 41, By)y F(A1 01+ 4,05)2 (A, Dy + 4, D) =0.
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’Znajdz'my kierunek 1:m:n prostej (1). W 17;\_’111 celu z:mu‘wumny’,
ze prosta (1), jako lezaca w obu plaszezyznach, Jegb ‘[)I'()k’!“(i()]‘)‘dldlklv (}o
wektoréw prostopadiych do tych plaszczyzn. Walﬁtoxjy ‘m m:.\,‘]zg
wspélrzedne kowariantne 4,,B,,Cy i Ay,B,,0,. Zachodzy wige
dwa warunki prostopadlodei:

A;1+Bym—+0;n=0,
Wobec (2) otrzymujemy stad (p. przyklad 2, str. 62).
B, 0,| |, 4,] |4, By|
B, Oy |Cy Ay |4,y By|'

2. Przedstawienie prostej przez jej rzuty. Prosta p w prae-
strzeni moze byé réwniez okredlona przez swoje rzuty, réwnolegle
do osi ukladu wspélrzednych, na dwie spodréd plaszezyzn tiego ukla-
dun. Jedli np. rzuty prostej p na plaszezyzny Owy i Oxz majg w tych
plaszezyznach réwnania

(4) y=ax+D,

to te réwnania wyznaczaja prosta p. Réwnania (4) mozemy toz
traktowaé jako réwnania dwéech plaszezyzn przechodzacyeh przez
prosta p, z ktéryeh pierwsza jest réwnolegla do osi Oz, a druga
do osi Oz.

Aby przejsé od (1) do (4), nalezy z réwnad (1) wyeliminowad
raz 2, a drugi raz y. Eliminacja 2z daje rzut prostej p na plas-
czyzng Oxy, rownoleglty do osi Oz; podobnie dostajemy drugi raut.

3. Przedstawienie parametryczne prostej. Prosta w przestrzeni
moze by¢ tez przedstawiona w postaci parametrycznej. W tym celu
oznaczamy przez b=[l, m, n] dowolny wektor réwnolegly do prostej
(prosta ma wiec kierunek l:m:n), praez Py(uy, Yo %) dowolny, lecz
ustalony punkt na prostej, a przez P(w,y,z) punkt biezacy na niej,
Wowezas — analogieznie jak dla prostej na plaszezyZnie (p. wzér (7)
z § 17, str. 86) — zbiér punktéw P réznych od P, daje sie przed-
stawié réwnaniem L

Ay l+-Bym-Cyn=0,

.

(3) limin=

g=cu-d,

(B) o (m—me) (Y —Yo) (2 —~p) =l m: m.
Jedli prosta nie jest réwnolegla do Zé.dnej z plaszezyzn, ukladu
wspolrzednych, to 1£0, ms£0, n=£0 i (8) mozemy napisaé w portaci

(6) - T—By _Y—Yo _2—2

o R

i mo n

iom

§ 23 3. Przedstawienie Parametryczne prostej.

111

W ]{?Lz'dym za8 razie zamiagh Przedstawienia (3) mozemy uzyé
TOWNOWaznego mu przedstawienisa, )

(M T=Bo+ls,  y=yotms,  2—zy-tns.

Dla s=0 otrzymujemy réwnies punkt P, ktéry nie jest uchwy-
cony w przedstawieniu (5).

Jest to preedstawienie parametr

Uklad réwnand (
rowym

yezne prostej w przestrzeni.
7) mozna zastapié jednym réwnaniem wekto-

(8) ' : I—I,=b.s.

Przedstawienie parametryczne prostej wyznacza of, jaka pow-
staje z tej prostej przez nadanie jej zwrotu wektora b.

W szezegélnym przypadku, gdy |b|=1, liezba s jest réwna
wartosei wektora y—z, na tej osi, liczba zad |s] jest réwna odleg-
tosci punktu P od punktu P,. ‘ :

Jesli uklad wspéhzednych jest prostokatny i |b|=1, to skia-
dowe wektora b s3 jego cosinusami kierunkowymi i prosta daje
si¢ wowczas . przedstawié w formie

(9) B=To 480y, Y=Yo18ay, R=2y180,.

.W' dowolnym za§ ukladzie wspélrzednych kartezjatiskich pro-
sta przechodzaca przez dwa punkty P, (@15Y1521) 1 Py(s,Ys,25) ma
kierumek '

Lim in=(2,—x1) :(Ya—41) : (2,—2y),
a wiec ma réwnania

(10) 2=+ (2y—2xy) s, y=Y1-+U—4.)$, z=2;+(%,—2,)8.
Jesli ponadto prosta ta nie jest réwnolegla do zadnej z plasz-

czyzn ukladu wspélrzednych, to daje sie tez przedstawié w postaci

Z—, Y=y
(11) L=t
‘ Lo—y Yol

2—2

2y—2;

Podobnie jak na plaszezyZnie (p. str. 88), mozna réwniez
w przestrzeni uwazaé przedstawienie parametryczne prostej za
przedstawienie ruchu jednostajnego po tej prostej.
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§ 24. Przyklady zagadnien '
dla prostej i plaszezyzny w- przesirzeni
1. Znalesé w ukladeie prostokginym wspdlragdnych odlegtosd
punkiu Py (@1, 41, 21) 04 prosiej
1 a=a,+ls,  Y=YotmSs,

Niech P, bedzie punktem o wspdlrzednych
Loy Yoy %oy P za§ — rzutem prostopadlym punkbu
P, na te prosta (rys. 60). Zatem

| PP [=|PyPy |- [sing|.

R==gy N8,

&

Oznaczajac praez o, a,, @, cosinusy kierun-
kowe prostej (1), przez f,, f,, f, cosinugy wek-
tora P,P, 1 wprowadzajac jeszoze skroty

=[PPy,

B d=V B 4-mi 2,

Rys. 60 mamy

Yi—Yo- R1—2y
Lt L —_

b= A= =3

Korzystajac 26 Wzory 18, str. 38, dostajemy zatem

—Yp M ey —2y nl|?
]/?/1 Yo +.1 0 +

21 —2 N

by L

Yi—Yo ™

(2) [Po Py [=

2. Podaé warunck réwnolegloei prostej

2=ux,+1s,
do_plaszczyzny

Yy=yo+ms, = z=g,+ns

| Ax+By+0z+D=0. ,

- Poniewaz wektor a o skladowych kowariantnych A,B,C jest
prostopadly -do plaszezyzny, wiee na to, by prosta byla réwnolegla
do plaszezyzny, potrzeba i wystarcza, zeby wektor o sktadowych
zwyezajnych I,m, n byl prostopadly do wektora a. Zatem waru-
nek réwnoleglodei prostej do plaszozyzny ma posiad o

(3) ‘ © TA4+-mB+n0=0.

§ 24 Prosta i plaszezyzna w przestrzeni (przykiady). 113

3, Wyp?'.owadz’b'é 7"6wumm’e Dlaszceyeny preechodzqce] przez pumkt
P(wg, Yoy #0) © réwnoleglej do dwdeh nieréwnoleglych prostych Py £ Ps
o réwnaniach ‘

(4) r=m+1s, Y=Yi+ms, Z=2+mn,s,
(5) B=2,~1,1, y=Yyy+myt,

Zachowujac poprzednie o0znaczenia, otrzymujemy wobee (3)

nastepujace dwa warunki, wyznaczajace wektor réwnolegly do
plaszezyzny:

B=2y1n,1.

. 1A 4+myB+n,0=0, l,A+-m,B+n,0=0,
skad "
My Ny

My M|

A4:B:0 = -

I, my

n L) |l omy
Ny Ly

Réwnanie tej plaszezyzny ma Wi@e postaé

s (w“‘mo)‘*‘(nl § (y“ya)‘f‘fll ”1!(2‘“%)20
My Ny ‘nz ly| 112 2 |
czyli
T—Xy Y—Yo 2%
(6) L, my ny; 1=0.

4. Zmalezé réwnanie prostej p o kierunku l:m:n, preecinajacej
proste mieréwnolegle (4) 4 (5). .

W tym celu przez prosta (4) prowadzimy plaszezyzne réwno-
legly do kierunku I:m:n. Ma ona wobec (6) réwnanie

—8 Y—Y 2%

(7) 1 m n =0,

L My Ny
poniewaz przechodzi przez punkt (@, Y, %) 1 jest réwnolegla,. do
kierunkéw I:m:m i I,:mq:m,. Taks sama plaszezyzne prowadzimy
przez prosty (5). Ma ona réwnanie
, T—Ty Y—Y; Z—&y |
(8) ' l m n|=0.
' ly omy g

Monografie Matematyezne, XXVI.
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Réwnania (7) i (8) wyznaczaja prosta p. o
5. Znaless najlrdtseq odleglodé migdzy prostymi (/.L') i (B). ) ‘
W tym celu prowadzimy przez poczgtek uk}uxlu 'WH'])()]I'ZQ(.L
nych plaszezyzne I1 réwnolegly do obu prostych. Ma ona rownanie
9) - by my My |=0.
ly, My My
Rozwijajac wyznacznik wedlug pierwszego wiersza, dostajemy
Az By+C2=0,
gdzie
(10) A=myNy—MNy Mg, B=nly—1 1y, Oy Mg -ttty Ly
 Liczby 4,B,0 sa skladowymi kowariantnymi wukmm pro-
stdpadlego do plaszezyzny. Niech a,b,¢ beda jego sk]':ulowyrm
zwyezajnymi. Woéwezas plaszezyzna (9) ma réwnanie normalne
y o2
ll ’WI/] ’n.,_ 3'30'

=41

A TS RN

by Mg My

Punkt P,(xzy, ¥4, 2,) lezy na prostej (4), a punkt Py(xy, 9,y 2y) —
na prostej (5). Niech

01=h(®1, Y1, #1), do=h(®g, Yo, 2)-

Jesli oba punkty leza po jednej stronie plaszezyzny (11), to
Liczby 6, i §, maja ten sam znak, a liczby |6, 1 |6,| sa odleglo-
Selami prostych od plaszezyzny (11). W tym. przypadku wiee dla
najkrétszej ‘odleglosei obu prostych dostajemy

(12) o 8=(8,—6,]-

Jedli punkty P, i P, lezg po przeciwnych stronach plagzezyzny,
to 6; 1 6, majg przeciwne znaki i wowezas i

B=0, |18, =0, |.
W kazdym przypadku zachodzi wige réwnodé (12) czyli

(13) b=y, 41, @) —h(@a, 90, @) |-

icm

§ 24 Prosta i ptaszezyzna w przestrzeni (przyklady). 115

Wobee (11) dostajemy

Ti—Ty Y1—Ys R—Zy

5 =S |
(14) =§;m;’ L my 7y ,
I s Ny |
przy czym znak ulamka powinien byé taki, zeby otrzymad liczbe 6
dodatnig. ¢

W szezegélnodel, w prostokatnym ukladzie wspolrzednych jest
A(332“-'171)+B(y2_!/1)+0(32—21) }
| VA2 LB (2 ,

W uktadzie ukosnokatnym, w ktérym np. A=p=—»==60°, za-
chodzg na mocy wzoru (29) z § 9, str. 44, nastepujace zwigzki miedzy

skladowymi kowariantnymi a zwyczajnymi wektora prostopadiego
do plaszezyzny:

A=atiyb+ye,  B=Ya+b+le, C=YYyatsb+ec,

(15) 5=

2¢=34—-B—C, 2b=—A-+3B—(, 2¢=—4—B-+3C.
Dla prostych
r=y=I1-+z i r=14s, y=28 z=—s
. jest

Liimying=1:1:1," Iy:myim,=1:2:—1.
Zatem wobec (10) -

A=-3, B=2, =1, ,
skad v

stad za§ da-+Bb-+-Ce=28.

Réwnanie normalne plaszezyzny I7 jest wiee nastepujace:

I ) —3x+42y+=z
(@, y,2)=—7— -
xh + 156
Tym samym
4 2
8=11(0,0, —1)~7(—1,0,0)|= —== = —
V28 V1

6. Podaé warunek na to, by proste (4) i (5) lezaty na jednej

plaszezysnie. .
Jesli proste te nie s3 réwnolegle, to zeby lezaly one na jednej
plaszezyznie, potrzeba i wystarcza, by sie przecinaly. - Wobec (14)
S*
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dostajemy ‘dla tego przypadku nastepujacy warunek konieczny
i dostateczny: ‘

‘ By—Ty YY1 RBa—f
(16 ) ll n Ny |== 0.

‘ ly My Ny

Warunek ten jest réwniez spelniony dla prostych réwnoleglych,
poniewaz wWOWCZas

Liimy:ny=ly: my:ny,

7. W ukladeie wspdlrzednych o katach A,u,» #naledd réownanie
plaszczyzny prostopgdtej do osi Oz i réwnania prostaj. prostopadiej
do plaszczyzny Oy, preechodzycych przez poczatel wlladu.

Szuka,n?,plﬂ.szczyzna jest miejscem geometrycznym punktow,
ktéryeh rzufem prostopadlym na of Oz jest poczatek uk-lgmdu wepGl-
rzednych. Punkty te maja wspdlrzedng kowariantng (/==0. Stgd
otrzymujemy roéwnanie tej plaszezyzny:

weos utycosA+z2=0.

Podobnie znajdujemy réwnania szukanej prostej. Jest ona
wyznaczona przez uklad réwnan
1) #-+y cosy-+2 cos u=0,

8. W ukladzie wspdlrzednych o katach A,u,v znalesé réwnanie
prostej tworzqce]j 2 osiami wspslregdnych katy ¢, ¢,, g, © preechodzy-
cej praez poczatek wkladu. /

Niech A,B,C beda wspbhrzednymi kowariantnymi punktu
Pz, y, 2) te] prostej. Wowezas
(18)  A=|OP|cosgp,,  B=|0P| COS. @y,
a wiec gdy katy @, ¢, , sa rézne ‘od =,

4 B o

CoS@, . COS@, COSp,

2 Co8v -y -2 cos A==0.
¥ H

C=|0P| cos ¢,

Steyd otrzymujemy réwnania prostej
&4y eosv+z éow _ BCOSY+Y-+2COSA % COSu--Y CONS A2
cos @, cos g, h 08 @, '

1

Jesli jeden lub dwa z katéw ¢, , ¢, , ¢, jest réwny n/9; zadanie

rozwigzuje sie analogicznie, na podstawie (18).

icm

~ osiami Oz a O'z’. Przy analogicznych ozna-

~ tyeh katéw:

ROZDZIAYL VI

ZMIANA UKEADU WSPOLRZEDNYCH, IZOMETRIE,
PODOBIENSTWA I PRZEKSZTAECENIA AFINICZNE

§ 25. Zmiana ukladu wspélfzgdnych prostokatnych

1. Zmiana wspélrzednych punkiu. Zajmiemy sie obecnie
zwigzkami miedzy wspélrzednymi jednego i tego samego punktu
w dwéeh réznych ukladach wspblrzednych Ozyz i 0'z'y’s’. Roz-
patrzymy wpierw przypadek najezesciej spotykany, gdy oba uklady
wspbhrzednych s3 prostokstne. Zakladamy przy tym, ze wektory
podstawowe 1,1, ¥, oraz i,i’, ¥ obu ukla-
déw majg diugosé 1.

Oznaczmy przez a, b, ¢ wspéhrzedne
punktu O’ w ukltadzie Owyz, przez a’,b’,¢'—
wspélrzedne punktu O w ukladzie O'z'y'z,
wreszeie przez x,y,z i #',y’,2’ — wspbl-
rzedne dowolnego punktu P w obu ukla-
dach (rys. 61).

Mamy wiec Rys. 61
1) OP = zityj-=f, 00’ =ai+bi-tct,
(2) OIP= $Iil+ylil+zlfl’ Olozalil +blil+clf’.

Niech a;; bedzie cosinusem kata miedzy

’ I3

o |y

czeniach cosinuséw katéw miedzy pozosta- P

L . . IR Gy | 12 | Cag
tymi osiami, otrzymujemy tablice cosinuséw

Y| o Aoy | O3

Jak wiemy (p. wzér (2) z § 3, str. 16),

. . . a [41 o
(3)  ag=ii, a=it’  itd. B e Tes

(&) =ii'?
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