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Rzut linii $rubowej (15) na plaszezyzng Owy jest kotem
X==a GOS @, ' 1y ==a 8in @, g==0),
rzut jej zaé na plaszezyzne Oyz jest krzywa
x=0, 1 =a 8N g, z=lgp

czyli sinuseida

. 2
z=0, y=asm—7£-~

ROZDZIAYL IV
PROSTA NA PLASZCZYZNIE
§17. Réwnania prostej na' plaszezyznie

1. Réwnanie ogoélne. Niech bedzie dany na plaszezyznie uklad
ukosnokgtny wspétrzednych Ozy o dowolnych wektorach podsta-

‘wowyceh 1, oraz dowolna prosta p. Oznaczmy przez A, B sktadowe

kowariantne wektora (niezerowego) a, prostopadiego do tej prostej,

‘przez Py(z,,Yy,) jakikolwiek wustalony punkt tej prostej, przez

P(x,y) dowolny jej punkt, wreszcie przez y wektor OP i przez p,’
wektor QP Zatem

(1) PyP=t—1,

Poniewaz punkt P lezy w mysl zalozenia na prostej p, wiee
wektor P, P jest prostopadty do wektora a; na odwrét, gdy PyP jest
prostopadly do a, to punkt P lezy na prostej p. Warunkiem wiec
koniecznym i dostatecznym na to, by punkt P lezal na prostej p,
jest znikanie iloczynu skalarowego a-P,P czyli
(2) : a(z—1zo)=0.

Korzystajac ze wzoru (6) z § 9, str. 41, dostajemy zatem row-
nanie prostej p w postaci

(3) A(x—z0)+B(y—Yy,)=0.
Przyjmujac oznaczenie

(4) 0= — Az, —Byo,

mo zemy féwnanie (3) napisaé w postaci

(5) B Ag4By-+0=0.
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Udowodnilimy zatem, ze kagda prosia na plaszezyinic daje sig
preedstawié praee yéunanic postaci (5), gdeic
(6) _ A2--B2 0.

Udowodnimy, ze¢ na odwrét, kaide rownanie postaci (b) preed-
stawia prostq.

Niech bowiem bedzie dane réwnanie postaci (5), ktérego wpdl-
ezynniki A i B spelniajg nierdwnogé (6). Oczywideie, istniejg pun-
kty plaszezyzny spelniajace to réwnanie, np. punkt (-C/4, 0), gdy
A 0. Nieeh Pgy(z,,y,) bedzie ktérymkolwiek z tiych punktiéw; zatem

Axy+Byy--C==0.

Odejmujae t¢ réwnogé stronami od réwnania (B), otrzym ujemy
réwnowazne mu réwnanie ksztaltu (3). Niech a bedze wektorem,
ktérego skladowymi kowariantnymi sg A i B. Wobec (6) wektor o
nie jest wektorem zerowym. Zatem z (8) wynika (2); ostatni wzor
jest réwnowazny prostopadlodei wektordw a i PyP, a wice kazdy
punkt P(x,y) tworu geometryceznego, okredlonego przez réwnanie
(8), lezy na prostopadtej do a przechodzacej przez Py i na odwrét,
c. b. d. o. ' ‘

Poniewaz kazde réwnanie pierwszego stopnia daje si¢ sprow:-
dzi¢ do postaci (5), wige wynika stad, 70 na plaszezysnie fkasdde
réwnanie pierwszego stopnia preedstowin prosig.

Roéwnanie postaci (5) nazywa sie réwnaniem ogélnym proste].

Uwaga. Gdy A=B=0=0, réwnanie (3) jest spelnione przes
wspélrzedne dowolnego punktu plaszezyzny. W tym wiee przy-
padku twér okreslony przez to réwnanie jest cala plaszezyzng.

Gdy natomiast A=B=0, lecz 00, réwnanie (5) przedstawis
twor pusty, gdyz nie jest spelmione przez wepdlrzedne zadnego
punktu na plagzezynie. ‘

2. Przedstawienie parametryczne prostej. Niechaj w dowol-
nym ukladzie ukofnokgtnym wspéhrzednych na plasdezysnie be-
dzie dana prosta p i miech stosunek m:nm wyznacza jej kierunek;
inpymi stowy, niech wektor b(m,n) bedzie réwnolegly do prostej p.
N.lechaj P(m,y), Po(w,90), & 1 1, maja te same znaczenia co poprzed-
nio. Zachodzi wiee wzér (1). Na to, by punkt P lezal na progtej p,
potr'zeba i wystareza, zeby wektor P, P byt réwnoleglty do wektora b.
PomewaYz wektor P, P ma skladowe &—ux, i Y—Yq Wice otrzymujmﬁy
nastepujacy warunek réwnoleglodei: t

i

(7) (@—mo): (Y —yo)==min.

icm

- "-,) Yo, dawian:
§ 17 2. Przedstawienie parametryezne prostej. 8

Jedli m+£0 i ns£0, to mozemy napisaé (7) w postaci

(8) - T8 Y=, ' /
m n

Widzimy wiee, %e réwnanie kazdej prostej nieréwnoleglej do
zadnej z osi wspohrzednych mozemy przedstawié w postaci (8), gdzie
[m,ng jest dowolnym wektorem réwnoleglym do tej prostej, (5,%0)
za§ — dowolnym jej punktem. Oczywidcie i na odwrét, kazde réw-
nanie postaci (8) przedstawia prosta, gdyz jest pierwszego stopnia.

Na to, by zachodzito réwnanie (7), potrzeba i wystarcza, by
istniata liczba 540, dla ktérej

(9) o L=x,+ms, Y=1yq-+ns.

Na to wiee, by punkt P(x,y), rézny od Py(x,,y,), lezal na pro-
stej p, potrzeba i wystarcza, zeby jego wspdhrzedne daly sie napi-
sa¢ w postaci (9). Poniewaz dla s=0 otrzymujemy punkt P,(z,,%,),
wige réwnania (9) spelnione sg przez wszystkie punkty prostej p
i tylko przez jej punkty. :

Uklad réwnan (9) stanowi tzw. parametryczne przedsinwienie
prostej na plaszezyznie. ‘

Przedstawienie to jest ogélniejsze od (8), gdyz — podobnie jak
dla (b) — w tej postaci dajg sie przedstawié wszystkie proste plasz-
czyzny, podezas gdy w postaci (8) daja sie przedstawié tylko
proste nieréwnoleglte do osi wspdélrzednyeh. '

Roéwnania (9) sg réwnowazne jednemu réwnanin wektorowemu

(10) r—g,=s-b.

Poniewaz wektor b jest réwnolegly do prostej p, wiee mozemy
tej prostej nadaé zwrot wektora b. Woéwezas (9) jest nie tylko przed-
stawieniem prostej p, ale jest przedstawieniem jednej z dwoch osi,
jakie mozna utworzyé z prostej p. Gdy s>0, wektor P, P ma ten
sam zwrot, co wektor b, gdy za$ s<0, zwrot wektora P, P jest prze-

ciwny. , . .
Zaléimy teraz, ze wektory podstawowe sg rowne] dlugosei:

Jil=ljl=1.

Jesli |b|=1,‘ to s jest réwne wartodei wektora PP na osi otrzy-
manej z prostej » przez nadanie jej zwrotu weltora b.
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym, by |bl==1, jest w do-
wolnym ukladzie ukoénokgtnym

(11) mE-+-n2--2mn cosy==1,
w ukladzie zaf prostokatnym
(12') me+ni==1.

W przypadku (12) skladowe wektora o dlugodei 1 sg jegp co-
sinusami kierunkowymi e, i o, A wiee w ukladzie prostokatnym,
w ktérym wektory podstawowe majg diugodé 1, prosta daje sig
przedstawié w postaci '

(13) w=m0+ax§7 f'/ﬂ?/o*%% 8,

gdzie a, i a, sa cosinusami kierunkowymi jednej z dwdeh osi, jakie
mozna utworzyé z tej prostej, s zad§ -— wartofeia wektora Iy na
tej osi. ‘

Jedli w dowolnym ukladzie wepdlhrzednych Owy dane sg dwa
rézne punkty Py(%o,%,), i Py(#y,Y,), to wektor b o skladowych
(14) M=&y—By  B=Y1~Yo

jest rownolegly do prostej przechodzgecej przez te punkty.
Zatem prosta preechodeqca praez punkty Po(%g,v,) ¢ Py(2,y,)
ma przedstawienie parametryczne

Y=Y (Y1—Yo)$.

Jesli ponadto prosta ta nie jest réwnolegly do osi ukladu
wspélrzednych, to mozna jg réwniez przedstawié w postaci

(15) . &=Ly + (B —1%,)$,

(16) [ W e T
1= Y1—Yo
Uwagsi. 1. Niech punkt P(s,y) porusza sie po prostej p ru-
el'xem jednostajnym. W chwili #=0 niech punkt P zajmuje poloze-
nie Po(mo,?/o), a w chwili ¢=1 — polozenie P, (x,,7,). Woéwezas wek-
tor Py P, jest predkofeia ruchu jednostajnego i w kazdej chwili ¢
jest
PyP=t-P,P,.

Rzutujae wektory PP i P, P, na osie wspélrzgdnych i przech.o-
dzage do wartodci ich rzutéw na tych osiach, dostajemy

& —Bo=1(t; — %) , Y—Yo=1t(Y1—Yo) -

icm
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Widzimy, ze w réwnaniach (15) mozemy interpretowaé wek-
tor b jako wektor predkogei ruchu jednostajnego punktu po prostej,

‘a s — jako czas liczony od chwili, w ktérym punkt zajmowat po-

tozenie Po(%y,Y,).

2. Pole tréjkata o wierzchotkach P(x,y), Po(®y,¥o) i Py(2y,Y1)
wyraza si¢ wzorem (17) z § 10, str. 49. Zatem ma to, by te trzy
punkty lezaty na jednej prostej, potrzeba i wystarcza, zeby

: 1z y
(1) 1z, yo|=0.
|1 = ¥

Takie jest wiee réwnanie prostej przechodzgce] przez punkty
P, i P,. Ta postaé réwnania prostej przez dwa punkty jest — jak
Iatwo sprawdzi¢ — réwnowazna postaciom (15) i (16).

3. Réwnanie kierunkowe. Niech prosta p nie bedzie rowno-
legta do osi Oy ukladu prostokatnego wspélrzednych Owzy. Daje sie
wiec ona przedstawié w postaci (7), skad

(18) Y—Yo=p(®—),
gdzie .
(19) u=n[m.

W §12 liczbe u nazwaliSmy wspdlezynnikiem kierunkowym
prostej p. Oznaczajac przez b wyraz wolny u(%—Yo) réwnania (17),
otrzymujemy
(20) 7= px-+b.

Podstawiajac tu z=0, otrzymujemy punkt przeciecia P(0,b)

prostej p z osiag Oy. W przedstawieniu p@f b jest zatem rzedna

punktu przeciecia prostej p z osia ¥. 20

4. R6wnanie odcinkowe. Niechaj prosta (5) nie przechodzi
przez poczatek ukiadu wspélrzednych i niech przecina obie osie
Wspélrzgdﬁych w punktach V(v,0) i W(0,w). Punkty te otrzymu-
jemy z (5), podstawiajae raz =0, & drugi raz y==0, skad dostajemy

v=—0C/4, w=—0/B, C=£0.
Drzielac (8) przez —C, otrzymamy wiec réwnanie tej prostej

w postaci
Y

€T
(21) St =L
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Réwnanie (21) nazywa sie réwnaniem odeinkowym prostej, po-
niewaz v i w sa dlugodeiami odeinkéw, jakio ta prosta odeina na
osiach wspélrzednych, liczae od punktu O. '

Na odwrét, jedli réwnanic prostej ma postad (21), to punkiy
(v,0) i (0,w) sa jej punktami przecigein z osiami ukladu wspdl-
rzednyech. ‘

§18. Kat miedzy dwiema prostymi

Niech beds dane dwie proste p, i p,. Niech wektor by bedzie
réwnolegty do p,, a wektor b, do p,. Proste p, i p, tworzg dwie pary
katéw wierzchotkowych. Kab jednej pary réwny jest katowi mipday
b, a by, a kat drugiej pary — katowi miedzy by a Dy Jesli wek-
tory b, i b, maja skladowe zwyczajne my,ny i Wy, Ny, Lo (p. wadr
(10) z § 9, str. 42)

MMy - nm_a } (mm,z } Ny ) 08

(1) Cosgp=c K

‘ l/wln}-np%— "mml cosy | /)m»}~ N5 |- 2My Ny COS Y

gdzie bierzemy znak - dla jednej pary katéw wierzcholkowych,
a znak — dla drugiej pary.

W szczcgolnoécl, w prostokatnych ukla,dd,oll wipOlrzeduych
@) Cos = mlmﬂ ’"ﬂh v

‘ " ml—{_nl I m,~|«n,,

Ze wzordw (1) i (2) mozemy korzystaé, gdy proste sy przed-
stawione réwnaniem postaci (8), str. 87, lub parametrycznio. Jogli
w ukladzie prostokatnym proste sa przedstawione réwnaniem kie-
runkowym (p. (19), str. 19), to dla znalezienia katéw przez nie utwo-
rzonych mozemy korzystaé ze wzoru (18) z § 12, str. 64.

Niech teraz proste p; i p, beda przedstawione w ukognokgtnym
ukladzie wspéhrzednych réwnaniami ogélnymi

(3) . Aw+By+C =0, - By 40y =0.

_ Biorge na nich dowolnie po jednym punkeie, (ay,7;) na py
1 (#s,y.) na p, mozemy przejéé do postaci

Ay(w—a,)+ B, (y— Y0, Ay(o—au)+Ba(y—y2)=0.
Stad otrzymu]emy
T~y —yy=—Bi:1 4y, W=y y—yy=—DBy:d,.

iom

(6) oS =

§ 18 Kat miedzy prostymi. 91

Prosta p, ma wiee kierunek —B;:4,, prosta za§ p, — kieru-

- nek —B,:4,; zatem

(4) my=—B,, A=A, My=—B,, Ny=As.

Podstawiajae (4) do (1), dostajemy dla kata zawartego miedzy
prostymi (3) wadr )

() cospe=d - 1A +B, B, 2 (4 By+ By 4,) cos v

l/;/i +B 94,B, cosy } A2 21 BI—24,B,co8v

W szezegdlnogei, w ukladzie prostokatnym wspohrzednych
A, 4,4+ B, B,
VAIBY VAi+B)
7 (5) 1(6) otrzymujemy warunek prostopadiosci dwéch prostyeh

przedstawionyeh réwnaniami og6lnymi (3):
1" w dowolnym ukladzie ukosnokatnym wspélrzednyeh

(M) Ay Ay+By By— (4, B,+B; 4,) cosv =0.
2" w ukladzie prostokatnym wspéhrzednych
(8) A, A,+B;B,=0, czyli 4,: Bj=—DB,: 4,.

Np. jesli prosta ma w ukladzie prostokatnym wspélrzednych
réwnanie postaci (5) z § 17, str. 85, to prosta do niej prostopadia
i przechodzaca przez punkt (z,,¥,) ma réwnanie s

B(@—x)—A{Yy~—y,)=

Wyprowadzimy jeszeze warunek réwnoleglodci dwdeh pro-
stych przedstawionych réwnaniami (3). Jak wiemy (p. § 17, str. 85),
Ay, B, i A,,B, sa skladowymi kowariantnymi wektoréw prosto-
padtych do prostych (3). Na to wiee, by proste (3) byly réwnolegle
(lub pokrywaly sie — bo pokrywanie si¢ prostych uwazamy za
szezegélny przypadek réwnoleglodei), potrzeba i wystarcza, zeby
wektory do nich prostopadie byty réwnolegle czyli zeby (por. wzor
(12) =z § 12, str. 61)

(9) A;:By=A4,:B,.

&

Udowodnimy, zZe na to, by réwnania (3) przedstaw{ialy te samaq
prosta, potrzeba © wystarcza, seby

(10) Ay:B;:C=4,:B,:0,.
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Dostatecznodé tego warunku jest ocaywista. Gdy howiem zu-
chodzi réwnosé (10), to’

Ay=04d,, By==0By, Uyi=pUy, 0 /0,

a wiee oba réwnania (3) sa réwnowaszne.

Na odwrdt, jezeli réwnania (3) przedstawinjy fio samg prosiy
i (zy,9,) jest dowolnym jej punktem, to
(11) Ay 8y+Byye+0,=0, Ay @yt Byyy - Uy 0,
& poniewaz proste (3) sa réwnolegle, wige zachodzi réwnofé (9) czyli
(12) Ay=p4,,

Wobec (11) otrzymujemy stad

By=qBy, 00,

Oy=— (4,244 Byy,), Oy A gty =By yy == 0 (A 2| Byi)

ezyli Oy=pC,. Stad i z (12) wynika (10).

" §19. ’Przyklady

1. Znalezé Srodek kota wpisanego w trijkat o wicrechotlcach
A(TS_L ¥5), BQ75,0), 0(147,—21) (w wkladzic wspobrzedmych prosio-
katnych). ", ”

Znajdziemy naprzéd sktadowe wektorow 4B i AC). Wynoszg one
+100,~75 1 72,—96. Zatem | AB|=125 i | 4C|=120. Widzimy wige,

ze wektor AB ma, cosinusy,“l{inérunkowe %_:109 - ! y Uy, o IR £t e 5
o - 125 5" e gl
a wektor 40 ma cosinusy kierunkowe Bm= g, B e f - Stad otrzy-
. ) !

mujemy kierunek dwusiecznej kata o wierzcholku A (p. wzdr (20)
2 §8, str. 39) ' ' | '
7 7
(@z:""ﬂtv) : (ag/"{'"ﬂy): ronlH "-'}'T ==l -1
t) "

5

N ”) . . . 60*:;75 lf ‘
Dwusiecziia ta ma wiee réwnanie - e s q/-?ﬁ czyli

. —-1
-y —150 =0,

BAWek;oor_y B4 i BC majg skladowe —100, 75 i 28, ~-21, Zatom
|.B4|=125 i | BC|=35. Wektory te maja wiee cosinusy kierunkowe

icm
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== —4/5, _%=3/5 i ﬂm,:~4/5, ,=—3[5. Tym samym dwusieczna

kata o wierzcholku B ma kierunek

5

¥ 3
(am_l'"ﬁ:z-) : (ay—l_ﬂy);; ——:0=1:0,
- : D %
jest wiee rownolegla do ost Oz i ma zatem réwnanie

Srodek kola wpisanego jest punktem przeciecia obu dwusiecz-
nych. Jego wspéhrzedne otrzymamy wiee, rozwigzujace uklad réwnan

x-+y=150, y==0.
Dostajemy punkt (150, 0). ,

2. W ulladzie wspdlrzgdnych ukosnokainych o kacie v=60° dana
jest prosta p o réwnaniu w42y —27=0 oraz punkty P(2,1) i @(1,3).
Promieh Swietlny wychodzacy 2z P odbija si¢ od prostej p w punkeie
R i przechodzi przez Q. Znaledé wspdlrzedne punkiuv K.

Oznaczmy przez @' odbicie punktu @
w proste] p (rys. 56). Latwo dowiesé, ze punkt R
jest punktem przeciecia prostej PQ’ z prosty p.
Znajdziemy wpierw polozenie punktu @'. W tym
celu wyznaczymy kierunek a:b wektora prosto-
padlego do p. W danym razie (p. wzor (5)
2§17, str. 85) wh

A=3, B=2, cosy=1/2, sinv=}3[2,

wiec na moey (8) z § 9, str. 40,
‘
a=38/3, b=2/%

Zatem a:b=4:3. Prosta 0Q', jako majaca ten kierunek i prze-
chodzgca przez @, ma przedstawienie parametryczne

y=3-+3s.

Rys. 56

(1) =1+ 4s,
Aby znalezé jej punkt przeciecia 8 z prosta p, podstawiamy (1)

(o réwnania prostej p. Otrzymujemy

3(1+ 45)+2(3+3s)—27=0

1. Jak wiemy z § 17, str. 87, parametr s, jest proporcjo-

czyli §o= S na 0§ QQ'. Zatem dla punktu Q'

nalny do wartogel rzutu wektora @
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wobec QQ'=2Q8 jest s=2s,=2, a wiec punklt @' ma wspoélrzedno

. Y T | .
9 i 9. Tym samym prosta P’ ma rdwnanie P —3 q cnyli
8 — Ty —9 =0, ‘
Rozwigzujge uklad réwnand prostych p i @@/, otrzymujemy
207 189
kt 0(—_ __).
FuR 37 37

§ 20. Posta¢ normalna réwnania prostej

Niech w ukosnokgtnym ukladzie wspélrzednych Owmy (rys. 57)
‘bedzie dana prosta ¢. Oznaczmy przez ¢ wektor jednostko wy prosto-
padly do g; o zwrocie od poczatku O ku tej prostej. Jesli prosta q

przechodzi przez 0, to wybicramy i usta-
lamy dowolny z dwéeh mozliwyceh zwro-
- t6w wektora e, Niech ¢ bedzie osia wyzna-

czong przez ¢, Py(x,,y,) - dowolnym

punktem prostej g, P(x,y) — dowolnym

punktem plaszezyzny i P, — rzutem

2 = Prostopadiym punktu P na prosta q.
’ \ Poniewaz wektor PyP, lezy na prostej g,

wige iloczyn skalarowy P, P, ¢ jest zerem,
Wynika stad, ze

, e PoP=¢-(PyP,+P,P)=c¢- PP,
Oznaczmy przez d wartodé rzutu wektora P, P na of ¢. Zatem
(1) d=¢ P, P=¢-PyP,

Gdy punkt P lezy po przeciwnej stronie prostej ¢ niz poeczatek
ukladu wspbirzednyeh, liczba d jest réwna odleglogei 6 punktu P

od prostej ¢, gdy za§ punkt P lezy po tej samej stronie prostej ¢ .

co poczgtek ukladu, to d= 4.

.Poniewaz .Wektor e jest jednostkowy, wiec jego skladowe ko-
wariantne 83 jego cosinusami kierunkowymi a, i a, Wektor P, P
ma sktadowe zwyczaqne Ty 1 y—y,; zatem dla iloczynu gkalaro-
wego e- Py P zachodzi r6wnodé

e P _P...—:.ar(m___m P _
skad wobee (1) 0 o)+, (Y —y,),

® e,

icm

dostad 4 3
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R(’)WI’IOéé (f%) zachodzi dla dowolnego punktu P(x,y) plaszezyzny,
W szczegllnosel wige dla poczatku 0(0,0) ukladu wsp6hrzednyeh.
Oznaczmy przez p odlegloié punktn O od prostej ¢. Zatem p >0

- 1 d==—p. Podstawiajac #=0 i y=0 do (2), otrzymujemy wiee

(3) —p=

Stad 1 z (2) wynika, ze dla dowolnego punktu plaszezyzny jest

— 0, Tg— 0, Y, -

(4) d=0,8-4a,y—p.

W szezegélnosei wnosimy stad, ze warunkiem koniecznym
i dostatecznym, by punkt P(z,y) lezal na prostej g, jest

(h) a;e+a,y—p=0.

Jest to tzw. réwnanie normalne prostej lub jej réwnanie Hessego.

Charakteryzuje sig ono tym, ze wsp6lezynniki e, i a, sg cosi-
nusami kiernnkowymi wektora jednostkowego, a wyraz wolny —p
jest ujemny lub réwny 0.

WprowadZmy oznaczenie skrécone *

(6) hiw,y)=a,@+a,y—p-
R6wnosé (4) mozemy wiee napisaé krdtko
(7) ‘ d==h(z,y),

a tym samym dla odleglodei 6 punktu P(xz,y) od prostej g otrzymu-
jemy 4
(8) o=|h(z,9)|.

7 (7) wynika wiec nastepujace twierdzenie:

Prosta o réwnanin normalnym (5) dzieli plaseczyzne ma dwie
pilplaszezyeny, w kidrych wyrazenie h(z,y) ma przeciwne 2naki. Jesli
prosta nie preechodzi praez poczatek wkladu wspdtrzednych, to h(w, y)>0
w tej polplaseceyénie, kidra nie zawiera poczatku wktadu wspdtragdnych,
o h(z,y)<0 w tej polplaszceyénie, kiora go zawiera.

* Znak == oznacza tozsamo$é. O dwéeh wielomianach méwimy, Ze' 8a

réwne togsamodeiowo, gdy majs one te same wspétezynniki. Wtedy maja one

© péwne wartosei dla réwnych wartosci zmiennych. W algebrze dowodzi sie,

56 1 1ia odwrét: wielomiany przybierajace réwne wartosei dla tych samych
uktaddw wartodei swyeh zmiennych sg réwne tozsamosciowo. ' )
Oznaczenie (8) wprowadzamy po to, by w dalszym c.ziagu,me Wyplsy?vaé
, z& kazdym razem calego wielomianu e z4-a,y—p, lecz uzywaé zamiast niego
krétezego wyrazenia h(w,y).
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Niech teraz ¢ bedzie prosta o réwnaniu ogdlnym
(9) | Az By +0=0.

Znajdziemy réwnanie normalne tej prostej, Poniewaz rdwna-
nia (5) i (9) przedstawiajg te samg prosta, wiec (p. str. 91)
A:B:0=0a,:0,:—p
czyli
0#0.

Zadanie sprowadza sig zatem do znalezienia ¢. W tym celu uzy-
jemy wzoru (9) z § 9, str. 41. Wobec |e|=1 dostajemy réwnosd

ay:QBa “ngoﬂ

“sin?v=al+ o’ —2a,0, co8 y=0*(4"+ B’ —2AB cosv),
g stad ‘
) giny
T AT B 248 cosy

Znak nalezy dobraé tak, by gC=—p 0.
Widzimy wiee, ze prosta (9} ma réwnanie normalne kszialiu
(Az+By+0)siny

Ma,y)== =0
(€,y) LY A1 B _24Bcosy

(10)*

gdeie emak preed pierwiastkiem jest taki, by wyrae wolny byl wjemny
lub réwny 0.

Dla odleglosei zas punkiv P(x,y) od prostej (9) zachodei wadr
(Az+By+-C)siny |
/A*+B*—2 AR cosv

|
(11) b= i]

W szezegblnofei, gdy uklad wspélrzednych Owzy jest prosto-
katny, réwnaniem normalnym prostej (9) jest

(12) h(wﬂy)E"““‘"““””:T:O’

gdzie znak przed pierwiastkiem jest 'débrzmy jak poprzednio,
Wprowadimy oznaczenie skrécone

(13) u(z,y)=Az+By+C.
Z (10) wynika, ze .
(14) u(may)ﬁch(w"y)r

icm
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gdzie ¢ jest pewng statg., W

obec tego mozemy wypowiedzie¢ twier-
dzenie: ’ v

Niech ’fb(éf?,y)==0* bedeie rownaniem ogblnym dowolnej prosiej;
pr?sta tfm dz.wh plaszezyeng na dwie potplaseezyzny, mianowicie w jed-
nej & nich jest u(w,y)>0, a w drugiej w(z,y)< 0.

'P]._%ZYKLADY. 1. Niech osie Oz i Oy tworzg kat »=120°
W jakich punktach plaszezyzny zachodzi nieréwnogé

(%) . © 2043y —1< 02

W danym razie jest u(z,y) =22+ 3y—1, skad na moecy (10)
V3(2ot3y—1)

2)/20

. .Nieréwnoéé (*) zachodzi wiee w pélplaszezyznie, nie zawiera-
Jace) poczatku ukladu wspétrzednych.

2. Niech boki tréjkata PQR, ostrokgtnego Iub prostokatnego
(rys. 58) majg réwnania normalne

hiz,y)=

hl(m;y)":oi hz(w;y)=07

wzgledem ukladu prosto- lub ukogno-
katnego wspéhzednych o poczatku O
lezgcym wewnatrz tréjkata. Jakie jest
réwnanie wysokodei tego tréjkata, opu-
§zczonej z punktu Q2 :

Wazystkie trzy wyrazenia b, (z,y),
ho(®,y), hy(w,y) sa wewnatrz tréjkata
ujemne, poniewaz poczatek ukladu
wspblrzednych lezy wewnatrz tréjkata. 7
Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem

hy(2,)=0

~wysokodei przechodzacej przez wierz-

chotek @, lezgeym wewnatrz tréjkata. Jego odlegloseci od dwéch
pierwszych bokéw sa na moey (11)
=|h:i(2,y)|=—Ry(2,7), Op=|hs (%, Y)|=—hs(z,y).

Obliczajac PQ z dwéeh tréjkatéw prostokatnych, otrzymujemy

* 0y/cos f==0,/cos a, skad

d, 08 a=0,c08 .

Monografie Matematyczne, XXVI. 7
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Zatem dla kazdego punktu wysokosei, lezacego wewnatrz trdj-
kata, jest '
(15) by (1, y) cOS a— by (1, ) CO8 f==0.

Zatem réwnanie (15) jest réwnaniem wysokosei tréjkata, opusz-
czonej z punkiuv @ (latwo tego dowie§é rGwniez dla tréjkatow roz-

wartokgtnych). . ' o
Analogicznie dowodzi sie, ze réwnaniem dwusiecene] kqta we-

wngtrznego, preechodzqee] preez @, jost
(16) ’ hy—hy=0,
a réwnaniem érodkowey‘ tréjkata, preechodzacej preez @, jest

(17) hy sina—h, sin f=0.

§ 21. Pek prostych na plaszczyinie

Pekiem preecinajgoych sig prostych nazywamy zbidr wezystkich
. prostyech przechodzacych przez jeden punkt P,

Punkt P nazywa sie wierzchotkiem peku. R

Pgkiem prostych réwnolegtych nazywamy zbidr wszystkich pro-
stych o jednym kierunku. '

Niechaj w- dowolnym ukladzie wspélrzednych kartezjarigkich
na plaszezyznie beds dane dwie réine proste p, i p, o réwnaniach

(1) o wm@,)=0,  uy(w,y)=0,
gdzie

(2) Uy (3,y)=A,0+B,y+0y, uz(may)EA2{”f|“B2?/ +0,.
Jezeli proste (1) nie s3 réwnolegle, 13] jeZeii |

(3) Al:BﬁéAz:Bm

to dla kazdego ukdadu lezb iy, 4,, dla ktérych 7+ 22>0, réwnanio
4) ‘ A%y (@, Y)+ gy (2, 9) =0

przedstawia prost. :
Istotnie, réwnanie (4) po rozwinieciu ma postaé

(5) (A A1+2,A) 0+ (l By+23 By)y -+ (4, Cyt2y0,) =0,

,mie znikaja réwnoczesnie, czyli ze nie j

§ 21 Pek prostych na plaszezyinie. 99

Nalezy wige jeszcze tylko dowiesé, ze wspélezynniki przy @ i y‘

est. réwnoezegnie
(6) 21A1+,12A2=0y '2181_}"}»232: .

Ot6z gdyby réwnosci (6) zachodzily réwnoczesnie i byloby
np. 470, to mielibyémy .

Ay

. AIZT*Z-_Az’ Bl:—ﬁ:gB2’
1 A )

1
skad 4,:B;=4,: B, wbrew (3).

Jedli za$ proste (1) sa réwnolegle, to réwnanie (4) albo przed-
stawia prosta, albo jest sprzeczne. 7 réwnoleglosci bowiem i z za-
lozenia, ze proste (1) nie sg identyezne, wynika, ze

| A1=04,, B,=0B,, G100, 07#0.
Réwnanie (5) ma wiee postad
(7) ‘(219'*"12) (A22+Bs y)+(4; 0142, C5) =0.
Otéz gdy
Aoty 7 0,

réwnanie (7) przedstawia prosts, a gdy

Aro+2,=0 czyli

Ao=—1Mp0,
to A;£0 i ]
A1 01+24,C,=12,(C, —05)#0;

réwnanie (7) jest wiec wowezas Sprzeczne.

Udowodnimy, ze na to, by prosta ¢ nalesata do peku wyznaczo-
nego przez proste (1), poirzeba i wystarcea, seby dola sig ona przedsta-
wié réwnaniem postac (4). ‘

Istotnie, zat6zmy naprzéd, ze prosta ¢ ma réwnanie (4).

Jedli proste (1) sie przecinaja, to wspélrzedne ich punktu prze-
cigeia spelniaja réwnanie (4) dla, wszelkich wartodei 4, i A,. Kazda
wige prosta o réwnaniu postaci (4) nalezy do peku Wyznaczonego
przez proste (1).

Jedli za§ proste (1) sa réwnolegle, to réwnanie (4) jest identyez-
ne z réwnaniem (7). Skoro wiec réwnanie (4) przedstawia prosta g,
%0 Aio+4,7#0 i prosta (7) jest réwnolegla do prostej wu,(z,y)=0,
a wiec nalezy do peku.

Warunek jest wiec dostateczny.

T*
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Aby udowodnié, ze jest on konieczny, wystarczy wylca,mé Ze
mosna tak dobraé wspélezynniki 4 i A, W réwnaniu (4), by prosta
(4) przeszia przez dowolny punkt Po(#,,Yo) plaszezyzny, rézny od
ewentualnego punktu przeciecia P prostych (1). W tym celu wystar-
czy przyjadc .
: Ay=us(%0,Y0),s Ag=—u1 (%9, Yo)

Wéwezas bowiem liczby A, i 4, nie sa jednocze$nie réwne zeru,
gdyz w przypadku przecinajacych sie prostych punkt P, nie jest
ich punktem przeciecia, a w przypadku prostych réwnolegtych réw-
nania (1) nie maja wspélnych rozwiazad. Dla tych liezb 4, i A réw-
nanie (4) jest wiec spelnione przez wspélrzedne punktu Py(2g,¥,).

TUdowodnione twierdzenie mozna réwniez wypowiedzied w na-
stepujacej postaci:

" Na to, by trey.réine proste

(8) } y (,y)=0, uy (2, ) =0, Uy (@, Y) =0
naledaly do fjedmego pekw, potrzeba i wystarcza, #eby wielomiany
‘ ull(miy); s (,Y), ua(w7y)

byty liniowo zaleine, ten. Zeby istnialy trzy Viceby py, ua, ps nie anilka-
jace réwnoczesnie i spetniajqce toisamosé

(9) 1’051( ,y)-—! /,62?,(,2( 75‘/)’|“Ms’"s(m 1/) ........ =0,

‘Istotnie, zaldézmy, ze proste (8) naleza do- jednego p@ku
Woéwezas na mocy poprzedniego twierdzenia trzecia z tych prostych
daje si¢ przedstawié réwniez réwnaniem postaci (4). Wobec tego,
Ze to réwnanie i trzecie z réwnari (8) przedstawiajg te sama prosta,
wszystkie wspélezynniki obu réwnan sa proporcjonalne, czyh dla
pewnego o zachodzi tozsamogdé

us(%,y) =0l uy(,y)+ 0As %y (2, ).
‘Przyjmujac wiec

m=eh1, = Us=ply,
otrzymujemy tozsamogé (9).

Na odwrét, zatdézmy, ze zachodm tozsamosé (9) i niech np.
3% 0. Wtedy

Pg== "‘1;

4

. M1 M :
“a(w79)5*‘£’“1(93,y)—iua(w,y%

icm
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skad wynika, ze prosta u,(@,y)=0 jest identyczna. z prosta

%y (@, ¥+ Ul (2, ) ==

a wige nalezy do peku wyznaczomego przez pierwsze dwie
z prostych (8), e. b. d. o.

Z warunku (9) wynika inny prosty warunek wyznaczunikowy.
Zachodzi mianowicie twierdzenie:

Na to, by trzy proste
ul(myy)EA1m+Bly+01=Oa
(10) Ug(®,y)=A4,2+B,y+C,=0,
Ug(®,y)=A,24+Byy+C3=0
nalezaly do jednego peku, potreeba i wystarcza, ieby

4, 4, Asi
(11) ' B, B, B,|=0
01 02 03

Istotnie, warunek (9) jest réwnowazny ukladowi réwnan
A1M1+A2M2+As#3=07 B1ﬂ1+Bzﬂz+lels=0, Crpa;+-Captn+Capeg=0.

Na to za$, by ten uklad réwnan mial rozwigzania u,, s, pa
nie znikajace jednoczesnie, potrzeba i wystarcza, zeby zachodzila
réwnosé (11).

PRZYKLADY. 1. W ukladzie prostokatnym wspéhrzednych
Oxy tréjkat ma boki 0 réwnaniach .
—y+3=0, z—2y-+1=0, 22+4+3y+1=0.

Znalezé réwnanie wysokogei prostopadiej do trzeciego boku.
Wysoko$é ta ma przejéé przez punkt przeciecia pierwszych
dwoch prostych, wiee daje si¢ przedstawié réwnaniem postaci

(%) 1 Cr—y+3)+ Ay (x—2y+1)=0
ezyli .
(2234 A) B+ (A4 225) Y +(84;+ 42) =0.

Z warunku prostopadlosei do trzeciej prostej otrzymujemy

2(24+ Ap)—3 (A +24,)=0

czyli A, —42,=0 i

(**) 21:12=4:1-
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Poniewaz W réwnaniu (*) nie gra roli wartodé liczb 4, i A.,, leez
ich stosunek (+%), wiec mozemy przyja¢ np. Ay=4 i Ay=1, sl
otrzymu]emy dla wysokosei réwnanie

90— 6y -+13=0.

2."Dowiedé, ze dwusieczne dwoch katéw zewnetrziych fvdj-
kata i dwusieczna trzeciego kata Wewngmzncgo przecinajy sig wjed-
nym punkecie.
" Boki tréjkata dziela plaszezyzne na 7 czefel. Dwa katy ze-
wnetrzne leza w jednej z nich (rys. 59). W tej czedei whadnie
‘ umiesémy poezatek dowolnego lcarte-
zjariskiego ukdadn wspolrzednych., Nie-
chaj boki tréjkata maja réwnania nor-
malne
by (#,y)=0, hy(at,y) =0,

W punktach wybranej czedei plasz-
czyzny wazystkie trzy wyrazenia ho(ax,y),

hy(2,y)==0,

rownanie dwusiecznej kaba zewnetrz-
nego, ktdrego ramionami sg proste h,
i hy, zauwazmy, ze dwusieczna tu jost
miejscem geometrycznym punktéw réwno oddalonych od {ych
prostych. Poniewaz dla punktéw tej czefci plaszezyzny odleglofei
od ramion wynosza
51=”l'1(m;y)|=_'_h1(m,y)7
wige z §;=0, otrzymujemy ré6wnanie tej dwu.siecznej:
hy(%,9)—hs(2,y)=
Podobnie, dwusieczne drugiego kata zewn@trznego i kata we-
wnetrznego maja réwnania: .
hs(2,y)—hy(z,y) =0, hy(@,y)—hy (@, y)=0.
Z tozsamosei

Rys. 59

ds=|hy(@,y)|=—hy(®,¥),

(hy—h3)+(hg—Tg) +(hy—hy) =0
wynika na mocy (9), ze wszystkie trzy dwusieczne nalezg do jednego
peku, a zZe nie sg réwnolegle, wiec przecinajg sie w jednym punkeie.

hy(,9), he(2,y) 82 vjemne. Aby znalesé

icm
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PE.ASZCZYZNA 1 PROSTA W PRZESTRZENI

§ 22. Plaszczyina W przestrzeni

1. Réwnanie ogélne plaszezyzny. Niech w przestrzeni bedzie
dany dowolny kartezjanski uklad wspéhzednych Oxyz, plaszezyzna I7
i wektor a prostopadly do I7. Niech P o(%as Yoy %) bedzie dowolnym
punktem tej plaszczysny, P(z,y,2) — dowolnym punkbtem prze-
strzeni, a ¢ i gy, — wektorami OP i OP,.

* Na to, by punkt P lezal na plaszezyznie I, potrzeba i wystar-
cza, zeby wektor PyP byt prostopadly do wektora a czyli zeby

1) at—zo)=

Oznaczmy wspdhrzedne kowariantne wektora a przez 4, B, C.
Warunek (1) jest réwnowainy réwnaniu
@) A (—6)+B(y— o) +0(6—2); =0.

Widzimy zatem, ze kaiéda plaszczyzne daje sie przedstawié réw-

naniem pierwszego stopnia.
Na odwrét, kasde réwnanie pierwszego stopnia przedsiawia plasz-

czyzne.
Istotnie, niech dane bedzie réwnanie pierwszego stopnia

(3) Ag-+By-+Cz+D=0,

gdzie

A?24-B24-(02>0;

oznanmy przez o wektor o wspéhzednych kowariantnych 4,B,C.
Istnieja, punkty, ktérych wspélrzedne spelmiaja réwnanie (1), np.
punkt P(—D/A4,0,0), gdy A=#0. Niech Py(xy, o %) bedzie
ktérymkolwiek z nich. Wéowezas

AmU+ByU—I—C’zD—|—D=O,
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