ROZDZIAL 111
ROWNANIA TWOROW GEOMETRYCZNYCH

§ 14. Okreslenie réwnania tworu geomelrycznego

Wesmy pod uwage na plaszezyznie twor geometryezny (zbior
punktéw) U i pewien uklad wspllrzednych kartezjaiskich Owy (na
“0g6l ukognokatny). Méwimy, ze réwnanie
1) : fla,y)=0
jest réwnaniem tworu U, gdy: :

10 dla kazdego punktu (z,y) tego tworu jest ono spelnione;

2 kazdy punkt (@,y), dla ktérego jest ono speinione, nalezy
do U. ‘ '

Twér okre§lony réwnaniem (1) nazywa sie réwnies miejscem
geometrycenym punktéw spelniajaeyeh réwnanie (1).

Np. ‘ ‘

@—a=0
jest rownaniem prostej réwnoleglej do osi Oy, przecinajacej of Ow
w punkeie (a,0). W ukladzie prostokatnym wspélrzednych

@24 g2 —a2=0

(gdzie a>>0) jest réwnaniem kola o promienin a i o frodku w po-
czatku O ukladu wspoélrzednych. Réwnanie to bowiem jest réwno-
wazne réwnaniu ~

|/ P yi=a,
wyrazajycemu, ze punkt (@,y) jest oddalony o a od poczgtku uldadu,

Poniewaz réwnanie (1) jest réwnowazne réwnaniu

(2) kf(x,y)=0

dla kazdego ks 0, wige réwnania (1) i (2) okreslaja ten sam twor
geometryczny.
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Podobnie, réwnania,
g(mﬂ)_h(wy:‘/)zo i 9@, y)="h(x,y),
jako réwnowasine, okreflajg ten sam twor geometryczny.

Analogicznie wprowadza, sie pojecie tworu geometrycznego
okreslonego przez nkiad réwnan 7

(3) f1(93,3/)=0; falz,y)=0.

Oczywiscie, twor okreflony ukladem réwnarn (3) jest zbiorem
punktéw wspélnych tworu okrelonego przez réwnanie filz,y)=0
1 tworu okredlonego przez réwnanie falz,y)=0

Np. twoér okreslony przez uklad réwnan

r=a, y=b

jest punktem przecigcia prostej z=a i prostej y=>b, czyli punktem
(a,b). Twér okredlony w ukladzie prostokatnym wspoirzednych
przez uklad dwéch réwnan

w2+y2=4’

jest zbiorem punktéw przeciecia kola a2 4 42=4 i osi Ox, sklada
si¢ wige z dwdch punktéw (2,0) i (—2,0). :

Tak samo okresla si¢ rownanie tworu w ukladach wspélrzed:
nych ukosnokatnych Oxyz w przestrzeni.

Np. w przestrzeni réwnanie z—=a okresla plaszezyzne réwno-
legly do plaszczyzny Oxzy 1 przecinajaca o Oz w punkcie (0,0,a).
W ukladzie prostokatnym réwnanie @4 %4 22=a> okredla kule
o promieniu & i rodku w poeczgtku ukladu. Uklad réwnani

(4) 2y F=e, 2=l

y=0

okrefla zbi6ér zlozony z punktéw przecigeia kuli a® -+ y? + 22=4
1 plaszezyzny z=1. Plaszezyzna ta jest oddalona od $rodka kuli
0 1, promien za§ kuli wynosi 2, wiee uklad réwnan (4) okresla
w przestrzeni koto.

Zauwazmy, ze jedno i to samo réwnanie

f (my =0 -
(albo uklad dwéch lub wiecej réwnaii), o ile okregla zbiér niepusty,
to okre§la w przestrzeni inny twér niz na plaszezyZnie. Np. réw-
nanie 2?4 y2=0 okresla na plaszczyznie jeden punkt (0,0), a w prze-
strzeni — zbiér punktéw (0,0,2) czyli o§ Oz.
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Twér geometryezny moze byd réwnies okredlony nierdwno-
$ciami. ‘ ‘

Np. nier6wnosé » >0 okresla polplaszesyzne zlozong z punkiow
o odeietej dodatniej, poniewaz dla wszystkich tych i tylko tych
punktéw nieréwnodé ta jest spelniona, W ukladzie prostokebinym
plaskim nieréwnodé a2+ y* <a? okrefla wnetrze kola, nieréwnodd
zad o? -+ y?< a? okredla wnetrze kola wraz z obwodem. W przestrzeni
uldad nieréwnodci
z>2, s SE-ah )

okredla wnetrze odeinka kuli.

Okredlenie réwnania tworu nie da si¢ przeniefé bezpodrednio
ze wspblrzednych kartezjargkich na biegunowe, gdy# kazdemu
punktowi odpowiada nieskornezenic wiele par wspélrzednyeh Dbie-
gunowych. Postepujemy wiee nieco inaczej. Niech mianowieio

) fle p)=0

bedzie dowolnym réwnaniem biegunowym i niech punkt P ma te
wiasnogé, ze eo najmniej jedna para jego wupdlrzeduyeh hieguno-
wych spelnia réwnanie (5).
. Zbiér takich punktéw P nazywamy tworem okreflonym praez
rownanie (b).
Np. réwnanie
(6) : 0==0

(gdzie a>0) okrefla pewne kolo K. To samo kolo jest okredlono
przez réwnanie

(7 | o= —.

Jesli punkt P lezy na tym kole K, to nie dla wszystkich wspol-
rzgdnych biegunowych punktu P zachodzi réwnofé (6); réwnosé ta
zachodzi dla pary wspéirzednych punktu P kola K wtedy i tylko
wtedy, gdy wybierzemy je tak, zeby ¢>0.

Podobnie okrefla si¢ réwnanie tworu we wspéhzednych ceylin-
dryeznych lub sferyeznych w przestrzeni.

§15. Przyklady réwnan tworéw plaskich

1. Kisoida. Niech na plaszezyinie bedzie dane kolo o fred-
nicy OA=a. W punkcie 4 prowadzimy styczng, & nastepnie z O
polprostay‘przecma]@eap koto w punkcie B, styczng zag w punkeie ¢,
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Kreslimy wektor OP=B(. Miejsce geometryczne konca P. wektora
OP, gdy B obiega kolo (p. rys. 48), nazywamy kisoidg Dioklesa ™.’
Niech O bedzie biegunem ukladu biegunowego, & prosta 04
ze zwrotem od O do A — osig tego ukladu. Mozemy punktowi P
przypisaé wepblrzedne biegunowe o,p zawarte w granicach

(1) 0L p<<m/g Iub

Wowezas

3T/2<Cp < 2m, o =0.

|AC|=altgy|, |BC|=|AC|-|sing|—a sin?g

lcosg|

Poniewaz w przedzialach (1) cos g jest
dodatni, dostajemy wobec p=|0P|=|B(|
@) —a

cos p

Dla kazdego wiec punktu kisoidy i jego B
wspolrzednych biegunowych, spelniajacych
nier6wnosei (1), spelnione jest réwnanie (6).

Na odwrét, gdy dla punktu @ spel- (2 4
nione jest réwnanie (2), to punkt @ lezy
na kisoidzie.

Jedli bowiem >0, to z (2) wynika
cos ¢ >»0. Na prostej 0Q lezy wobec tego
punkt P kisoidy, ktéry ma wspélrzedne
biegunowe gpelniajace roéwnanie (2). Punkty
P i @, jako majace te same wspbirzedne
biegunowe, sg identyezne.

Jedli zad o< 0, to wprowadzajac oznaczenia

Rys. 48

01=""0, =g+,

dostajemy wspélrzedne tego samego punktu P. Poniewaz z (2) wy-
nika, ze
=—p=|pl=0— "7
01 0 ]J 08 (¢ +-7)
wiec widzimy, ze P lezy na kisoidzie.

* Diokles (III w. przed n.e.), matematyk grecki, znalazt te 1';r.zy.w;g,
starajac sie rozwiazaé zagadnienie skonstruowania za pomoca cyrllda, i l}mallu}
krawedzi szefeianu, ktérego objetosé bylaby dwa razy wieksza niz objetosé
szecianu o danej krawedzi.
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Tym - samym réwnanie (2) okresla kisoide we wspolrzednych
biegunowych.

‘Wezmy pod uwage uklad prostokatny wipolrzednyceh  Oxy,
zwigzany z ukladem biegunowym w sposob opisany w § 13, i za-
stosujmy wzory (1) z § 13, str. 66. Réwnanie (6) jest réwnowaine
réwnaniu ‘

' 3 COs = ap* gintp
czyli — w my$l tych wzoréw -— réwnaniu

(3) (e 447 = ay?,

ktére jest wiee réwnaniem kisoidy w prostokatnym ukladzie
wspblrzednych Owxy. Réwnanie to jest 3-go stopnia. Jak udo-
wodnimy w § 40, str. 204, wynika z tego, ze w kazdym ukladzie
ukodnokatnym wspélrzednych krzywa ta ma réwniez réwnanie
3-go stopnia. oo

Latwo udowodnié, ze gdy punkt oddala sig po kisoidzie nie-
ograniczenie, to jego odleglo§é od stycznej w punkcie 4 dazy do
zera. Odleglodé ta bowiem jest rowna liezbie

d=a—| 0P| cos @==0—a SIN? @ == COR?(
A @ ¢ Py

- a wige d staje sie dowolnie male, gdy ¢ zmierza do =/2 lub do --mu/2.
Dla tej przyczyny styczna w punkeie 4 nazywa sie asymplolq
kisoidy.
2. Lemniskata. Niech na plaszezyznie beda dane dwa punkby
F, i Ty o odlegltoei 2a. Miejsce geometryezne punkidéw P, dla
ktérych '
(4) | PP, || PF,|=a?,

nazywa sie lemniskatq. ¢
Przyjmijmy of F,F, ze zwrotem od F, ku F, za of odcigtych,
symetralng za§ odcinka F,F, z dowolnym zwrotem — za of rzed-
‘nych (rys. 49). W tym ukladzie wspolrzednych kartezjanskich
. punkty Iy i I, majs wspélrzedne
—a, 0 i a, 0. Oznaczajac przez P(ax,y)
dowolny punkt plaszezyzny, mamy:

-

|PEP= (20 + a)* - y*,

Rys. 49

[Py (@ @) -}y
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'.I;\TQL to ‘Wi@(?, \ by punkt P(z,y) lezal na lemniskacie, czyli by
gpelnial réwnanie (4), potrzeba i wystarcza, zeby

(@ +aP+ y*1(@—a) + y*]=at.
Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy réwnanie réwno-
wazne
(6) (@ =20 — ).
Jest to réwnanie lemniskaty; krzywa ta ma zatem we wsp6l-
rzednyeh kartezjanskich réwnanie 4-go stopnia.
_ W celu blizszego zbadania ksztattu lemniskaty, zauwazmy, ze
gdy lezy na niej punkt (x,y), to leza na niej réwniez punkty (z, —v),
(—@,y) i (—o,—y). Innymi stowy, osie Oz i Oy s3 osiami symetrii

l'lemniskaty. Wystarezy wiee zbadaé jej ksztalt jedynie w pierwsze]
éwiartce. W tym celu przejdziemy do wspélrzednych biegunowych,

poshugujac sie wzorami (1) z §13, str. 66. Podstawiajac je do
réwnania (8), otrzymujemy

(6) 12=2a2 cos 2¢.

 Wobec ograniczenia si¢ do pierwszej éwiartki mozemy zalo-
7y6, ze 0 <p<w/2. Poniewaz 320, wiec zachodzi nieréwnosé
cosp =0, skad 0 <2< /2 czyli 0<p < nf4. Gdy ¢ sig zmienia od 0
do w/4, to r maleje od a do 0. Otrzymujemy ksztalt widoczny na
rysunku 49:' lemniskata sklada sie z dwéeh petli, zigezonyeh
w poczgtku ukladu. ,

3. Parametryczne przedstawienie krzywej. Niech na plasz-
czy’nie porusza sig punkt (z,y) i niech jego polozenie w chwili ¢
bedzie okredlone réwnaniami

(7) Te=f{), y=¢@).

Przy zalozeniu, ze funkcje f(t) i g(f) sa ciagle, tor punktu na-
zywa gie kreywq ciqgle, a uklad réwnan (7) — jej przedstawientem
parametrycznym.

Niech np. po kole o srodku O i promieniu # porusza sie punkt
P(x,y) ze staly predkodcia katowa 1. Wowezas tuk g, jaki zatoezy
punkt P po czasie %, jest réwny t. Jesli za o8 Oz obierzemy frednice
przechodzaca przez poczatkowe polozenie punktu P, a za of Oy —
grednice do niej prostopadiy, to dla_wspélrzednyech punktu P(2,y)
na kole otrzymamy réwnania

(8) . m=acost, y=asint.
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Jest to parametryczne przedstawienie kola, Gdy ¢ zmienia sig
od 0 do 2, to P obiega koto jeden raz. Kazdej dalszej zmianic o Lo
odpowiada jeden obieg kola. |

4. Elipsa. Niechaj dwie plaszezyzny [71 117 bedg nieprosto-
padle i nieréwnolegle. Na drugiej z nich niech lezy kolo. Rzut pro-
stopadly tego kola na plaszezyzne 17 na-
zywa sie elipsq.

Bez zmiany tego rzutu mozemy plasz-
czyzne 17 doprowadzié przez przesunigcie
réwnolegle do takiego polozenia, by kru-
wedZ przeciecia ohu plaszezyzn praeclhio-
dzita przez drodek kola (rys. H0). Woezmy
te kraweds za of Owx ukladu prostokat-
nego wipélrzednych Owmy na plaszezyZnio
1T, a grodek O kola - zav poezgtek tego
ukladu. Te samag kraweds wesmy za of
Ox" ukladu prostokatnego Ox'y’ wspélrzednych na plaszezysnie [/,

z tym samym poezatkiem 0. Oznaczajac przez ¢ kat miedzy,

plaszezyznami JT i II'y przez P'(2)y') dowolny punkt na 1/,
a przez P(z,y) jego rzut na I7, dostajemy

(9) a=a, Y =1’ CON P,

Poniewaz kolo w ukladzie Ox'y’ ma przedstawienie parame-
tryezne

' =a co8 t, Y =asint,

wige dla rzutéw P punktéw P’ tego kola na plaszezyzne [/ olrzy-
mamy ' .

B=0a o8 1, y==a cos P sin t,
2 zatem oznaczajac acos? przez b, ‘

(10) T=0a co8t, 9 =b§in ¢.

Jest to przedstawienie parametryczne clipsy. Dostajemy zon,
przez wyrugowanie parametru ¢, réwnanie elipsy w postaci f(x, y) =),
mianowicie tzw. réwnanie kanonicene (lub centralne) elipsy :

2=

Latwo dowodzi sie, ze i na'odwrot, kazde réwnanie postaed (1),
gdzie a>b >0, przedstawia elipse, tj. rzut prostopadly kola na Pl
szezyzne nachylong pod katem d=arc cos bja do plaszezyzny kola.

icm
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5. Przedstawienie wymierne kola, W przedstawieniu kola
réwnaniami (8) wystepujg fu11kcje trygonometryezne. Mozna, jednak
réwniez przedstawié kolo parametrycznie za pomocy funkeyj wy-
miernych. W tym celu przyjmijmy oznaczenie

ot
U=1tg— .
g2
Wéwezas
i
1—to2 —to2
('oqt»-('oqzt qinﬁt—ooqzt(l t Zt)— * 2 ' tgrg
oty ity =t sty = =
;o Tt
coR?—
2
stad  zad
4 11— i 21
COR b= — int= .
= e Tre
.7 (B) dostajemy zatem
19 1—u? 2u
i == Y=qa .
(12) v al-{—uz’ 1-+u?

Gdy % zmienia sig od —oo do oo, otrzymujemy wszystkie
punkty kota i kazdy tylko jeden raz z wyjatkiem punktu («,0), do
ktérego zbliza sie nieograniczenie punkt (12), gdy « dazy do 4-oo
lub do —oco, Natomiast w przedstawieniu (8), gdy ¢ zmienia sie
od —co do oo, punkt obiega kolo nieskonczenie wiele razy.
6. Cykloida. Krzywa zwana cykloidg jest to tor, po ktérym
porusza sie punkt P kola toczgcego sie bez podlizgu po prostg
i pozostajacego stale w tej samej plaszezyznie (rys. 51). Niech osig
Oz prostokgtnege ukladu Wspéhﬁzgd-
nych bedzie prosta, po ktérej sie toczy y
kolo, a poczgtkiem tego ukiadu — po-
lozenie punktu P, w ktérym znajduje
sie on na osi Ox. Niechaj po obrocie
0 kat ¢ punkt P zajmie polozenie C.
Z 'defim'cji toczenia wynika, ze dlugodé
wektora 04 jest réwna tukowi AC kola,
czyli S

|0A|=a(p.
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Zatem dla odcigtcj puiktu ma,my‘

a dla rzednej ,
 y=|B0|=|A8|—|8D|=a-a cos ¢.

Ostatecznie wiec otrzymujemy nastepujace przedstawienie pa-

‘rametryezne cykloidy

(13) z=a(p—sin @) , ) == (1~ Cos @) .

Ksztatt eykloidy jest przedstawiony na rys. B2, Rug.,u]adc' R

otrz'ymu]emy
a1y -]
B= la,rc eO§ —— '/1 /) I

W progtokatnym ukladzie
wap6lrzednyeh réwnanie oy-
kloidy nie jest wiee algebra-
iczne. Mozna ndowodnié, ze
nie jest tez ono algebraiczne
w zadnym ukladzie ukofno-
katnym (p. § 40, str. 204).

" Rys. 52

§16. Przyklady réwnan tworéw przestrzennych

1. Powierzchnie obrotowe. Niech w plaszezy’nie Oxe ukladu
dajaca sie

prostokatnego wspéhzednych lezy krzywa I' (rys. 53),
przedstawié réwnaniem postaci

(1) z=f(2).

Niech krzywa ta. dokona pelnego
obrotu dokola osi Oz. Powstaje wowezas
powierzchnia obrotowa Q.

Niech P(z,v,2) bedzie dowolnym pun-
ktem na Q, a Py(w,0,2,) — jego poloze-
niem poczatkowym na plaszezyznie Ouae.
Punkty P i P, ma]@ wspblny yzut B na
oé Oz, zatem

=2,

icm

padkiem przedstawienia parametrycznego

§ 16 L.. Powierzchnie obrotowe. 79
7 drugiej strony, |PR|=|RP,| czyli

() V& -+yi=| .
Poniewaz punkt P, lezy na krzywej (1), wiee

| |=If(e) | =1 @)1,
‘wtgd zad wobec (2) |

-+ 8) V=),

Na odwrot, gdy dla punktu P('m, y,#) zachodzi réwnanie (3), to
ton punkt lezy na Q. W oznaczeniach bowiem

wo=}(2),

widaé od razu, ze punkt Py(z,,0,2,) lezy na krzywej I' oraz ze pun-
kty P i P, maja, wobec 2,=¢, ten sam rzut R na of Oz Zwigzek (3)
wyraza, ze |RP|=|RP,|, czyli ze P powstaje przez obrét punktu P,
dokola osi Oz.

Réwnanie (3) jest réwnowazne réwnaniu

w By =P(0);

jest to wige réwnanie powierzchni obrotowej Q.

Jako szezeglny przypadek wezmy powierzchnie stozka, ktory
powstaje przez obrét dokola osi Oz dwusmezne] kata zawartego
miedzy osia Oz a osia Oz W pierwszej éwiartce plaszezyzny Oxz
(rys. B4). Dwusieczna ta przebiega przez ¢wiartki pierwszg i trzecig;
kazdy jej punkt jest réwno oddalony od osi OJo i Oz; jest wiec ona
okreflona ukladem réwnan

Bp=2,

=2, y=0.
Wobec (4) réwnaniem stozka jest réwnanie
(5) a? +yt—22=0.

Przedstawienie (1) jest szezegblnym przy-

(6) w=1({), z=y(t),
gdyz jest ono réwnowazne przedstawieniu

w=f(1), g=t
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Ot6% jedli krzywa I' w plaszezysmie Oxz jest przedstawiona nie
réwnaniem (1), lecz ogélniej, w postaci pare metryeznej (6), tio
réwnanie. powierzchni obrotowej £ mozemy otrzymad rdwnicz w po-
staci parametrycznej. Oznaczmy bowiem przez ¢ kat micrzony
w obiegu dodatnim, o jaki obréeil sie punkt P, dochodzge do po-

tozenia P (p. rys. 53, str. 78). Wowezas dla wspolrzednych punktu

P zachodzg réwnodei
w=|RP|cos p=|RP,| cos g=|,| cos p==|f(!)| sin ¢.

Obliczajae podobnie y i korzystajac z réwnodel z==2,, otrzymu-

jemy ostatecznie
(7) w=|f(t) cosp,  y=|f(t)sing,  z=g(i).

Na odwrét, kazdy punkt postaci (7) lezy na powierzehni €,
Powierzehnia ( daje sie réwniez przedstawié rownaniami

(8) © w=f(t) cos g, y=f(t) sin p, 2= (1),

Jegli bowiem f(¢) >0, to zwiazki (7)1 (8) sq identyczne, Jedli zasd
f(t)<< 0, to otrzymujemy (8) z (7), zastepujac ¢ przes Q.

Jak widzimy, powierzchnia obrotowa daje si¢ przedstawid za
pomocy dwdéch parametréw: kata ¢ i parametru ¢ na krzywej I'*.

Kazde potozenie krzywej I' w czasie obrotu nazywa sie polud-
nikiem powierzchni Q, a kazde kolo zatoczone przez ustalony punkt
krzywej I — réwnolesnikiem tej powierzchni obrotowe;j.

Np. przez obrét kola

r=a 8ind, Z==0 COR ¥,

lezgcego na plaszezyznie Owzz, dokola osi Oz powstaje kula, dajpea
_sig wobec (8) przedstawié parametrycznie ukladem réwnax

(9) w=asindcosp, y=asindsing,  2=acosd-

Réwnolezniki i poludniki' tej kuli .sg identyczne z réwnolesni-
kami i poludnikami wystepujacymi w astronomii i geografii. Licaby
9 i ¢ sa tu wspohzednymi sferyeznymi katowymi punktu na kuoli.

2. Powierzchnie walcowe. Powierzchniq walcowq nazywa si¢
powierzehnia, powstajaca przez ruch réwnolegly (dlizganie §ig) pro-
stej rownoleglej do stalego lkierunku wazdluz pewnej kraywej I

* W geometrii rézniczkows] powierzehniq nazyws sio kasdy  twér, dos
jacy sie przedstawié za pomocq funkeyj dwdéch parametréw pray zalozeninch
dodatkowych, dotyczacych eciaglodci i réimiczkowalnose tiyeh funkey;j,
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Progta ta w kazdym SWym polozeniu nazywa sie tworzgeq po-
wierzehni walcowej, a kraywa I' — jej prowadzqcq.

Niech bedzie dany w przestrzeni ukiad prostokatny wspblrzed-
nych Owxyz i powierzchnia walcowa O o tworzaeych réwnolegtych
do osi Oz, przecinajaca plaszezyzne Ozy wzdiuz krzywej I, ktora
w ukladzie Owy na tej plaszezyznie ma réwnanie

(10) - f@,9)=0.

W ukladzie wsp6lrzednych przestrzennych Ozyz krzywa ta jest
zatem okreslona przez uklad réwnan )

(11) f@,9)=0,  z=0.

Na to, by punkt P(z,y,2) lezat na powierzchni Q, potrzeba
i wystarcza, zeby jego rzut prostopadly na plaszezyzne Ozy lezal
na krzywej I'. Poniewaz rzutem punktu P(z,¥,2) na te plaszezyzne
jest punkt P,(»,y,0), wiec réwnanie (10).jest warunkiem koniecz-
nym i destatecznym, by punkt P(z,y,2) lezal na powierzchni Q.
Roéwnanie to okrefla wiec powierzchnig Q.

Np. w ukladzie prostokatnym Ozy wspoélrzednych na plaszezys-
nie réwnanie 2*+y?=a® przedstawia kolo o ¢rodku w poczatku
ukiadu, w przestrzeni za$ przedstawia ono walec obrotowy, ktdrego
osig jest of Oz Réwnanie z(2®+y?)=ay® przedstawia walec, ktdrego
tworzgca jest prosta réwnolegla do osi Oz, Slizgajaca sie po kisoi-

" dzie lezgcej na plaszczyznie Oye.

W ukladzie ukodnokatnym wspéhrzednych przestrzennych réw-
nanie f(x,y)=0 przedstawia powierzchni¢ walcowy o tworzaeych
réwnolegtych do osi Oz.

3. Rzut krzywej. Weimy pod uwage dwie powierzchnie o réw-
naniach

(12) ) m2+y2+z2=a2, 032-{—:1/2—-22:0,

przenikajace sie wzdluz pewnej krzywej I, i znajdZzmy  réwnania

rzutéw tej krzywej na plaszezyzny ukitadu wspélrzednych.
Pierwsze z tiych réwnan przedstawia kule o promieniu @, dru-

gie zad, na mocy (B), stozek obrotowy, ktérego osig jest of Oz,

a wierzchotkiem — poczatek ukladu. Niech P(x,y,2) bedzie do-

wolnym punktem krzywej przenikania I'; tréjka liczb z,y,z spel-

Monografle Mqtomntyczne, XXVIL 6
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nia wiec oba réwnania (12).

eliminacje 2

(13) ‘ - -y m“g/i_)“

7 réwnat tyeh otrzymujemy praez

Wspéhzedne kazdego punktu krzywej I’ gpelniaja zatem row-
nanie (13). Réwnanie to przedstawia w przestizeni walec o two-
rzacych réwnoleglych do osi Oz, Walec ten przechodzi przez kizy-
wa I Kazda tworzaca tego walea przecina I', gdyz jest okreslona
parg rOWDan z=u, Y=Yy, gdzie .

P+ 2 ==a?2.

Na tworzacej tej lesy wige punkt Q(zq, ¥y, /) 2), ktorego wapol-
rzedne spelniajg oba réwnania (12), czyli punkt @ krzywej I'. Stagd
wynika, ze rzut krzywej I’ na plaszezyzng Owy jest przekrojem wal-
ca (13) ta plaszezyzng, a wiec ma réwnania

(14) 22yt =a?/2, 2==0,

Jest to kolo o frodku (0,0) i promieniu a/)/2.

Zmalezienie rzutu krzywej 1" na plagzezyzne Owy sprowadza sie
wiee do przeprowadzenia przez I' walca o tworzacych réwnoleglych
do osi Oz. Analitycznie réwnania fego reuwtu olyzymuje sig prece cli-
minacje wspdlrzednej 2 z réwnan powierzchni, przenikajacyeh sie
wzdtuz krzywej I

Oczywidcie, w celu znalezienia rzutu na plaszezyzne e climi-
nujemy y. Otrzymujemy @x

]

22t ="0?,
V2

Rzuty te lezg wiee na plaszezyznach
C o a

&= e gr= o

RN V2’
ktére sa réwnolegle do plaszezyzny Oxzy i przecinajy kule wadluz
pary przystajacych kol, ktérych rzutem na plaszezyzne Owmy jest
kolo (14). A wige rzutem krzywej I' na plaszezyzne Oxe jest lwor
ztozony z odeinka, '

. 4]
Yy :—"—0, & == g — e Q =

m T

Ve Y2 V2

icm

§16 4. Linia érubowa. 33
i z odcinka
— a a
1/‘“0) "3:'““/,——_7 ~«—_—_<aﬂ<.a;_.
V2 12 2

Analogicznie znajdujemy rzut na Plaszezyzne Oyz.

' 4. Linia Srubowa. Niech walee obrotowy o promieniu a obraca
sie dokf)lzu swej osi ze stalg predkoseia katowa w. Po tworzacej
walea niech porusza sie punkt P ze stala predkofeia v». Tor punktu
P nazywa si¢ linig Srubowg.

. Przyjmijmy za o§ 0z o walea; plasz-
czyzng Owxy niech bedzie plaszezyzna prosto-
vadta do osi Oz i przechodzaca przez polo-
zenie Py punktu w chwili t=0 (rys. B5); osig
Ow miech bedzie of OP, ze zwrotem od O
do P,. Osi 0z nadajemy zwrot WYZNaczony
przez ruch punktu P po tworzgee] walca.
Rzut P, punktu P na plaszczyzne Oxy
obraca sie dokola punktu 0. Osi Oy nada-
jemy taki zwrot, by obrét ten miat obieg
dodatni. W chwili ¢ walec obrécil sie o kat
p==wt. Punkt P ma wiec wtedy wspélrzedne

~cylindryczne  a,wt,vt. We wspélrzednyeh
prostokatnych jest zatem (p.§ 13, wzory (5),
str. 67)
o T==a COS wi, y=a8in wt, s=ut.

J e,sjtr to. parametryczne preedstawienie linit $rubowej. -
Przyjmujae

ol=gp, v/o =k,

otrzymujemy przedstawienie linii frubowej za pomocg nowego para-
metro ¢: \

(1B) T=a CO8 ¢, Yy =0 8in g, 2=ko.

Na rys. 55 uklad wspélrzednych jest prawoskretny.

Linia $rubowa nazywa sie prawo- lub lewoskretna zaleinie od
tego, czy uklad wspélrzednych Oxye, okreslony jak wyzej, jest
prawo- czy lewoskretny.

Gdy k<0, to w ukladzie prawoskrgtnym Ozyz réwnanie (15)
réwniez przedstawia linie $rubows; tu jednak walec obraca sie
w obiegu ujemnym i linia $§rubowa jest lewoskretna.

V g
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Rzut linii $rubowej (15) na plaszezyzng Owy jest kotem
X==a GOS @, ' 1y ==a 8in @, g==0),
rzut jej zaé na plaszezyzne Oyz jest krzywa
x=0, 1 =a 8N g, z=lgp

czyli sinuseida

. 2
z=0, y=asm—7£-~

ROZDZIAYL IV
PROSTA NA PLASZCZYZNIE
§17. Réwnania prostej na' plaszezyznie

1. Réwnanie ogoélne. Niech bedzie dany na plaszezyznie uklad
ukosnokgtny wspétrzednych Ozy o dowolnych wektorach podsta-

‘wowyceh 1, oraz dowolna prosta p. Oznaczmy przez A, B sktadowe

kowariantne wektora (niezerowego) a, prostopadiego do tej prostej,

‘przez Py(z,,Yy,) jakikolwiek wustalony punkt tej prostej, przez

P(x,y) dowolny jej punkt, wreszcie przez y wektor OP i przez p,’
wektor QP Zatem

(1) PyP=t—1,

Poniewaz punkt P lezy w mysl zalozenia na prostej p, wiee
wektor P, P jest prostopadty do wektora a; na odwrét, gdy PyP jest
prostopadly do a, to punkt P lezy na prostej p. Warunkiem wiec
koniecznym i dostatecznym na to, by punkt P lezal na prostej p,
jest znikanie iloczynu skalarowego a-P,P czyli
(2) : a(z—1zo)=0.

Korzystajac ze wzoru (6) z § 9, str. 41, dostajemy zatem row-
nanie prostej p w postaci

(3) A(x—z0)+B(y—Yy,)=0.
Przyjmujac oznaczenie

(4) 0= — Az, —Byo,

mo zemy féwnanie (3) napisaé w postaci

(5) B Ag4By-+0=0.
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