ROZDZIAL 11
SKEADOWE WEKTORA 1 WSPOLRZEDNE PUNKTI

§4. Skladowe wektora i wspohrzedne punktu na prostej

1. Skladowelwektora. Niechaj bedzie dana of. w. Ustalmy n
niej wektor niezerowy i o zwrocie zgodnym ze zwrotem osi,

Wektor i nazywamy wektorem podstawowym wkladw wspdlreed
nych.

Dla kazdego wektora @ réwnoleglego do osi # istnieje llczba i
dla ktérej (rys. 17) ’

1)

i a

a=1"1.

Na odwrét, kazdy wektor postaci (1
jest réwnoleglty do osi x. Réwnym wekto
rom a odpowiadajg réwne liczby I, a réz
nym wektorom — rézne liczby.

Liczbe 1 nazywamy sktadowq wektora a w ukladzie wspolrzed
nych, w ktérym wektorem podstawowym jest i.

Jesli 1> 0, to wektor a ma zwrot zgodny z osig, jesli za$ 1<
to zwrot jego jest przeciwny. Gdy =0, to a==o.

Jefli dlugodé wektora podstawowego i jest réwna 1 (tj. ma o1
dtugogé jednostki podstawowej, ktérg mierzymy wszystkie odeink
w przestrzeni), to |a|=|I|. W tym wiec przypadku sktadowa I jes
wartoscia wektora a na osi z (p. Rozdzigl I, str. 12).

Jedli zmienimy zwrot osi », to ar skladowych wektoréy
przejdg na przeciwne. Gdy zmienimy wektor podstawowy i na now,
wektor podstawowy
(2) i =m-i,

to dla skiadowej I' wektora o w ukladzie Wspétrzgdnych w ktoryr
wektorem podstawowym jest i, bedzie

q::l/- f.’_.

y

f.
-

Rys. 17

icm

Sy
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Wobec (2) dostajemy stad I'-i'=1-1 ezyli I'm-i=1[-i,skad {=1'm
ezyli

(3) V=1jm.

Tym samym skladowe wektoréw sq odwroinie proporcjonalne do
dtugosei wektoréw podstawowych. '

Wektor a o skladowej ! oznaczaé bedziemy przez [1]. Jest wiee
w my$l definieji:

(4) [1]=1-1.
Sktadowa sumy dwu wekioréw fjest réwna sumie ich sktadowych:
(5) [+ [m] =L+ m].

W mysl bowiem okredlenia (4) mamy
M+[m]=l-i+m-i=Q@+m)-i=[I+m].
Podobnie dowodzi sie, ze dla kazdej liczby rzeczywistej s jesﬁ
(6) s [1]1=1[sl].
Z (5) i (6) wynika, ze dla kazdej pary s,t liezb rzeczywistych
i kazdej pary [1],[m] wektoréw zachodzi réwnosé
(7) s-[11+4t-[m]=[sl +tm].

Z réwnosci (7) wynika w szezegélnosel dla s=t=1 réwnosé (),
a dla t=0 — réwnosé (6). Rownosé¢ (7) zawiera wiec (5) i (6) jako

przypadki szezegblne. Szezegélnym przypadkiem (7) jest takze
réwnosé
(8) ] —[m]=[1T—m].

2. Wspélrzedne punktu. Ustalmy obecnie na osi, précz wek-
tora podstawowego i, jeszcze dowolny punkt O. Kazdy punkt P
tej osi jest woéwezas wyznaczony przez wektor OP, ktéry jest
z kolei wyznaczony przez swg skladowa na tej osi.

Skladows wektora OP nazywamy wspdlrzedng punkiu P..

Tak wiec pojecie skladowej wektora okredlilismy dla wektoréw swobod-
nyech, a wspéhzedne punktu P okreflamy jako skladows wektora umiejsco-
wionego OP o poezytku O.

Np. punkt O ma wspdlrzedng 0; koniec wektora i po umiejsco-
wieniu go w ten sposéb, by poczatkiem byl punkt O, ma wspélrzed-
ng 1. Punkt O dzieli prosta na dwie poélproste; na jednej z nich
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wspélrzedne punktéw sa dodatnie, a na drugiej ujemne. W ten spo
86b preypisalismy kasdemu punktowi prostej liczbe rzeczywistq i las
dej liczbie rzeczywistej — punkt. Rdéénym punktom odpowiadajq réin
liczby © na odwrdt.

Punkt P o WSpOlI‘ZQdIlGJ o oznaczamy przez' P(x) lub krbee
przez (x).

Wezmy pod uwage dwa punkty P(x,) i @ (x,). Wowezas wekto
PQ ma skladows

) » A—

Istotnie, 0@=0P-+PQ czyli PQ=00Q—O0P, skad wobec (8) do
stajemy (9). '
W ten sposéb znaleZlidmy zwigzek miedzy skladowyml wekto
- r6w a wspélrzednymi punktéw.

Zbadajmy, w jaki sposéb zmienia sie wspolrzedna punkt
Wraz ze zmiang poczgtku O ukladu wspélrzednyeh, lecz bez zmian)
. wektora podstawowego i. Niechaj punkt 0’, ktéry ma w pwrwotnyn
ukladzie wspéhrzgdnag q, bedzie poczgt
k1em nowego ukladu wspélrzednych (rys
Rys. 18 18). Oznaczmy przez x wspbirzedng pun
ktu P w ukladzie wspélrzednyeh o po
czatku O, a przez 2’ wspélrzedna tegoz punkta P w ukladzi
wspohrze,dnych 0 poczatku O’. Poniewaz OP=00'-4-0'P, wie

przechodzac do skladowych, dostajemy

0 Olg P(z)

(10) ‘ - e=qta

Wzor ten daje zatem zaleznosé miedzy wspélrzednymi punkt
przy przesunieciu poczatku ukladu wspéirzednych do punktu o pier
wotnej WSpOh?Zane_] ¢. Zauwazmy, ze jeslibyémy przequn@h{‘ poCzZa

~ tek ukladu i zmienili wektor podstawowy i na —t, to zam @ﬁt,ﬁlo
otrzyma,hbyémy )

-

(11) ‘ T=q—a'.

Sktadowe wektora zosta,ly okreglone niezaleznie od punktu - 0

Zatem preesunigeie poceqtku ukladu wspdlrzednyoh mie smienic
sktadowych wektora.

Wymka. to réwniez z (10), bo ro przesumecm otrzymujemy

"{U—‘ﬂ’r—( 2= ) —(#,—g)=wy—,. -

S S e

e
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§ 5. Skladowe wektora i wspolrzedne punktu na plaszczyznie

1. Zaleino$ci miedzy wektorami réwnoleglymi do plasz-
czyzny. Niech i#p i j¥#p beda wektorami nieréwnoleglymi. Wek-
tory te, jak kazde dwa wektory, sg oczywidcie réwnolegle do pew-
nej plaszezyzny; oznaczmy ja przez II.

Udowodnimy, ze dla kaidego wek-
tora a, réwnoleglego do plaszezyezny I,
istnieje dokladnie jedna para l,m liczb
o wlasnodes

@) a=l-i4m-j

i, na odwrét, kasdy wekior ksztatu (1) P i @

jest réwnolegly do. plaszceyzny IT. Rys. 19 -
W tym celu z dowolnego punktu

P przestrzeni wyprowadszmy dwa wektory réwne wektorom i i i.

Oznaczmy przez ¢ i § proste, na ktérych leza tak otrzymane wek-

tory (rys. 19). Niech a=7P@. Niech @; bedzie rzutem wektora PQ

na prosty i. Wéwezas '

(2) -PQ:PQH‘Q«;Q-'

~ Poniewaz wektor PQ; jest réwnolegly do wektora i, wiec istnieje
taka liczba 1, ze

3) Pl

(4

Y

podobnie
(4) Q@=m-i-

~ Wobec (2) z (3) i (4) wynika (1).
Nalezy jeszeze dowie§é, ze istnieje tylko jedna para liezb I,m
o wlasnodci (1). Przypusémy, ze istnieje jeszcze inna para U,m’
-0 tejze wlasnoscl. Jest wiee

(5) , 0 b m#Em
oraz .
(6) a=l"-i+m’-i.
Odejmujac (6) od (I), ofrzymujemy o=(I-—-1") i+ (m—m")-i
ezyli . ’ _ o
(7) (=T i=(m —m)-i.
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Niech zachodzi np. pierwsza z nieréwnodci (5). Z (7) i z zaloze-
nia, ze i o oraz i 0, wynika, ze zachodzi rowniez druga z nieréw-
nofei (3). Mamy wiec

., m'—m
=

a zatem wektory i i i bylyby réwnolegle, wbrew zaloZeniu.

Wreszcie, dla dowodu, ze kazdy wektor ksztattu (1) jest row-
nolegly do plaszezyzny II, zauwazmy, ze w my§l definicji mnoze-
nia wektora przez liczbe kazdy z wektordw I-i i m.] jest réwnole-
gly do I (lub réwny o). Z konstrukeji sumy dwéech wektoréw
(jako przekatnej réwnolegloboku) wynika, ze wektor I-a--m-b jest
takze réwholegly do I7, c¢. b. d. o.

Z wudowodnionego twierdzenia plynie nastepujacy wniosek:

Na to, by tray wektory a, b i ¢ byly réwnolegte do jednej plase-
czyany, potrzeba i wystarcza, deby istwiaty tray wieemikajace réwno-
eze$nie liczby 1, m 4 n, dla kidrych

(8) la+m-b+n-c=p.

Istotnie, zaldzmy naprzéd, ze zachodzi réwnofé (8) i miech np,
n+#0. Wéwezasg
o) el
n no
Jesh a=b=0n, to c=p, wiec wszystkie trzy wektory g réwno-
legle do (jakiejkolwiek w danym razie) plaszezyzny; jesli zad np.
a#0, & b=0, to z (9) wynika na mocy poprzedniego twierdzenia
rownoleglodé o i ¢, a wiee znowu réwnoleglodé wszystkich trzech
wektoréw do jednej plaszezyzny; wreszcie, je§li azp 1 bs%o,
to badZz wektor ¢ jest réwnolegly do a i b, gdy te wektory sg

réwnolegle, badZ w przypadku przeciwnym wszystkie trzy wektory.

g roéwnolegle do jednej plaszeczyzny na podstawie poprzedniego
twierdzenia. Tak wiec réwnogé (8) jest warunkiem wystarczajacym.

Podobnie dowodzi sig koniecznogci tego warunku przez rozwa-
zenie kilku przypadkéw i zastosowanie poprzedniego twierdzenia.

2. Skladowe wektora na plaszezyznie. Niech na dowolnej
plaszezyinie I7 leza dwie nier6wnolegle osie o punkcie przeciecia O.

Bedziemy je nazywali osiams wspdlrzednych 1 oznaczali przer
Oz, Oy; sam punkt O nazywaé si¢ bedzie ich poceatkicm.

icm
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Na osi Ox obierzmy wektor i majgcy ten sam zwrot co 0§,
a na osi Oy analogiczny wektor { (rys. 20).
Wektory te nazywamy podstawowymi.
Kazdy wektor a plaszézyzny I7 daje si¢ przedstawié¢ w postaci
(1). W ten sposéb kazdemu wektorowi plaszezyzny odpowiada jedna
uporzgdkowana para lezb I,m.
Natomiast parze liczb I,m odpowiada y
w plaszezyZnie T nieskoneczenie wiele wek-
toréw réwnych. Liezby I,m wyznaczaja
zatem w plaszezyznie I7 wektor swobodny.
Nazywamy je sktadowymi tego wektora
w ukladzie wspéirzednych Ozy o wekto-
rach podstawowych i i j, a wektor przez
nie wyznaczony oznaczamy przez [Z,m].
Z tego okrelenia wynika, ze

(10) o [T,m]=1-i+ m-i.

Np. wektor i ma skladowe 11 0, a wektor | — skladowe 0 i 1;
zatem g

’ i=[1,0],  j=[0,1].

Wektory [1,1] sa réwnolegle do przekgtnej réwnolegloboku
zbudowanego na i i j (czyli do wektora i+ j). Wektory [1,0] sa

_réwnolegle do osi Oz, a wektory [0,m] do osi Oy.

Niech a=[Il,m] i niech a, bedzie rzutem wektora a na o Oz,
rownoleglym do osi Oy. Wéwezas ay=[1,0]. Wynika stad, ze 1 jest
wartoseia rzutu wektora a na of Oz, réwnoleglego do osi Oy, gdy
jednostks diugosei na osi Oz jest |i]. Podobnie, m jest wartodeig
rzutu wektora. a na of Oy, gdy jednostks dlugodei na osi Oy jest |il.

Jesli nie zmieniajac osi O 1 Oy przyjmiemy za wektory jednost-
kowe i'=p-.t i j'=r-j, to wektor, ktéry w pierwszym ukladzie
wspoirzednych mial skladowe 11 m, w drugim ukladzie ma skladowe
Ip i mfr.

Gdy zmieniamy wektor podstawowy na osi Ogz, biorge —i za-
miast i, to skladowa I wektora [I,m] zmienia znak.

Najezedcie] bedziemy stosowali uklady wspélrzednych, w kt6-
rych wektory jednostkowe i i | majg diugo$ci réwne.

Udowodnimy obecnie, ze

(11) [ty my ]+ [T, my]=[1; 41y, my +m,].
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Istotnie,
[, my]=l" 14 my i, (Lo, mg]=ly-t+mq- 1,
a wiec ' : 3
[Zl,mlj—i—[lz,mz]:(ll-{mla)-t+(m1+'rn2)~i,
skad wynika (11). Podobnie
(12) ' . pll,m]=[pl,pm].

Poniewas skladowe wektoréw sg zalezne jedynie od wekbordw
i i i, a nie od ich umiejscowienia na plaszezyznie, wige w dwdcl
ukladach wspélrzednych. o osiach réwnolegtych i wektorach pod:
stawowych réwnych wektor ma te same skladowe.

3. Wspéirzedne punktu. Niech obecnie dany bedzie na plasz
czyznie uklad osi wspélrzednych Owy oraz punkt P na tejze plasz
czyfnie. Poprowadémy z poczatku ukladu wektor OFP (rys. 21)

Skladowe wektora OP nazywamy wspdlrzednym
P punktu P i oznaczamy przez @ i y.
Wepbtrzedna x nazywa si¢ odeigla, a y — peedmn
/Y punktu P. A
‘ W ten sposéb kazdemu punktowi odpowiad:
- dokladnie jedna para liczb i oczywidcie na od
Rys. 21 wrét, kazdej parze liczb odpowiada dokladni

jeden punkt. ‘ :

Parze skladowych wektora odpowiada — jak widzieliSmy — nieskoncze
nie wiele wektoréw réwnych, natomiast parze wspdirzednyeh odpowiad
tylko jeden punkt; w okreslenin bowiem wspéirzednyeh punkiu umiejscow.
liémy wektor OP, biorae jego poczabtek w poczatku uldadu.

Punkt P o wspélrzednych « i y oznaczamy przez P(z,y) lu
przez (z,y). ‘
 Np. poczatek ukiadu ma wspéhrzedne 0,0. Dla punktéw na o
Oz jest y=0, a dla punktéw na osi Oy jest v=0. Jefli |i|=l}l, to dl
punktéw lezacych na dwusiecznych katéw miedzy osiami jest x=
lub =—y. .
Punkty prostej réwnolegltej do osi Oz i przecinajacej o§ O
w punkeie (0, a) maja rzedng y=a; na odwrét, gdy rzedna punkt
jest réwna a, to punkt lezy na tej prostej.
Osie ukladu dziela plaszczyzne na cztery czefel; w pierwss
¢éwiartce obie wspéhzedne sg dodatnie, w drugiej odciete sg ujemn
& rzedne dodatnie itd. (rys. 22).

®
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Niech w plaszezyZnie beds dane dwa punkt& P(21,91) 1Q(22,Y2)-
Wéwezas wektor PQ ma sktadowe
(13) l=2,—m; 1 m=y,—y;
(od wspélrzednych koica odejmujemy ' y
wspdirzedne poczatku). : if 1
Istotnie, w my§l okreglenia wspél- —+ + +
rzednych punktu jest x -
OP=[2y,y,] i 0Q=[2,,y,],
skad ' . . m v
PQ=0Q—O0P={[,,y5]—[®,,y,]=

= [ —21,Y2—Y1]- " Rys. 22

§ 6. Skladowe wektora i wspélrzedne punktu w przestrzeni

1. Zaleznoéci miedzy wektorami w przestrzeni. Niech i, ji f
beda trzema wektorami w przestrzeni, nier6wnoleglymi do jednej -
plaszezyzny. Udowodnimy, .ze dla kasdego wekiora a preestrzeni
istnieje dokladnie jeden uklad liceb 1,m,n, dla Tiérego

1) a=l-i+m-j+n-f

W tym celu z dowolnego punktu P
przestrzeni wyprowadzmy wektory i, i, .
Oznaczmy przez [ plaszezyzng wyzna-
czony przez wektory i i | (rys. 23).
Niech P@=a, a @, niech bedzie rzu-
tem punktu @ na plaszezyme I7, réw-
noleglym do wektora . Wowezas.

Rys. 23
(2) a=PQ=PQp +QrQ. ‘
Poniewaz wektor @, Q jest réwnolegly do wektora f, wiee
(3) QnQ@=n-1,

gdzie n jest pewng liczba rzeczywisty. Poniewaz PQ,; jest wektorem

lezacym w plaszezyinie 77, wiee na podstawie twierdzenia z po-

przedniego paragrafu (p. wzér (1), str. 23) istnieja takie liczby

1im, ze v '
PQp=l-i+m-i.
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Stad wobece (2 ) i (3) wynika (1).
Przypusémy, ze procz przedstawienia (1) istnieje jeszeze inne

przedstawienie

(4) =Z'-i—1—fm/~i+n’-’f;

Zr,&l', nFEN
Odejmujae (4) od (1), otrzymujemy

(1—=1)-i - (m—m’) Hf (m—-n'")-f==0.

(8) mEm,

Niech np. Is£l'. Wowcezas
n —n
1=V

m—m
1

a wiee wektor i bylby réwnolegly do plaszezyzny réwnoleglej do
wektoréw j i f, wbrew zalozeniu.

2. Skladowe wektora w przestrzeni. Niech #,% 12 b(:da; trzema
-osiami 'w przestrzeni, przechodzacymi przez wspblny punkt O i nie-
réwnoleglymi do jednej plaszezyzny. Na osiach tych obierzmy od-

powiednio wektory i,i,f o tych samych
zwrotach co osie. Wowezas kazdy wek-
tor a daje sie przedstawié w postaci (1).
Liczby 1, m i n nazywamy skladowymi
wektora w ukladzie wspélrzednych Owmyz
-0 ‘wektorach podstawowych 1i,j,t.
Wektor a oznaczamy przez [I,m,n].
Jedli na osi @ za jednostke dhugosei
przyjeto |il, to 1 jest wartodeig rzutu
a; wektora a na of z i podobnie dla
- pozostalych wspéhrzednyeh (rys. 24).

i= 'f;

- Rys. 24

Tak np. i=[1,0,0], i=[0,1,0], ¥=[0,0,1]; wektor [I,7,I] jest
réwnolegty do przekatnej rownolegloéelanu Abudowanego na wek-
torach i,i,f (czyli do wektora i--j--f).

Osie @,y 1 2 nazywamy osiami wspélrzednych i  oznaczamy
przez Oz, Oy i Oz. Plaszczyzny wyznaczone Przez pary osi 0znaczany
przez Oxy, Ozz i Oyz. Wektory réwnolegle do plaszczyzny Omy majg
postaé [l,m,0], réwnolegle do plaszezyzny Oxz — postaé [I,0,n],
a réwnolegle do plaszezyzny Oyz — postaé [0,m,n]. Wektory row-

icm

3. Wspéhrzedne punktu w przestrzeni. 29

nolegte .do ‘osi Oz, Oy i Oz majg odpowiednio postacie [a,0,0],
[0,a,071 [0,0,a].
Podobnie jak na plaszezyznie, dowodzi, sie ze:

(6)
(7)

[Lyy M9, 0y T4 [Toy Mgy My )= [Ty + Loy My Moy Ny -+ 1,1,
P [Z) 772’7”]=[pl7 pm,pn].

5. Wspolrzedne punktu w przestrzeni. Wspélrzedne punktu P
w przestrzeni okredlamy tak jak na plaszezyznie, jako skladowe
wektora OP. Oznaczamy je przez z,y, 2, sam za$ punkt P — przez
P(2,y,2) lub (,y,2). |

Np. poczatek ukladu ma wspéhrzedne 0,0,0, punkty osi Oz
maja wspélrzedne #,0,0, punkty osi Oz — wspélrzedne 0,0,z2,

“a punkty plaszeczyzny Oyz — wspélrzedne 0,y,z2.

Uklafi wspblrzednyeh Ozyz wyznacza na kazdej z plaszezyzn
Oxy, Oyz i Ozz uklad wspélrzednych plaski. Wspélrzedne x,y punktu
(#,9,0) lezacego w plaszezyinie Oxy sa réwnoezeénie wspélrzednymi

_tego punktu w ukladzie Ozy, lezgcym w tej plaszezyznie.

9)

Rzut punktu (z,y,2) na plaszezyzne Oyz, réwnolegly do osi O,
ma wspélrzegdne 0,y,2. Rzut tego samego punktu na of y, réwno-
legly do plaszezyzny Ozz ma wspélrzedne 0,y,0.

Plaszezyzny ukladu wspéhzednych dziela przestrzedn na osiem
czedci. W jednej z nich wspéhzedne z,y,z majg znaki 4+, -+, +,
w drugiej znaki —, +, +, w trzeeiej 4, —, | itd. ‘

Pierwszq 6semky nazywa sie ta, w ktdrej wszystkie wspélrzedne
59 dodatnie.

Wektor g, ktérego poczgtkiem jest punkt P(zy,y.,2;), koficem
za$ punkt Q (2,,9,,2,), ma skladowe

(8) —,, QP

b=y,—Y1,

PRZYKLADY. 1. Dane sg w przestrzeni dwa punkty P (zq,¥,,21)
i Q(24,9s2,). Znalezé wspélrzedne - §rodka odeinka, lgezacego te
punkty. ' '

Srodek odeinka jest punktem 8, okredlonym przez rownoéé
Wektorowa

a=u,

P8=80. &

Niech § ma wspéhzedne z,Y,2. Wowezas

PS=[2—21, y—Y1, 2—#1], 8Q=[2,—z, y,—y, 2.—2].
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7 (9) wynika wiee, ze

L— &=Ly Y—Y1==Y>—Y, BBy ==y %,

czyli
‘ 2,42 Yty L A2,
(10) ws_%jz:_ﬁ, y= ._1,.2__? , et

9. Znalefé wspélrzedne grodka ciezkodei tréjkata o wierzchol-
kach P (%y,91,%1); @ (@ Y2%s) 1 B (%593 2s)- ‘ '

Srodek ciezkodei T' jest punktem przecigcia frodkowych. Niech
8 bedzie srodkiem odcinka PQ (rys. 26); zatem punkt T' jest okres-

lony przez réwnosé wektorows
=1/y SR.

" Przechodzge stad do skladowjrch, otrzy-
mujemy wobec (10) dla pierwszej sktadowej

P wektora ST
8 ks T ._1_’(93 _ %@.iﬁﬂ)
Q 2 3\ 2/’
Rys. 25 . sk@d
(11) h p— fﬁ%ﬂ:’i& .

Podobne réwnosci zachodzg dla pozostatych dwu wspdl-
1zednych.

§ 7. Tloczyn skalarowy i dlugo$é wektora

1. Jloczyn skalarowy i dlugoéé wektora na plaszczyznie.
Obierzmy na plaszezyznie dowolny uklad wspélrzednych Ozy i niech
kat miedzy osiami wynosi v (rys. 26).

Odtad zakladamy stale, ze wektory podsta-
wowe t 1 | majq e samq dbugodd, réwng wspdl-
nej na obu osiaoh jednostce miary.

Zatem: :
&=y =

skad wymka, 76

1) T tj=cosy ' P=fi=1.
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Niech teraz dame beda w tejie plaszezyZnie dwa wektory

a=[1;,m,], b=[l;,ms];
wéwezas ‘

a=l-i+4m,-i, b=l -i+m,-i.
Stad otrzymujemy dla ich iloezynu skalarowego
(2) ab=[I; -t +m1-{][ly- i +m2-i]=
=l B+ mymy- 2+ (I my+my 1) i,
czyli wobec (1) dostajemy wzér
(3) ab=1l, ly4m; my+ (Iymy+-m, ;) cos v,

w szczego]nym przypadku, gdy-wektory a i b sg réwne, ab=aq2.
Dostajemy wige réwnoczesnie wzér na dlugodé wektora

(4) [aP=P-+m?L21mcos ».
Np. w ukladzie wspéhrzednych o kacie »=7/3 mamy

|aP=04-m2-Tlm;
wektor o skltadowych 1 i 2 ma wiee tu diugosé

la]=V1+4+2=)7=2,96...

Przy wyprowadzaniu wzoru (3) korzystaliémy z zalozenia, ze li]l=ljl=1.
Jesli odrzueimy to zatozenie, to dla iloczynu skalarowego nie otrzymamy
wzorn w postaci (3), lecz w postaci (2), w kiére] wystepuja liczby stale
i%, ij, j% wyznaczone przez dany ukiad wspéhrzednych, lecz niezalezne od
wektora a. Mozemy je oznaczyé przez

(5) gu=1, Jie=gn=1ij, Goo =72

i wéwezas wzdr (2) przybiera postaé

(6) ab = gulalaA-grols ma+ gorTemy +- grama m,
~ a zamiast wzoru (4) dostajemy

{(7) laP= 91112+21912lm+922"?2-

Z (7) wynika, ze kwadrat diugosci wektora jest formag kwadratowq,
tj. wielomianem jednorodnym drugiego stopnia, wzgledem 6trzednych
.wektora *. Forma ta nie przybiera wartofei ujemnych (ja.l&.\a.t diu-

gosci) i gdy jedna z liezb I,m jest rézna od zera, to for ma  war-

* Natomiast. iloezyn skalarowy jest jormq dwuliniowq, ktéra jest jo'ranQ
biegunowq formy (11); por. Przypis I, § 3. :
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tosé dodatnig. Jest wige ona wlaéciwa dodatnia (por. Praypis I, § 3). Udo
wodnimy w § 28, ze gdy dana jest dowolna forma kwadratows whadeiw:
dodatnia, to istnieje taki uklad wepdlrzednych Omy oraz takie wektor
podstawowe { i j (na 0gél nieréwne co do dlugodei), ze dann forma przed
stawia w tym ulladzie kwadrat diugosel wektora.

Szezegélnie wazng role graja ullady, w ktorych v=T/9, czyl
tzw. whkiady prostokaine wspotrzednych. e

Dla nich cos»=0 i otrzymane wzory przybieraja szczegélni
progta postaé: ‘
(8) _  ab=lylytmymy,

(9) : Ia]2=lz—vl—m2.‘

Niech dane beda dwa punkty: P(zy,y:) 1 @(y,¥ys). Obliczm,
ich odleglo§é d=|PQ|. Poniewas wektor PQ ma sktadowe wy—u
i y,—v, (p.§ B, wzér (13), str. 27), wiec w wkladach wspdtrzednye

-0 kaeie v jest

- (10) = (0,212 (Y3 —Y1)*+2 (B, —2y) (Y —Y1) CO8Y;
w szezegbélnosel w wkladeie prostokatnym wspdlrzednych jest
(11) ‘ = (B —21 ) +(Ya—1)

v PRZYKELAD. Znalezé $rodek '8 kola opisanego na tréjkaci
o wierzchotkach P(0,0), @(0,1) i B(1,0). Oznaczmy wspolrzedn
punktu S przez x i y. Z warunkéw |SP|=|8Q| i [SP|=|8h
otrzymujemy. réwnania -
24y 2wy cosy=(x—1)*y*+2(z—1)ycosv,
2+ +2my cosv=a?(y —1)?+4-22(y —1)cos».
Z réwnan tych wyznaczamy wspélrzedne frodka S
1
"~ 2(L+cosv)
2. Iloczyn skalarowy i dlugo$é wektora w przestrzen

Niech teraz O#yz bedzie dowolnym ukladem’ wspélrzednych w pra
strzeni o katach (rys. 24) ‘ ‘

‘ v= 20y, u= L 20%, A= L y0z
i — zgod statym obecnie zalozeniem — o wektorach podst

wowych i, i, f réwnej dlugodci:
(13) =il =[f=1.

(12) . &=y

&
cm
§7
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Zatem
(14) i =cosv, if =cos u, jt =cosi.
Gdy dane sa wektory
a=[l;, my 14, b ={lgy Moy tis],
to :
a=ly-i+m-j+n-I,
b=lyi-+my-i+n;t.
Stad ich iloczyn skalarowy:

(18)  ab =lyly- i+ myMs- +nn,- B4
+(lymg +myls) -1 A (Tins + nyly) -1 -

+(myne+nym,)- it : Rys. 27

Ogtatecznie Wiéc wobece (13) i (14)
1 ab =1,1, -+ mymy + By 0y (I Me +myly) COS ¥+
- (I g 11 Ly) COS (Mg Mg -+ My M) COS AL

Gdy a==b, otrzymujemy stad wzér dla kwadratu dtugodei
wektora: .

v(i7) ‘ [a]2=l2+m2+n2—i—zlmcosv+2chos,u+2mncdsk.

‘W szezegdlnodei w ukladach wspéhrzednych prostokaginych, tzn.
gdy A=pu=y=m/y, otrzymujemy prosta postaé iloczynu skalaro-

- wego i kwadratu dlugosei wektora

(18) ab =1y 1y 4 My Mg+ Ny Mgy
(19) ‘ [al2 =12+ m® -+ ns.

Wazér na odleglosé punktéw P(@y,%1,21) 1 Q(XaYa,2s), MOZemy

"otrzymad, podstawiajac do (16) lub do (18)

l=g,—2, M=Ys—Y1, D=2

Wzér ten napiszemy tylko dla ukladu prostokatnego wspot-
rzednych: . ' ;

(20) ) 1a;2ﬁ(m2_m1)2+(y2”lyl)2‘f‘(zz”"'“'l)z'

Monografie Matematyczne, XXVI.
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PRZYKEADY. 1. Znalezé odleglogé punktéw
P(1,1,2) i Q(2,—1,3)

w ukladzie wspélrzednych, w ktérym wszystkie trzy kabty sg
réwne 60°.

Wektor PQ ma skladowe I=1, m=—2 i n=1. Poniewa:
c08 A== cos u=cosy==14, dostajemy

P=1+44+1—2+1—2=3, skad d=V3=1,73...

2. Dany jest prostokatny uklad wspélrzednych Oxmye. Znalei(
odlegtodé d punktu (z,y,2) od osi Oz (rys. 28).

Rzut P punktu P(z,y,2) na of
Oz réwnoleglty do plaszezyzny Oyz ma
wspbtrzedne x,0,0. Poniewaz d=|P,_P|,
wiec

(21) a=V (@—aP +(y—0) +(z—0)=
=V
Podobmnie odleglodé plél_ktul’(m,y,z)

od osi Oy wynosi l/wﬂ——l-zz, a od osi
0z wynosi Vo + 2.

Rys. 28

w _przypa.dl.:u ogélnym, gdy wektory podstawowe t, § i f na osiach
Oz, Oy i Oz maja dlugo$ci dowolne, aby- otrzymaé wzér dla iloczynu ska-
larowego,. przyjmujemy oznaczenia : '

22) G =1, Goz =%, Gas =18, Gra =g =1},
) Grs=gn =1, ’ Gos = goo = jt.
Wéwezas z (15) dostajemy:
23) ab=g., b la+ Gt Ma-Goemyny .
+ (?1”"/2*}" My ly) =+ gag (Mg 7g 10, 1m4) A+ (0l - Tymy),
24)  JaP=gnlo-gramt - ggnt 429y, lm
+2gasmn4-2 gy 0l

Z (24) wynika, 7e réwiiez w przestrzeni kwadrat odl i
4, : - odleglodel jest forma
l_rwa.d:c'a,towad wladciwg dodatnig skladowych wektora, W § 28 udowodnimy,
%e kazda forma kwadratowa wlabciwa dodatnia jest kwadratem dtugodel wek-
tora w odpowiednio dobranym ukladzie wspélrzednyth.

icm
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§8 Katy miedzy wektorami w prostokatnych ukladach
‘wspéhrzednych

1. Cosinusy kierunkowe na plaszezyznie. Niech Ozy be-
dzie — jak poprzednio — ukladem prostokgtnym wspélrzednych na
plaszezyznie, w ktérym |i[=|j|=1, a w tym
ukladzie niech bedzie dany wektor a, tworzacy
z osiami Oz i Oy katy ¢, i ¢, (rys. 29).
Kabty te sa zawarte miedzy 0 a =.

Poniewaz skladowe I i m wektora a 58
wartodciami jego rzutéw na osie, wiee (p. wzlr
(15) z § 2, str. 12)

Rys. 29

@ - 1=la| cos ¢, m=|alcos ¢,.

Np. wektor o dlugodei 2, tworzacy z osiami Ox i Oy katy

' 73 i T/g, ma skladowe 1iV3.

Liczby
(2) ‘ 0,=C08¢,, @, =CO8Q,

NAZYWaAMy CoSinusami kiwuﬁkowymi wektora a.

Np. wektor i ma cosinusy kierunkowe 1 i 0. Wektor —j ma
cosinusy kierunkowe 0 i —1. Wektor (1,1) ma cosinusy kierunkowe
V2 i1V 2.

7 (1) wynika na moecy wzoru (6) z § 7, str. 31, ze

A m

3 = o - = 7
( ) Oy Vl2+m2 ? aﬂ l/‘/lz‘-‘l—mz

-

7 tych réwnofei widzimy, ze dla cosinusdw kz‘efzmkozi*ych kazdego
wektora a zachodzi zwiqeek

[

(4) aptay=1
czyli
(3) cos? @, + cos? g, = 1.

Ostatnia réwnogé mozna otrzymacé réwniez wprost stad, ze na
mocy okreflenia katéw ¢, i @, jest cosp, = t-sing,.
Stktadowe wekiora o dlugodci 1 sq zarazem jego cosinusami kie-
runkowyms. '
e
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Jedli wektor a ma cosinusy kierunkowe u, i a,, to wekto
o sktadowych a, i a, jest wektorem o dlugosci 1, réwnoleglym d
a i majaeym ten sam zwrob. Jest on réwny wektorowi a/lal.

Cosinusams Eierunkowyms osi nazywamy cosinusy katow utwc
rzonych przez nig z oslami ukladu wspélrzednych.

Cosinusy kierunkowe osi sg réwne cosinusom kierunkowyr
kazdego wektora, majgcego ten sam kierunek i zwrot co of.

2. Cosinusy kierunkowe w przestrzeni. Podobnie jak na plasz
czyinie, wprowadzamy cosinusy kierunkowe
0,==COS @, 0, ==CO8 ¢, @,==CO8 @,
wektora a o skladowych 7, m,n w. przestrzeni w ukladzie prosto
katnym wspétrzednych Owmyz (rys. 30). Jak poprzednio, otrzymu
jemy wzory nastepujace:

(6) l=|alcosp,,  m=lalcosp,, n =|al cos p,,
skad ~ o
) C l ' o m W
e ] e - T, TSI .
T Vermam U VEfmE e l/l“ +m 2

Migdzy . cosinusami - kierunkowymsi dowolmgo weltora zachodz
zaleznodé

(8) o 4 af, o=
ezyli ‘
(9) €08? @, - 008 o, - c08* @, = 1.

Wynika to natychmiast z (7). Juk z tege
- widzimy, katy, jakie wektor tworzy z osiam
wspolrzednych, nie sg niezalezne. Jegli dw:
z tych katéw sg dane, to cosinus trzeciegs
moze przybieraé co najwyziej dwie wartogei

Jesli wektory o i b sqréwnolegle i majc
zgodme zwroty, to dla ich cosinuséw kierunko
wych zachodzq réumnoder;

Uy =Py, ™ a :ﬂu) Uy mﬂz

Jesli natomiast welktory te sq réunolegte, lece majq zwroty preze
clwne, to zachodeq réwnodei: .

Rys. 30

(10) Uy == fa, &, = fly, '""'”'"ﬁz'

icm
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Pierwsza réwno$é jest oczywista. Dla dowodu drugiej wy-
starczy zauwazyé, ze jesli wektor a ma skladowe a,b,c, to wektor
—a ma skladowe —a,—b,—ec. Poslugujge sie réwnodeciami (7),
otrzymujemy (10).

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla wektoréw na plaszezyznie.

5. Katy miedzy wektorami. Jak wiemy (p. § 3, str. 16), iloczyn
skalarowy dwéch wektordw a==[l;,m.,m,] i b=[l, mz,%zj jest réwny

ab=lal-1b|" cos .

Stad otrzymujemy nastepujacy wzér na cosinus kata miedzy

dwoma wektorami:
ab

(11) COS p= l—ai‘.m .

Na mocy wzordw (9) i (19) z § 7 mamy wiec:

1° na plaszezyénie

LI, +mymy

12 =3 oy 712 oy ¥
=) O B i@ )

20 o preestrzeni

Lily+mymy + nym,

@+ m; + 0= (@ + w3 n)R

W szezegélnosel, jesli wektory a i b sa jednostkowe, to ich skia-
dowe sy cosinusami kierunkowymi. Dostajemy stagd nastepujace
dwa wzory, wyrazajace cosinus kata miedzy Wektoram] przez co-
sinusy kierunkowe wektoréw:

1° na plaszezyznie’

(4) cos p=a,B,+a,B,;

2 w przestrzeni

(13) cos p=

(15) . cosp= =B+ ay Byt ouf-

Wzér (11) okreéla cosg niezaleznie od ukladu wspdhrzednych. Wyste-
puja w nim pojecia czysto geometryczne, jak dingosé wektora, cosinus kata,
iloczyn skalarowy; chwyta on jednoczesnie plaszezyzne i przestrzen. Pozwoli
on nam réwniez znaleié kat miedzy wektorami w ukodnokatnym ukladzie
wspélrzednych. Dzieki jego niezaleinofci od ukladu wspéhrzednych mozna
sig¢ nim poslugiwaé w najogélniejszych ukladach wspéirzednyech, uzywanych
w geometrii rézniczkowej i fizyce teoretycznej. To samo . dotyezy diugosel

» wektora, wyrazonej w postaci d®= aa.
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Celem geometrii jest badanie whasnodei twordw geometrycznyeh, Uklad
wapdlrzednych graja w tym badaniu role pomoceniezg. Nazwa Geomelria anal
tyezna nie jest zupelnie wladeiwa. Wiadciwsza bylaby nazwa Metoda analitycen
w geomeiris. Metoda ta polega na wprowadzaniu ukladéw wespdlrzednych i by
danin wlasnoséei geometryeznych srodkami algebry i analizy. Celem jednak jei
zawsze znajdowanie zwigzkéw geometryeznyeh, niezaleznyeh od ukladé
wsp6irzednyeh ani od innyeh &rodkdéw pomoeniczych, Przykladami pojc
geometrycznych niezaleznych od ukladu wspdlrzednych sg: dlugodé wektor:
floczyn skalarowy. Nie sa nimi natomiast np. skladowe wektora, wepélrzedr
punktu, cosidusy kierunkowe, gdy# zmieniaja sfe one wraz z ukladem wspé
rzgdnych. Wiele wlasnosei geometryeznych, niezaleznych od ukladu wspé
rzednych, wyraza sie zaleznofciami algebraicznymi miedzy wspdlrzednym
sktadowymi, cosinusami kierunkowymi itp. W § 31 zaznajomimy sie ze spc
sobami rozpoznawania, czy dana zaleinoé algebraiczna jest zwigzkiem ge
metryecznym.

_ Ze wzoréw (12) i (13) wynikaja nastepujace warunki koniecsn
i dostatecene prostopadtosei dwdch weltoréw réémych od zerowego:
1° na plaszceyinie v :

(16) Ll +mymy=0;
20 w preestrzent
(17) Lyly +mymy +nymy=0.

.Zna,j@e cosinus kata miedzy dwoma wektorami w przestrzen:
mozemy znalezé wartogé sinusa tego kata. Z uwagi na to, ze 0 <p<r
znajdujemy go w sposéb nastepujacy:

8in ¢ = (1— cos® ¢)I/2 =[1— (apfy + auﬂzl + azﬂz)z]‘lg ==
= (o +ay +a3) (B + By + B2) — (0B + 0y By -+ 0, 5,)2]' =
= [(ayﬁz - zﬁy)z + (azﬂw“"' -a:cﬁz)z + (d.vﬂ'u"" ayﬁx)zlllg *.

A wiee
a, @ 2)'/14'

. la, o a, o,

Slncp:( voe 7 2
By Bl |8 B

Analogicznie dostajemy dla plaszezyzny

(18) g

-+

(19) S @ = [, B, — a, B, |

* To przekszta&cenie jest ‘szezegdlnym przypadkiem ; ’
jacej tozsamosei Lagra.nge’a: VI pRTE o (dla me=s) 11&§tepu

. (Zﬂ‘: 2) (2'"‘ n 2 n '
. ad b2) —— ( ) =-Y
i<k ,

==1
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PRZYKEAD. Dane_sa dwa wektory: AB o cosinusach kierun-
kowych a,,a,,0, 1 AC o cosinusach kierunkowyeh f,8,,B,. Znaleié
cosinusy kierunkowe dwusiecznej kata miedzy nimi.

Odetnijmy (rys. 31) na osi wyznaczonej przez wektor AB wek-
tor ¢, o dhugosei 1, poczatku w A i zwrocie od A do B. Wektor ten
ma skladowe o, @, i a,. Analogiczny wektor e, na o8i wyznaczonej
przez AC ma skladowe f,, B, i B,. Poniewaz |e;|=le,|, wiee wek-
tor e,-+e, lezy na dwusiecznej kata miedzy wektorami AB i AC

oraz ma skladowe a, + f,, ¢, + B, 1 a,+B,.

Obliczmy jego dlugosé d: B
@ = (0, + B+ (@, +B,P +(a,+ B, =
=+ a4+ ) H BB+
+2(aBy + By + bl = /
=24 2cosp=4cos?¥s, A .. C
zatem Rys. 31

d=2 cos¥/2.
Cosinusy kierunkowe wektora e;-e, sa cosinusami dwusiecz-.

a.z'}"ﬁ:z: y ‘

a,+ 8, ,
2 God?[2

2 cosP/s

%+h

20 :
(20) 2 cos ¥P[s

§9. Wspolrzedne kowariantne

Wprowadzajae skladowe wektora na plaszezyznie, skorzysta-
liimy z tego, ze wektor jest wyznaezony przez swoje rzuty na osie
Ox i Oy, réwnolegle do osi Oy i Oz (W przestrzeni — przez rzuty na
osie Oz,0y i Oz réwnolegle do plaszezyzn Oyz, Ozw i Oxy). ‘Wartosei
tych rzutéw na osiach, mierzone w jednostkach |i| i 1l (w prze-
strzeni za§ — w jednostkach |il, |il i |fl), nazwaliSmy skiadowyms
wektora. '

Zwréémy jednak uwage na to, ze wektor jest réwniez wyzna-
czony przez swoje rzuby prostopadle na osie. Wartodei rzutéw
prostopadiych moga wiec réwniez byé uzyte do okreflenia wektora.
Zajmiemy si¢ obecnie blizszym rozpatrzeniem tyeh rzutéw.

1. Wspélrzedne kowariantne na plaszezyznie. Dany jest
uklad wspélrzednych Oy (rys. 32), w ktorym kat miedzy ogiami
wynosi » oraz jednostki diugosel

1) il =ljl =1
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Niech wektor a tworzy z osiami Oz i Oy katy ¢, i ¢,. Niech
rzubt wektora a na o§ Oz, réwnolegly do osi Oy, ma wartodé a,
rzut za$ prostopadly — warto§é 4. Oznaczmy przez b i B analo-
giczne wartofci rzutu wektora a na o y.

Liczby @ i b, ktére nazywalimy skia-
dowymi wektora, nazywa sie takze sklu-
dowymi kontrawarianinyms.

W dalszym ciggu bedziemy je nazywad
sktadowymi z2wyceajnyms.

Liczby zad 4 i B nazywaja sie shlado-
wymi kowariantnyms wektora a.

Dla prostokatnych ukladéw wspolrzed-
nych oba rodzaje rzutéw sg identyezne,
wiee )

a=A, b=,

| Natomiast w ogélnych ukladach ukosnokatnych mamy (p. wzbr
(15) z § 2, str. 12):

@) ‘ A=[alcosp,=a-1, B=|alcosg,=a-i.

Podobnie jak w § 5 (str. 26), wychddzac z pojecia skladowych
wektora wprowadziliémy pojecie wspélrzednych punktu, tak i te-
raz, wspdtrzedne kowariantne punkiu P okreflimy jako skladowe
kowariantne wektora OP. Wspélrzedne zad§ punktu w dotychczaso-
wym znaczeniu bedziemy nazywali wspétreednyms kontrawariantnymi
lub zwyczajnymi.

Znajdziemy teraz zaleznofei miedzy skladowymi zwyeczajnymi
a kowariantnymi. W tym celu pomnéimy réwnosé

@ a=ai+b:
skalarowo przez 1. Dostajemy .
A=ai=a-i®b-ij, B=gqj=a-ij+b-{?,
ezyli ‘wobec (1) ' " ’
(4) v A=a-bcosw, B=gqacosy-b.

Wzory te wyrazaja skladowe. kowariantne przez zwyczajne.

Uwazajac wzory (4) za réwnania o niewiadomych a i b, mozemy
wyrazi¢ skladowe zwyczajne przez kow&riantne Otrzymujemy:

A Bcow : - B A €S ¥
sin? 2 g : gin?y

(8)

icm

1. Wspélrzedne kowariantue na plaszezysnie. 41

Dla ukosnokatnych ukladéw wspotrzednych dostajemy z (2)

i (4) nastepujace wzory, wyrazajace cosinusy kierunkowe wektora

przez jego wspdlrzedne zwyczajne:

a-+bcosgy a003v+b
COSQp,—=—"—— cos @, = — 3

lal LY

gdzie |a| jest okreslone przez wzér (4) z § 7 (str. 31).

Tloczyn skalarowy dwu wektoréw ma w ukodnokatnych ukla-
dach wspolrzednych postaé niewygodng ze wzgledu na dlugosé
wzor6w (por. wzory (3) i (15) z § 7). Przy réwnoczesnym poshugi-
waniu si¢ skladowymi kowariantnymi i zwyezajnymi mozna mu
nadaé prostszg postaé. Oznaczmy w tym celu wspéhzedne zwy-
czajne wektoréw a; i a, przez a,,b, i as,b,, kowariantne za$ przez
A,,B, 1 4,,B,. Wéwczas

Q30 =Gy @y + by by + (8105 +asby) COS Y =
=y (Ghy + b5€08 ) + by (@asc08 v+ by) =

= ay(a@; + by c08 v) +by(a co8v -+ by),

skad
(6) 00y =0; Ay b By=a,A,4+b,B;.

‘W szezegdlnosei, gdy a; = a,==qa, wynika stgd wzdr
(7 laj2=ad L+ bB.

Wzér ten ma budowe podobna do wzoru dla diugofei wektora
w prostokatnych ukladach wspélrzednych. Poniewaz dla ukladéw
prostokatnych jest a=A i b=B, wiec otrzymuje sie z niego wzér
(9) z § 7 (p. str. 32).

Najezedciej bedziemy sie postugiwali postacig (6) dla iloezynu
skalarowego i postacig (7) dla dlugofei wektora.

Zbadamy jeszeze, jak wyraza sie iloczyn skalarowy i diugosé
wektora przez same wspéhzedne kowariantne. Korzystajac z (),
dostajemy z (6) i (7):

1
(8) 00y = Sty [4;4,+B,B,—(4,B,+ B 4,)cosr],

L gy

B2 —2A4Bcosv].

@ lalt=—
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Znajdémy teraz cosinus kata miedzy dwoma wektoram
w ukoénokatnych ukladach wspblrzednych. Z réwnosel

(p. wzér (11), str. 37) dostajemy trzy wzory:
@30y -+ Dy by 4 (505 -+ Dy g) COSY

o cosp= V 6% 4 b3+ 2a,b; cos v V a2 - bE + 2a5b, o8 »
(11)  cosp=7; Gy +?1B2 ,
Va,A,+b,B, Va,By+by B,y
A1-A2+B1Bz"‘(A1Bz+BlAg) CO8 ¥
(12) cos p= N

VAt 5 B —24,B, cos» V ALB— 24,8, cos v

Najezescie] postugiwaé sie bedziemy wzorem (11).
Wynika z niego warunek prostopadtosci dwdch wektoréw w wkod
‘nokatnych wlktadach wspdlragdnych: '

(13) - 0 A, 0, By=0,
jako tez réwnowazny mu warunek
(14)  Aya,+Bib,=0.

»

Widzielimy (§ 8, str. 35), ze miedzy cosinusami kierunkowyn
wektora w ukladzie prostokgtnym wspélrzednych zachodzi zale:
no$é cos?p,+cos?y,=1. Podobna zalezno$é zachodzi réwnie
w ukladzie ukoénokatnym wspélrzednych. W celu znalezienia je
pomnézmy (3) skalarowo przez a. Otrzymujemy ‘

Ial2=aa=a(ia)—i—b(ia):ala[cos%-{—b{aloos%,‘

stad zag
@) - |lal =a cos ¢, +b cos g,

Z réwnosci (2) 1 (4) dostajemy
(16) jaleos p,=a+beosv, |alcos¢;#dcosv+b.

7 (1B) i (16) wynika, ze uklad réwnan jednorodnych
Uy Uy oS, U CO8 @, =0,
Uy COS @+ Uy a—l—uadow =0,
Uy COS @, + Uy €OSY + Uy =0

an

icm
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ma rozwigzanie niezerowe
u1=lal, Ug=—0, - ?:63=-—'b,
a zatem jego wyznacznik jest réwny zeru:

11 1  cosg, cos%g
|
\

cose, 1 cosy =0
jcosg, cosy . 1
- czyl
(18) cos? @, -+ COS? p, — 2COS @, COS p,, COS ¥ = 8in*».

Widzimy, ze réwnosé cos? ¢, -+ cosk p,=1 jest szezegflnym przy-
padkiem réwnofei (18) dla »=T"/2.

Poprzednio okredlilismy skladowe kowariantne wektora dla ukladéw
wspélrzednych Ozy, w ktéryeh wektory podstawowe maja réwne diugosei,
i z tego wyprowadziliémy réwnosci A =qai, B=d (p. wzér (2), str. 40).
W ukladach wspélrzednych, w ktérych wektory podstawowe sa dowolne,
przyjmujemy te wiaénie réwnosci za definicje wspSirzednych kowariantnych
wektora. Wynika z niej, Ze
(19) A=|i]-laj-cosg,  B=lj|-lal-conpy.
czyli ze 4 i B sa wartodeiami rzutéw prostopadlych wektora a na osie, mie-
rzonymi w jednostkach |i] i |j]. Wynika z niej takze (w oznaczeniach
z § 7, str. 34), Ze

A=ai=ai® }bij=gun0-+gub,

B=aj=aij +b]* =guna-+gab,
stad zaé (na mocy wzorn (28) z § 7, str. 34) dostajemy
ab = a1, (g11 G2 g1 b2) + 51 (Gn a'z'{l‘gzz bs)

(20

ezyli
(21) ab=0a, 4;,-+b; Bs.
. Zatem ‘
(22) ) |lalt=ad$bB.

‘Wyprowadzenie wspélrzednych kowariantnych nadaje wiee iloezynowi
gkalarowemu w kazdym ukosnokatnym ukiadzie wspélrzednych postaé (21),
a kwadratowi skalarowemu postaé (22).

Niech

g=Gguf22 — 921912

o]

11

(23) v g11=%3, g“:g!lr_—_ggli:_%;_‘, ge=

<
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Wéwezas dostﬂjemy z (20)
(24) a=gtAd-+g¥B,  b=gtA-fyR,
Macierze :

® = («(/ilc) i @ = (.‘/v‘:]ﬂ)

59 wzajemnie odwrotne (p. Przypis I), ezyli
(25) ®=0""

2. Wspélrzedne kowariantne w przestrzeni. Niech Omyz be
dzie ukiadem ukosnokatnym wspélrzednych o katach Yy 4y A 10
dzy osiami, w ktérym . ‘ ’

(26) i) =] =] | =1.

Podobnie jak na plaszezy’nie, nazywamy wspdtraednymis ke

warianinymi A, B, ¢ wektora a wartogei jego rzutéw prostopadlye
na osie. Mamy wiegc

(27) A=lalcosp,,  B=lalcosg,,  CO=|a|cosq,.

"Roéwnosei te sg réwnowazne nastepujgeym:

(28) Ad=ai, B=qaj, O=at,

z ktérych wobec a=a-i+b-i+c-f wynikajg réwnogei
A=aq -+ b €os v -+ ¢ cos u,

(29) B=acosv4b --ccos d,

C=ccospu--bcosi-+e.

Otrzymujemy z nich nastepujace wyrazenia przez wypShzedn
zwyczajne i kowariantne dla iloczynu skalarowego, dtugodei wektor:
i kata miedzy wektorami: ‘ :

(30) ab=a,4,4-5,B,+¢,0C, =4,a;,4 B, b5 016,
(31) !alz=aA+bB+cO,
(32) CO8 p= - ~—»~~~-~f:;;;.—.‘q ! A2 - ble_j:fiCi_‘

Var 4,401 By 40,0, Vay 4, +5,B, + 0,0,
Z (27) i (29) wynika, ze:
@+beosy +cecos u—|al cos g, =0,
a Cos » +b+ccos'}t-—lalcos%m‘0,
acos,u—l—bcosit-|—a—la|cos%==~0.

icm

- (35)

3
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) Podobnie jak dowiedliSmy (15), dowodzi sieza pomoea réw-
nosei (27), (28) i (31), ze

(33) a cos@, +b eosp, + ¢ cos@, — [al = 0.
Z réwnosei (30)-(33) wynika, ze réwnosé
i 1 cosy cosu cosg,
COS ¥ 1 cos i cosg
(34) Y=
cosu cosd 1 cos @,

COS g, COSQ, COSQ,

zachodzi dla cosimuséw kierunkowych dowolnego wektora.
Jest to uogélnienie wzoru (9) z §8, str. 36, na ukofnokatne
ukiady wspéirzednych.

Analogicznie jak na plaszezyinie, w ukoénokatnym ukladzie wip6irzed-
nych, w ktérym wektory jednostkowe 1,j,f nie majg réwnych dlugobei,
wzory (28) stuza za definicje sktadowych kowariantnych wektora. W ozna-
czeniach z § 7 (p. (22), str. 34) dowodzi si¢ podobnie jak na plaszezysnie, ze

4 =gna+912b +g130,
B=gs1a6}gosb 1 gesc.
C=gna-+gub-tgse.

W tym przypadku wzory (30)-(32) réwniez zachowuja swa
waznosé.
§ 10. Objetosé czworoécianu i pole tréjkata

1. Objetoéé czworoscianu. Niech

i
i

} 1 cosy cospu

= 8 1 cosi
(1) g= ) cosy \
cosg cosi 1 |

Wyznacznik g napotkaliSmy juz przy wyrazaniu wspélrzed-
nych kowariantnych przez zwyczajne (p. wzor (29), str. 44). Zoba-
czymy, ze jest on zawsze rézny od zera i ze wiaze si¢ on z obje-
toscia czworoscianu, ktérego trzema krawedziami sg wektory i, i, I.
Wynika to z twierdzenia: ‘
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Niech V bedeie objgtoScia crworodciamu, kidrego tray Trawed:
wychodegcee z jednego wierzchotha O majq dbugosel 1y, gy Uy 4 twor
miegdzy sobg katy »,u,A Wowceas

I Lil,cosy Ulycosu

1 .
(2) & =3 llcosy I3 Tyly cos A
lolicosu lylycosA B

Istotnie, przyjmijmy wierzchotek O
poczatek ukladu wspblrzednych, a prost
na ktérych lezg krawedzie czworodeianu.
P, za ogie wspdlrzednych, nadajae -im zwr
od O ku wierzchotkom (rys. 33). Nie
ponadto wektory podstawowe 8pelma;|
jak poprzednio, zalozenie || == |{| ==t ==:
Rys. 33 | Zatem

(3) (11=0.P1=ll'i, a2=0.P2=lg'i,
Pole tréjkata OP,P, wynosi

agmopamlg't

1.
(4) D= -—‘{Z—‘lll2 siny.

Oznaczmy przez g, ¢, ¢, katy, jakie wysokodé czworodeiant
opuszezona z punktu Py, tworzy z osiami wspéhrzednych. Poniewa
Po =@y ="T/2, ngc (p. wzér (34) z § 9 str. 45)

1 cosv cosu O
cosvy 1 cosi O
cosu cosd 1  coge,

0 0 cosgp, 1

czyli- wobec (1)

g — Ccos% @, sin%y =0
Sk@d 2 ’

(5) _ ' cos?p, 8in?y =g,

Poniewaz dlugosé tej wysokosei wynosi I, cos ®, Wige wobec (5
mamy

1 S
' V= ‘6”111213 sm'ﬂeos Pay

icm
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skad

1 272792 (3.2 2 :
Vf= 36 li 1 sin®» cos? g,
Korzystajac z (5), mamy dalej

: 1
- Vr=__BLLEy.
() 55 kkg
Podstawiaj%e tu (1) dostajemy (2), e.b.d.o.
Z (6) wynika w szczegllnodei, ze w kaddym ukladzie wspolrz@-
dnych jest g> 0.
Uzywajae oznaczen rysunku 33 i twierdzenia cosinusowego

- dla tréjkatéw, mozemy réwniez wyrazié objetodé (2) ezworoseianu
+ przez dlugodei krawedzi:

on my—l—1 mi——0
- 1 3 ‘a 2 ' 2
(7) V2=?§8 ms;— — 1 21, mi—l—1 .
ms—U—1l; mi—LE—08 213

Korzystajac z (3), mozemy (2) przeksztalcié w postaé

0 00, a0

- (8) Vie=_—la,0, 0 0,0,

450, 030, 03

Dotychezasowe wzory (2), (6), (7) i (8) na objetodé czworoscianu

- nie zalezaly od ukladu wspélrzednych. Ostatni wzér pozwoli nam
- wyrazié objetosé czworodcianu przesz skiladowe wektoréw a,as,as
¢ w dowolnym ukladzie ukosnokgtnym. Niech bowiem wektor a;, ma
. skladowe zwyczajne a;,b,,¢;, a kowariantne A;,B;,C; Poniewaz

a0 =a; 4, +b; B+ 6,0, gdzie i,k=1,2,3,
wiee wobec (8) ’
A;+b.B1+0,0y 6. 4,+5.By+0,0, a3 A5-+b1Bs+0,04
1
V2=‘3‘é @y A1 +b,B1 16,01 @2 Ay +b,By10,0, azA;s'}‘beBs’i"GaGs
A1 +b3B1+650; a3dy+b3Bs+05Cy azds+byByt050,

g
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Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego o muoZeniu

wyzn
nikéw (p. Przypis I, § 1) jest wiee :

o b ol |4, B, ¢
(9) 36V23—'—- ag bz 02 . A2 .l';z (IYE .
ag by oy 1Ay By 0,

Wobee (1) 1 wzoru (29) z § 9, str. 44, stosujac ponownie tw
dzenie Cauchy’ego, dostajemy

A4, B, 0, }a,l' by ¢
(10) Ay By, Oy|=g|ay by 0y,
‘Aa B;x Oy ty by 0y
‘2 wiee ostatecznie
a by ¢
(11) 6V=1a; by &/l
as by ¢y

(gdzie skrajne krétkie kreski || oznaczaja wartosé bezwzgledna
W szezegblnodei dla ukladu prostokatnego jest g=1, wige
ay by o
6V=|lay, b, ¢,
: 5,

(12)

g Cs

( Weimy teraz pod uwage uklad Wspélrzcgdnyoh ukosnokgt
w ktérym wektory podstawowe t,i, T nie maja réwnych ‘dlugo;
Woéwezas zachodzi wzér (35) z § 9, str. 45. Przyjmujac ozhacze
(13) g = Ig'lilc | ’
widzimy, ze znowu zachodzi réwnogé (10). A wiec z (8) wynika (1
Stad wynika dalej, ze liczba )/ g jest réwna objetosei réwnoleg
Selanu zbudowanego na wektorach 1, it ).
Niech teraz czworofeian bedzie okreflony przez swoje cat
wierzchotki @Q,(w;,y;,2;), gdzie t=1,2,3,4. Biorge za O punkt
(pf rys. 33, str. 46), mamy wiec ‘

@y =By — By, b =Yy — Yy

Oy =R — 2y,

icm

(17)
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skad
a by e | & — iz, Y1—Y,s 21'—24!
182 by ¢y =tm2~x4 Yo—Ys #—2y =
‘“3 by Cy Ts— @y Ys— Y, 23_34%
3931""‘774 Yi—Ys 2n—2 1;
=§w2~—m4 Y=Y %—z, 1;
By — @y Yy —y, Z—y 1)
0 0 0 1

Stad dalej (przez pomnozenie czwartej kolumny przez x, i do-
danie do pierwszej, potem przez y, i dodanie do drugiej itd.) otrzy-

mujemy

{m1 Y1 2 1

Py Yo #p 1)
14 6V =] al.
(14) %3 Y3 7y 1 Ve

Ty Yy 2, 1

2. Pole tréjkata na plaszczyznie i w przestrzeni. W ana-
logiczny sposéb dowodzimy na plaszezyZnie dla tréjkata @, Q, Q,
0 polu P, ze jedli a; =@, Q, i ay = @1 @3, to

1! ai‘z alazj

(15) P =

T4 e o {

Jedli w ukladzie ukosnokatnym wspétrzednych, w ktérym
lil=1il=1, wektor a, ma skladowe zwyczajne a;i b, gdzie i=11i 2,
to ‘

la; by ! o
2P =|| ' 1381'1111[.
Qg by

(16)

Jedli Wierzcholek @; ma wspélrzedne z; i y,, gdzie i =1 i 2, to .

y: 1
2P=[‘a:2 Y. 1lisiny]|.

|

‘ml

éwa ¥s 1]
W szezegélnosei wiee w ukladzie prostokgtnym wspéirzednych:

Ja1 b,

(18) '2P=Ia b|"

Monografie Matematyczne, XX VI, T4
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@y Y 1

(19) 2P=| a2y Yy 1]
2y Ys 1

Niech obecnie dane beda w przestrzeni w ukladzie prostokat

nym wspéhrzednyeh trzy punkty: |
A(@y,Y15%1) B(25,Y21%2) O(y,Y3,%) -

Oznaczmy przei P pole trojkata ABC (jedli wierzcholki lez
na jednej prostej, to P=0), a przez P, Py, P, — pola rzutir
tréjkata ABC na plaszezyzny Owy, Oz, Oyz ukladu wspélrz@d
nych. Pola tych rzutéw réwne sg wartosciom = bezwzglednyr
wyznacznikéw

1 @ Y 1 o % 1T &
10 1 1 o
) 1 @y Y, 5 1 @y 2, 5 Loy %

1 25 Y, 1 2y 2 1 ¥ %

Niech v, ¥y ¥ Deda katami jakie plaszczyzna' I, zawiers
jaca tréjkat ABC, tworzy z plaszezyznami Owmy, Oxz, Oyz. Zater
(p. wzbr (28) z § 2, str. 14) _

(20) P, =Pcosy,, P,=Pcosy,, P,=Pcosy,.
Z drugiej strony, kat v,, mi@dzy‘ plaszezyzng 17 -a plaszezyzn
Oxzy jest réwny badZ katowi @, jaki wektor.prostopadly do I7 tworz

z osig Oz, badZ katowi n—g,. W kazdym wiec razie cosy,, = 08¢
i podobnie dla pozostatych katéw. Z tozsamosei

; cos® g, + cos? @, + cos? g, =1
wynika wiec, Ze
' CO8% 9, -+ COS2 Y, + COR? 9, =1,
Podnoszae wszystkie réwnofei (20) do kwadratu i dodaja

~otrzymujemy .
P=P;, + P + Py, /

ezyli .
12y |1 w1 # vl '*/1 zma
) P=2T/ 1t om w41 om a1 o oa|
1 @3 ¥y ‘1 Ty Ry L oy %

f la
o K

iom
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§ 11. Orientacja ultadu wektoréw

1. Orientacja pary wektoréw na plaszezyznie. Wezmy pod
uwage na plaszezyznie dwa uklady wspéhrzednych o wspélnym po-
czatku ukladu O 1 wspélnej osi Oz; osie Oy niech leza na jednej
prostej, lecz niechaj majg zwroty przeciwne.

Jest widoczne, ze obracajac osie
dokola punktu O (nawet gdy sa ru-
chome jedna wzgledem drugiej), nie
mozna pierwszego ukladu przeprowa-
dzié w drugi bez przejscia przez polo-
Zenie posrednie, w ktérym proste Oz
i Oy nakrylyby sie, a wiec nie two- Rys. 34
rzytyby ukladu wspélrzednych.

Majge ustalony jeden z ukiadéw (np. uklad I, rys. 34), moina
podzieli¢ wszelkie uklady osi na dwa rodzaje:

1° ukiady, ktére daja sie przez obrét kazdej osi z osobna do-

- kota punktu O i obrét sztywny ukladu dokola dowolnego punktu

plaszezyzny oraz przez przesuwanie uzyskaé z ukladu I bez przejscia
przez polozenie, w ktérym proste Oz i Oy si¢ nakrywaja,

29 pozostate unklady (np. uklad II, rys. 34).

Intuicyjny ten fakt wyrazimy obecnie w sposéb Sciflejszy. Za-
miast o osiach bedziemy méwili o wektorach.

Niech w dowolnym ukladzie wspélrzednych dana bedzie para

uporzadkowana wektoréw niezerowych a;,a, 0 wspélrzednych zwy-

czajnych a,,b; i a,b,. Parze tej przyporzadkujemy wyznacznik

Np. dla wektoréw jednostkowych bedzie
AT

i} 11 o
L= =1
i} 10 1

Wyznacznik (1) zalezy od porzadku wektoréw:

|a1', agz

(2)

s Qg |

4%
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| Na to, by dwa wektory niezerowe byty réwnolegte, potrzeha ¢ u
starcza, 2eby

(3)

Istotnie, do réwnoleglodci wektoréw ay i a, potrzeba i wyst:
cza, zeby 0, =m-a, czyli Zeby

al-——maz.‘:o’ bl"“mbzm()c

. Uklad obu tych réwnan jest réwnowazny warunkowi (3).
Dwie pary uporzadkowane wektoréw niezerowych aq,
i aj,a; nazywaja sie zgodnie zorientowanymi, gdy wyznaczn
ay |-

o majg ten sam znak, tj. gdy iloczyn ich jest dodat
2

i

(g
ay
g

ay

W ’ >0

Qg

Oznaczajac przez. A, By i A;, B, wspbhrzedne kowaria,m
drugiej pary, mamy :

a; by ::‘A{ B;

H

| @ ul |4 B
a wiec
ay U-i ay byl |4} Bi_alfli"l'mei oy Ag - by By
to| |0l lay b |4p By||aAi 0,3 aydy-byB;

‘Wobec tego, ze g>0 (§ 10, str. 47), warunek (4) jest réw
wazny nastepujacemu:

0,0) 0y

(5)

007 g0y

Wyrazy wyznacznika (5) sa; wielkodciami niezaleznymi od uk
du wspélrzednych (jako iloczyny skalarowe). Przyjete okresle
zgodnej orientacji dww par wektordw wie zaledy wige od wktadu wsy

’

0

. , o | Oal L

regdnych, mimo ze same wyznaczniki i
0y |y

Przez zmiang porzgdku dwu wektoréw uzyskujemy, wobec (
dwie pary zorientowane niezgodnie; tak samo - przez zmiane zZwr

jednego wektora.

zalezy od niego.
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Na mocy okreflenia, zgodnogé orientacji dwu par wektoréw
Jest relacja miedzy tymi parami, majaca (jedli zadna para nie sklada
si¢ z wektoréw réwnolegtych) nastepujgce trzy wlasnosei:

1° Zwrotno$é. Kazda para wektoréw jest zgodnie zorientowana
z soba sama. Istotnie )
0y e
=t > o.

1]

fali

e
‘agi ;ag

2° Symetria. Gdy para a,,a, jest zgodnie zorientowana z para
a,as, 50 para af,a; jest zgodnie zorientowana z Para ap,q,.

3° Przechodniosé. Gdy para a,,a, jest zgodnie zorientowana
Z parg a;,a; I para aj,qa; jest zgodnie zorientowana z parg a7,as,
to para a,,a, jest zgodnie zorientowana z para aj,ay. Istotnie,
z (4) 1 z nier6wnosei

4 o
Qri jQy; -

k4 7 > 0
a2 i i ag

skad .

Mozemy zatem podzielié wszystkie pary wektoréw na dwie

* klasy o nastepujacych wlasnosciach:

1° Pary wektoréw tej samej klasy maja orienfacje zgodna,
20 Pary wektoréw réznych klas majg orientacje niezgodns.
Poniewaz

wiee para a,,a, jest zorientowana zgodnie z parg i,j wtedy i tylko
wtedy, gdy

(6) ' §a11>0._
|8, |

Méwimy woéwezas, ze para a,,a, jest zgodnie zoriemtowana
z ukladem osi wspdtrzednych.
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W analogiczny sposdb rozciaga si¢ pojecie zgodnej orienta
na dwie pary osi. o , .

Gdy ap,a, 1 ag,0; 8§ parami wektoréw nieréwnoleglych,

(3= @y Ay + by agy (5 == g+ Oy - Dy p. ‘

Na to, by obie te pary byly zgodnie zovientowane, potrze
i wystarcza, zeby y :
' a; by

ay by

> 0.

Jest to natychmiastowy wniosek z (6), gdy podstawié a4
iay=i.

: ZI okreglenia orientacji wynika, ze gdy wierschotli Py, P, i
tréjkata uporzadkujemy w ten sposdb, by wektory oy == Py Py 4 a, =P,
tworayly pare zgodnie. zorientowany ¢ wkladem osi wspdlregdnyoch,,
we wzorach (16)-(19) z §10 mozemy opudeié znak wartodei b
wzglednej i dostajemy w szezegdlnosei :

@y Yy 1
1 ‘ a; b . S I
(7) P giny=— o, ¥y, 1|s&inw.
2 \a, b, 2
@y Ys 1

Jedli dane sy dwie pary wekbtordw ay,a, i aj,a; oraz
pary wektoréw jednostkowych ey e, i ej,e;, majgcych ich kie
nek i zwrot, to warunkiem koniecznym i dostatecznym, by pierw
dwie pary wektoréw byly zgodnie zorientowane, jest, Zeby o
pary wektoréw jednostkowych byly zgodnie zorientowane.

Wykazemy teraz, ze przyjeta definicja zgodnej orientacji j
wektoréw odpowiada intuicji, wspomnianej na poczatku. Na p
stawie stwierdzonej przed chwila réwnowasznodei mozemy w
' celu poprzestad na rozwazaniu par w
toréw jednostkowych.

Niech para wektoréw ej,e; powst
Z pary’ e,,e, przez obrét wszystkich ty
czterech wektoréw o kgt ¢ dokola wsp
nego poczatku O. ‘

Niech e, i e, tworzg kat o (rys. 35)

Przyjmijmy oznaczenie

L

ese]  e4€3

N

B

eqs
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Mamy wiec
2 ' Cos @ cos (p - a)l
== . = cos* ¢ — eos a)cos (¢ —a) =
feos (@ = a) COS @ ! 7 (¢ +a) (@ )
_1+cos2¢ 1—cos2a

3 =g§in*a>0.

Na podstawie kryterium (5) widzimy wiee, ze orientacja pury
wektordw nie zmienia sig przez obrét dokola punkiu.

Niech teraz beda dane dwie pary wektoréw jednostkowych
e1;es 1 e3,e; 0 wspblnym poczatku O. Obréémy drugs pare dokola
O tak, by wektor e, pokryl sie z ¢;. Na podstawie poprzedniego
twierdzenia para e;,e; ma w obu polozeniach te samg orientacje.
Przez p oznaczmy prosta, na ktérej leza wektory e, i e;. Mogg
zaj8é dwa przypadki:

Rys. 36

Rys. 37

1° Wektory e, i e; lezg po jednej stronie prostej p (rys. 36).
Wowezas

1 cos ¢’
F=

=gingsing' >0
cos g ¢S g ’

cos (¢'— @)

a wigc obie pary wektoréw maja orientacje zgodng.
2° Wektory e, i e, lezg po przeciwnych stronach prostej p

: (rys. 37). Wéwezas

1 cos ¢’

F=

—singsing’ <0,

cosp Cos(p+g¢’)
a wiee obie pary wektor6w majs orientacje niezgodna.

Jasne jest, ze w pierwszym przypadku mozna przez obrét wek-
tora e, dokola punktu O (bez zmiany wektora e,) doprowadzié
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¢, i ¢; do pokrycia sig, nie przechodzac przez poloZerli(.s,. w lctdryrn
¢, i e, lezg ma jednej prostej, i ze W drugim. ]j)i.(‘z:\fpﬂv(;ﬂ{.l] .J(")S!L bo
niemozliwe. Tym samym zgodnogé prayjetej definicji z intuicja zo-
stata sprawdzona.

Niech teraz bedzie dany dowolnie na plaszezyznie uklad w&péli
rzednyeh Oxy. Weimy pod uwage kat zawarty ‘miQ‘dzy wel.{tora.niu
iij, lezgcy w pierwszej éwiartce. Katowi temu nadajemy .orml}tja,cm
taka, by i bylo jego ramieniem pierwszym, i zag — drugun. w !Jen
sposéb wybralismy pewien obieg na kole, ktéry nazywamy f] odﬂdjnun.

Zatem wybdr ukladu wspdlrzgdnych wyenacka dodatnia orienta-
cje katéw w plaszceyénie. l , “

Zamiast ukladu wspélrzednych mozna tez dla wyznaczonia
orientacji katéw wzigé zorientowang pare wekbtordw.

Uwaga. Réwniez prostej mozna nadaé dwie orientacje, mia-
nowicie dwa jej zwroty.

2.- Orientacja tréjki wektorow w przestrzeni. Trojce upo-
rzadkowanej wektoréw a;(a;, by, ¢), gdzie i=1,2, 3, praypo-
rzadkujmy wyznacznik '
' ' S5 a; by o
(8) Ogl=|y by €y,
: Clasl las by e
Np. g

i 1 00
t 0 0 1°

Ze wzoru (11) z § 10, str. 48, wynika, ze na to, by tray weltory
‘byly rownolegle do jedmej plaszoeyzny, potrzeba i wystarcea, ieby

(9) a|=0.
Qg
Wynika to réwniez z warunku (8), §B5, str. 24, ktéry jest
réwnowazny ukladowi réwnan
la, + may, +na; =10,
(10) Uy - mby - by =0,
loy +mey +ney =0,

gdzie |l |m|-}-|n]>0,

icm

§ 11 2. Orientacja tréjki wektoréw w przestrzeni. b7
Jedli bowiem zachodza réwnania (10), to wyznacznik tego
ukiadu réwnan jednorodnych o niewiadomych l,m‘,fn znika, eczyli
zachodzi ré6wnosé (9). Na odwrét, gdy zachodzi réwnodé (’9) to
istnieja liczby I,m,n speliajace réwnania (10). .
Jedli dla tréjki uporzgdkowanej wektoréw wyznacznik (8) jest
rézny od 0, to przez przestawienie dwéch wektoréw zmienia on
znak. Trzy wektory mozemy uporzadkowaé 6 réznymi sposobami,

~ Dla 3 z tych sposobéw wyznacznik (8) jest dodatni, a dla pozosta-

Iych 3 — ujemny.
Dwie' trojki uporzgdkowane wektoréw 03,0503 1 ajas,a; na-
zywamy jednakowo zorientowanymi, gdy -

”al ay |
(11) 4yl jap>0.
fas{ 031

Tak jak na plaszezyznie, dowodzi sie, ze warunek (11) jest
réwnowazny nieréwnoéci

2 |
al al a2 al a3
(12) aa, a 00, >0,

ag0, g0, o |

i

A wiec: orientacja zgodna dwieh irédjek wektordw, mimo ze okred-
lona za pomoey ich skladowych, jest wlasnosciq geometryczng (nie-
zalesng od ukladu wspdtrzednych).

W ten sam sposéb jak na plaszezyznie, dowodzi sie dalej, ze
1 w preestrzent trojki uporzadkowane wekioréw dzielg sig na dwie roz-
tacene Klasy; tréjki jednej © tej samej klasy sq zorientowane zgodmie,
réénych zas klas — niezgodnie.

Na to, by tréjka uporzadkowana wektoréw miata te sama orien-
tacie co uklad osi wspdlrzednych, -potraeba i wystarcza, zeby

‘ ay
(13) la|>o0.
ias
U'wagi.'l. Jesdli wierzchotki Py, P,, P; i P, czworoscianu upo-

rzadkujemy w ten sposéb, by tréjka uporzadkowana wektoréw

01:P1—P2‘; ay =P, Py, az=P, P,
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byla zgodnie zorientowana z ukladem osi wspélrzednych, to wo
wzorach (11), (12) i (14) z § 10 mozemy opudeié znak wartodei hes-
wzglednej i dostajemy w szczegélnoéci

@, Yy # L

. oy by ¢
1™ b: 1 /--.Ml Ty Yy Ry 1!I/
(14) G L PP S
by ¢
2 % G Ty Yo F 1

2. Podobnie jak na plaszezyznie, prawdziwe jest i w przestrzeni
twierdzenie: ;

Jesli  dwie trojki uporzqdkowane wektoréw sq  orientmeans:
zgodnie, to modna w sposéb ciqgly praeksztaleid jednaq trojhe w diugey
tak, 26 w Zadnym potodeniu posrednim tray welbory tej trojki wic sq
réwnolegle do jednej plaszcryeny. Jesli zas dwie tréjli uporzqdkowane
wektoréw sq zorientowane wiezgodnie, to w Lkagdym preekszialoenin
ciagtym jedmej éjki w drugg istnicje poloenic posredmie, w kibrym
wektory tej ojki sq réwnolegle do jednej plaseceyzmy.

3. Istnieja dwie orientacje pary wektoréw na plaszezyznie,
a tréjki wektoréw w przestrzeni. Natomiast orientacia pary welito-
réw w praestrzeni isinieje tylko jedna, bo w przestrzeni kazdsg pare
uporzadkowany wektoréw mozna przeprowadzié w kazdg inng bes
przechodzenia przez polozenie réwnoleglodei wektoréw tej pary.
Np. przez obrét w przestrzeni jednego z dwéch wektoréw progto-
padiych dokola drugiego o'kat 180°, przeprowadzamy uklad tyceh
dwu wektoréw w nowy uklad, majacy na plaszezysnie orientacje
przeciwng. , . ‘

4. Dwie mozliwe orientacje prostej okreglone sa przez jej dwa
mozliwe zwroty (p. uwage na str. 56). Gdy prosta kredlimy po-
ziomo, to zwykle zwroty okrelamy jako prawy lub lewy; jedli zad
pionowo, to zwrotom jej nadajemy nazwe w gére lub w ddt. Zwroty
prawy, a takze w gére, uwazamy zwykle za dodatnie, l

Dwa rézne obiegi na plaszezysnie i —
y ¥

przez obieg wskazbwek zegara, uwazajae
g0 najezefciej za ujemny, a przeciwny —
za dodatni (rys. 38).

W przestrzeni natomiast rozréznia
si¢ oba rodzaje uktadéw zorientows-

Rys. 88

w zwigzku z tym — dwie rézne orienta-
cje par wektoréw okredla sie zwykle -

icm
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nych, zwane prawoskreinym (rys. 39) i lewoskretnym (rys. 40), przez
‘skret $rudy.

Nadanie zwrotéw osiom z i Y wyznacza w plaszezyznie Oy
obieg dodatni (p. str. 56). Jegli fruba, ktorej osig jest of 2, wkre-
cana obiegiem dodatnim, posuwa si¢ zgodnie ze zwrotem dodatnim

osi 2, to uklad nazywa sie prawoskretnym, w przeciwnym razie —
lewoskretnym.

Tak wige do okreflenia orientacji
na prostej uzylismy pojeé lewy i prawy,
na plaszezyZnie orientacja zostala okre-
slona przez pojecie obiegu wskazéwek ze-
gara, W przestrzeni przez pojecie skretu / /Z/
$ruby. Sa to pojecia, ktére wytworzyly *2 v
si¢ ze ‘znajomosei pewnych przedmio- Rys. 39 Rys. 40
téw, napotykanych w zyeciu codzien-
nym, i ich polozenia wzgledem nas. Totez w zadnej parze tych
pojeé nie mozna odrézmnié jednego z nich od drugiego bez uwzgled-
nienia danych zmystowych. Metods wspolrzednych, czy tez metoda
aksjomatyczng mozemy stwierdzié tylko istnienie dwéech réznych
orientacji oraz ich zgodnogé lub niezgodnoéé. Nie mozemy jednak
wprowadzié zadnej z dwéch orientacji osobno.

Uwydatnia si¢ to jeszcze silniej w przestrzeni czterowymiaro-
wej, w ktoérej nie kieruje nami intuicja zycia codziennego. Wsku-
tek tego nie mozemy w niej wyréznié zadnej z obu orientacji odwo-
taniem si¢ do jakiego§ przedmiotu dostepnego naszym zmystom.
Podobnie w geometrii plaskie] nie mozemy wyréznié orientaciji
przestrzennych; tak np. rysunek 39 moze byé rzutem ukladu Oxyz
zardwno lewo- jak prawoskretnego, zaleznie od tego, czy o§ Oz
jest zwrécona nad czy pod kartke papieru.

2 z

®

§12. O kierunkach

1. Stosunki. Uklady liczb ay,a...,a, i by,by...,b, nazywaja
sig proporcjonalne, gdy s3 spelnione dwa warunki:

1° w zadnym z tych dwu ukladéw nie znikaja réwnoczednie '
wszystkie liczby,

2° istnieje taka stata %, ze

(1) alx kbl, azr—:' kbz, ..oy an= kvbn.
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Piszemy to w postaci
(2) @il i, == bty b,
i mowimy, ze stosunek ay:y: ..., jest réwny stosunkowi by byt ih,,
Réwnodé stosunkéw jest praechodmia: jeseli

(3) . Gyi@pi..ia,=Dbyibyi.th, i Dyibgienth,==05:0y00010,,

to
(4) Oty o iy, ==0130g3. 10,

Pierwsza bowiem z réwnosei (3) jest réwnowazna réwnoseiom
(1), -druga za§ — réwnodciom

b1==161, bz=lcz,

skad .
&, == klo,

== klcl’ Qg = klcz, ey

a stad wynika (4).

Na to, by zachodzila réwnodé stosunkéw (2), potreeba i wystarcea,
seby f
10 Ticeby @y, 0y ..., 4, jok réwnied liceby by, by ..., b, nie zni-
. katy réwnoczesnie,

20 rzad macierzy

. ay dy ... Q
) [ )
by by ... Dy,
byt réwny 1. ‘

Istotnie, gdy zachodzi (1), to dla kazdego minora 2-go stopnia
macierzy (5) mamy ' ~
kb, kb,
b, by

K3

a; a,ci_

|b; by
= k
b; bk‘

by by,

=: 0.

Na odwrét, niech znika kazdy minor 2-go stopnia macierzy (5).

Niech np. b; bedzie nieznikajacym elementem drugiego wiersza.
Wiee .

|a1 a; L,
ibl b, == () dla d==1,2,...,m,
czyli ; |
a .
aﬁ?}ibi Cdla 4=1,2,...,n.

Biorge k= ay/d,, otrzymujemy (1), . b. d. o.
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. 2 Kierunki. Jak wiemy z § 1 (p. str. 6) — na to, by wektory
a i b mialy ten sam kierunek (byly réwnolegle), potrzeba i wy-
starcza, zeby istniata liczba k, dla ktorej

- (6) a=k-b.

WprowadZzmy obecnie w przestrzeni wspolrzedne zwyezajne
i kowariantne obu wektoréw. Wéwezas warunkiem koniecenym i do-
statecenym réwnoleglodei obu wektordw jest kasda # réwnosei:

(7) @y:by e =a,1by 10,
(8) A,:By:0;=A4,:B,:0,.

Koniecznodé tego warunku wynika stad, ze jeSli zachodzi (6),
to przechodzac do sktadowych zwyczajnych, otrzymujemy

(9) ay=Fkay, by=kb,, C1=FkCy,

czyli (7), a stad na mocy réwnosci (29) z § 9, str. 44, wynika, ze
(10) : A,=kA4,, Bl=7_5B2a Ci=k0,,

czyli (8).

Na odwrét, niech zachodzi (7). Wéwezas z réwnosel

a=ay i+b; j40.- 1, b=a,-t+byi+ec, ¥

wynika, (6). Jesli za$ zachodzi (10), to przez odwrécenie réwnosci (29)

z § 9, str. 44, dostajemy (9), stad za$ (6).
Podobnie na plaszczyZnie, warunkiem koniecenym i dostatecz-
nym réwnolegtosci wektoréw jest kaida z réwnosei:

(11) ' Gy:hy=ay:b,,

(12) A;:B;=A4,:B,.

Wektory rownolegle nazwaliSmy takze wektorami majacymi
ten sam kierunek. Kierunek jest wiec wyznaczony przez prosta nie-
zaleznie od zwrotu. Wynika stad, ze kierunek jest okreSlony sto-
sunkiem skladowych jakiegokolwiek wektora do miego réwmnoleglego.

Zatem w praestrzeni kierunek jest wyznaczony przez stosunek trzech
liczb, a na plaszceyénie preez stosunek dwdch liczb.

PRZYKELADY. 1. W ukladzie prostokatnym wspolrzednych
s3 dane dwie proste p i ¢ o kierunkach 2:1:2 i 6:3:2. ZnaleZé
kierunek dwusiecznej kata miedzy nimi. '

Na prostej p lezy wektor a =[2,1,2], na prostej za§ g — wektor
b=1[6,3,2]. Proste te tworza dwie pary katéw wierzchotkowych.
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Dwusieczna jednej pary katow jest dwusieczng kata m%@dzy
a i b, & dwusieczna drugiej pary jest dwugieczng kata miedzy
a i —b. Poniewaz wektory a i b maja cosinusy kierunkowe

2 1 2
Q=737 T =g
6 3 _ %
Bo= by== fo=

wiec piei‘wsza dwusieczna ma cosinusy kierunkowe (p. wzory (20)
z § 8, str. 39) proporcjonalne do liczb

32 16 20
s THRL A 21’
a zatem jest wyznaczona przez stosunek 8:4:5, Druga  zu
dwusieczna ma coginusy proporcjonalne do liezb
4 2 8
5 whE gy
a zatem jest wyznaczona przez stosunek 2:1:—4.
2. Dwie nier6wnolegle proste p i g maja (W ulc']:ad.zie WHpOl-
rzednych prostokatnym lub uko$nokatnym) kiel'11;11<1 ob.l:b,‘:c:1
i @y:b,:0,. Wyznaczyé kierunek prostej prostopadiej do p i
Oznaczmy stosunek okre§lajgcy kierunek tej prostopadlej przez
A:B:0, gdzie A,B i C sa skladowymi kowariantnymi. Zatem
| 4y A+b,B+¢,0=0,

a2A+b2B+020=“—0- '

4yt =

ax~ﬂm:

(13)

Poniewaz i)roste a i b nie s3 réwnolegle, wiec nie znikaja Téw-

nocze$nie wyznaczniki drugiego stopnia

lal b, [bl e 61 O

.

]

\ag b, ’ba Cy

Niech np. pierwszy z nich bedzie rézny od zera. Przyjmujgc
za ¢ dowolng wartodé, a nastepnie przenoszac na drugg strone,
otrzymujemy '

Cy Qg

¢y by ‘ a; 0
A= (L(_}{ bl , -0 | %%l

a; by @y, by

a, b, l ay by

icm

§ 12 : 3. Kierunki na plaszczysnie. 63
czyli
: b |
(14) A:B:0=|* "’1‘::501 W 6 bl!‘
. . b2 462"102 Azl | Qg b?‘}

Taki jest wedr dlo kierunkuy prostopadiego do dwéch danych
Tierunkow.

3. Kierunki na plaszezyznie. Na plaszezyznie kierunek jest
wyznaczony przez stosunek a:b skladowych dowolnego wektora
o tym kierunku. Dla kierunku osi Oy jest a=0, czyli kierunek ten
jest wyznaczony przez stosunek ¢:5=0:1. Dla pozostatych kierun-
kéw jest as~0, a poniewas wéwezas

b
d:b:l:—-—;
a

wige stosunek a:b jest wyznaczony przez liczbe bla. W ten sposéb
kazdemu kierunkowi nieréwnoleglemu do osi Oy jest przyporzadko-
wana pewna liczba i na odwrét. Liczbe

’m=b/a

nazywamy wspdlezynnikiem kierunkowym ~(wektora, osi, prostej,
kierunku). _

W ukladzie prostokatnym wspéhrzednyeh mosina nadaé temu
wspotezynnikowi prosty interpretacje geometryczna. Niech prosta P
bedzie nierdwnolegla do osi Oy. Przez nadanie zwrotu mozemy z niej
utworzy¢ dwie osie. Oznaczmy przez g, miare kata miedzy jedna
z tych osi a osiy O, zorientowanego dodatnio i liczonego od osi Oz.
Wiszystkie inne miary tego kata wynoszg :

@ =0@;+2kn, k=0, +1,+2,....

Miary katéw miedzy osia utworzong z prostej p przez nadanie
jej .zwrotu przeciwnego, a osig Oz wynosza

y=n-t+@,+ 2kr gdzie k=0,41,-+2,....

gdzie

Jest wiec 4 ‘
tgp="1tgy.

Widzimy, ze tangens kata zorientowanego dodatnio, liczonego
od osi O« do osi utworzonej z prostej p, nie zaley od zwrotu nadanego
tej prostej. Ten tangens zatem wyznacza kierunek prostej p, gdy
jest ona nieréwnolegta do osi Oy. Udowodnimy, ze jest on réwny
wspblezynnikows kierunkowemu prostej.
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W tym celu wystarezy obraé¢ wektor na danoj prostej tak, by
bylo b>0. Moga zajéé dwa przypadki: '

10 ¢>0. Wéwezas kat ¢ jest ostry (rys. 41) i -
bezposrednio z rysunku —
(15) tg p="bla.

20 g< 0. Wowezas kat ¢ jest rozwarty (rys.42) i — jak widaé
bezpogrednio z rysunku —

tg(n—p)=—"0/a,

skad znowu wynika (15).

jak widad

-

Rys. 41

Rys, 42

W szezegélnodei, prosta preechodeqea preee dwa rédne punbly
Py(21,Y;) ¢ Py(y,y,) ma wspblezynnik kierunkowy
Yo—Ya
(16) v By — @y
gdyz wektor PP, ma skladowe a==a,—a, i b== Yo=Yy
Niech teraz w plaszezyznie beda dane dwie przecinajgce sie
proste. Tworzg one cztery katy (dwie pary katéw wierzcholkowych).
Weizmy pod uwage jeden z nich i nadajmy mu orientacje dodatnig.
. Oznaczmy jego miare przez ¢, miare kata (zorientowanego dodatnio
i liczonego od osi Oz) utworzonego przez pierwsze jego ramic z osig
Oz — przez @, a miare analogicznego kata dla drugiego ramienia —
przez p,. Wowezas ‘ '

(17 g pi=my, ‘ b o= My, ‘
gdzie m, i m, sa wspélezynnikami kierunkowymi. Na mocy wzoru

(7) z § 2, str. 10, mamy ¢=gp,—¢,, & wiee

14 mqymy

§ 18 1. Wupdlrzedne biegunowe na plaszezyznie. 65

Wzor (18)_ pozwala obliezyé kat miedzy prostymi, gdy znane
89 wspolezynniki kierunkowe jego ramion.

W szezegélnosei wynika stad warunek prostopadlosci kierun-
kow o wspolezynnikach m, i m,:

(19) o My=—1[m,.

§13. Inne uklady wspélrzednych

Wspolrzedne prostokatne i — ogolnie — wspéirzedne ukosno-
katne nazywamy kartezjanskimi od nazwiska Descartes’a *. Po-
damy teraz przykitady innych rodzajéw wspblrzednych.

1. Wspélrzedne biegunowe na plaszezyinie. Wezmy pod
uwage na plaszezyinie dowolny punkt O i dowolng o$ Oz przecho-
dzaca przezen (rys. 43). Nadajmy plaszezyzZnie orientacje, przez
co ustalony zostanie dodatni obieg katéw (p. str. 9).

Punkt O nazywamy biegunem, a o$
Ox — osiq biegunowaq.

- Gdy dany jest punkt P rézny od »
punktu O, to niech

0=|0P|.

Przez ¢ oznaczamy miare kata g}\

miedzy wektorem OP a-osig Oz, liczo- ¢

nego w obiegu dodatnim od osi Ox do

wektora. Miara ¢ przybiera nieskorcze-

nie wiele wartodci, r6zniacych sie miedzy .

soba o 2knr, gdzie k=0,41,42,... Kazdemu punktowi P, réznemn

od bieguna O, odpowiada wiec nieskon-

czenie wiele par p,p, réznigcych sie

tylko drugim wyrazem; pierwszy wy-

. raz, czyli o, jest dodatni.

0 Rozszerzymy to przyporzgdkowanie,
‘ dopuszezajae réwniez pary, dla ktérych

0< 0. Pare p,q, dla ktérej o<< 0, przy-

porzadkujemy punktowi P, ktéry pow-

staje w spos6b nastepujacy (p. rys. 44):

kreflimy z bieguna O poélprosty, two-

>3

Rys. 43

(erp)=(-0.@+7)

Pl-¢.p)=(0.0+m)

Rys. 44

* René Descartes, po lacinie Cart esius, matematyk i filozof fran-
cuski (1596-1850), twérca geometrii analitycznej.

Monografie Matematyczne, X XVI. 5
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rzges z osig Ow kat ¢ i na przedhuzeniu tej poiproste] poza punkt
O odcinamy wektor OF o dtugodei lpl. W mydl fiego okredlenin
. parom p,¢ i —p,p-+r odpowiada ten sam punkt.
Biegunowi O przyporzadkujemy pary 0,p, gdzic ¢ jest liczhy
dowolna. '
W ten sposéb kazdemu punktows odpowiada nieskoriozenic wicl
par, kazdej zas parze doktadwie jeden punkt. ,
Liczby ¢ i ¢, przyporzadkowane punktowi P, nazywamy jego
- wspdlrzgdnymi biegunowyms, punkt zad P oznaczamy réwniez prze
P(o,p) lub przez (o,p).

Np. punkty, dla ktérych =1, lesg na kole o promienin 1
i §rodku- 0. To samo dotiyezy punktéw, dla ktérych g=—1. Punkty,
dla ktérych p=a, leza na prostej, tworzgcej z osig Ow kat o, i 1n
odwrét, do kazdego takiego punktu mozna znalezé taky pare
wspolrzednych o,¢, by p=a.

Jesli w ukladzie wspélrzednych biegunowych zmienimy obieg
dodatniego liczenia katéw, to dostaniemy uklad rézny od popraed-
niego. Wspélrzedna katowa ¢ danego punktu bedzie w nim miala
znak przeciwny. : ,

Utwérzmy obecnie uklad prostokatny o poczatku w biegunie
0 i 0 osi Oz, identycznej z osig biegunowg. Osi Oy nadajmy taki
zwrot, by w ukladach prostokatnym i biegunowym byl ten sam
dodatni obieg katéw. Niech # i y beds wspélrzednymi kartezjan-
skimi punktu P, a g,p — ktorgkolwiek z par wapdlrzednyel  bie-
gunowych tegoz punktu. Udowodnimy, zZe

(1)  w=goosg, y=qsing.
J .
y ) Istotnie, jeli =0, to wzory (1) wy-
P nikaja wprost z definicji funkeyj cosinus

i sinus (p. rys. 45).
Jedli zad 9<<0, to punkt P jest iden-
y ‘tyeczny z punktem (o;,v), dla ktérego

Al a=lel, p=p+tm
0 z oe

Rys. 45

Poniewaz g,=/g|> 0, wiec na podstawie
poprzedniego praypadku otrzymujemy

= 0,008 = 0| €05 (p+7)=—| o] cosgp= o oy

1 podobng réwnoéé dla v, ¢. b. d. o.

icm
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Wzory (1) wyrazaja wspéhzedne kartezjaniskie przez biegu-
nowe. By otrzymaé wzory wyrazajace wspélrzedne biegunowe przez
kartezjanigkie, podnie§my do kwadratu réwnodei (1) i dodajmy je

. stronami. Otrzymujemy

(2) o=1VE+
a-stad dalej -
3) cos p=ufo,  sing=y/o.
Z (3) wynika réwnoéé czesto stosowans :
4) © tge=ylz.
Oczywidcie, tgp jest wspolezynnikiem kierunkowym wek-

tora OP.
2. Wspoélrzedne cylindryczne w przestrzeni. Niech bedzie
dany na plaszezyinie I7 uklad wspélrzednych biegunowych. Niech
P bedzie dowolnym punktem przestrzeni, P, jego rzutem prosto-
padtym na I (rys. 46), a g ip —
wspblrzednymi biegunowymi punktuP; z P
w plaszezyznie I1. Oznaczmy przez b /
odleglogé punktu P od plaszezyzny 17, AR

liczong dodatnio dla punktéw lezacych _

po jednej stronie = tej plaszezyzny, /(7 . z
7y ¢ B~

Rys. 46

a ujemnie — po drugiej.

Liczby ¢, ¢ i h nazywamy wspot-
reednymi  cylindrycznymi  (czyli walco-
wyma) punktu P.

Np. punkty dla ktérych o=a >0, wypelniajs walec obrotowy
0 promieniu @ i o osi przechodzgcej przez O prostopadle do plasz-
czyzny I1. Punkty, dla ktérych h=a, lezg w plaszczyZnie réwno-
legltej do I7. Punkty, dla ktérych ¢g=a, wypelniaja plaszezyzne pro-
stopadta do II. '

Wprowadémy w przestrzeni uklad wspéhrzednych prostokat-

‘nych Owxyz, biorac biegun za 0, IT za plaszezyzne Ozy, o8 biegunowy

na I7 za o§ Oz, o§ Oy prostopadly do Oz tak, by tworzyla z osia
Oz kat, ktéry w obiegu dodatnim ma miare =/2, wreszcie of Oz
prostopadla do I7 i zwrécong w strone tej péiprzestrzeni, w ktérej
h>0. Wéwezas — jak latwo widzie¢ — miedzy wspélrzednymi
w ukladzie kartezjanskim Owyz a wspélrzednymi w ukladzie cylin-
drycznym Opgh zachodzg zwiazki :

y=psing, z=h.

(5) x=0C0o8Q,
. 5*
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i 3, Wspéhrzedne sferyezne w przestrzeni. Czedeiej niz cylin-
dryézne, uzywane g w przestrzeni wspdlrzedue sferycane (eayli kuliste),
’ . Wezmy dowolng plaszezyzne [, nha niej
’f ukiad biegunowy (rys. 47); nastepnic
P przez O poprowadzmy of Oz prostopadly

do I o zwrocie dowolnym.
8¢ Niech P bedzie jakimkolwieck punktem

z .~ przestrzeni réznym od O i niech g==[0P|.

/ o 4 &// Oznaczmy przoz ¢ miare kata (zorie‘;‘b
[ " towanego) zawartego miedzy osig O

Rys. 47 a wektorem OPF, i liczonego w ohiegu

: dodatnim od osi O, a przez & - kyb
lezacy w granicach 0 i =, liczony od osi Oz do wektora OP. W ten
sposéb kazdemu punktowi odpowiada nieskonezenie wicle trojok
liczb o,p,9. Dla dwbéch tréjek gy, 91,9y i 0yyp5 P odpowiadajacych
temu samemu punktowi, jest :

01==0q, =@yt 2k,  9=0,, glue k=0, -f-1,..,

W powyzszym przyporzadkowaniun jest ¢7=0. Kazdej trdjee
0,p,%, gdzie ¢>0, odpowiada dokladnie jeden punkt; oznaczamy
go takze przez P(g,q,0) lub wprost przez (p,q,?).

Dopusémy jeszcze tréjki o,¢,8, dla ktérych o<<0. Tréjki te
przyporzadkujemy punktowi P(—o,p-+mn,n—9). Punkt P powstaje
przez wykreslenie péiprostej tworzacej z osia Oz kat o, ktodrej raul
na II tworzy z osia Oz kat ¢, a nastepnie przez odcigeie na prze-
diuzenin tej pélprostej wektora OP o diugodei |g|.

Wszystkie tréjki 0,¢,9 przyporzadkowujemy punktowi O.

W ten sposéb okreflone trojki o,p,& nazywamy wspdlreednymi
sferycenymi lub kulistymi punktu w przestrzeni.

Np. punkty, dla ktérych e=a>0, lezag na powierzchni kuli
o frodku O i promieniu a; na odwrét, dla kazdego punktu tej kuli
jest g=4a. Punkty, dla ktérych p=a, lezg na plaszczyinie przeci-
najacej plaszezyzne I wzdhuz prostej, tworzace] z osia Oz kat «
i przechodzacej przez of Oz. Punkty, dla ktérych $=a, lezg na po-
boeznicy stozka, o ile as4n/2, a na plaszezyinie 11, gdy a==mn/2.

Wprowadsmy teraz uklad prostokatny wspohzednych Omye,
ktérego poczatkiem jest biegun O, plaszezyzng Oxy plaszezyzna 11,
a osig Oy prosta przez O tworzaca z osig @ kat n/2 liezony w ohiegu

icm
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d‘odlatr%in}. Wowezas miedzy wspllrzednymi sferyeznymi a karte-
zpnsku’m tego samego punktu zachodzy zwigzki:

(6) T=pcospsing,

y=pgsingsin ¢, Z=pcos .

;Isﬁotnie, niech punkt P(,8,q), gdzie 9 >0, ma wspélrzedne
prosvtokaytne %, ¥, 2. Dla dlugosei wektora OP;, ktéry jest rzutem
wektora OP na 77, otrzymujemy zatem

(N [OP;|=gcos (n/3—9) =p8in @,

Z (_lrugiej strony, rzut punktéw Pri P na o§ Ox jest ten sam;
podobnie rzut na of Oy. Zatem

w:‘:IOPIIIGOS‘/)? 3/210})11]8111‘?77

a stad wobec (7) -dostajemy dwie pierwsze z rownoei (6). Trzecia
réwnosé jest oczywista. ~
W przypadku o< 0 mamy

(09, ) = (—0, o+ mym—9).

Po prawej stronie jest —p >0, wiec mozna stosowaé wzory (6),

a tym samym ‘ ; ‘
&= —0 608 (¢ +7) sin (T — ) =g cos ¢ sin,
y=—psin (p+=)sin (n—a#)=gpsingsing,
#=—p cos (t—7y)=p cos J.

Wspélrzedne sferyezne sa szezegblnie czesto uzywane w astro-
nomii i geografii. Wystepuje tam drobna zmiana, gdyz kat # jest
liczony nie od osi Oz, lecz od plaszczyzny I7, dodatnio w jednej po6l-
przestrzeni, a ujemnie w drugiej. Liczony w ten sposéb, nosi on
nazwe szerokosci geograficznej, a kat ¢ nazywa sie dlugosciq geogra-
ficzng. Szeroko$é geograficzna zmienia sie od —=/2 do /2, osiagajac
skrajne wartosei w biegunach.
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