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2 - ROZDZIAL 1. Wektory.

Réwnoleglosé welktoréw jest relacja miedzy dwoma welktorami, ktéru ma
nastepujace wiasnoSei:

10 Wektor a jest réwnolegly do wektora a (zwrotnoid), ’

20 Jedli wektor a jest réwnolegty do wektora b, G0 woktor b jest rdwno-
legly do wektora a (symetria). . . ,

" 30 Jedli wektor a jest réwnolegly do wektora b i wektor b jest réwno-

legly do wektora ¢, to wektor a jest réwnolegty do wektora ¢ (przechodniodd).

Podzielmy wszystkie wektory niezerowe na’ klagy, zaliczajac do j(»d}lej
i tej samej klasy dwa wektory, gdy sa’ one réwnolegte. Wéwezas kazde dwa
wektory nalezace do jednej i tej samej klasy sa réwnolegle, a nalezace do
réinyeh klas — nieréwnolegle. Kazde dwie rézne klasy sg zatem rozlgoene,
tj. nie maja elementéw wspélnyeh. .

Okredlilismy pojecie wektorow o tym samym kierunku, natomiast nie
okredliliémy dotychezas samego pojecia kierunku. Poniewas dwa wekfory ma-
jace ten sam kierunek nalezn do tej samej klagy, wi¢e okreflamny kierunek
wektora jako klase, do ktérej ten wekbor nalezy, ‘

Wektorom zerowym nie nadajemy kierunku eczyli nie uwa-
zamy ich za réwnolegle do jakiegokolwiek —wekiora niezerowego
ani tez miedzy soba. Co ‘

Dwa wektory niezerowe a i b nazywamy réwniyrmi i' piszemy
a="0, gdy maja one te samg dlugodé, czyli gdy la]= | }v‘} 1 garas
zem ten sam kierunek oraz ten sam zwrot. Ponadto nazywamy 19w-
nymi kazde dwa wektory zerowe. : ; :
REatwo sprawdzié, ze réwnosé wektorsw ma nastepujase, wlas-
nofci: »

1° a =a (zwrotnogé);

20 ody a=D5, to b=a (symetria); g

30 gdy a=b i b=¢, to a=c (przechodnioé).

Rownosé wektoréw nie jest tozsamodeia wektorédw: z toisp-
mogei wynika réwnogé, lecz nie na odwrét. Podobnie z 16w,
odeinkéw nie wynika identycznogé odcinké,%zv. g

W niektérych rozumowaniach gra role nie Ifoloienié poezatlru i ‘kuﬁjﬁ‘ar’
wektora, lecz jedynie jego kierunek, zwrot i diugoéé. Wtedy wiee abstraliu:
jemy od pelozenia wektora w przestrzeni: obojetne jest; ktdéry z rc’)WI‘Lngsll
wektoréw bierzemy pod uwage. W innych jednak przypadkach polozenie
poezatku i kofica wektora ma wazne znaczenie. ) E

Nazwijmy w‘vektory poprzednio zdefiniowane welforami umaﬁejscowiowy?ﬁ.
Te wektory sa wiee wyznaczone przez podanie bads poczatku i kofica, bads
poczatku, dtugoci, kierunku i zwrotu, bads wreszcie konea, dlugodei, kie-
runku i zwrotu.

Zaliczmy wektory umiejscowione ‘do tej samej klasy, gdy sy réwne.
Rézne klasy sa wtedy rozlaczne. Klgsa wektordw réwnyeh jest wige wymnar
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§1 2. Dodawanie wektoréw. 3

czona jedyunie przez podanie dlugosei, kierunku i zwrotu. W rozumowaniach
w kt(?rych wehodza w gre tylko trzy ostatnie wlasnodc wektorow, ale;
w’kiiqrych abstrahujemy od ich polozenia w przestrzeni, mozemy zal’niast
mowié o wektorach, méwié o ich klasach. Dlatego wprowadza sie dla klasy
wektor6w réwnych nowy termin, nazywajac ja wekiorem swobodnym. ’

Welktor umiejscowiony wyznacza wektor swbbodny, lecz nie na odwrét.

2. Dodawanie wektoréw. Pojecie wektora powstalo w fizyce
dla przedstawienia niektérych wielkogci fizyeznych, jak np. pred-
koé'é, przyspieszenie, sita. W fizyce zostaly okreglone pewne dzia-
tania na. wektorach, zwane dodawaniem wektoréw, mnozeniem
wektora przez liczbe i mnozeniem wektorjw. Zaznajomimy sie z ni-
mi obecnie. Wprowadzenie tych poje¢ do geometrii odegralo duza
role, przede wszystkim dzieki uproszezeniom pojeciowym i rachun-
kowym, jakie si¢ przez to uzyskuje. ' (

Niech beda dane dwa wektory a N
i b. Wyprowadimy z jakiegokolwiek '
punktu P (rys. 1) wektor PQ =a, a na-
stepnie zbudujmy wektor QR =4Db. Sumaq

a+b wekforéw aib nazywamy wektor ¢

rowny wektorowi PR. Konstrukeja ta

jest oczywideie od wyboru punktu P P >'Q
niezalezna W tym sensie, ze jakkolwiek b 3o
obierzemy punkt P w przestrzeni,' to Rys. 1 ‘

otrzymane wektory PR s3 réwne.
Rowne wektory majq réwne sumy, tzn. ze jesli a=a’ i b=V,
to a+b=0a"+Db".

Twierdzenie to orzeka, ze gdy dane sa dwa wektory swobodne a i b
to jakkolwiek wybierzemy wektor umiejscowiony -PQ wyznaczajacy a, na-
stepnie wektor umiejscowiony QR wyznaczajacy b, wszystkie w ten sposéb
otrzymane wektory PT sa réwne, czyli wyznaczaja ten sam' wektor swobodny,
ktéry oznaczamy przez a-+b. Tym samym suma wektoréw swobodnyeh jest
Wyznaczona jednoznacznie.

Natomiast suma wektoréw umiejscowionyeh nie jest wyznaczona jedno-
znaeznie: z jej okreSlenia wynika tylke rédwnoéé tyech wszystkich wektoréw
umiejscowionych, ktére sa sumami danych dwéeh wektoréw umiejscowionych.

Gdy b jest wektorem zerowym, dostajemy
L . a-+ o=a;

wowezas bowiem b=QQ czyli (p. rys. 1) punkty @ i R sa identyczne;
jest wiec PR=PQ.

1
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4 ROZDZIAL 1. Wektory.

Dodawanie wekloréw jest przemienne, tzn. ze
(2) a-+b=>0b+aq.
Dla dowodu wyprowadimy z dowolnego punktu I> wektory
PQ i P8, réwne odpowiednio wektorom a i b (rys. 2). Wowczas
" w my#l okreslenia sumy wektoréw mamy:
s R a-+b=PQ+QR=PR,
b-+a=PS+8SR=PR,
skad wynika (2).
Niech teraz dane bedg trzy wektory

a, bic. Z dowolnego punktu P prze-
0 strzeni wyprowadimy wektor PQ==aq,

P& nastepnie. wektor QR =0 1 wreszcie
Rys. 2 wektor RS =c¢. Wowezas (p. rys. 3):
a+(b+ ) =PQ + (@R + RS) =PQ + Q8 =P8,

(@ -b) +¢=(PQ+QR)+ RS =PR + RS =P8,
Wynika stad, ze dodawanie wektordw ‘jest taoene, tzn. zZe
(3) at+(b+c¢)=(a+D0)+c.

" Wspb6lng warto§é obu  stron ostm.me] r(’)wnoém oznaczany

przez a+b+c. '

Sume trzech wektoréw nieréwnoleglych do jednej plaszezyzny
mozemy skonstruowaé w sposéb nastepujaey: ‘

Z punktu P wyprowadzamy wek-
tory, réwne odpowiednio wektorom
@, bic a nastepnie budujemy réwno-
leglodcian na tych trzech wektorach
jako krawedziach (rys. 3). Przekgtna
réwnoleglodcianu przechodzgca przez

punkt P, ktérej nada]emy tzbkl Awrot,

T6Wna a +b+c

Definicjg sumy wektoréw mozemy
rozciagnaé na dowolng skonczong ilogé
skladnikow. Gdy dane sg wektory a,b,..,m, to z punktu P pro-

wadziiiiy Wektm PQ——a, nastepnie wektor QR =b Jtd wreszcie
~wektor UT =

Rya 3

icm

nek co wektor a, lecz przeciwny zwrot. Jasne jest,.ze

§1 2. Dodawanie wektoréw. . b
Wektor réwny wektorowi PT nazywamy sumaq
a+b+..4+m
Z teJ definicji wynika, ~ ze dla, dowolnego ukladu punktow
P,Ps,. Pn jest
(4) o PP, Py Py+..+P, P,=PP,.

Dodawanie dowolnej ilosci wekiordw fest lgczme i przemienne,
tzn. ze w sumie a-+Db+...4m mozemy skladniki w dowolny spo-
§6b ujmowaé w nawiasy i zmieniaé ich porzadek, nie zmieniajac
przez to ich sumy. Istotnie, w mysl (4) jest

P Pyt.. + PP+ (PP 4t Py P) + PPyt Py Py=
=PiPy+ e+ P P PP+ PPy oo+ Py Py =P Py

n—1

PPyt + P P+ PP+ oo+ Py P+ PPy +

=P,P,. '

Dowiedli§my zatem lacznofei. Z Igeznosei zag i z przemiennogei
dodawania dla dwéch skladnikéw wynika przemiennosé dodawania
dwéch sgsiednich skladnikéw sumy (bo mozemy je ujaé w nawias,
zmienié porzadek, a nastepnie opuscié nawias). Ale przez kolejne
zamiany dwoéch sgsiednich skladnikéw mozemy przestawié kazde
dwa, skad juz wynika, ze mozemy nie zmieniajae sumy przestawié
dowolng ilogé skladnikéw. Postgpowanié to jest szczegbétowo uza-
sadnione. w algebrze (w teorii permutacji).

Oznaczmy przez —a wektor majgey te samg dilugosé i kieru-

APy Py

n—1

»

(%) (—a)+a=a+(—a)=0o. .
Dla wektora PQ mamy wiee
= PQ =QP.

Niech teraz a i b beda dowolnym1 wektorami. Udowodnimy,
ze réwnanie wektorowe

(6) ; a+1=0

. ma dokladnie jedno rozwiqzanie.

Istotnie, jedli ré6wnanie (6) zachodzi dla pewnego wektora %,
to dodajac po obu stronach —a, otrzymujemy ——a+(a+g)——
——-a+b czyli
(1) ; — —a+b.
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6 ROZDZIAL 1. Wektory.

Dowiedlidmy wiec, Ze réwnanie (6) ma co najwyzej jedno roz-

wigzanie, a mianowicie (7). Poniewaz przez bezpodrednic podsta-

wienie (7) do (6) dostajemy ‘
B a+(—a+Db)=[a+(—a)]+D=0+b=D,
wige twierdzenie zostato dowiedzione.
Wektor (7) oznaczamy réwnies
znakiem b—a 1 nazywamy réénicq
wektoréw b 1 a.

Roéznica  wektoréw jest zatom
okreglona przez réwnosé

Rys. 4 .
(8) a4 (b—a)=b.

_ Jesli z punktu P poprowadzimy wektory PQ i PR, vowne od-
powiednio wektorom a i b, to b—a=@QZR (rys. 4).

* 3. Mnozenie wektora przez liczbe. Okreslimy obeenie mnode
nie wekiora o preez licebe rzeceywista m.

Jesli as£p, to rozrézniamy trzy przypadki:

10 m>0; wéwezas przez m-a oznaczamy wektor réwnolegly
do a, ktérego diugosé jest réwnaym-|a] i ktory ma ten sam zwrot
co (.

20 m=0; wéwezas przyjmujemy 0 q = p.

3° m<<0; woéwezas okredlamy m-a jako weltor rownolegly do a
0 dlugosei [m|-|af, lecz o zwrocie przeciwnym do a; [m ]| oznacza
tu, wartodé bezwzgledns liczby m. ‘ )

Jedli za§ a=o, to dla kazdego m przyjmujemy m- o == p.

We wszystkich. przypadkach jest zatem

(9) |m-a|=|m|;|al.

' Na to, by dwa wekiory wieczerowe o i b byly réwmnolegle, potraeba
v wystarcza, zeby istniala lickba m=£0, dla ktorej :

(10) a==m-b.

Istotnie, jeé.Ii zachodzi (10), to w my$l okreslenia mnozenia
wektora przez h’csz wektory a i b sg réwnolegle. Na odwrét, gdy
wektory te sa réwnolegle, to przyjmujac m=|al/|bl, gdy maja one

ten sam zwrot, a m= —|a|/|b], gdy maja zwrot przeciw y
eciwr -
o = ) ja zwrot przeciwny, Qtray

icm

§ 2 2. Kuaty niezorientowane. T

Z latwoscia dowodzi si¢ nastepujacych twierdzen, zachodza-
cych dla dowolnych wektoréw a i b oraz dowolnych liczb m i m:

l-a=a, m-(n-a)=(mn)-q, (—m)-a=—m-q,

(11)
m-(a-Fb) =m-a -+ m-b,

(m—4+n)y-a=m-a-t+n-a.

Ostatnie dwie z réwnodei (11) daja sie drogg indukeji uogdlnié
na dowolng liczbe skladnikéw.

§ 2. Katy i rzuty

. 1. O§. Niech bedzie dana prosta p i wektor a do niej réwnole-
gly. Mozemy woéwezas uporzadkowaé punkty prostej p, uwazajac
punkt P za wezesniejszy od punktu @, jesli wektor PQ ma ten sam
zwrot co wektor a. Takie uporzadkowanie punktéw ma nastepujace
dwie wlasnodei:

1° Gdy P jest wezesniejszy od @, a @ wezesniejszy od R, to P
jest wezedniejszy od Rj .

20 gdy P jest wezesniejszy od @, to @ nie jest wezesniejszy
od P ’

Prosta uporzadkowana w powyzszy sposéb nazywamy osig,
majacq 2wrot wektora a. .

Tegli wektor & zastapimy przez inny o tym samym kierunku
i zwrocie, otrzymamy te samsa os. . -

Poniewaz wektory réwnolegle do prostej moga mieé tylko
dwa przeciwne zwroty, wiec z prostej mozna otrzymadé tylko dwie
osie (0 przeciwnych zwrotach).

Podobnie jak dla wektoréw, osie powstajace z prostych réwno-
legtych nazywamy réwnoléglymi lub majaeymi ten sam kierunek.

Kierunek osi jest wiee wyznaczony jedynie przez prosta, z kt6-
rej of powstaje.

2. Katy niezorientowane. Niech na
plaszezyznie beda dane dwie péiproste p i p’
o wspblnym poczatku 0. Jak wiadomo z geo-
metrii elementarnej, pélproste te dziela plasz-
czyzne na dwa obszary, zwane katami.

Nakre§lmy koto o $rodku O i promieniu 1,
przecinajace pélproste p i ¢ w punktach P i Q
(rys. B). - :
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8 ROZDZIAL 1. Wektory.

Kat jest wyznaczony przez wskazanie punktéw P i @ oraz
jednego z dwoéch tukéw na kole.

Miarg twkowq kata nazywa gie dlugodé tego tuku.

Jesli przez ¢ oznaczymy miare lukows jednego z dwéeh katéw
utworzonych przez pélproste p i ¢, to miara drugiego jest réwna
on—op. W kazdym wiec razie dla miary jednego z dwéch katdw
zachodzi nieréwnogé
(1) o 0Lom.

W geometrii elementarnej katy nazywa sie réwnymi, jesli
ich miary sg réwne, i tam tez dowodzi sig, Ze przez przesuniecic
i obrét dokota odpowiednio dobranego punktu plaszezyzny mozna
réwne katy doprowadzié do polozenia, w ktérym ich ramiona, sig
pokrywaja. ,

Niech teraz beds dane dwa wektory wychodzace z punktu O.
Wektory te wyznaczaja dwie péiproste, ktérych poczatkiem jest
punkt O i ktére zawieraja te wektory.

Katem migdzy wektorami nazywa sie ten z dwéech katéw utwo-
rzonych przez te pélproste, ktérego miara spelnia nier6wno$é (1).
Gdy zmieniamy diugodei wektoréw nie zmieniajac przy tym ich
zwrotéw (czyli gdy mnozymy wektory przez liczby dodatnie), to
kat miedzy wektorami nie ulega zmianie. ‘

Jefli wektory nie maja wspélnego poczatku, to z dowolnego
- punktu O plaszezyzny wyprowadzamy wektory im réwne. Katem
miedzy pierwotnymi wektorami nazywamy kat miedzy wektorami
wychodzgeymi z punktu O. Kat ten nie zalezy od wyboru punktu O.

Wobee (1) dla kata miedzy wektorami zawsze zachodzi nie-
réwnogé '
(2) ‘ singp > 0.

Kotem migdey osiami (lub miedzy wektorem a osig) nazywa sie
kgt miedzy wektorami majaeymi kierunek i zwrot tych ogi.

) Katy 'w ten sposéb okreglone nazywamy katami niezorientowa-
nymi, w przeciwienstwie do katéw zorientowanych (p. str. 9). Po-
niewaz na ogél bedziemy mieli do czynienia z katami niezoriento-
, wanymi, wige bedziemy je dla wygody nazywali krétko kqtams.

Kq_tvniezor@emowmy ® migdey wektoramsi jest wyznaczony preez
" podanie wartosci cos g, dla kazdej bowiem wartosci ¢ z przedziatu
—1< e <1 réwnanie

o : cosp=a
ma dokladnie jedno rozwigzanie spelniajgce nieréwnogé (1).

icm

§ 2 3. Katy zorientowane. 9

3. Katy zorientowane. Okreflenie katéw zorientowanych jest

‘mozliwe dzigki znanemu z geometrii elementarnej faktowi, ze kohu

lezgcemu w ustalonej plaszezyznie mozemy nadaé dwa rézne obiegi.
Wybierzmy jeden z dwéeh obiegdw i nazwijmy go dodatnim, drugi
za§ — ujemnym. WeZzmy pod uwage jakikolwiek kat o wierzcholku
S w §rodku kola. Jest on wyznaczony przez wskazanie dwoéch pun-
ktéw P i @ na kole oraz luku miedzy nimi. Nadajge lukowi dwa
rézne obiegi, otrzymujemy dwa rézne katy zorientowane.

W jednym z tych dwéch katéw ramie SP jest pierwszym, a ra-
mie 8¢ drugim, w drugim za§ kacie — na odwrot.

Niech bédzie dany kat zorientowany, powstaly z kata niezo-
rientowanego o mierze @ przez nadanie obiegu. .

Jedli obieg kata zorientowanego jest dodatni, przypisujemy mu
jako miare kazda z liezb ’

3) o+2km, gdzie k=0, +1, +2, ...

Jefli zag obieg kata zorientowanego jest ujemny, przypisu
‘jemy mu jako miare¢ kazda z liczb :

(4) —p+2km, gdzie k=0, +1, +2,...

Kaqt zorientowany ma wiec nieskoriczenie wiele miar, réénigeych
sig o catkowitq wielokrotnosé liceby 2. :

Niech jedna :z miar kata utworzonego przez wektory a; i a,,
majacego a, jako ramie pierwsze, bedzie réwna jednej z miar kata
utworzonego przez analogicznie uporzadkowane wektory aj i aj.
Przez obrét doprowadzmy do pokrycia sie ramion a, i a;. Woéw-
czas ramiona a, i a, réwniez sie pokryjs.

A zatem, gdy dwa katy zorientowane majq ¢ samaq miare, mo-
semy doprowadzié przez ruch ramiona jednego do pokrycia sie @ ra-
mionams drugiego. ‘

‘ Nie znaczy to jednak, ze katy niezorien-
towane, z ktérych tamte powstaty, s3 sobie

réwne. Niech| np. wektory nieréwnolegle a, i a, ‘Y
tworza dwa katy niezorientowane, z ktérych
jeden jest ostry, a drugi wypukly (rys. 6). Kat
niezorientowany ostry niech ma miare @. Kat Rys. 6

ten, po nadaniu mu obiegu ujemnego, ma -

miarg —¢. Kat za§ wypukly, po nadaniu mu obiegu dodatniego,
ma miare 2r—¢@, a wiec réwniez jedng z jego miar jest' —e.
Jednakze na podstawie poprzeddiego twierdzeniar miara kata wy-

3
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10 / ROZDZIAL 1. Wektory,

znacza wzajemne polozenie ramion; przez podanie polozeniar jedneg
ramienia i miary kata zorientowanego jest wyznaczone ramie¢ drugic
Na plaszezyznie bedziemy czesto wyznaczali katy zorientowan
za pomoey funkeyj trygonometrycznych, zwlaszeza funkeyj cos
nus 1 sinus. '
Zadna = tych funkeyj 2 osobna nu, wyzmacze kata 2orientowaneg
Jedli bowiem

(8)

gdzie a=cosp, I 0 py<m, to

(6)

Podobnie dla sinusa.

Przez podanie précz cosp wartodei singekat ¢ jost WY ZNACZOT,
poza wielokrotnoseia 2rn. Wartodel cosg i sing razem wyznaczaj
wiec katy zorientowane.

Oznaczmy przez <J a,a, miare kata Aorlcntowsmcgo, w ktoryr
pierwszym ramieniem jest ay, drugim- za$ a,. Oznaczenie to jes
Jednoznaczne, gdyz miara kata wyznacza wzajemne polozenie ra

mion i na odwr6t. Jesi z punktu O wyprowadzimy trzy wektor;
a3y @ 1 ag to

(7)

o8 @ = @,

p== £ po-t2nm.

- <Lagap+ <L aga= <L q, ay.

Nalezy to rozumieé¢ w ten sposéh, #e dla kazdej z dwoeh mia

wystepujacyech w tym wzorze istnieje mm,ra, trzeciego kata, 1l
ktérej réwnosé ta zachodzi.

¥ 4. Warto§é wektora na osi. Niech b(ddao dana o x i wekto:
a, na niej lezgcy. Warto$cia wektora a na osi nazywamy liczb
lal, gdy a i # maja ten sam zwrot, liczbe zad —l|al, gdy ich zwrot3
88 przeciwne.

Gdy a=o, okrefdlamy wartod¢é WektoraJ a na o8i ¢ jako réwng
liczbie 0.

Warto§é wektora a na osi = b@dzmmy oznaczali przez wy(a)

albo krécej przez w(a), gdy nie ma watpliwodei, jaka osig sie poshu
gujemy. o ‘

Dia kazdej liczby reecaywistej m jest

(8) w(m-a)=m-w(a).

Réwnodé ta wynika wprost z definieji wartodei wektora,

icm

5. Rzut na prosta w przestrzeni. 11

Wartosé sumy dwdch wektoréw lesaqeych na osi x yest réwna Su-
mie ich wartosei:
(9) w.z(a‘l‘b) =we (a) - wz (b).

Jedli oba wektory sg zerowe, twierdzenie jest oczywiste. W prze-
ciwnym razie niech np. 5s£0. Z réwnoleglosci wektoréw wynika
istnienie liczby m, dla ktérej b=m-a, a wigec

a+b=a+m-a=(1+m)-a.
Wobec (8) dostajemy stad
w(a+b)=w[(1+m)-al=
=(14m)-w(a)=w(a) +m-w(a)=
=w(a)+w(m-@=w(a)+w(b).

Zmaczenie réwnogei (9) dla budowy geometrii analitycznej zo-
stalo po raz pierwszy uwypuklone przez Chasles’a (czyta sie:
Szala), dlatego tez w literaturze matematycznej nosi ona nazwe
twierdzenia Chasles’a. Uogolma sie ono oczywidcie na dowolng ilodé
sktadnikéw:

(10) we(a+b4 ... 1) =wy(a) + we(b) + ... 4 wy(1).

» 5. Rzut na prosta w przestrzeni. Wprowadzimy obecnie poje-
cie rzutu réwnolegltego do plaszezyzny. Niech dana bedzie w prze-
strzeni dowolna plaszezyzna I7 i nierdwnolegla do niej of x. Przez
jakikolwiek punkt P prowadzimy plaszezyzne réwnolegly do I7, ktdra
of x przebija w punkecie P, (rys. 7).

Punkt P, nazywaray rzutem punkiu P na o x, réwnoleglym do H.

W przypadku, gdy plaszezyzna I7
jest prostopadla do osi. x, rzut ten
nazywamy krétko rzutem prostopadtym.

Rezutem wektora PQ na 0§ x Nazywa
sie wektor o poczatku P, i koheu Q,.

Rzut ten zatem sklada sie z rzu-
t6w punktéw wektora PQ.

Rzut wektora a na of z oznaczad
bedziemy przez a,.

Jedli dane s3 dwa Wektory

a=PQ i

b =QR’
to
¢c=a-+b=PR.
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12 ROZDZIAL 1. Wektory.

Przechodzge do rzutéw na of @, ofrzymujemy
=P, Qs bmex By,
Poniewaz w mysl okreflenia sumy dwéch wektoréw jest

=P, I,.

wiee cp==a,-+D, czyli

(11) (Cl -+ b)m =0y} bg.

UdowodniliSmy, ze reut sumy dwdch wektoréw jest réwny sumie
ich reautéw. )

Twaierdzenie to jest oczywidcie sluszne dla dowolnej skoriczonej
ilodci skladnikéw.

Latwo dowodzi sie réwniez, ze

(12) (M- Q)p==11" Oy}

w szezegdlnodeli wiee
) (—Q)o=— 0y
Stad i z (11) wynika, ze
(a—D)o=0z—Dbx.

Z réwnodei (11) i twierdzenia Chasles’a wynika, zZe

(13) W[(a+ b)) = 0 (ag) +- w(by),

czyli ze wartodé rautu sumy jest réwna sumie wartofci rewtéw.
Podobnie '

(14) wl(m:a)g] = -w(az).
.Twierdzenia, (13) i (14) odegraja w dalszym ci@gﬁ specjalnie
wazng rql@, egdyz wektm;y W przestrzeni bedziemy wyznaczali za
Pomocy 10_}1 rzutéw na -odpowiednie osie. Najezesciej bedziemy sie
pos'lug1wah rzutem prostopadiym. Dlatego podamy obecnie WZOTY,
sluzaee do obliczania wartodei rzutu prostopadiego. '
. Oznaczm;r przez ¢ kat, jaki tworzy wektor a z 08ig .

Udowodnimy, z_e dla rzutu prostopadlego jest zawsze
(15) ‘ - w(ag) =|al cos ¢.
W dowodzie skorzystamy z tego, ze réwne wektory ménjad'rdwne
rzuty. Rozwazymy. trzy przypadki: s

§

icm

§2 7. Rzut na plaszezyzne. 13
10 0 < @< /2. WoWezas a, ma zwrot zgodny z osig # (rys. 8).
Prowadzimy wektor réwny wektorowi a, o poczgtku na osi .

7 tréjkata prostokgtnego mamy

w(0z)=]az|=1ai cos¢.
N g=n/2. Wowezas

w(az)=0=|a] cosn/2.

Rys. 8 Rys.. 9

30 7/2 <p < m. WOWezas zwrot wektora ap jest przeciwny zwro-
towi osi @ (rys. 9), a wiec

w (ag)=— | az|=—lal cos (t—p)=|al cos p.

1.

6. Rzut na prosta w plaszezyznie. Obecnie ograniczymy si¢ do .
jednej plaszezyzny i okreslimy reut na 0§ x, réwnolegly do prostej p.
Rzutem punktu P na of i (ktéry na- P
* dal oznaczadé bedziemy przez P,) nazywamy P
punkt przeciecia z osia @ prostej réwnoleglej
do p i przechodzacej przez P (rys. 10).
Réwnosei (11)-(15) zachodza réwniez dla
rzutéw na prosta w plaszezyZnie. .
7. Rzut na plaszezyzne. Okreflimy je- '
‘szeze rzut ma ptaszczyzne, réwnolegly do prostej.
Nijech bedzie
dana plaszezyzna IT i prosta p nieré6wno-
legta do II. Przez punkt P przestrzeni
prowma.dzimy prosta réwnolegla do p (rys.
11) i przebijajaca II W punkcie P
. Punkt P, nazywamy rzuiem punktu
P na plaszezyeng II, réwnoleglym do pro- -

stej .

I>x

Rys. 10
r

Vo,

-/

Rys.v 11
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W przypadku, gdy prosta p jest prostopadla do I7, mdwimy
krétko o rzucie prostopadlym. '

Podobnie jak dla rzutu na of, reutem wektora a o poczgtku
P i koticu @ na plaszczyzne II nazywamy wektor

ay=Py Q.
Zachodzg réwnodei:

(a+Db)g=az+by,  (a—Db)=0a;—0y,
(16)

. (ma)==m-ay.

Dowéd np. pierwszej z nich prowadzimy tak samo jak dowdd
réwnogei (11), zamieniajae jedynie wskaznik z na wskaznik 77,

W stereometrii elementarnej katem miedey prosty a plassezyzng
nazywa sie najmniejszy z katow, jakie ta prosta tworzy z progtymi
lezageymi na plaszezyZnie. Tam tez dowodzi sie, Ze kat ten jest réwny
katowi miedzy prosta a jej rzutem prostopadiym na plaszezyzne.

Katem miedzy wektorem o plaszezyzng nazywamy kat ¢, jaki
tworzy z plaszezyzng prosta, na ktérej lezy wektor. Kab ten spel-
nia nieréwnogé '

iy
0L gl s
,99< 2

Latwo dowiedd, ze dla rzutu paﬂostbpadlago jest zawsze
(17) . lay|=|alcosg.

Udowodnimy obecnie twierdzenie nastepujace:

Jesli na plaszczyénie IT' ledy wielobok o polu o, plaszezyzna T1
tworzy = IT' kat dwuscienny o i a jest polem rzutu prostopadiego tlego
wieloboku na plaszezyene I, to '

(18) . _ - a=a’cos .
- Rozréznimy kilka przypadkéw:

R 1°. Wielobok na plaszezyinie I1' jest
tréjkgtem o jednym boku réwnoleglym
do II.. Poniewaz rzuty na plaszezyzny
réwnolegle sa przystajace, wiee mozemy
zalozy¢, ze jeden z hokéw, np. 8Q, lezy
R, na plaszezysnie I1. Wowezas wysokodei
poprowadzone z punktéw R i Ry

Rys. 12 do boku 8¢ (rys. 12) przecinajy sie

im!

"II. Cieciwa ta dzieli tréjkat na dwa

2 7. Rzut na plaszezyzne. 15
w jednym punkecie H i tworza kat ¢. Poniewaz wysoko$¢ HRy jest
rzutem wysokosei HR, wiec

(19) |HR |=|HR| cosp.

Oznaczajac przez a i o’ pola trojkatéw SQRy i SQR, mamy

“(20) a='/,|8Q|-|HRy|,  a'=/,|8Q|"|HR].

Wobec (19) dostajemy dla tego przypadku wzér (18).

20 Zaden z bokéw tréjkata nie jest ré6wnolegly do plaszezyzny
J1. Oznaczmy przez @ ten z trzech wierzchotkéw (rys. 13), ktory
nie jest ani najbardziej oddalony, ani najblizszy do II. Wowczas
plaszezyzna réwnolegta do IT i przechodzaca przez @ przecina tréj-
kat wzdluz cieciwy QT réwnoleglej do

tréjkaty 1 kazdy z nich spelnia zaloze-
nie przypadku 1°, dla ktérego twier-
dzenie zostalo juz udowodnione. Mamy
wiec dla powstatyeh tréjkatéow

Cay=d,COSp,  Gy= 0y COS P, /'—‘ /
) 7

a stad

’ ’ Rys. 13
4= ;- @y={(01-F a5) COS ¢ = a’COS . h

W ten sposéb dowdd jest zakoriezony dla dowolnych tréjkatow.

30 Niech teraz bedzie dany na plaszezyinie II' wielobok do-’
wolny. Daje sig on podzieli¢ odcinkami na skoniezong ilodé tréjkatéw
o polach d},as,as,...,a,. Stosujae do kasdego z nich wzér (18),
otrzymujemy

g=djcosp  dla j=1,2,...,7;

dodajac otrzymane réwnogei, dostajemy

a=ay+as+ ... +a,=(a;+a+ ... +a,) cosp=a’'cos g,
co bylo do okazania.

Z prawdziwoéei wzoru (18) dla dowolnych wielobokéw plaskich wynika
jego prawdziwoéé dla dowolnych obszaréw plaskich ograniezonyeh. Obszary
takie mozna bowiem aproksymowaé z dowolna dokladnoscia przez wieloboki,
a nastepnie do wielobokéw zastosowaé wzér (18) i przejsé do granicy. Po-
stepowanie to jest uzasadnione w analizie; wymaga ono $cistej definicji
pola obszaru ograniczonego krzywa, ktéra nie jest linig lamang, a definicje
te formuluje sie zwykle za pomocy rachunku catkowego.
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§ 3. Iloczyn skalarowy

Niech dane beds dwa wektory a i b. Okreslimy pewnsg liczbe
zwang ich dloczynem skalarowym, ktéry bedziemy oznaczali przez ab

Jedli mianowicie jeden z wektoréw jest wektorem zerowym
np. b=p, to przyjmujemy, ze

(1) ao=0.

Jedli za§ zaden z wektoréw q i b nie jest zerowy i tworzg on
kat ¢, to przyjmujemy, ze

(2) ab=|al-|b|-cos¢.

Np. dla dwéch welktor6w o diugodciach 1 i 2, tworzacych ke
60°, jest ab=1. ‘ :
Tloczyn qa oznaczamy przez a
Zatem
a?=|al-lal- cos 0=al2.

Na to, by dwa wektory niezerowe byly réwnolegle i mialy. fier
sam zwrot, potrzeba i wystarcza, zeby

ab=1al-|bl;

na to za, by byly one réwnolegle i miaty zwroty przeciwne, potrzebs
i wystarcza, zeby
ab==—/al-|b.

Gdy ab>0, oba wektory sa niezerowe i tworzg kat ostry, gd;
za$ ab<0, 83 one niezerowe i tworza kat rozwarty.

Na to, by dwa wektory niezerowe byty prostopadle, potrzeba i wy
starcza, zeby ich iloceyn skalarowy byt réwny 0.

Wiynika to wprost z okreglenia (2).

Tloczyn skalarowy jest pvzemwnm/, tj. me zalezy od porzadkt
czynnikéw:
(3) _ ab= ba.

Gdy wektmy a i b nie sg zerowe, kachy z nich wyznacza pewnt
of. Oznaczmy przez & of Wyznaczong przez a, a przéz y — of wy
znaczony przez b. Rzuty prostopadie ay i bx wektoréw a i b ns
osie y i o maja wartodei na tych osiach (p. § 2 wmjr (15), str, 12)

wylay)=[a|cosp,  wy(ba)==b| eos%

icm

§3 Tloczyn skalarowy. 17

Wobec (2) otrzymujemy stad
(4) |  ab=]a]ws(b)
(5) : ~ab=[blwy(ay).

R6wnosé (4) zachodzi takze whedy, gdy a nie jest, b za$ jest
wektorem zerowym. Widzimy wiec, ze iloczyn skalarowy dwéch
wektor6w niezerowych jest réwny dlugosei jednego wektora, po-

mnozonej przez warto§é rzutu drugiego wektora na of wyznaczona

przez wektor pierwszy.
Udowodnimy obecnie, ze dla dowolnych dwéch liczb vzeceywi-
stych m i m oraz wektoréw a i b zachodzi wzdr

e\
(6)
Gy b=o, twierdzenie jest oczywiste. Gdy bs4o, Tozrézniamy
trzy przypadki:
1° n=0. Wowczas réwnoéé (6) zachodzi, bo obie strony sg réw-
ne 0.
' 2 n>0. Wowezas wektory b i #-b wyznaczaja te samaé o§,

(m-a)(n-b)=(mn)(ab).

4 zatem

(m-0) (n-B)=10,[(m-a}, ] [n-b|—
=mw,(a,) n|b|=(mn)- (ab).

3" w<<0. Wowezas osie wyznaczole przez Wektory bin-b ma]@
zwroty przeciwne, a wiec

(m-a) (n-b)=—1w,[(m-a),]|n-b[=

=—mw, (a,)-(—n)|bl= (mn)- (ab).

Udowodnimy jeszcze prawo rozdzielnosei = dodawania wektoro-
wego wzgledem mnozenia skalarowego:

(7) ~ a(b+c)=ab+ac.

Jesli a=o, to obie strony sa réwne 0, a wiec réwnoéé (7) zacho-
dzi. Jedli za$ asv, to oznaczajac przez x o wyznaczona przez a,
mamy ,

a(d+o)=lal-wz[(b+ c)-]=
=|al - [wy (bz) + Wz (cz)] =
=lal-wz (bz) -HaL\ (¢z)=0b+ ac,
g

7 T
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18 . ROZDZIAL 1. Wektory.

gdzie pierwszy i ostatni znak réwnoéu opiera sie na definicji ilo-
czynu skalarowego i wzorze dla rzutu prostopadliego (§ 2, wzér (15),
str. 12), drugi — na réwnoei (b), trzeci — na wzorze (13) z § 2,
str. 12, a czwarty — na prawie rozdzielnogci - dodawania Wzgl@dem
mnozenia dla liczb rzeczywistych. ;

Prawo tacznosei dla mmosenia skalarowego mie zachodzi. Iloczyn
a(bc) bowiem jest wektorem a, pomnozonym przez liczbe be, a za-
tem jest na ogét wektorem réwnolegtym do a (mianowicie dla ap
i Be£0). Natomiast iloezyn (ab)c jest wektorem c, pommnozonym
przez liezbe ab, o zatem jest na og6l nieréwnolegly do ¢ Wtedy wiec

a(be)s=(ab)c.

7 udowodnionych wiagnodei (3), (6) i (7 ) wynika, ze iloczy-
nem  skalarowym mozna rachowaé podobnie jak wielomianami
pierwszego stopnia. Np. ‘

(a+0)*=(a+b)(a+Db)=(a+b)a+(a+Db)b=
=q%+ba+ ab +b*=a®+ 2ab + b?;

(a4 b)(a—b)=(a+b)a— (a§b)b=
 =q?4} ba—ab—b2=qa>— b
Réwnosei o
(8) (a+D5)2=a2+ b2} 2ab

mozemy nadaé inng postaé. Niech

lal=a,  [b|=b,

|a+B|=0’

i niech @ bedzie wartoscig kgta miedzy a i b. Wéwezas a, b i ¢ 53

dlugosciami trzech bokéw tréjkata, w ktérym
naprzeciw boku o diugofei ¢ lezy kat y=n—¢
(rys. 14). Z (8) wynika, ze

&&= a?+b% 4 2ab cos p = a? - b* — 2ab cos y.

chunkiem algebraicznyin ' twierdzenie cosmusow@
dla tréjkata.
Podobnie, z réwnosei

© (a+Db)(a—b)=qe*—Db*

" Udowodniliémy w ten  sposéb  prostym ra-

icm

§3 Hoczyn skalarowy.

19

~ wnosimy, ze jesli d; i d, sa dtugosciami przekgtnych réwnoleglo-

"najg sie w jednym punkecie.

boku, ¢ — katem miedzy nimi zawartym, b — dlugodciag boku
przeciwleglego do p i a — dlugoseia pozostatego boku (rys. 15), to

d,d, cos p = a2 — b2

Z réwnosei te] wynika, ze na to, by réwnoleglobok byt rom-
bem, potrzeba i wystarcza, zeby jego przekatne byly prostopadle.

Tak dzigki pojeciu iloczynu skalarowego
dowody wielu twierdzen, ktére wymagaja
badz specjalnych konstrukeji, badz dtuz-
szych ob}iczeﬁ sprowadzaja sie do prostych
rozumowan algebraicznych.

Dla \przykladu podamy jeszeze dowdd
tmerdzema,\ ze wysokodei tréjkata przeci-

Rys. 15

W tym celu oznaczmy przez S punkt :
przecigeia wysokodei wychodzacyeh z A i B (rys. 16). Poniewasz
wektor SA jest prostopadly do wektora B0, a wektor 8B do
wektora AC, wiee zachodzad rownosm :

S4-BC =0, SB-AC=0

[4 .
czyl :
SA4-(BS4-8C)=0, SB-(A8+8C) =

4 ,
odejmujac je stronami, dostajemy wobec
S84-BS=8B-A8
S8A-8C—8B-8C=0
B czyli
Rys. 16 SC-BA=0.

. Z ostatniej réwnofei wynika prostopadio$é wektoréw SC i AB,
¢.b.d.o.

Uwaga. W okreél%mch tego rozdzialu podstawowa role gra
pojecie dlugoscei wektora. Zakladamy zatem, ze dany jest odcinek
jednostkowy o dlugosdci j, a diugodé kazdego odecinka jest réwna
stosunkowi jego diugosci do j. Jefli zmieniamy j, to zmienia si¢
wartofé. dlugosei i iloczynéw skalarowych. Jefli j zwiekszamy %
razy, to dtugo$é kazdego odcinka zmniejsza sie % razy, a iloczyn
skalarowy %2 razy.

2*
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