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(Ao~ By) do— (C-+Dy) dy=0,

[A#*+2Bay+Cy*+-2(A+H)o+2(B+K)y+2(H+L)]dv+

+[Ae*+2 Boy+0y2+2(B+H)o+2(0+EK)y+2(K+L)]dy =0,
gdzie 4, B, C, H, K i L sy stalymi.

60. Znalezé warunki, przy ktérych réwnanie Pds—+¢dy=0 ma czyn-
nik ecatknjgey ksztatbu ‘

am+ﬁy)
N (22 el A
(@ +1), N(%L o
" 61. Wykazaé, ze na to, aby réwnanie dy/do=f(z,y), gdzi.e Fz, y)
jest funkeja clagla w pewnym obszarze 7', miato czynnik catkujacy za-
lezny tylko od x, potrzeba i wystarcza, zeby funkecja f(=, ) byla funkejy
liniows zmiennej y.

62. Wykazaé, ze jezeli funkecje P i.Q spelniaja w danym obszarze
jednospéjnym 7' réwnania Cauchy-Riemanna (p. ust. 5, str. 11) i jedli
nie znikaja one jednoczesnie w zadnym punkeie tego obszaru, to funkeja

1
Py
jest’ czynnikiem ealkujadcym réwnania Pdr-+Qdy=0, rozwazanego w tym
obszarze. ’

icm

ROZDZIAYL IV
- OGOLNE ROWNANIE UWIKLANE PIERWSZEGO RZEDU

§ 30. Twierdzenia egzystencjonalne odnoszace si¢ do réwnania
F(x,y, y)=0

104. Przechodzimy do rozpatrzenia najogélniejszego réwnania réz-
niczkowego pierwszego rzedw, tj. réwnania o postaci uwiktanej

(1) ‘ F(a,y,y')=0,

przy zalozeniu, ze funkeja F(z,y, p) jest klagy C' w pewnym obszarze
przestrzennym V zmiennych a, yip. N iekiedy bedziemy o funkeji # czy-
nili zatozenia dalej idgce, tak ze zalozenie uezynione obecnie nalezy uwazaé
za minimalne. :

Od razu nasuwa si¢ mysl, aby przez rozwigzanie wzgledem y° spro-
wadzié teorie réwnania (1) do teorii réwnania w postaci normalnej
y'=f(», y). Istotnie, my$l ta doprowadzi nas do podstawowych twierdzert
odnoszacych sie do réwnania (1), ale zanim do tego przystapimy, wpro-
wadzimy pewne uogélnienia dotychezas uzywanych pojeé.

105. Punkt (@, y, p) obszaru V argumentéw funkeji F bedziemy na-
zywali elementem liniowym, odpowiedni zad punkt plaszezyzny (z, y)
— podkladem tego elementu. Wspomniany element liniowy interpretujemy
geometrycznie obierajac dowolna, ale ustalona liczbe >0 i tworzac
w punkcie (z, y) plaszezyzny odeinek. o dfugogei s, o poczatku w tym
punkeic i o spadku p.

Jozeli dla elementu (2, ¥, p,) obszarn V zachodzi réwno$é
(2) . F(@y,90,p0)=0, ‘
to elemont ten bedziemy nazywali elementem catkowym réwnania (1) po-
zostajac w zgodzie z odpowiednim pojeciem wprowadzonym w ustepie 23,
str. 33, dla réwnania w postaci normalne;.

Jezeli przy tym dla elementu catkowego (%0, Yos Do) réwnania 1)
spelniona jest nieréwnogé

(3) . F{a(moyympo)?’éoy
b : 10%
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to element ten bedziemy nazywali elementem calkowym mgv./,la,mym réw-
nania (1), w przeciwnym za§ przypadku, tj. gdy zachodzi réwnosé

(4) B (%905 P0)=0,

bedziemy moéwili o elemencie catkowym nieregularnym.

Oczywidcie moze zaj$é przypadek, ze dla danego réwnania réznicz-
kowego wszystkie elementy catkowe sg regularne, co bedzie miato miej-
sce np. w przypadku réwnania o postaci normalnej ksztattu

Fla,y,y" )=y —1(@y)=0;
moze tez zajéé przypadek wreez odwrotny, tj. taki, ze wszystkie ele-
menty catkowe sg nieregularne, co, jak widad, ma miejsce z pewnofcia
np. dla réwnania

Flzy,y" ) =Ly —f(@,y) P=0.

Element catkowy nieregularny (z,, ¥, p,) réwnania (1) bedziemy
nazywali osobliwym, jezeli jest on punktem skupienia elementéw regu-
larnych o podkiadach réznych od punktu (w4, y,)-

106. Niech
(3) ) mzw(t), ?/=y(t)7

beds réwnaniami parametrycznymi jakiego$ luku regularnego %, gdzie
parametr ¢ zmienia si¢ w przedziale [, #,]. Niech bedzie okreflona w tym
przedziale pewna funkeja ciagla p(f). Uklad trzech funkeji

(6) =), y=y(t), p=p(t)

mozemy interpretowaé geometrycznie jako wspomniany tuk Z, w ktérego
wezystkich punktach (x(t), y(¢)) uczepione sa poczatki pewnych odcinkéw
o dlugodel ¢ i o spadku p(%).

Odcinki rozwazane nie beds na ogét styczne do tuku I w punktach
swego zaczepienia. Na to, zeby dla danego ¢ stycznodé taka zachodzila
potrzeba oczywiscie i wystarcza, aby. byto
')
71 =p(t),

a wiec takze

(7). ¥ (B=p)2'(t).

Jezeli funkeje (6) spetiaja w przedziale [1,t5] zwiazek (7), to uklad
ich bedziemy nazywali wstegq elementéw lindowych réwnania (1), a uklad
(5) — podktadem tej wstegi. Zwiazek (7) nazywamy jednoczesnie - 2wige-
kiem Pfaffa. )

. Geometrycznie wstega przedstawia huk regularny, w ktérego kazdym
punkeie nezepiony jest odeinek styezny o statej dlugosei e.

@
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J.ez'eli‘ wstega (6) sklada sie z elementéw calkowyeh réwnania (1),
tzn., jezeli w przedziale [4,t,] zachodzi wzér

Fla(t), y(@), p(t)]=0,

to wstege te nazywamy roswigzaniem szczegblnym réwnania (1).

Poréwnujac te definicje z definicja rozwigzania y=g@(z) réwnania
(1), przyjeta w ustepie 15, str. 19, widzimy, ze z kazdego rozwigzania
w dawnym sensie otrzymujemy bezpogrednio rozwigzanie w sensie obec-
nym, jezeli przyjmiemy

(8) o=t y=o(), p=g¢).

Z drugiej .strony, jezeli ukiad (6) jest rozwigzaniem réwnania (1)
w gensie obeenym, to ze zwiazku (7) i z zatozenia regularnodei tuku (5)
wynika, ze pochodna #'(f) nie znika w zadnym punkcie przedziatu [1,,t,],
czyli ze ma ona w tym przedziale staty znak i wobec tego funkeja w=u(t)
jest W tym przedziale gcifle monotoniczna. Pozwala to wyrazié para-
metr ¢ jako funkeje wepblrzednej o, w nastepstwie zad wspbhrzedng ¥ jako
funkcje zmiennej x w postaci

9) ' y=p().

Jak widaé, otrzymana w ten sposéb funkcja (9) jest teraz TOZWigza-
niem réwnania (1) w sensie podanym w ustepie 15, str. 19.

Miedzy rozwigzaniami typu (6) i typu (9) réwnania (1) istnieje wiee
odpowiedniodé polegajaca na tym, ze kazdemu rozwiszaniu (6) odpowiada
ofrzymane w wyzej podany sposéb rozwiazanie (9) i odwrotnie, kazde
rozwigzanie postaci (9) daje poprzez wzory (8) odpowiednie rozwiszanie (6).

Jezeli ponadto rozwigzania postaci (6) prowadzace po opisanym prze-
ksztatceniu do tej samej funkeji (9) bedziemy uwazali za identycene, to —
jak latwo sprawdzié — wspomniana odpowiedniodé bedzie dla klas wszyst-
kich réznyeh rozwiazai typéw (6) i (9) odpowiedniodeiy wzajemnie jed-
N0ZNACZNY,. )

Na podstawie powyzszych wnioskéw zagadnienia zwigzane z rozwia-
zywaniem réwnania (1) w sensie podanym w ustepie 15, str. 19 daja sie
na ogél sprowadzié do réwnowaznych zagadnief zwigzanych z rozwig-
zywaniem tegoz rownania w sensie wyznaczania odnognych funkeji (6),
co w wielu przypadkach znacznie wlatwia badanie réwnania (1).

Zauwanmy jeszeze, ze w. dalszym eiagu przez termiq rozwiqranie
bedziemy rozumieli czesto albo uklad dwéch pierwszych funkeji (6), albo
odpowiednig funkeje (9), pomijajac dajgcy sie za ich pomoca wyznaczyé
funkeje p lub funkeje @ i p.

Jezeli réwnania (6) okreflajg rozwigzanie réwnania (1), to kaszdy
taki element calkowy (u,, Yo, Do)y 26 Zo=2(le), Yo=1Y(to) 1 Po=1p(t,), gdzie t,
jest wartodeig z przedziatu [t,,t,], nazywamy praynalesnym do tego roe-
wiqrania Tub powiadamy, ze rozwiazanie (6) przechodzi preez ten element.
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Rozwigzanie, do ktérego przynaleza wylgeznie elementy regularne
nazywamy regularnym, jezeli za§ wszystkie elementy przynalezne do da-
nego rozwigzania sg osobliwe, to bedziemy méwili o rozwigeaniu osobli-
wymn.

Oczywifcie, przyjete defmleJe nie wykluezajg rozwigzan, ktére nie
83 ani regularne, ani osobliwe.

Bedziemy méwili, ze przez punkt (o, Yo, Do) obszaru V preechodzi
dokladnie jedno rozwigzanie réwnamia (1) lub ze w tym punkcie ma miejsce
jednoznaczno$é roswigranie dla réwnamia (1), jezeli istnieje co najmniej
jedno rozwigzanie przechodzace przez ten punkt oraz jezeli istnieje takie
otoczenie punktu x,, ze kazde dwa rozwigzania réwnania (1) typu (9)
postaci g, (x) 1 py(x), przechodzace przez ten punkt, tzn. takie, ze ¢,(x,) =p,
i @i(x)=p,, spelniaja zwiazek @,(z)=p, () W tej czefei wspomnianego
otoczenia, w ktérej oba sg jednoczeénie okreflone (p. ust. 52, str. 73).

107. Niech T bedzie rzutem obszaru V (p. ust. 104, str..147) na
plaszezyzne zmiennych # iy. Jak Iatwo stwierdzié T' jest takze obszarem.
Zakladajge, ze punkt (z,, y,) lezy w obszarze T, wezmy pod uwage
réwnanie
(10) F(#o, Y0, p)=0

1 oznaczmy przez Z(z,, y,) zbiér wszystkich takich wartodci p, dla kté-
rych zachodzi réwnosé (10). )

Zbibr Z(w,, y,) moze byé oczywiscie pusty. Jezeli tak jest, to punkt
(o, Yo) nie jest podkladem zadnego elementu catkowego réwnania (1).

Jezell zbiér Z(xz, y,) nie jest pusty, to réwnanie (8) moze mieé albo
skofiezong liezbe % pierwiastkéw, albo tez pierwiastkéw tych moze byé
nieskoriczenie wiele. W pierwszym przypadku powiemy, ze punkt (u, 7
jest k-krotnym podkladem elementéw colkowych réwnamia (1), w drugim
przypadku bedziemy méwili o krotnosei nieskoriczenie wielkiej tego punktu.

PRZYKELAD 70. Rozpatrzmy réwnanie
dy dy\*
1 a(myy)'i‘?'b(x}y)dTE +o(z, ) (&%) =

Roéwnanie to, zwane czesto rdwnaniem pierwszego reedu 4 drugiego
stopnia, zastuguje na szczegélng uwage z tego powodu, ze wystepuje
czesto w geometrii réznieczkowej powierzehni, przy poszukiwaniu. linii
krzywiznowych Iub linii asymptotyeznych danej powierzchni.

Zatéimy, ze funkeje a=a(m,y), b=0b(z, y) i c=c(m, y) sa klasy C*
W pewnym obszarze plaskim T’ i ze nie znikaja one jednoczefnie w zad-
nym punkeie tego obszaru. Oznaczajac przez A=A(z, y) wyréznik b—ac
réwnania (11), mozemy podzielié punkty obszaru T na trzy podzbio-
ry Ty, Ty i T,, zalesnie od tego, czy A<0, A=0 i A>0. Jest jasne, ze
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punkty zbioru T, maja krotno§é dwa lub -jeden zaleznie od tego, czy
¢#0, czy tez ¢=0, punkty zbioru T, — krotno$é jeden, punkty zaé T,
— krotnodé 0, tzn. nie 83 one podkladami elementéw catkowych réwna-
nia. (11). Gdyby zatozyé, ze w pewnyeh punktach funkcje a,b i ¢ sa
jednoeczesnie réwne zeru, to punktom tym nalezatoby przypxsa,é otzy-
wideie krotnosé nieskoriezenie Wl&]k&

108. Zakladajac, ze element catkowy (2, yo, po) jest dla réwna-
nia (1) regularny, tzn., Ze zachodza wzory (2) i (3), mozemy zastgpié
réwnanie (1) w pewnym dostatecznie malym otoczeniu tego elementu
réwnowasnym réwnaniem o postaci normalnej

+(12) p=fzy), p= 'y,

gdzie funkeja f(x,y) jest w tym otoczeniu klagy C1; réwnanie (12) otrzymu-
jemy rozwigzujac w stosownym otoczeniu réwnanie (1) wzgledem p.

Poniewaz dla réwnania (12) zachodza wszystkie warunki stosowal-
nosci twierdzenia Cauchy’ego, w myfl ktérego istnieje tylko jedno roz-
wigzanie y=¢(z) tego réwnania speiajace warunek y,=g(wx,) i ponie-
waz jest oczywiscie po=f(®%,, ¥o) =¢'(%,), Wiee, jak widaé, zachodzi

Twierdzenie (o istnieniu rozwigzania réwnania F(z,y,y’)=0).
Jeseli element Uiniowy (@0, Yo, Do) jest regularnym elementem catkowym réw-
nanta (1), to istnieje dokltadnie 7ed'no rozwiqeanie tego réwnania preecho-
drace przez ten element.

109. Zatézmy teraz, ze punkt (z, y,) lezy w obszarze T i ze jego

krotnoéé jako podktadu elementéw catkowych réwnania (1) jest dodat-
a (skoriezona albo nieskonezona). Wéwezas zbidr Z(x,, y,) takich war-

tosel p, ze (@, Yo, p) jest elementem catkowym, jest niepusty i zawiera
skonczenie albo nieskoliczenie wiele liczb. Na ogél jedne z tych elemen-
té6w beda regularne, inne nieregularne; nie 83 tez wylaczone wypadki
skrajne, ze albo wszystkie elementy sa regularne, albo wszystkie niere-
gularne. Oznaczmy przez Z*(z,, y,) ten podzbiér zbioru Z(z,, y,), ktéry
zawiera wszystkie takie wartodei p, ze element (z,v,, p) jest regularny.
Zalozmy, e zbibr Z*(z,,y,) nie jest pusty. Wtedy dla kazdej Yezby
p tego zbioru istnieje, wedlug dowiedzionego twierdzenia, dokladnie
jedno rozwiazanie réwnania (1) zawierajgce element (@q, ¥,, P).

Tym samym otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie. Jeieli punkt (zy,y,) jest podktadem wytgcenie ele-
mentéw regularnych rownania (1), to preez punkt ten przechodzi tyle tu-
kéw, # ktorych kazdy jest podkladem-rozwiqzania réwnania (1), ile jest véz-
nych elementéw cathowych o podktadeie (xy, y,) w tym sensie, e kasdy Iuk
bedacy podktadem jaliego$ rozwigeania réwnania (1), preechodzacy prees
punkt (zy,9,) jest — weigty w pewnym dostatecenie malym ofoczeniu tego
punktu — czedciq w znaczeniu ustepu 60, str. 87, jednego 2 opisanych tukéw. .
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110. Na zakoriezenie wprowadzimy pojecie calki réwnania (1). Po-
wiadamy, ze funkeja
O(z, y, C)

klasy O w pewnym obszarze zmiennych z,y i C jest calkq réwnania (1),
jezeli traktowana jako funkcja zmiennych # i y nie redukuje sie do stalej
dla zadnej wartodci ¢ w otoczeniu zadnego punktu tego obszaru oraz
jezeli dla kazdego rozwigzania réwnania (1) w postaci () istnieje taka
wartosé C, ze stale

) @]:m(t), ¥ (1), 0] =0.

‘Widzimy, ze okre§lone w ustepie 61, str. 88, pojecie calki zastosowane
do réwnania o postaci normalnej stanowi szezegélny przypadek pojecia
‘wprowadzonego obecnie. Jezeli' bowiem U(z, y) jest catkg réwnania
o postaci normalnej, to réznica U(s, y)—C=>D(z, y, C) jest calky tego
samego réwnania w sensie ostatniej definicji.

ZADANTIA. 63. Rozwigza¢ réwnanie rézniczkowe

¥ Fayy(@—1) —afy?=0.

64. Wyznaczyé linie asymptotyczne na elipsoidzie, na hiperboloidzie
jednopowlokowej i dwupowlokowej, na walcu eliptycznym, na powierz-

~chni trzeciego stopnia o réwnaniu

2=0ax®-+3ba*y -+ 3exy® -+ dy® 4 ex? 4 2fwy +-gy2 - ho -y 1.

. § 31. Réwnania x=Ai(y') i y=pu(y").

111. Rozwazymy réwnanie postaci
1) : o=Ay')

Efektywne catkowanie tego réwnania, prowadzi na ogél poprzez
rozwigzanie go wzgledem 3’ do jednego lub wigcej réwnan postaci y'=f(x),
ktére ‘byly omawiane w ustepie 65, str. 93. Czesto jednak zdarza sie,
Ze rozwigzanie réwnania (1) wzgledem y° przedstawia znaczniejsze trud-
nosei rachunkowe. Zobaczymy, ze przy pewnych zatozeniach mozmna
znalezé rozwiazania -réwnania (1) w postaci parametrycznej na innej
drodze omijajac wspomniane trudnogei.

Zatbzmy, Ze wystepujaca po prawej stronie réwnania (1) funkeja
A(p) jest fecifle monotoniezna i klasy O w pewnym przedziale otwartym
(P1,P5) 1.28 X(p)#0 oraz oznaczmy przez X, i X, kres dolny i kres gérny
wartosel tej funkeji nie wykluczajac przypadku X;=—ococ lub X,=occ.

Celem znalezienia metody calkowania réwnania (1) wezmy chwilowo
pod ‘uwage funkeje odwrotns p=f(x), kbbra jest jednoznacznie okre-
slona i ciagla w przedziale (X,,X,). Réwnanie

(2) ¥ =f(z)

ion:
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, 286 wiee calkowicie réwnowazne réwnaniu (1) i stosujgc wyniki uzyskane
w ustepie 65, str, 93, mozemy powiedzieé, ze przez kazdy punkt (@o, Yo}
obszaru nieograniczonego

X, << X,, —oo< Y<<oo
przechodzi doktadnie jedno rozwigzanie
G y=o(@)=y,+ [(s)ds.

réwnania (1). Wykonajmy pod catks zamiane zmiennych postaci s=2(7).
Oznaczajac wartosei 7 odpowiadajace wartosciom @, i « przez p, i p,
otrzymany

y=p[Ap))=yo+ [IM(D)]X(7)d7,
Do

a poniewas f[A(7)]=7, gdyz f i A s3 funkejami wzajemnie odwrotnymi,
wiec ostatni zwiazek przybiera postad

v
(4) y=y(p)=yo+ [ (v)dz.
Do
Zatem wzoér (4) i wzér

(@) o=A(p)

przedstawiaja lacznie rozwiazanie réwnania (1) w postaci parametrycznej
odpowiadajace rozwigzaniu (3) i, jak widaé, wyznaczenie tego rozwigzania
w postaci (4)-(4') nie wymaga uprzedniego przej$cia do postaci (2).
PRZYKELAD 71. Réwnanie x—y +3siny’=0 catkujemy przyjmu-
jac y'=p. Mamy stad o=p —4sinp=A(p) i A'(p)=1—4%cosp. Zatem rozwig-
zanie przechodzace przez dowolny punkt (2, ¥,, p")’, gdzie xy==p,—%sinp,,
ma postad
‘ z=p—}sinp,
" X
y=yu—{—f(r—;~rcos1)dr=yo+[{;(ﬁ_rsmr—cosr)]zn,

2o

gdzie p moze si¢ zmieniaé dowolnie.

112, W podobny sposéb rozwigzujemy réwnanie
(8) y=uy’).

Zalladamy jak poprzednio, ze funkeja u(p) jest seidle monotoniczna
i klasy O* w przedziale otwartym (P,,P,) oraz ze u'(p)#0. Ponadto
przyjmujemy, ze przedzial (P,, P,) nie zawiera liczby 0. Oznaczmy przez
Y.i Y, kres dolny i kres gérny wartosei funkeji u(p) 1 wesmy pod uwage


Yakuza


154 ROZDZIAYL IV. Réwnanie uwiklane pierwszego rzedu.

funkeje odwrotna p=g(y), ktéra jest w przedziale (¥, X,) jednoznacznie
okreglona, ciagls i rézna od zera. Wowezas réwnanie

(8) ¥ =9()

jest réwnowazne réwnaniu (5) 1 mozna tu zastosowaé wyniki ustepu 66,

str. 94, w my#l ktérych przez kazdy punks (z, %,) Obszaru nieograniczonego
—o<a<oo, Y<y<¥,

przechodzi dokladnie jedno rozwiazanie réwnania (6) okreslone réwnoseia

o fa
@ s=pl)=sot [ o

Wykonujac pod catks podstawienie t=g(v) i oznaczajac wartodel <
odpowiadajace liczbom y, 1y przez p, 1 p oraz biorae pod uwage zwiazek
glu(z)]=7, otrzymujemy

b

z=u(p) =+ f/ll(‘f) dv,
7o

T

co lgeznie ze wzorem'

y=4(p)
daje rozwigzanie réwnania (5) w postaci parametrycznej odpowiadajace
rozwiazaniu (7).

PRZYKELAD 72. Réwnanie y+y2—Iny’ =0 calkujemy, przyjmujac
y'=p i p(p)=—p*+lnp. Stad x'(p)=—2p+1/p, co lacznie z poprzed-
- nim daje rozwiazanie przechodzace przez dowolny punkt (2, ¥, Do), gdzie
:t/,,=—p§+].‘npg, w postaci

7 1 1
m=m0+f(—2+—)dr=mu+[—2 ——] y
J 7 ~ o Tlp,
y=—p*+1np.
Zmienna p moze tu przebiegaé przedziaty (0, ]/54/2) i (]/ 272, o).
ZADANTA. 65. Scatkowaé nastepujace réwnania rézniczkowe:
z—y =0, y+ye'—e'=0,
z—y +ny'=0, y+3y +y?=0,
2243y’ o cosy +yt—cosy’ =0, y—y' —y3=0.
66. Sealkowaé réwnanie
2ey(1=y P—(zy’ —y)=0.
Stwierdzié, ze jego catka ma prsy odpowiednich zastrzezeniach postad

l/a_o+1@)’7§ Va—Vy\?
(m~y)(—:——_ —GH - T—_) _o]=o.
[ Va—Vy @) Va+Vy
67. Scalkowaé réwnanie

Py —1)—(2—y' P=0.

b s
® .
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§ 32. Réwnanie Clairauta *

113. Réwnaniem réiniczkowym. Clatraut nazywamy réwnanie postaci
1 y=oy'+ 1),

gdzie f(p) jest funkeja okre€longy w jakimg przedziale (Py, Py), o ktorej
zakladamy, ze jest ona klasy (® i ze

1) , f(p)#0.
Zbadamy qa,jpierw elementy catkowe réwnania (1). Przyjmujaec, ze
(@) F(zy,p)=2p+1(0)—y,

oznaczmy przez Z zbidér wszystkich punktéw plaszezyzny, ktérych krot-
nogé, jako podkiadéw elementéw catkowych réwnania (1), jest dodatnia.
Punkt (0040 » Yo) nalezy wiedy i tylko wtedy do zbioru Z, jezeli réwnanie

(3) l F(%oy Yoy P)=ZeP+F(D)~yo=0

ma przynajmniej jedno Jrozwigzanie wzgledem p, a to zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt (z,, ¥,) lezy na ktéryms§ z odcinkéw nalezacych
do rodziny odcinkéw przedstawionyeh wzorem

(4) y=01+f(0),
gdzie ¢ zmienia si¢ w przedziale (P,, P,), a # w przedziale dowolnym
[X;, X,]

Ponadto z réwnania
F;o(mo: Yo3 D)= Zy-+1(p)

i z monotonicznodei funkeji f(p) wynika, ze funkeja F;(x, ¥, ) rozpa-
trywana w przedziale (P, P,) jako funkecja zmiennej p znika co najwy-
zej raz w rozwazanym przedziale i ze wobec tego réwnanie (3) ma w tym
przedziale co najwyzej dwa rozwigzania. Mamy wiec nastepujace

Twierdzenie. Zbidér tych punkiéw plaszeeyeny, kidre jako podkla-
ay elementéw catkowych réwnania (1) maja krotnosé wigkszq od zera, jest

- ddentyceny ze 2biorem punkiéw ledqcych ma odcinkach rodwiny (4); krotno$é

kazdego 2 tych punkiéw wynosi co najwyzej dwa. )
Przejdzmy do zbadania regularnodei elementéw catkowyech. Aby ..

wyznaczyé elementy nieregularne, nalezy do réwnania (3) dotaczyé réw-

nanie .

(5) F;;(wm?/o:p)=mo+f’(p)=0

i rozpatrywaé tréjki liczb czynigce zadofé obu tym réwnaniom. Jest

- oczywiste, ze zbibr tych wszystkich elementéw tworzy luk okres’lony‘

przez réwnania .
(6) s=—f(), y=fO)—tf@),  p=f
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gdzie t zmienia sf@ W przedziale (P, P,). Pierwsze dwa z tych réwnan
okreglajg pewien tuk regularny Z polozony W plaszezyznie my, ktérego
wazystkie punkty nalezs oczywidcie do zbioru Z. Ratwo sprawdzié, ze
kazdy punkt fuku % jest podkladem dokladnie jednego elementu calko-
wego réwnania (1), czyli ma krotno$é réwng jednodei. Na koniec kazdy
z elementéw (6) jest elementem osobliwym réwnania (1). Istotnie, niech
(%y, Yo, Po) bedzie jednym z takich elementéw i niech « bedzie dowolng
lezbg rézng od zera. Poniewaz z,+f/(p,)=0, wiec yta+f(pe)£0 1 tym
samym element catkowy postaci (y+a, po(g+a)+F(po), po) jest regular-
ny. Z uwagi na dowolnodé a wnosimy stad natychmiast, ze obrany
element (z,,7,, p,) jest osobliwy, c. b. d. o.
Otrzymujemy wiee nastepujace

Twierdzenie. Wszystkie osobliwe elementy calkowe  réwnania (1)
okreslone sq weorami (6) dla wariodei branych z przedziotu (Py, P,); pod-
klad kaidego = wich ma krotnoéé jeden. ’ *

Uwaga. Z jednoznacznej - zaleznosei wspéirzednych podkiadu ele-
mentu catkowego osobliwego- od jego wspblrzgdnej p=t wynika natych-
miast, ze r6znym podkladom odpowiadad muszg rézne wartosel p lub,
co na jedno wychodzi, ze dla kazdych dwéch elementéw catkowych
osobliwych (6) postaci (z;, y;, p,), 1=1,2, relacja

D1=Dp.
pociaga za soba relacje
Ty =1y, Y1=Y».

114. Rézniczkujae (4) wegledem o mamy y'=0; wartodé ta wsta-
wiona do zwigzku (4) daje réwnogé (1). Otrzymujemy wiec

Twierdzenie. Rodzina funkejs postaci (4) przedstawia klase rozwig-
2ah réwnania Clairauta. Rodzing te otrzymujemy preyimujac w réwnaniu
rogniczkowym (1) zamiast y' dowolng state, C z preedeiaty (P;, P,) 4 PrRY]-
mujae dowolny przedeial [X:, X,], jako zakres zmiennodci argumentu .

Bozwiaeza,nia opisanej klasy i wszystkie z nimi identyczne bedziemy
nazywali w dalszym ciagu rezwigzaniami typu (4).

Badajac tuk £ w dowolnym przedziale [i7, 5] zawartym w przedziale °

‘ (Py, P,) dostrzegamy, ze
(7) Y'=pa, z#0.
Funkcje (6) spelniaja wiec réwnania (1) 1 (7), co daje

Twierdzenie. Réwnanie C‘laimum (1) ma FElase rozwigeat osobli-
wych, danych wzorami (6), w kidrych parametr t praebiegad mode dowolny
preedziak [17, 1] zawarty w preedeiale (P1, Py) A :

Rozwiazania powyzszej klagy i wszystkie z nimi identyczne bedziemy
nazywali w dalszym ciagu rozwigzaniami typw (6). '

iom-
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Dla uzupelnienia - tych rozwazarti udowodnimy jeszeze
Twierdzenie. Dla Easdego rozwiqzania réwnania (1) postact
(8) z=a(t), y=y(t), p=p()
okreslonego w pewnym preedziale [T,, T,] moina podeielié ten preedeial
na trzy podprzedzialy [Ty, T3], [T, T51i[T%, T,1, w kiérych rozwiqeanie (8)
jest odpowiednio identyczne z pewnym rozwiqraniem typw (4),.2 pewnym
rozwigzaniem typu (6) i wreszcie 2 pewnym rozwigzaniem typw (4); niektore
# tych przedeiatéw moga byé puste. ]
Dowdd. *) Rozréiniamy dwa przypadki zaleznie od tego, czy do
rozwigzania (8) przynaleza wylacznie elementy catkowe regularne, czy
tez nie (p. ust. 106, str. 149).
W przypadku pierwszym jest stale .
(9) Fla(t), y(t), p(1)]=0,  Fla(t), y(t), p(t)]#0
i poniewaz funkeja (2) oraz dwie pierwsze funkeje (8) sa klasy‘ o, Wfi@c .
i trzecia z funkeji (8), traktowana jako galaz funkeji uwiklanej w pier-
wsze] z tozsamogel (9) jest kKlasy C'. Rézniczkujac eytowany tozsamosé
dostajemy, uwszgledniajac zwigzek Pfaffa

%F La(®),y(t), p(8)]={2(t)+fIp()]} =T [(t), y (1), p(0)]p'(£)=0;

tym samym, wobec drugiej z relacji (9) jest stale p’(t)=0 i co za t'ym
idzie, p(t)=0C, y'(t)=Cx'(t), y(t)= Ca(t)+D, poniewaz za§ wstega (8) jest

‘rozwigzaniem réwnania (1), wige musi byé P;<C<<P, i D=f(C), co daje

ostatecznie zwigzek
y(t)=COx(t)+£(0);

.éteyd wynika od razu, ze w rozwazanym przypadkun rozwigzanie (8) jest

w calym przedziale [Ty, T,] typu (4) i przyjmujac [13, T5]=[Ty, T»],
przedzialy za$ pozostale. [TI,T’{] i [T%, T,] za puste, mozna uwazaé
twierdzenie za udowodnione. . o

W przypadku drugim oznaczamy odpowiednio przez T, i 7', kres
dolny i gérny takich wartodei parametru #, dla ktérych O‘dnoény-'punkt
(8) jest elementem catkowym nieregularnym (osobliwym) réwnania '(_1).

Jezeli T,=T,, to prawdziwosé twierdzenia wynika na;tychnfnagt
z yozwazania dla pierwszego przypadku, zgodnie z ktérym _rozwigza-
nie (8) jest w przedziatach nie zawierajacych punktu ¢=1",=T,, a wiec
i w calym przedziale [T, T,] rozwigzaniem typu (4). )

Jezeli T, T,, to okazemy, ze dla kazdej wartodei ¢ z prze'dzmhl
(T, Ty) punkt (8) jest elementem catkowym osobliwym réwnania (1),
tzn., ze :

9 Fila(t), y(t), pt)=a(t)+fp(®)]=0, = Ti<t<T,.

*) E. Kamke, Differemialgleiohungeﬁ reeller Funkiionen, Lipsk 1930, str. 103-106.
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istotnie, W przeciwnym razie istniatby, uwzgledniajac okreglenie

kreséw T, i T,, taki przedzial zamkniety (T4, Ty, zawarty w prze-
dziale [T, T,], ze :

T.<T,<T<T,,

Fola(t), yt), p0]#0, T,<i<T,

oraz

F ey, p0]=0, =T, 1=T;
stad natychmiast wynikaloby na podstawie rozwazan dla pierwszego
“przypadku, ze w rozwazanym przedziale dwie pierwsze funkcje (8) spel-
niajs zwiazek

y(1)=Cz(t)4 (), P<O<P,

1 co za tym idzie, punkty plaszezyzny axy

(@(T0), 9(Ty)),  (@(To), y(Ty)),
83 W szezegblnofei podkiadami elementéw calkowych osobliwych o tej
samej wspbirzednej p=0; jest to jednak niemozliwe, bowiem »(T,)=£2(T,)
(p- uwaga, str. 156); zatem zachodzié musi (9°).
Ostatecznie, przyjmujae za (T3, T¢] najwickszy z przedziatéw [T, T,]
zawartych w [T, T,] mamy dla rozwigzania (8) na podstawie (9°)i (1),
w przedziale [T5, T3], réwnofci

r=a(t)=—FIp(t)], y=y(t)=—p(t)fIp(0)]+ f[P(t)], p=p(%).

Uwzgledniajac, ze na zasadzie pierwszej z tych réwnosei i dcislej
monotonicznosei funkeji (f) funkeja p=p(t) jest $cifle monotoniczng
funkejg klasy C' zmiennej ¢ i co za tym idzie istnieje funkeja odwrotna,

: . klasy O* postaci t=t(p), sprawdzamy-
z latwodcia, e w przedziale [T7%; TF)

- rozwigzanie (8) jest typu (6).
Nastepnie, w mysl okreglenia Liczb
T71 T3, widzimy od razu, ze w prze-
dziatach [T), 7] i [T5, T,], stanowia-
c¢ych uzupelienie przedziatu [T%, T
do [T:,T,], o ile nie s3 one puste,

- rozwigzanie (8) jest typu (4).
Zatem dow6d twierdzenia w dru-

gim przypadku jest zakolczony.

Ujmujge rzecz geometrycznie, podkiad dowolnego rozwigzania (8)
skiada sie w przedzialach skrajnyeh [7T,, T7] i [T5, T;] z odcinkéw linii
prostyeh nalezgcyeh do rodziny (4). W przedziale wewnetrznym [T}, T%5]
podklad rozwigzania (8) jest czedeia tuku F. Wreszcie w punktach odpo-
wiadajgcych wartosciom T1 1% wspomniane odeinki sg oczywidcie sty-
czne do fuku Z (p. rys. 14). Zauwazmy na koniee, ze ze wzoréw (4) i (6)

Rys. 14

icm
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wynika natychmiast, ze kazda prosta (4), traktowana jako odeinek o za-
kresie (—oo, co) zmiennej s, ma z lukiem Z jeden i tylko jeden punks
wspélny o wspélrzednych

v=—f(0),  y=HO)—0F(0)

i ze jest ona w tym punkecie styezna do luku Z£.
* Innymi stowy, rodzina prostych (4) jest rodzing wszystkich prostych
stycznych do iuku Z.

PRZYKEAD 73. Scalkowaé réwnanie y=xy' -+ 14y2. Przyjmujae
y'=0, otrzymujemy rozwigzanie odcinkowe y=0a;—[—]/1+02, gdzie x
przebiega dowolny przedzial [X;, X,], rézniczkujac za$ prawa strone _1‘6W—
nania wzgledem y'=p otrzymujemy réwnania parametryczne rozwiaza-
nia osobliwego w postaci

3 1
r=— Y= — p==
Vifre' Vite B
lub w postaci réwnowaznej
Y= 1/1 —a?.

Rozwigzanie osobliwe przedstawia, jak widad, gérna cze$é okregu -
o srodku w puhkeie (0,0) i o promieniu réwnym jednosei. Rozwigzania
prostoliniowe sg styczne do tego pédlokregu.

PRZYKEAD 74. Niech M bedzie punkterm tuku y=y(x) klasy 0_1,
niech bedzie y'=y(x)70 i niech 4 i B beda punktami przeciecia sie
stycznej do tego luku w punkcie M z obu osiami ukladu wspéhrzednych.
Wyznaczyé takie tuki, aby iloczyn 04 OB byt staty rézng od zera.

Styczna do szukanego huku y=gy(x) ma réwnanie Y———fy:y’(X —af),
stad za$ punkty 4 i B maja wspélrzedne ((zy —vy)fy’, 0) 1 (0, y—ay’).
Powinno wiee byé

wy’ — ,
y ,y(y—wy)—:a,
K

gdzie ¢ jest dang liczba stala. Otrzymujemy wiec réwnanie rézniczkowe
(y—my P +ay’ =0,

po rozwigzaniu za$ wazgledem y — réwnanie Claira.gta
y=ay +eV —ay,

gdzie s=+1. Zastosowanie Wzor6w (4) i (6) daje rozwi@zania odcinkowe

y=0w+eV:6,
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gdzie aC<0, » zad przebiega dowolny przedzial [X,, X,] i rozwiazanie
osobliwe postaci

ea —
m=—'—/_—_:7 y:il_/_.__?_t’ p:t,

} 2V —at 2

gdzie ta<<0, lub postaci réwnowaznej

TY=—

L]

gdzie z przebiega przedziat (0, o) lub (--oo, 0), zalesnie od znaku e.

5. Moma uzyskaé rezultat odwrotny do wniosku sformutowanego
ostatnio w zwigzku z geometryezng interpretacja rozwiazard réwnania
Clairauta. :

Niech y=g(x) bedzie funkeja klasy € w jakimg przedziale (@1, @)
i niech g"(x)70. Réwnaniem rodziny stycznych do tego luku jest

(10) s Y—gl@)=g'(@)(X—a),

gdzie przez X i ¥ oznaczylismy wspélrzedne punktu biezacego stycznej
poprowadzonej przez punkt (2, g(s)). Zmienna = gra oczywidcie W réw-
naniu (10) role parametru i dlatego dla wieksze] jasnodei zastapimy ja
litera C. Réwnanie rodziny stycznych przybiera teraz postac

(1) B(X,,C) =Y —g(C)—g(C)(X —0)=0.

Szukajac réwnania rézniczkdwego, ktéremu proste (11) czynia za-
dosé, rézniczkujemy réwnosé (11) wogledem X i otrzymujemy p —g'(C)=0,
gdzie p=Y", a stad p=g¢'(C). Poniewaz przy przyjetych zalozeniach
funkeja ¢'(C) jest &cisle monotoniczna, wiec z ostatniej réwnogei mozna
W -3poséb jednoznaczny okredlié ¢ jako funkcje zmiennej p klagy €t

(12) C=%(p)
w odpowiednim przedziale zmiennogei p. Wstawiajac p=g¢'(0) i zwiazek
{12) do (11), otrzymujemy .
Y —g[¥(p)]—p [X—¥(p)]=0,
a stad

Y=Xp+g[¥(p)1+p¥(p)
ezyli .
L Y=XY [P+ TP,
Jest to réwnamie rézniczkowe Clairauta, ktéremu czynig zadosé

proste rodziny (10) lub (11);. pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie,
ze funkeja y=g(z) wyznacza rozwigzania 0sobliwe tego réwnania.

§33 Réwnanie d’Alemberta. 161

ZADANTA. 68. Scatkowad ‘i przedyskutowaé nastepujace réwnania
rézniczkowe:

y=azp-+p®  y=asptecosp, y=zp+e, ap'—yp=1.

Oznaczamy oczywidcie y' przez p. . : ‘ .
69. W plaszczy’nie oy obrano dwa stale punkty ¥, i F, oraz luk
klasy (' o réwnaniu y=y(2). Prowadzimy w punkeie M styczng do tego,
tuku i oznaczamy przez &, 1 8, odleglosci punktéw F, i F, od wspomnia-
nej styeznej. Wyznaczyé takie tuki y=y(x), aby iloczyn 6,0, byt réwny
stalej liczbie b. Otrzymujemy tu réwnanie Clairauta, ktérego rozwigzaniem
osobliwym jest elipsa lub hiperbola, zaleznie od zmakn Liezby b.

§ 33. Réwnanie d’Alemberta

116. Powyzsza nazwg oznaczamy réwnanie postaci

(1) y=A({y')z+B(y),

gdzie A(p) i B(p) sa pewnymi funkejami klasy (% okreflonymi w jakimg
przedziale (Py, P,). . V : .

Zbadamy tutaj rozwigzania réwnania (1) ograniczajac sie do obszaru
V zmiennych #,y i p, skladajacego sie wylacznie z elementéw regular-
nych réwnania, wiecej nawet — do takiego obszaru, Ze sg w nim stale

‘spelnione nastepujace nieré6wnosei

(@) A'(p)a+B'(p)#0

N A@p)#p.
Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Przy wym'ienionych wydej zaloteniach - réwnanie (1)
jest. efektywnie rozwiqzalne metoda sprowadzenia go do pewnego réuwndnia
lintowego.

Dowdd. Niech funkeje

(4) r=a, y=p@), P=y=¢(@)
beda jakimkolwiek rozwigzaniem réwnania (1) okreflonym w pewnym
przedziale [X,, X,]. Wstawiajac funkcje (4) do réwnania (1) i rézmicz-
kujae obie strony wzgledem & otraymujemy po tatwym rachunku uwzgled-
niajge (2) 1 (3) . :
o ’ & — A
(5) lzu)’__ #0,

dz  A'(p)z+B(p) .
co wskazuje, ze p jest funkeja Scigle monotoniczna zmiennej » i e wobeé
tego istnieje funkeja odwrotna z=x(p) okreglona i klasy O w-odpowied-

'W. Niklibore, Réwnania Rézniczkowe. 11
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nim przedziale (P, P;) zmiennodci argumentu p. Stad stwierdzamy z tat- -

woscia, ze uklad funkcji zmiennej p
(6) z=az(p), Y=y@)=Ap)u( +B(p), P=p,

rozwasanych w przedziale [Py, P,], jest rozwigzaniem réwnania (1) iden-
tyeznym z rozwigzaniem (4).
Uwzgledniajae, Ze

I E
SRS

otrzymujemy z (5) dla funkcji@:m(p) réwnanie linjowe
| do_ Afp) B'(p) .
dp p—Alp) —A(p)

Widzimy wiee, ze kazde rozwigzanie (4 ) réwnania (1) jest identyczne

Z pewnym rozwigzaniem (6) tego réwnania, gdzie pierwsza z wystepuja-
. cych w (6) funkeji spelnia réwnanie liniowe (7).

Nie trudno sprawdzié, ze jest réwniez odwrotnie. Kazdy bowiem
ukiad funkcji (6), w ktérym pierwsza z wystepujacych funkeji czyni zadodé
réwnaniu (7), jest rozwigzaniem réwnania (1), jesli tylko punkty o wsp6l-
rzednych (6) nalezg do V. ) o

Zatem réwnanie (1) na mocy zwigzkéw (6) jest réwnowazne réwna-
niun- (7). Poniewaz réwnanie (7) jest, jak widaé, efektywnie rozwiazalne,
wiec to samo dotyczy réwnania (1), c. b. d. o.

PRZYKLAD 75. Rozwazmy réwnanie

)

1
®) y=oy*43y"

W obszarach zmlennych 2,y ip nie zawierajacych plaszezyzn p= 0, p=1
i z=-—1%, np. w obszarze 0<p<<l, —}<<w<oo.
Stosujae udowodnione twierdzenie tworzymy réwnanie liniowe

- Catkujge to réwnanie otrzymujemy

D+p-—ip?
) o=alp) == "1
‘gdzie D jest staty dowolng wiekszg od —3 (aby zagwarantowaé Wa.rm;ek
2> —1%). Stad otrzymujemy wszystkie rozwigzania réwnania (8) przebiega-
jace w rozwazanym obszarze w postaci ukladu zlozonego z funkeji (9)
i z funkeji . p2(2D+1)

y=y(p)= w:

3

p=p.

icm

®) P(w,y,p)=y—f(@,p) b F(z,y,p)

§ 34 Przeksztalcenie réwnania. . 163

§ 34. Przeksztalcenie réwnania F(x,y, y)=0
za pomocyg metody réiniczkowania

117. Rozwazmy ogélne réwnanie
() F(z,y,5")=0 ‘
przy zalozenin, ze funkcja F(z, y, p) jest okredlona i klagy O* w pewnym
obszarze V, ze zachodzg w tym obszarze stale nieréwnogei

Fo(@,9,0)+Fy(2,9,0)p#0,  Fpla,y,p)#0

i ze réwnanie (1) jest wyrasnie rozwijzalne wzgledem y lub .

Niech funkeje
@) . e=m, y=¢(a), p=¢'(@)=y
beda dowolnym rozwigzaniem réwnania (1)- okredlonym w pewnym prze-

dziale (X,, X,) zmiennej #. Wstawiajac funkeje (2) do réwnania (1) i r6z--
niczkujac obie strony wzglédem z otrzymamy jak w ustepie 1186, str 161

3)  dp_ Fym,y,p)+Fz,9,p)p
dw F, (wz%p)

#0,

co pozwala wyrazié dwie pierwsze z funkeji (2) jako funkeje trzeme]
z nich. Dosta]emy w ten sposéb ukla.d funkeji

w=u(p), y=y(p)=¢lz(p)], p=p,

ktéry jest rozwigzaniem réwnania (1) identycznym z rozwiszaniem (2).
Wobec (3) jest tutaj

de _ * Fiy(,y,p)
o ap Fo(zy,0)+F(2,9,p)p
(4) ,
dy _dpdw _ pFy(2,9,p)
dp~ dwdp F'(w,y,p)+‘If” (z,9,p)p

Za,lozyhémy, ze réwnanie (1) jest rozwigzalne wzgledem jednej ze
zmiennych #'lub y tzn., ze w obszarze V jest stale

=,w—g('y,p),
gdzie funkeje f(z, p) lub g(y, p) sa klasy O w odpowiednich obgzarach
zmiennogei swych argumentéw.

Gdy spelniona jest. pierwsza z réwnogci (B), woweczas pierwszy ze
zwigzk6éw (4) jest réwnaniem réimiczkowym o postaci normalnej

6) : o T@p)
ap  —f{z,p)+p
11*
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ktére lacznie ze zwigzkiem o
(6" S =ty p)
" jest réwnowazne z réwnaniem (1).

W przypadku drugiej z réwnosei (5) drugi ze zwigzkéw (4) daje
analogiczne réwnanie w postaci normalnej
ay _ pgy(y,p)
dp 1—g,y,p)p
réwnowazne wraz ze zwigzkiem
(7 V : w=g(y,p)
réwnanin (1).

Reasumujge otrzymujemy

i

(")

Twierdzenie. Przy wymienionych na poczgtku zalodeniach mozna za-
stapié réunanie (1) réwnowasnym réwnaniem o postact normalnej (6) lub (7)
1 swigekiem (67) lub (7).

PRZYKEAD 76. Dla réwnania y=2*-p* rozwazanego np. w obsza-
1ze zmiennyeh p/2<r<oo, —oo< Yoo, 0<p<oo, réwnanie (6) przy-
biera postad dw/dp=2p/(p —2x). Jest to réwnanie jednorodne, ktére cal-
kujemy podstawiajac w=pu, gdzie u jest nows funkecjg niewiadoms.

ZADANTA. 70. Scatkowaé réwnanie rézniczkowe

s=p*+y=
_'71. Sprawdzié, ze dla réwnania d’Alemberta metoda omdwiona

ostatnio pokrywa sie z metods oméwiong w ustepie 116, str. 161, nato-
miast zawodzi ona w przypadku réwnania Clairauta.

s

'

§ 35. Pojecie przeksztalcenia stycznosciowego
Transformacja Legendre’a i jej zastosowanie do calkowania
réwnan. rézmiczkowych

118. Zamiana zmiennych w réwnaniu -rézniczkowym, oméwiona '

w ustepie 73, str. 106 opierala si¢ w istocie rzeczy na przyporzadkowy-
waniu w spo_sob wzajemnie jednoznaczny punktom (z,y) nalezacym do

jakiego§ obszaru plaskiego ¢, punktéw (X, ¥) nalezacych do odpowied-

niego obszaru T za pomocy ukladu funkeji klagy Ot
(1) - X=g(z,y), Y =h(z,y)
o nieznikajacym jakobianie. .
* Przeksztalcenia tego rodzaju nosza nazwe punkiowych i moga byé
uwazane za szezegélny przypadek tzw. preeksstatcen stycamodciowych,

W ktérych elementom liniowym (z, y, p) przyporz@dkoml]e sie elementy
Liniowe (¥, Y, P).

icm
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Niechaj bedzie dany uklad trzech funkeji

(2). X=g(z,9,p), Y =h(z,y,p), P=k(z,y,p),

o ktéryeh — zeby ograniczyé sie do mozliwie prostego przypadku — za-
kladamy, ze ustalaja wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é miedzy
wszystkimi punktami (z, y, p) i (X, ¥, P) pewnych obszaréw przestrzen-
nyeh v i V. Przyjmijmy, ze funkeje g, hi k sg klasy O i e jakobian

) Dig, 1y )
D(z,y,p)

Przeksztalcenie okreslone wzorami (2) mozemy traktowaé jako
przeksztatcenie pewnych elementéw liniowych (z,9,p) o podkiadach
(@, ¥), lezacych w plaszezyZnie zmiennyeh ay, na odpowiednié  elementy
liniowe (X, Y, P) o podkladach (X, Y), lezgcych w plaszezysnie zmien-

#0.

- nych XY iten wlagnie sposéb pojmowania przeksztaleema, (2) b@dmemy

tu mieli na uwadze.
Rozpatrzmy jednoparametrows rodzing elementéw hmowych nale-
zacych do obszaru v postaci .
(4) e=alt),  y=y(t), p=p@) :
zakladajac, ze funkcje (1), y(t) i p(¥) sa klasy C* w jakimé przedzia-
le [a, b]. Wzory (2) przeksztaicaja te rodzing na jednoparametrows ro-
dzing elementéw liniowych naleigcyeh do obszaru V, postaci
X=g[a(t),y(t) t] x(),
(5) Y= h[w(t),J() ®1=X(),
» P=k[x(t ):y(t):?( )1=P(t),
gdzie funkcje X(¢), Y (t), P(t) sa w przedziale [a, b] réwniez klasy C.
Nalezy tu zwrécié od razu uwage na jedno. Zalézmy mianowicie, ze
(6) : x2+y'2>0. .
Ot6z z zaloZenia tego weale nie” wynika, ze musi byd komeczme

ta.kze
X21L¥2>0.

Istotnie, nieréwnodé (6) nie wyklucza weale réwnosei

X'=g.0 +0,y'+9,p'=0, = Y'=ho' +hy +h,p'=0

czy to dla pewnych wartosei £, czy tez nawet identycznie w calym prze-
dziale [a, b]. Wynika stad, ze nie jest wykluczony przypadek, w ktérym’
podkladem rodziny elementéw liniowych (4) jest tuk regularny, podeczas
gdy podkiad rodziny elementéw przeksztalconych (5) nie jest tukiem re-
gularnym, a nawet redukuje sie do jednego punktu. ‘
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119. Za.lézmy teraz, ze zbiér elementéw liniowych (4) Jest ich wstega
(p. ust. 106, str. 148), czyli Ze speliony jest zwigzek Piaifa

) ¥ —pa’ =0
. W odnofnym przedziale [a, b].
Poniewaz .
8 Y —PX'=(he—kgy)s -+ (hy—kg,)y" + (hy—Feg,) 9",

wige elementy przeksztalcone na ogél nie beds spelmialy analogicznego
zwigzku Pfaffa, chyba, Ze uczynimy jakied specjalne zatozenia o funk-
cjach g, b i k. Otéz okazalo sig, ze dla teorii réwnan rézniczkowyeh pierw-
szorzedny role graja takie przeksztalcenia elementéw liniowych, przy
ktérych tréjldi funkeji (4) speliajgcych zwigzek Pfaffa (7) przechodzg
w trdjki funkeji (5) réwniez speliajacych zwiszek Pfaffa. .

Zanim przejdziemy do dalszego ciagu, zauwazmy, ze konieczne jest -

zmodyfikowanie pojecia wstegi elementéw liniowych: (4) przez wprowa-
dzenie dodatkowego warunku, aby funkeja p(¢) byla w przedziale [a, b]
klasy O'. Jednoczednie usuniemy warunek (6) dla podkiadn wstegi, tak
ze dopuscimy wyraznie jako wstegi elementéw liniowych takie uktady (4),
dla ktérych podkiadem jest np. staly punkt.

Powiadamy, ze przeksztatcenie (2) jest preeksztatceniem stycemoscio-
wym, jezeli przy zatozeniach przyjetych w ustepie 118, str. 165, posiada
ono t¢ wiasnoéé, ze kazda wstege elementéw liniowych (4) w zmodyﬁ-
kowanym sensie przeksztalca na analogiczng wstege elementéw linio-
wych (5), innymi stowy, ze zwigzek

9 ‘ ¥ =pa’

pociaga za sobg zwiagzek

1) Y'=PX'.
Udowd;inj.tﬁy teraz nastepujace

Twierdzenie. No to, 46by pray zaloieniach prayjetych w ustepie 118,

str. 165, zwiqeki (2) okreslaty przeksetatcenie stycemodeiowe, potrzeba 1 wy-

starcza, -aby w obszarze v emiennych @,y i p spetnione byty tossamodciowo
2wigeki
1) hy—kg,=0,  (h;—hkg)+ (b, ~kg,)p=0.

Dowéd. - Podany warunek jest Wystareza]acy Zatézmy bowiem,
ze zwigzki (11) sa spelione i oznaczmy

o (—kg)=e,
00 pocigga za soba w mysl (11) réwnodé - ) :

hy—kgo=—op.

icm
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‘Wéwezas zwigzek (8) przybiera postaé
(12) Y —PX =p(y' —pa’),

z ktérej wynika, ze réwno$é (9) pocigga za soba réwnosé (10).

Podany warunek jest konieczny. Zalézmy bowiem, ze przeksztad-
cenie (2) jest stycznoéciowe i obierzmy dowolny punkt (%, 9, p) obszaru v
i weZmy pod uwage wstege postaci

w(t)=o+4;  yl)=y+pl+iiur, pt)=p+ut,

gdzie parametr ¢ przebiega pewne dostatecznie mate otoczenie punkfu
t=0, a 2 i p maja dowolne wartosel. Poniewaz réwnoéé (10) zachodzi
i dla tej wstegi, wiee z (8) wynika, przy t=0, ré6wnosé

(13) Y —PX* =[(h;—kgy)+ (hy,—kgy) p1A+ (b, —kgp) =0,

co wobec dowolnosei liczb «, y i p oraz A1 u daje natychmiast zwigzki (11)

. W $wietle tego twierdzenia staje sie widoezne, w jakim sensie
przeksztatcenie punktowe mozna uwazaé za szezegdlny przypadek prze-
ksztatcen stycznofciowych. Majac mianowicie przeksztatcenie punkto-
we (1) wystarczy przyjaé w zbiorze v

9(2,9,p) =9(,9), kiz,y,p) =h{(2,y)

i dobraé funkeje k(z, ¥, p) spelniajaca tozsamodciowo drugi ze zwiaz-
kéw (11), aby otrzymad przeksztalcenie stycznogciowe.

120. Pozostawiajac czytelnikowi latwy dowdd twierdzenia, ze pree-
ksetalcenie odwrotne do damego przeksztatcenia stycenodciowego jest réwmnics
preeksetatoeniem styeznodciowym, przejdzmy do zastosowania ta,klch prze-
ksztatcenn do teorii réwnan roznlezkowyeh :

Niech
(14) : F(2,9,9')=

bedzie danym réwnaniem rézniczkowym i niechaj dla prostoty funkeja
F(2,y, p) bedzie Klasy (' w pewnym obszarze v zmiennych »,y i p. Za~
kladajge, ze wzory (2) okrelaja przeksztalcenie stycznogeiowe, wesmy
pod uwage przeksztatcenie odwrotne do danego w odpowiednim obszarze V

z=y(X,Y,P) y=9(X,Y,P) p=71f(X, Y,p),

i oznaczmy
(15) P(X, Y, P)=F[y(X, Y,P),p(X,Y,P),n(X,Y,P)].

Niech wzory (4) okredlaja wstege elementéw liniowych réwna-
nia (14), wzdtuz ktorej jest spelniony warunek '(3)5£0. Zatézmy ponadto,
ze dla wstegi przekssztalconej (5) spelniona jest tez nieréwnodé X'(t)=£0.

s
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Woéwezas ze zwigzkéw w=x(t) i X=2X(t) mozna wyznaczyé t jako jedno-
znaczng funkeje zmiennyeh z 1 X
t=i(), t=T(X)

i oznaczajac
7=7@)=ylt@)], T=Y(@)=Y[I(X)]

mamy, jak widad,

Wy g 4T T
Y= TaxTx
a poniewaz zwiazki Pfaffa sa spelnione, wige mamy takze
¥=p, Y'=P.

Stad wobee (15) otrzymujemy natychmiast

. R dj[Xr ?; y‘]_——.@(x, Y,P)=F((B, y,p):F(w, v, ¥')=0.

Z powyzszego wynika, ze jezeli wstega (4) jest rozwiazaniem réw-
nania (14), to wstega przeksztalcona (5) jest rozwiazaniem réwnania
(186) ‘ DX, Y, Y )=0
i oczywidcie na odwrét, tak ze przy wprowadzonych zastrzezeniach co do
funkeji #(f) i X(£) moina traktowaé réwnania (14) i (16) jako réwnowazne.

121. Jako zastosowanie Wypi’owadzimy tzw. transformacje. Legen-
dre’a réwnania (14), ograniczajac sie do obszaru V zmiennyeh 2, y i p,
w ktérym zachodzg nier6wnosei

ol y,p)+Fy(,9,0)p#0,  Fy(w,y,p)#0.

Na podstawie Tozumowania z ustepu 117, str. 163, dla kazdego roz-
wigzania réwnania (14)

17) p=z;  y=¢(x), p=¢(z)=y
zachodzi nieréwnoéé dp/daz+£0.

Biorae teraz przeksztalcenie
(18) ' X=p, Y=pu—y, P=a,

ktére jest, jak Jatwo sprawdzié,: przeksztalceniem  styeznogciowym,
stwierdzamy, ze wstega (17) 1 jej przeksztalcenie wedtug wzoréw (18)

X=¢'z)y Y=¢'(@)z—p(x), P=z

spelniajs wymienione w ustepie 120, str. 167, warunki Wystarczajapee'

na to, aby réwnania (14) i (16) byly réwnowaszne.. Stad, tworzac prze-
ksztalcenie odwrotne do (18) ksztattu . :

19) =P, y=PX—¥, p=X

icm
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i podstawiajac prawe strony wzoréw (19) do réwnania (14), otrzymujemy
réwnowazne z nim réwnanie

(20) Y, ¥X—Y,X)=0

" bedace zapowiedziang transformacjs Legendre’a. Rezultat ten moze byé

zreszta dowiedziony niezaleznie od wynikéw uzyskanych w ustepie 120,
str. 168, w sposéb nastepujacy.

Wychodzace z rozwiazania (17) obieramy pochodng p jako nows
zmienng niezalezng X, wyrazamy dwie pierwsze funkeje wystepujace
W tym rozwigzaniu jako funkcje tej zmiennej x=u(X), y=9(X)=¢[z(X)]
1 wprowadzamy zamiast y nows funkcje niewiadoma Y za pomoca
podstawienia

(21) Y=Y(X)=2X —y=a(X)X —y(X).

~ Ze wzoru tego wynika, ze istnieje pochodna

P=Y =Y (X)=2'(X) X +a(X)—¢ [5(X)]2'(X)=
=g (X) X +a(X)—Xo'(X)=2(X)=u;
stad wobee (21) dostajemy réwnosé
y=0X—-¥=Y'X—-Y.

Jedli wiee w réwnaniu (14) wprowadzimy pochodna y’ jako nowa
zmienny niezaleing X i réwnoczesnie zamiast y jako nowsg funkeje nie-
wiadoma ¥ wezmiemy wyrazenie 2X —y, a zamiast # — pochodng P=1Y",
to otrzymamy réwnanie (20) réwnowaine, jak latwo sprawdzié, réw-
naniu (14). ’ . -

PRZYKLAD 77. Scatkowaé réwnanie (y—y'z)*+y'y=0 w obsza-
rach zmiennych %,y i p, w ktérych spelnione sg nieréwnodci

(22) P#0,  2p2*2yw+y 0.

W powyzszych obszarach mozna stosowaé do rozpatrywanego réw-
nania transformacje Legendre’d, co po latwym rachunku prowadzi do
réwnania jednorodnego ¥Y'=Y/X—(Y¥/X)2. Podstawiajac Y/X=1u otrzy-
mujemy réwnanie o rozdzielonych zmiennych #'=—u?*X i jest, jak la-
two sprawdzié, u£0. Stad dostajemy kazde rozwigzanie ostatniego réw-’
nania w postaci w=1/InCX, gdzie C jest pewng stala rézng od zera i wo-
bec tego Y=X/InCX, P=1/In0X—1/In2CX. Wracajac teraz do réw-
nania poezatkowego ofrzymujemy jego rozwigzania w formie parame-
trycznej .

1 1 P
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Wstawiajac otrzymane rozwigzanie do nieréwnosei (22) uzyskujemy
z kolei warunki zmiennogci p w zaleznodei od wyboru statej dowolnej C

p ’ -
0 Cp#1
p#0, In*Cp ]naOp# ’ P :
czyli
. 1 1 € -
O<p<6 lub a<p<—5’ lub —6<p<oo przy (0>0,

I cp<o mb S<p<l <p<Z pmy 0<o
o<r W S<p<y b —co<p< pry C<0.

ZADANTA. 72. Scatkowaé za pomoecs transformacji Legendre’a
nastepujace réwnania rdézniczkowe:
(y—pz)p =0y, (y—pzP+2p(y—pr)+pr=0, (y—pw) e +x=0.

73. Zastosowaé przeksztalcenie Legendre’a do réwnania d’Alem-
berta i opierajgc sie na uzyskanym wyniku podaé nowa metod@ jego
catkowania.
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