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Préez tego, jak widaé z (12), warunek (9) zachodzacy dla funkeji U
i dla dowolnego rozwigzania (2) réwnania (1) pociaga za soba analogiczny
warunek dla tegoz rozwigzania i funkeji V. Zatem V jest catkg réwnania (1).

PRZYKLAD 44. W przykladzie 43 widzieli§my, ze funkcja 2%/2-+1/y
jest catks réwnania myds—dy=0. Wobec tego funkeje takie, jak np.
(&2/2+1/y)2, y/(z2y-2) itp. sa réwniez catkami tego réwnania.

Na zakoficzenie wprowadzimy jeszeze dla péwnania (1), przy po-
czatkowyeh zatozeniach, nastepujace pojecie: uklad funkeji

(13) ) #(0), y=y{0),

okreslonych i bedacych klasy C* w pewnym obszarze zrmennych tid
nazywamy rozwigzaniem ogélnym réwnanie (1), jezeli uklad ten, trakto-
wany przy dowolnej, chwilowo ustalonej wartosei zmiennej C, jako ukiad
funkeji zaleznych tylko od jednej zmiennej #, przedstawia, przy wszyst-
kich wartodciach €, dokladnie wszystkie rozwigzania réwnania (1).
Znaczy to, ze dla kazdego rozwigzania réwnania (1) istnieje taka dopu-
szezalna wartosé O i taki dopuszezalny przedzial zmiennosel #, ze uklad
(13) przy ustalonym € jest w tym przedziale identyczny z rozwa.Zariym
rozwigzaniem. Na odwrét, przy kazdej chwilowo ustalonej dopuszczalnej
wartofei ¢ 1 dopuszezalnym przedziale zmiennodel ¢, uldad (13) jest pew-
nym rozwigzaniem réwnania (1). Termin ,dopuszezaluy’” oznacza tu,
e nalezy braé pod uwage takie wartodei C i takie odpowiednie przedziaty
zmiennodel ¢, dla ktéryech wyrazenia (13) nie tracg sensu.

ZADANIE 21. ZnaleZé calki nastepujacych réwnan rézniczkowych:

Sydz+2xdy =0, aydw+(a?+b)dy =0, dy —sin®*zdz=0.

o
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EFEKTYWNE ROZWIAZYWANIE
PEWNYCH TYPOW ROWNAN ROZNICZKOWYCH

§ 16. Réwnanie zupelne

63. Przez efektytone rozwiqeywanie, czyli inaczej calkowanie réwna-
nia résmiczkowego, rozumiemy, zaleznie od przykiadu, znalezienie w po-
staci elementarnej badz wszystkich jego rozwigzald np. w formie rozwia-
zania ogblnego, badz catki' tego réwnama, badZ- wreszcie JakJegoé 10Z-
wiazania szezegélnego.

Efektywne rozwigzywanie réwnania rézniczkowego jest zagadnie-
niem bardzo waznym zardéwno w matematyce, jak i mechanice, fizyce,
astronomij, naukach przyrodniczych, technicznych i innych. Nalezy
podkredlié, ze wyznaczenie takiego rozwigzania na drodze elementar-
nej i wyrazenie go np. za pomocy funkeji elementarnych jest mozliwe
tylko w nielicznych przypadkach, natomiast w wigkszodci przypadkéw
uciekaé sig trzeba do metod przyblizonych lub- graficznych. Jezeli cal-
kowanie réwnania mozna sprowadzié do zadania, ktérym zajmuje sie
rachunek catkowy lub jaki$ inny dziat matematyki, np. elementarniejsze
dziaty algebry, to zadanie uwaza sie z punktu widzenia teorii réwnaid
rézniezkowych za efektywnie rozwigzane. W rozdziale obecnym zajmie-
my sie najwazniejszymi typami tych réwmm rozmezkowych ktére moga
byé efektywnie rozwigzane.

W napotykanych przykiadach b@dmemy stosowali czesto metode,
polegajacg na przeprowadzaniu ezysto formalnych rachunkéw bez ana-
lizowania zalozen, przy ktérych sa one wykonalne, oraz na pézniejszym
sprawdzeniu, w jakim stopnin otrzymane wyniki sa kompletne i czynig
zadodé warunkom zagadnienia.

W wielu przykiadach i zadaniach péiniejsze spra.wdzeme, analiza
zatozef i inne uzupelnienia pozostawiome beda milezaco, jako éwicze-
nie, czytelnikowi.

64. Wr6émy, przy zatozeniach sformulowanych w ust 60, str. 85
do réwnania

u> P(z,y)dw 4 Q(z,y)dy=0.
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Jezeli w obszarze T istnieje taka funkeja dwéch zmiennych klasy (

(2) F(z,y),
ze w obszarze tym jest stale

oF(x,y) oF (¢,9) ;
(3) _“5“;_=P(w’ ), ay’ =Q(z,9),

to réwnanie (1) nazywamy zupelnym, funkeje zad (2) — funkejg pier-
wotng réwnania (1). ’

Jezeli istniejs funkeje pierwotne (2), to wszystkie one wyrazaja sie,
w zaleznofei od funkeji P(z, y) i Q(z, y); znanym wzorem

Y
(4) Flo,y)= [ P(a,y)dz-+Q(z,y)dy,
Loy Yo B

z dokladnodcia do stalej dowolnej; wypisana catke nalezy rozumieé jako
catke krzywoliniows wzieta np. wzdluz jakiejkolwiek lamanej Iaéz@eej
w obszarze T dowolny lecz chwilowo ustalony punkt (z,, y,) z punktem
zmiennym (z, y). )

W szezeglnodel, jezeli obszar T jest wnetrzem prostokata, o jako
lamang mozna wzigé odeinki taczace punkty (w,, ¥,) i (2, y,) oraz (%, )
i (¢,9), co daje natychmiast réwnodé

z v’
(5) F(2,9)=0+ [P(s,y0)ds + [ Q(a, 1),
Lo Yo !
gdzie catki nalezy juz rozumieé w sensie zwyllym.

Jez-eli przyjety wyzej obszar T jest jednospéjny i jezeli funkcje
P(z,y) 1 Q(z, y) s klagy ' w tym obszarze, to na podstawie twierdzenia
Znanego z rachunku rézmiczkowego i catkowego warunek konieczny
1 dostateczny istnienia funkeji pierwotnej réwnania (1) wyraza sie iden-
tyeznoscia w T' postaci-

(6) 0P(@y) _ 8Q(y)
oy ox

Widoezne jest, ze dla dowolnego rozwiazania
e=a(t),  y=y(t)
réwnania (1) zachodzi identycznodd
M Flat),y(1)]=C,

ktérg sprawdzamy réiniczkujac ja wzgledem t oraz korzystajac z réw-
naﬁ (3) i z definicji rozwiazania podanej w ustgpie 60, str. 85.

Stad wnioskujemy bezpogrednio, ze jedli funkeja pierwotna (2) nie
redukuje sie do stalej w zadnym otoczeniu zadnego punktu obszaru T
to funkeja ta jest catka réwnania (1) :

@ .
Im i Réwnanie postact y'=f(a) i y'=g(y). 93

Podane wnioski pozwalaja w wiekszofei przypadkéw rozstrzygnaé,
czy dane réwnanie (1) jest zupelne, wyznaczyé jego funkeje pierwotng,
i — co sie zwykle z tym laczy — jego catke.

Na zakonczenie zauwazmy, ze w §wietle wikazan zawartych w uste-

. pie 63, str. 91, nalezy uwazaé réwnanie rézniczkowe zupelne za rozwia-

zalne efektywnie z punktu widzenia teorii réwnan réiniczkowych.

PRZYKLAD 45. Réwnanie (y-+2)dz--(z—1)dy=0 jest zupelne,
a jego funkcjg pierwotng jest oy 22—y i tym samym catks tego réwnania
jest takze xy-+-220—y.

PRZYKEAD 46. Znalezé rozwigzanie szezegdlne y=g(x) réwnania

(20 —3y) dw+(—3w+4y ) dy=0
spetniajace warunek poczgtkowy ¢(2)=1.

Réwnanie jest zupelne, a jego funkeja pierwotna ma postaé
x?—3wy+-2y* Wobec tego rozwigzanie y=gp(®) powinno spelniaé réw-
no$é a2—3wy-+-2¢2=0. Z warunku poczatkowego: (=2*—3-2-1-2-1*=0.
Zatem rozwigzanie szczegdélne réwnania nalezy wyznaczyé ze zwigzku
22 —3xy+2y2=0. Otrzymujemy y=z i y=w/2. Pierwsza z otrzymanych
funkeji nie ezyni zado$é warunkowi poczatkowemu; zadanym rozwig-
zaniem jest druga z nich.

ZADANIE 22. Scatkowaé nastepujgce réwnania rézniczkowe:

20 ds-+ydy=0, (322 —ay) dz+(3y* —aw) dy =0,

odotydy  ydo—ody [%f_(z)“‘]m[z_y_(f)’]dy:o_-
]/1+m2+?/2 12y Yy Z z Y

§ 17. Réwnanie postaci y'=f(x) i y'=g(®)

65. Réwnanie
(1) ‘ y' =f(z)

nalezy w gruncie rzeczy do rachunku catkowego, moze byé jednak tra,lhi—
towane takze jako szczegblny przypadek réwnania.zupellnego. 11‘1'11111-0;;9j
f(®) jest tu funkeja dana, o kborej zakladamy, ze jest ciagla w-jakims

przedziale skonczonym lub niegkonczonym (a, b). ' ) )
Rachunek catkowy pozwala od razu napisaé rozwigzanie ogélne tego

réwnania np. w postaci wzorn

@) y=C+ [f(s)ds,
§

gdzie ¢ jest dowolnie wybrana, ustalong liezba przedziatu (a, b), ¢ zad —
zupelnie dowolnad liczbg.
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Natomiast wzér
x

y—[f(s)ds=T(w,y)
&
daje catke réwnania (1).

Dla réwnania (1) mozna tez rozwiazaé zadanie Cauchy’ego, tzn.
podaé rozwigzanie szczegblnie y=g(w) spetniajace warunek poczatkowy
(@) =Yy,, gdzie z, jest wzigte z przedziatu (a, b), y, zad jest liczby zu-
pelnie dowolng. Nalezy w tym celu nadaé statej ¢ wystepujacej w (2)
stosowng wartosé C,, mianowicie wartosé

. Zy
Co=y,— [ 1(s)ds,
&
przez co szukane rozwigzanie szezegdlne przybierze postaé

p@)=o+ [ 1(s)ds.

Uwaga. Izoklinami (p. ust. 24, str. 33) réwnania (1) s3 linie proste

réwnolegte do osi y. Luki catkowe réwnania sg przystajace i r6zniag sie je-
dynie przesunieciem w kierunku osi y.

PRZYKLAD 47. Wyznaczyé rozwigzanie szezegblne y=o(x) réw-
nania dy/dz=2x+1, spelniajace warunek poczatkowy ¢(1)=2. Rozwig-
zanie ogélne ma tu postad y =a2+a-C. Wstawiajac wartodel 112 za wiy
otrzymamy potrzebna warfofé O, mianowicie 0. Szukanym rozwiaza-
niem szezegblnym jest wiee funkeja y=¢(@)=0"+2.

66. Zakladamy, ze w réwnaniu
(3) ¥'=g(y)

funkeja g(y) jest ciagla i rézna od zera w pewnym przedziale skonezonym
lub nieskoriczonym (¢, d).

W tym przypadku pochodna funkeji niewiadomej y=1y(x) speliaja-
cej (3) ma na podstawie (3) staly znak, ¢zyli funkeja ta jest $cigle mono-
toniczna i wobec tego istnieje funkeja do niej odwrotna i rézniczkowalna

(4) s=ur(y).

‘Wprowadzajac te funkeje, jako niewiadoms, do réwnania (3) otrzy-
mujemy, wobec oczywistej réwnogei

,de 11
T ===,
dy dy y
dx
réwnanie
, 1
@ =
9()

AR

iom-.

Réwnanie postaci y'=f(z) i y’=g(y). 95

réwnowazne réwnaniu (3). Réwnanie to jest typu zbadanego przedtem
w ustepie 65. Po wyznaczeniu rozwigzan (4) tego réwnania otrzymujemy
Tozwigzania réwnania (3) przez wyznaczenie funkeji odwrotnej do (4).

Uwaga. W wielu przypadkach zadowalamy sig rozwigzaniami w po-
staci w=yp(y). Przejécie do postaci y=g¢(v) wykonujemy tylko wtedy,
jezeli mamy specjalne ku temu powody.

PRZYKELAD 48. Ostyganie ciata. Cialo oziebiajace sie traci
ciepto na rzecz swego otoczenia. Przyjmujae, Zze podezas tego zjawiska
temperatura &, otoczenia nie ulega zmianie, co zachodzi z duzym przy-
blizeniem, jezeli cialo jest male w stosunku do otoczenia oraz ze tem-
peratura ciata jest stale wyisza od 9, oznaczmy przez 9==5(1) temperatu- -
r¢ ciala w zaleinofcei od czasu ¢, przez m — mase wiadciwa, a przez ¢ —
ciepto wiadciwe ciala stygnacego. W myél prawa Newtona predkosé
utraty ciepla jest proporejonalna do réznicy témperatur w danej chwili,
tzn.

dd -
—-mcﬁi =h[#{E)—>d],

gdzie h jest wspélezynnikiem proporejonalnodei, zaleznym od warunkéw
fizycznych ciata.
" Jest to réwnanie rézniczkowe typu (3).
Calkujemy wige w sposéb poprzednio oméwiony réwnanie
dt me 1

as  h =3,

i otrzymujemy jego rozwigzanie ogélne w postaci
me
. t=—T].n(19——0u)+G.

Wyznaczajac stad ¢ dostajemy .
- e
(5) d=>0y+De ™,

gdzie ¢ moze sie zmieniaé w przedziale (—oo, co), za$§ D>0.

Zeby teraz rozwigzaé postawione zadanie fizyezne nalezy wyzna-
czyé stata D z warunku poczatkowego polegajacego na tym, Ze. dla po-
czatkowego czasu t, temperatura ciata stygnacego jest znana i wynosi
np. @,. Wtedy musi byé~

: iy
Oy=19,+De ™,

a wiec obliczajac stad D i wstawiajac do (5) dostajemy
)
me .

D)=+ (@y— 750)3
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Widad, ze jezeli t—>o0, to §(t)->Dy, czyli temperatura ciata stygnace-
go, pozostajac stale wyzszg od temperatury otoczenia, zmierza asympto-
tycznie do tej ostatniej.

PRZYKEAD 49. W przykladzie 3 ulozyliSmy réwnanie rézniczko-
we dxjdi=k(a—z), v<<a, wyrazajace predkosé inwersji cukru trzcino-
wego. Ogélniej, réwnanie to wystepuje przy badaniu predkosei tzw.
reakeji jednodrobinowych, w ktérych bierze udziat tylko jedna substan-
cja A przechodzaca w substancje 4'. Aby wyznaczy¢ funkeje (i) cal-
kujemy réwnanie réwnowazne kdf/de=1/(a—a) i otrzymujemy rozwigza-
nie ogélne w postaci k=C—In(a—ax). Stata ¢ wyznaczamy z warunku
poezatkowego, orzekajacego, ze np. dla t=0 jest x=x,, tzn., Ze W momen-

"cie poczatkowym juz ilodé x, substancji A ulegla przemianie na substan-
cje 4°. Otrzymujemy wiee C=1n(a—,) i nastepnie ki=In[(a—,)/(a—z)].
Stad znajdujemy w=a--(2,—a)e ¥, gdy zad przyjmiemy, ze #,=0, otrzy-
mamy g=a(l—e ™).

ZADANIE 23. Predko$é reakeji dwudrobinowej wyraza sie wzorem /

de
Et— =k(a_m) (b—a),
gdzie a, b 1 k sy statymi. ZmnaleZé rozwiazanie a(f) spelniajace warunek
poczatkowy #(0)=0.

Rozwigzaé podobne zadanie dla reakeji tréjdrobinowej, gdzie wy-
stepuje réwnanie rézniczkowe

d - ‘
= =h(a—a)(b—a) (c—a)").

§ 18. Réwnanie o zmiennych rozdziel:mych, I

67. Réwnanie _
ey P(o)ds+-Q(y)dy=0,
gdzie P(z) 1 @(y) sa funkejami ciagglymi w pewnych przedziatach gkon-
czonych lub nieskodczonych (4, B) i (C, D), jest szezegélnym przypad-
kiem réwnania zupehmego, rozwazanego w ustepie 64, str. 91.

Jego funkeja pierwotng jest, jak Widaé, kazda funkcja postaci

[P@)dz+ [Q(y)

Z Tatwo zrozumiatych przyezyn réwnanie to nosi na,zwe réwnanie
o rozdzielonych zmiennych.

*) P. J. Zawidzki, Kinetyka chemiczna, Warszawa 1931. W ksiazee tej

mo?na znaleié wielka ilodé réwnah - rézmczkowych wystepu]qoyeh przy bada.mu
predkosei reakeji chemicznych.

Réwnanie o zmiennych rozdzelonych, I. 97

Przechodzae do efektywnego rozwigzania réwnania (1) zauwazmy

najpierw, ze réwnanie to ma sens w prostokacie T okreflonym nieréw-
nofeciami

A<z<B, C<y<D.
Zakladajac teraz, se uklad funkeji

r=a(t), = y=y()

jest dowolnym rozwigzaniem réwnania (1) przeb1ega.jadcym W prostoka-
cie T' i stosujae wzory (5) i (7) z ustepu 64, str. 92, otrzymujemy réw-
nosé wmdzaécaa 2 i y postaci

(@) fP ds—l—fQ 1 di=0,

Yo
gdzie Mo=(wy; y,) jest dowolnym, chwilowo ustalonym punktem prosto-

kata T. W szczeg6lnosei dla rozwigzania przechodzacego przez punkt
M, otrzymany zwiazek (2) prayjmuje, po przeniesieniu wyrazu, postaé

@ Jewar=—[Ps)as,
! Yo Zo

pozwalajaca — jezeli M, nie jest punktem osobliwym réwnania (1) —
przedstawié jednoznacznie rozwazane rozwiazanie réwnamia (1) prze-
biegajace w pewnym otoczeniu punktu M, w formie y=g(z) lub z==z(y).
Stad latwo wnosimy (p. ust. 60, str. 87), ze w punktach nieosobliwych
réwnania (1) ma miejsce jednoznaczno$é rozwigzania.

PRZYKLAD 50. Scatkowad réwnanie adr-tydy=0.

Zmienne s3 rozdzielone i mozna zastosowad wzér (2). Calkujge
i przyjmujace z,=y,=0 otrzymujemy

&z v 0
nf sds + of tdi=r
czyli
2?y2=0C.

Rozwigzania przebiegaja wiec po okregach o §rodku w punkeie (0, 0),
ktéry jest dla réwnania punktem osobliwym; przez punkt ten nie prze-
chodzi zadne rozwigzanie. ‘

PRZYKEAD 51. Znalezé trajektorie ortogona,lne rodziny elips po-
dobnych.

W stosownym uktadzie Wspoh*zgdnych réwnania  elips tej. rodzmy
majg postaéd

'W. Niklibore, Réwnania Rézniczkowe. 7
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Réwnaniem réiniczkowym tej rodziny jest wiec wdw/a®-+ydy/b?=o0.
Wobec tego réwnanie rézniczkowe trajektorii ortogonalnych ma po-
staé a?yde—bPudy=0 czyli, dla 50 i y5£0, a?dw/z—b>dy/y=0. Catku-
jac mamy o*In|z|—bIn|y|=y, a stad |y|”/|@|®=I, gdzie I" jest staly
catkowania. Jezeli a=b, to mamy linie proste przechodzgce przez poczg-
tek ukladu.

PRZYKEAD 52. Seatkujmy réwnanie @=2knzydy/ds, (x>0, y>0),
ktére napotkaliémy w przykladzie 4 przy omawianiu ksztaltu zwier-
ciadla wody w otfoczeniu studni. Rozdzielajac zmienne otrzymujemy
Qdajz—2kry dy=0, skad catkujac otrzymujemy

. Qfdg~2k7rfydy=0,

QIno— kny2=0.

Jest to calka rozwazanego réwnania. Jezeli teraz glebokodé wody
W studni oznaczymy przez h, a promied przekroju studni przez 7, to
dla z=r bedzie y=h czyli
C=QIn r —Fxh.

© Zwierciadlo wody w otoczeniu studni jest wiee okreglone réwnaniem
QIng—kry*=QInr—knh?,

a stad

z ktérego otrzymujemy

z kr ‘ Q =
In—=—(y2—p%) 1 = 4 —In—-
=0 (y ) lub g h2 hlr

§ 19. Réwnanie o .zmiennych rozdzielonych, II

68. Réwnania rozwazane w § 17 sa szezegblnymi przypadkami row-
nania postaci

ey ' ¥ =f(@)g(y),

noszacego takze nazwe réwnania o roedeielonych emiennych. O funkcjach
(=) i gy) zakladamy tu, %e sg one ciggle w pewnych przedziatach skon-
czonych lub nieskoficzonyeh (4, B) i (€, D) i ze niekonieeznie 83 one
rézne od zera. )

Ogét rozwiazan powyzszego réwnania, nie da sig opisaé w zaden pro-
sty i dokladny sposéb ze wzgledu na nieograniczong ilosé mozliwych
przypadkow; poprzestaniemy wiee na pobieznym scharakteryzowaniu
tych rpzwiadza.ﬁ W oparciu o pojecie rozwiszan integralnych oraz o spe-
cjalne wlasnodei réwnania (1). i

f it .
@ .
lm 19 Réwnanie o zmiennych rozdzielonych, II. 99

Zatbzmy, ze funkeja g(y) jest w bewnym przedziale (¢, d) zawartym
w (0, D) rézna od zera. Ograniczajac sie do rozpatrywania réwnania (1)
w prostokacie T, okredlonym nieréwnogeiami :
A<z<B, c<y<d
mozemy udowodnié nastepujace
Twierdzenie. Kaide roxwigranie integralne y réwnania (1) prze-

biegajace w Ty © preechodeqoe prees damy punkt M= (m,, y,) tego prostokata
jest okreslone wzorem :

) Ildt x
) ; Jiwm- f f(s)ds,

gdzie © praebiega najszersey preedeiot (o, f) sawarty w (4, B), sawierajqey x,

% taki, 2¢ zachodeq w nim nieréwnoéei i
Iff”dt<ff()d<8 ‘

: nf |— s)ds up .

e<y<d 9(t) 4 e<y<d g(t)

Dowéd. Zastepujge (1) réwnowaznym réwnaniem

f@ydo— —o
g

i stosujac wzér (2) z ustepu 67, str. 97, widzimy natychmiast, ze kazde
rozwigzanie przechodzace przez punkt M, speiia zwiazek (2) i istnieje
co najwyzej ‘w przedziale (a,f). Przedzial ten odpowiada tym samym
rozwigzaniu integralnemu, wyznaczonemu przez (2).

Oznaczmy przez
(3) (Cxy Az)s ) k=1,2,...

ciag skoriczony lub nieskoiiczony przedzialéw rozlgeznych, zawartych

w (0, D), w ktérych i wylgcznie w ktérych funkeja g(y) jest rézna od

zera. W oparciu o cigglo$é funkeji g(y) nietrudno jest wykazad, ze istnieje
jeden i tylko jeden taki ciag; w punktach korcowych. przedzialéw funk-
cja g(y) oczywiscie znika, o ile punkty te nie pokrywajg sie z punktami
¢ lub D. .

W dalszym ciagu rozwazmy prostokat T okreflony nieréwnosciami

A<a<B, C<y<D,

W ktérym dana jest prawa strona réwnania (1). W prostokgeie tym mo-
zemy wyr6znié zawarty w nim eiag prostokatéw rozl@qznych T, okreslo-

nych odpowiadajacymi przedzialom (3) nieréwnosciami
: A<z<B, _e<y<dy, k=1,2,...
Powyssza konstrukeja pozwala, w polaezenin z udowodnionym
twierdzeniem oraz z ogélnymi twierdzeniami o istnmieniu i wiasnoseiach
7*
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rozwigzali integralnych, scharakteryzowad czgdciowo 0g6t rozwigzal. réw-
nania (1).

Jedli y jest jakimkolwiek rozwiazaniem integralnym réwnania (1),
przebiegajacym w prostokacie T od brzegu do brzegu, to kazda e.z@éé
tego rozwiazania przebiegajaca w ktéryms z prostokatéw T', przebiega
w nim takze od brzegu do brzegu i jest okreflona réwnodciy (2), gdzie
za M, mozna przyjaé dowolny punkt odpowiedniej czefei rozwigzania.

Innymi slowy: kazde rozwigzanie integralne réwnania (1) skladaé
sie moze miedzy innymi z czedei okreflonyeh réwnaniami typu (2).

Zalézmy teraz, ze w danym punkeie My=(x,, y,) obszaru jest
¢(yo)=0. Widaé od razu, ze przez ten punkt przechodzi rozwigzanie in-
tegralne bedace stata y=y,. Mamy wiec uzupelnienie wniosk6w poprzed-
nich: rozwigzanie réwnania (1) skladaé sie moze takze z czedci bedacych
odeinkami Iub pélprostymi réwnolegtymi do osi z. '

Powyzsza dwoistosé czedei rozwigzania stanowi wlasnie gléwng
przeszkode dla mozliwodei opisania ogélu rozwigzand jednolibymi wzo-
rami, zwlaszeza jezeli jest nieskoriezenie wiele przedzialéw (3) i jezeli przez
niektére punkty prostokata przechodzié moze wigeej niz jedno rozwigzanie.

Trudnodei te usuwa natychmiast zalozenie jednoznacznosei rozwigzan
integralnych w prostokacie T, gdyz w tym przypadku rozwiszania sg
wylacznie albo pierwszego, albo drugiego z podanych typéw.

Jezeli bowiem rozwigzanie integralne y=q(z) przechodzi przez jaki
punkt ktérego§ z prostokatéw T, to musi ono przebiegaé catkowicie
w tym prostokacie, czyli byé typu (2), w przeciwnym bowiem razie mu-
gialoby byé dla pewnego z z przedzialu (4, B) g(z)==¢, lub ¢(z)=d,,
i przez punkt P=(z, ¢,) lub P= (2, d;) przechodzilyby dwa rdézne roz-
wiazania — jedno rozwazane, a drugie w postaci statej y=c, lub y=d,,
whrew zalozonej jednoznaecznodci. Podobnie, przez kazdy punkt spoza
wazystkich prostokatéw T, przechodzi w mydl jednoznacznofei wylgez-
nie rozwigzanie drugiego typu w postaci stalej.

‘Warunek konieczny i dostateczny jednoznacznodei wyraza nast@-'

pujace | | .
Twierdzenie. Na to, aby przez katdy punkt prostokate T prae-
chodzilo doktadnie jedno rozwiqeanie integralne réwnania (1), potrzeba i wy-
starcza, aby bylo albo stale f(x)=0, albo g(y)=£0, albo teé aby byly rozbicine

" wszystkie catki postaci N
(4) K dla ¢, #0 'fydt dla d,#D f=1,2
a0 O O TS LR
cp %

gdzie y jest dowolnym punkiem przedziotu (cy, dy).
Dowdd. Wykazemy, ze podany warunek jest konieczny. Istotnie,
zakladajae, ze 1° zachodzi jednoznacznodé, 2° dla z=¢ jest f(£)#0,

@
icm -
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30 funkeja ¢(y) nie jest stale r6zna od zera i 4° dla pewnego & jest zbiez-
na 1p. pierwsza z calek (4) iprzyjmujaéc W (2) By==£, yy=c,, otrzymujemy
natychmiast pewne rozwiazanie réwnania (1) okreslone w jakimg¢ otoeze-
niu lewo- lub prawostronnym punktu £ przechodzace przez punké
P=(§0,) i rézne od rozwigzania y=c;, przechodzacego takze przez
punkt P, whrew zalozonej jednoznacznosgei. Dowdd przy zatozeniu zbiez-
nosei drugiej z calek (4) jest analogiczny. '

Wykazemy teraz, ze wymieniony warunek jest dostateczny. Zakla-
dajae, ze warunek ten jest speliony zauwazmy najpierw, ze jesli punkt
P*=(z* y*) nalezy do ktérego§ z prostokatéw T, to kazde rozwigzanie
integralne y=g(») réwnania (1) przechodzace przez ten punkt przebiega
catkowicie w T),. Rzeczywiscie, niech (a, B) bedzie przedziatem, w ktérym
istnieje rozwazane rozwiazanie 4 i niech (ayy B1) bedzie najszerszyni prze-
dzialem zawierajacym punkt s*, w ktérym rozwigzanie to przebiega w T,.

Na podstawie poprzednich twierdzen widzimy, e rozwigzanie to
spelnia wzdr (2). Stad, przypuszezajac, e a;>a widzimy, ze prawa strona
réwnofei (2) jest ograniczona w przedziale zamknietym {a,, #*> i wobee
tego rozwazane w tym przedziale rozwigzanie y wystepujace po lewej
stronie tej réwnofei musi przebiegaé wewnatrz T,, bads z uwagi na
zatozong rozbieznosé calek (4) w praypadku, gdy e,#0 lub d, D, bads
2 przyczyn oczywistych w przypadku, gdy ¢,=C lub d,=D. W tym jednak
przypadku rozwiazanie y przebiega jeszcze wewnatrz T, takze w pewnym
dostatecznie malym otoczeniu lewostronnym punktu a,, whrew okresle-
niu tego punktu. Zatem musi byé a;=e i analogicznie f;=p.

Niech teraz y=g(z) i y=y(®) beda dwoma jakimikolwiek rozwia-
zaniami integralnymi réwnania (1) przechodzacymi przez dany dowolny
punkt M= (z,, y,). Jezeli jest stale ¢'(x)=0 i w'(2)=0, to rozwigzania te
jako state i przechodzace przez wspélny punkt M, sa identyczne. Jezeli
za$ dla pewnego z=ax* jest ¢'(z*)7£0 (rozumowanie dla w(z*)£0 jest
symetryczne), to prayjmujac y*=¢(z*) mamy, w mysl réwnania (1), takze
9(y")#0, a wiee punkt P*=(z*, y*) nalezy do ktéregos z prostokatéw T,.
‘Woéwezas rozwiazanie p(x) pizebiega catkowicie w T i punkt M, takze
nalezy do T, a wige i rozwigzanie y(z) musi przebiega¢ w T',. Poniewaz
jednak przez kazdy punkt T, przechodzi dokladnie jedno rozwigzanie
okreslone wzorem (2), wiec g(x) i y(») muszg byé identyczne, c. b. d. o.

ZADANTIA. 24. Scatkowad naste,pujadeye Téwnania:
dy A+t _
de 1+y?’ dw eV’

(y-+V1iFy)de—(+V1iFat)dy=0, o1+ ytdedy)/14atdy=0.

25. Zmalezé tuk y=¢(x), dla ktérego diugodé stycznej (tzn. dlugodé
odcinka, ktérego koricami sa: punkt styczmosci oraz punkt - przeciecia
stycznej z osig ) jest wielkoscig statg.

dy sinz

d
2 —(1+a)1-y),
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26. Znale#d tuki, dla ktérych dlugosé normalnej (okreflenie analo-
giczne do uzytego w zadaniu poprzednim) jest wielkodcia stats.

27. Wyznaczyé takie luki 7‘=7‘.(cp) we wspbéhrzednych biegunowych,
ze kat o miedzy styczng,a osig biegunowa wynosi nep.

28. Przy ‘oznaczeniach zadania poprzedniego znalezé tuki, dla kto-
rych kat a+¢ ma wartosé stalg.

29. Wyznaczyé tor punktu poruszajacego sie w plaszezyznie w taki
sposéb, ze wektor predkosci jest w kazdym punkecie prostopadty do pro-
mienia wodzacego, lgczacego punkt ruchomy z punktem. statym.

§‘ 20. Réwnanie Eunlera

69. Rozpatrzymy najpierw réwnanie o rozdzielonych zmiennych
(1) 7£—:+——dy;—=0, —l<o<l, —l<y<l.
V1—g? 1/1—3/2
Mozemy natychmiast napisaé -jego catke w postaci

arc sinz--are siny =0,

‘w ktérej wystepuja funkcje przestepne. Jednak mo(Zna tez podaé catke
tego réwnania wyrazajacy sie przez funkcje algebraiczne. W tym celu
pomnézmy réwnanie (1) stronami przez

(2) Vi—zy 1—y2—umy.

Réwnanie (1) przybierze wtedy postaé

Yy s 2y
3) ( 1—yi— do 4 (V11— — ——L | dy=0
V1i—a? Vi—y? =0
i latwo mozna stwierdzié, ze wipbtezynniki przy dz i dy w réwnaniu (3)
83 pochodnymi ezgstkowymi funkeji

aV1-y +y/1-a,

tak ze catka réwnania (3), a wiec i r6wnania (1), ma postad algebraiczng

(4) sV1=ypr+y V1 —m2=C.

Wynik jaki otrzymaliémy jest bardzo interesujgey z tego wagledu,
Ze bezpofrednie calkowanie doprowadzito mas do calki wyrazajacej sie
przez funkeje przestepne, podezas gdy péiniej okazalo sie, ze réwna-
nie (1) ma catke (4) wyrazajaca sie przez funkeje o wiele prostsze.
Obie te calki sa zreszta od siebie zalezne, w sensie pojecia zaleznogci
funkeji w analizie.

M
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70. Euler nog6lnit poprzedni przyklad na przypadek réwnania
dw dy )
(5) =t =
Volg) Voly)

gdzie w(z) jest wielomianem stopnia czwartego postaci
(6) W(2)= Gyt 4,2+ 4,22+ ay2° + 0,28,

Réwnanie (5) stato sie nastepnie punktem wyjdcia dla rozwoju teo-
rii funkeji eliptyeznych i stad jego wielkie znaczenie dla matematyki.

Calka nieoznaczona [[w(z)]Yde, gdzie w(z) jest okreflone wzo-
rem (6), nie da sie wyrazié przez skofczong ilogé funkeji elementarnych
i nalezy do tzw. calek eliptyeznych, a zatem bezpogrednie eatkowanie
réwnania (b) datoby nam catke tego réwnania w postaci przestepnej.
Buler wykazal jednak, ze i w tym przypadku istnieje calka algebra-
iezna réwnania (5).

Rozwazymy to zagadnienie zakladajae, ze funkeja (6) ma postaé

w(e)=(1—22) (1—k%), /

gdzie k jest stala zawartg miedzy 0 i 1, do czego zawsze mozna dopro-
wadzié przez proste pizeksztatcenie. Wiece] szezegdléw znajdzie czytel-
nik w kursie analizy Goursata, gdzie réwnanie Eulera jest obszernie
oméwione *).

My#l cabkowania réwnania

do . dy -0
Va—a)(1—ks) V(I—-y)1—Fy)

_ polega nar szukaniu rozwigzania w takiej postaci parametrycznej

w=ux(t), y=y(t),

aby
dw dy -
8 — = _ 2R AN ) (1 —k2u2).
(8) S =Va—a) A=W, —=—V{I—y) 1k
Przy rzalozeniu, ze zachodzi (8), obliczmy wyrazenie
ddy ds
" Van

\a)| |V
Rézniczkujge najpierw (8) otrzymujemy
" odx

— = ———— [ O (] —}222 —Ok2p(l— ,
A (e 2R el

*) E. Goursat, Oours d'Analyse, t. IT, quatriéme &d., Paris 1924, str. 336-343.
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skad wobec (8) otrzymujemy

a*x
=—g(1-}-k2—2k22?

-5 z(1+ : )
i podobnie

a*y .

=YL= 2Ry )
zatem

d*y Px

i =— 2k 2y (2*—y?).

@ T y (@ —y%)
Poniewasz

(2] —asaty—yp ey, (v 2] <y —p0r-ar 120,

wige

2 dz\2 .
00) (o2f (s =ara-+129) g1 100t =y 1 —Roary?).

7 (9) 1 (10) wynika, ze jesli funkeje #(t) i y(t) spetniaja réwnania (8),
to spelniajg tez réwnanie : i

ddy  d*x
Bt ——
u i Var _ —akay
() (wdy)2 ( dav)z——l—kzaazy2
al ~\Var

Mnozac obie strony réwnania (11) przez wdy/di-+yds/di otrzymamy
réwnanie )

ay & . ( dy dm)

RFTIT __27‘ AR TR
dy dr 1—k2aiy?

" Ya

w ktérym liczniki obu wlamkéw sg pochodnymi odpoﬁednich mianow-
nikéw. Mozemy wige napisaé réwnosé :

d dy dw\ d
—In{g—> — Y — | = — T2yl
7 (mdt ydt) dthl(l k2 m2y?),

a stad, catkujge, otrzymujemy

e

—— 2 m24,2
Y C(1—k*x*y?).

. L
icm-
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Wstawiajac wiee wartodei (8) otrzymujemy calke réwnania Eulera (7)

12) oV A=y A—y?) +9V (=) (1—k*a?) _
1—k2zty? -

i

co mozna sprawdzié¢ latwym rachunkiem.
ZADANIE 30. Widzielismy, ze réwnanie }1—y2de-+V1—22dy=0

ma dwie catki u(w,y)=arcsing+-aresiny i U(w,y)zwl/l——yz—l—y]/l—a:?.
Znalezé taks, funkeje F(C), aby bylo stale U(x, y)=F[u(z, y)]-

§ 21. Zamiana zmiennych w réwnaniu rézmiczkowym

71. Zdarza sig czesto, Ze réwnanie rézniczkowe, nie bedge typu omé-
wionego 'w poprzednich paragrafach, daje sie za pomocs stosownych prze-
ksztatcer zastapié réwnaniem réwnowaznym omdéwionego juz typu i moze
byé tym samym uwazane za efektywnie rozwigzalne. .

Obecnie oméwimy dwa gléwne sposoby takiego przeksziatcanis
réwnan, a mianowicie metode zamiany zmiennych i metode ezymnika
catkujgcego. - Trzeci spos6b, metode przeksztatcen stycznofciowych i jej
szczegblny przypadek — catkowanie przez rézniczkowanie podamy W roz-
dziale IV, §§ 34 i 35.

72. Zalézmy, ze funkeje X(&7), Y (&), Klasy ¢ w pewnym obsza-
176 @ zmiennych £ i %, o nieznikajacym w Q jakobianie

DX, Y
1) %( E,, 1])) #0,
ustalajs wzajemnie jednoznaczne-przekszbalcenie
(2) e=X(&n), y=X(&n)
obszaru 2 na pewien obszar T w plaszezyznie zmiennych 2 1y, funkeje zas
(3) E=E@y),  1=n(@,)

okreglaja odpowiednie przeksztatcenie odwrotne do (2) w obszarze T.
7 przyjetych zalozed wynika, ze funkcje (3) sa W T Xlasy C* oraz ze

D(f} 77)
D(z,y)

Rozpatrzmy dowolny ukiad fuknkcji»klasy o
(5) S E=E(),  n=nl)

gdzie ¢ zmienia sie W przedziale [t,, o], taki, ze dla kazdego ¢ punkt (5)
nalezy do Q. Ukladowi temu odpowiada na mocy (2) ukiad

(6) s=X(&n=X[Et),n0]=0), y=TEn=YLEE10]1=y0),

(4)
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oraz réwnania |

) do_oXadg oXdy  dy_oYdé oY dy
@t oEat ' omdi’  dr  oF dt | dn dt

Wf)bec fl) z ostatnich réwnad wynika, ze pochodne dw/dt i dy/ds mogy
znikaé jednoczesnie whedy i tylko wtedy, gdy jednoczesnie znikajg,
pochodne d&/dt i dy/dt.

73. Rozwaimy réwnanie réiniczkovée .
8) Plz,y)do+Q(z,y)dy=0,
W ktérym funkeje P=P(z, y) i Q=Q(, y) sa okreélone w T Zalézmy, ze

uklad (6) jest rozwigzaniem tego réwnania. Wéwezas na mocy (7) i (8)
otrzymujemy .

PLX(&7), X, n)][axg’ Do, axéf,’ " %]J’

9

QU 0, T(e [ TN L e al,

gdzie pochodne ezgstkowe maja byé obliczane w punktach (3). Po prze-

grupowaniu wyrazéw tego réwnania otrzymuijemy st
identycznogé TERISTY S8 B0ty sposth

ds d
B(&n) 5 +8(6m) 2 =0,
w ktérej
Rl m)=PLXEm ¥ 2 4 Ut ), T, g1 SXED),
. : o&

S =PLE), 7061 227 4 QLr(e, ), Wity “2E),
; o

() jest rozwiazaniem.

(9)

Otrzymana identycznodé wyraza, ze ukiad
réwnania,

(10) B(§m)az+-8(&,n)dn=o.

row a(iajﬁkow?;nie rc’)v.vnania. gS) 0 z.miennych 21y moina wiec za;étagpié cal-
ittt em roWnc}W&}znego Townania przeksztatconego (10) o zmiennych £ iy
) Ja .latv.vo widad, odwrotnie, gdzie zwigzek miedzy . odnognymi roz-
Wiazafmaml Wyznaczaja relacje (3) lub (2).
rzejscia od réwnas (8) do (10) stanowi fedzi '
; : wia zapo
zamiany zmiennych w réwnaniu régniczkowym. } Spmeltiang mdtods

74. Jezeli funkeja U=U(z,y) jest calka réwnania (8), tb funkcja

(11) W=W(&n=U[X(&n),T(n)]

lm 321 Zamiana zmiennych ‘w réwnaniu rézniczkowym. 107

jest calkg réwnania przeksztalconego (10); jesli bowiem wzory (5) przed-
stawiaja rozwiazanie réwnania (10), to wzory (6) przedstawiaja rozwisg-
zanie réwnania (8), co pociaga za s0bg tozsamodciows réwnosé

 Ule,ym1=C,
a wiee, w my#l (11), takze réwnosé
' W L&), n(8)]=U{X [£@#),n(8)], X [E(),n(£)1} = U [w(8), y (1) ]=C.

Préez tego z (8) wynika, ze funkcja W jest klasy (%, a z ciaglode
i wzajemnej jednoznacznofci przeksztatcenia (2) wynika, ze funkeja W,
podobnie jak catka U, nie redukuje sie do statej w zadnym otoczeniu
zadnego punktu obszaru Q. .

Zatem, taczge otrzymane wyniki, widzimy, ze funkeja (11) jest catka
réwnania (10), e. b. d. o.

Na odwrét, latwo jest dowiedé, ze jesli funkeja W(, ) jest catka
réwnania przeksztalconego (10), to funkcja .

Uz, y)=W(=z,y),1(2,9)]
jest calka réwnania (8).

75. Zalézmy, ze funkeje P i @ sa w obszfirze T Klasy C' i ze punksb
My=(,, yo) obszaru T nie jest punktem osobliwym dla réwnania (8).
Wiedy istnieje dokladnie jedno rozwiazanie tego réwnania przechodzace
przez punkt M, (p. ust. 53, str. 74 i ust. 60, str, 87), & Wobec tego, jak
widaé, istnieje dokladnie jedno rozwiazanie réwnania przeksztaleonego (10)
przechodzace przez punkt No==(£,, 7,), odpowiadajacy punktowi M,.
Wynik ten zashuguje na uwage dlatego, ze chociaz punkt (&, 7,) nie
jest, jak widaé, dla réwnania (10) punktem -osobliwym, to jednak nie
mozmna stosowaé ‘tutaj bezposrednio kryterium jednoznacznosci z uste-
pu 53, str. 74, a to dlatego, ze na ogtt o funkejach R(&n) 1 8(& 7) nie
wiadomo nic wigcej oprécz tego, e sa one W obszarze (Q ciagle. Wynika
to ze wzoréw (9°), w my$l ktérych istnienie i ciaglo$é pochodnych
czastkowych tych funkeji miatyby miejsce np. wéwezas, gdyby zalozyé
o funkcjach X (&%) i ¥ (& n), ze sa klasy C?. W ten wiec sposéb, po-
$rednio stwierdzamy, ze réwnanie przeksztatcone (10) ma dokladnie jedno
rozwigzanie, przechodzace przez punkt N,.

76. Wspomnimy tu jeszeze o czesto Wyst@plijageych przypadkach
szezegélnych. )

I. Niekiedy poddajemy przekssztatceniu tylko zmienna njezalezna z,
wprowadzajac nows zmienng niezalezng £ za pomocH . WZorl

x=X(£),

gdzie X(&) jest funkeja klasy. * w jakim§ przedziale, o pochodnej
ré7nej od zera. v .
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Wtedy przeksztaleenie (2) oraz réwnanie (10) przybierajg postaéd

z2=X(§), Y=y,

ax
{rxeo,n® 2 aer arxe,miap—o.

II. Znacznie czedciej pozostawiamy bez zmiany zmienna niezales-
ng ¥, a wprowadzamy zamiast ¥ nows funkeje niewiadoma . Odpowiada
to przeksztatceniu (2)
: r=x, y=Y(z,7),

i réwnanin
X (z,7) 8Y (w,7)
(et 7t 015, 7,1 T2 20+ 010, Y0, L iy,

UI. Szezegblnym przypadkiem poprzedniego przeksztatcenia jest

wprowadzenie nowej funkeji niewiadomej za pomoca wzoru

y=Y(n)
nie zawierajacego zmiennej niezaleznej. Jak widad, odpowiedhie réwnanie
przeksztatcone przyjmie wtedy postaé

hY
Pl Y10 +{ 01, T2 57| ar=o.

PRZYKEAD 53. Scalkowaé réwnanie (z—y?)do-+20ydy=0. Sto-
sujemy w czterech éwiartkach plaszezyzny podstawienie gy2=ax, tzn.

Y= l/x_n Iub Y=— 1/57 .
Poniewaz 2ydy=wdy-+nds, wiec otrzymujemy réwnanie
@(1—n)dz-+u(@dy+nds)=0

czyli réwnanie dn--dsfo=0. Stad y=C—In|z|, a wiec y?*=x(C—In|z|).

ZADANTA. 31. Scalkowaé nastepujace réwnania: (z-+y):dy/do=a?,
Y(y*—a) (1+ 2%V dy=na(14+y2) " do.

32. W réwnaniu rézmiczkowym [y(m—}—y)-!—bﬂ]dm_-[m(w—i—y)—i—aZ]dyzO
mozna rozdzielié zmienne przez wykonanie podstawienia z=§£-1,
y=ké—n, gdzie k nalezy stosownie dobraé. Scatkowaé to réwnanie.

3’3. Scatkowaé  réwnanie ¢y do — (y+a+bm)dy—nw(wdyfydw)=0,
W .ktorym 4, b, cin sa stalymi, preez sprowadzenie do réwnania o roz-
dzielonych zmiennych. za pomocy podstawienia

P i M
w—'a’ nhm‘——a’

gdzie stale o, p i A nalezy znalezé.

RN
2 AR
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34. W ‘dwéch punktach A=(—g,0) i B=(a, 0) nieograniczonej
plagzezyzny umieszezono naboje -1, w punkeie zag 0=(0, 0) nabdj —1.
Wyznaczy¢ linie sit wytworzonego pola elektrycznego.

Wskazbwka. Potencjat V(z,y) w punkeie (2, y) jest réwny

IV (z—aP+y*+InV (o-Fap+ g2 —InVaP +o;

linie sit 83 trajektoriami ortogonalnymi linii ekwipotencjalnych. Ukladamy
najpierw réwnanie rézniezkowe linii ekwipotencjalnych, potem réwnanie
linii sit i wprowadzajac wspélrzedne biegunowe otrzymujemy réwnanie
rézniczkowe, w ktérym zmienne daja sie rozdzielié.

35. Analogiczne zadanie przy naboju —2 w punkeie 0=(0, 0). Linie
sil s3 wtedy lemniskatami.

§ 22. Réwnanie rézniczkowe jednorodne

77. Réwnaniem roéniczkowym jednorodnym pierwszego rzeduw nazy-
wamy réwnanie postaci

Zaktadamy tutaj, ze funkeja h(z) jest ciagla w pewnyrh przedziale
(p, q) i rozpatrujemy réwnanie w obszarze T okre$lonym nieréwnodciami

@) p<’£<q, 0<z<oo

oraz w obszarze T, okreflonym nieréwnogciami
, Y
2) P<Z <8 —oo<g<0.

Poniewaz dla obszaru T rozwazania sy analogiczne, wige ograniczymy
sie do rozpatrywania obszaru T. Rozwigzania réwnania (1) wyznaczamy
za pomocs podstawienia :

Y

3) s

do ktérego stosuje sie poprzednio wylozona teoria.

Mamy mianowicie
: dy dz
@) =%

o

" i wetawiajac (3) i (4) do réwnania (1) otrzymujemy po latwym rachunku

réwnanie, réwnowazne réwnaniu (1)

, d  hiz)—z
(®) = :



Yakuza


110 ROZDZIAL III. Efektywne rozwiazywanie.

lub

6 dx dz —o:

© @ he)—z

w réwnaniach (5) i (6) zmienne sg rozdzielone. .

Ay
PRZYKEAD 54. Scatkowad réwnanie (2z-+y)dz-(x+2y)dy=0.
Przeksztadcajae je formalnie do postaci

Y

o1 ¥

By_ oty s
v @+ 1127

widzimy, Ze mamy do czynienia z réwnaniem jednorodnym. Wykonu-
jemy wige podstawienie (3), co daje po wykonaniu podstawienia i po-
dzieleniu przez z réwnanie .

(24+224-22%) dz+-2(14+-22)dz =0,

w ktérym zmienne daja sie rozdzielid. Calkujge, otrzymujemy réwnanie
f% + ?%_2;222 de=C"
czyli, Wproiﬂadza,jac nowsy staly C,
In|#|+4In|142+422=InC,
skad «?(14-2-22)=C2 Wprowadzajge teraz z powrotem fy, znajdujemy
catke danego réwnania w postaci
2+ay-+yi=Cn
Wykresami rozwiazad sg wiec — jak widaé — elipsy o §rodku (0, 0).

Elipsy te sa homotetyczne, z poezatkiem ukladu jako rodkiem homotetii,
przez ktéry nie przechodzi zadne rozwigzanie.

PRZYKEAD 53. Niechaj potencjatem przestrzennego pola sit bedzie
V=V,r2sind, gdzie r, 8 i 9 83 wspblrzednymi sferyeznymi w prze-
strzeni, & ¥V, — liczba staly. Wyznaczyé linie sit tego pola.

Réwnanie powierzehni ekwipotencjalnych ma w tym przypadku
postad 72=(V,sind)/C" czyli r2=C sind, gdzie O jest nowa stala. We
wspblrzednych prostokatnych réwnanie to przybiera postad

(w2+y2+zz)3—02z‘~’=0,

z ktérej widzimy, ze powierzchnie ekwipotencjalne sa powierzehniami

obrotowymi z. osig # jako osia obrotn. Jesh wige jasne, ze linie sit sg tra- °

jektoriami ortogonalnymi linii poludnikowych tych powierzehni, a wiec
krzywymi plaskimi, lezaeymi w plaszezyznach przechodzacych przez of
obrotu. Wystarcza zatem znalezé linie git polozone np. w plaszezyZnie
2, a nastepnie przez wykonanie obrotu otrzyma sie wszystkie dalsze.

Réwnanie réiniczkowe jednorodne. ’ 111

e )
Im Ot6z linie potudnikowe powierzchni ekwipotencjalnych, polozone
w tej plaszezyinie, sy okredlons réwnaniami

(M : (@+2P—022=0, y=0.

Nie troszezac sie o drugie z tych réwnan, wyznaczymy réwnanie
rézniczkowe krzywyeh (7). Rézniczkujac pierwsze réwnanie (7) i elimi-
nujac. nastepnie €, otrzymamy kolejno: ’

. dz
6(w3+z2)5(m+z%)~202z%=0,
wz 213
S
24223 de
S(wz—l—z“)z(mdm—l-zdz)—w*——(w +z2) =0,

a stad
) do  x?—222 .
®) & 8w

‘ Wobece tego réwnaniem rézniczkowym linii sil, jako ortogonalnych
trajektorii krzywych (8), jest réwnanie
dz_ 22°—a®
®) . dr 3wz

ktére jest jednorodne. )
Catkujemy je przez podstawienie z={(w, skad de=dz-twd{, co dov-
prowadza nas do réwnania o zmiennych rozdzelonych

dw | 3tdr

PRRCES R
stad po wykonaniu catkowania otrzymuje si¢ fatwo

(1 4+-Lp=0"

Zatem linie git polozone w plaszezyznie @¢ okreflone sa réwnaniami

(m2+z2)9_0”'m4=0, y=0.

Uwaga. Niech bedzie w obszarze T (lub w obszarze T) h(y/z) ;égglm

Weémy dowolny promien, przebiegaj@qy w qbszarze T, o0 poczathku
w punkeie (0, 0). Z (1) wynika, ze Wszyst.kle tuki catkowe przec@?,ia,;?
ten promien, przecinajy go pod jednym i tym samym kagt(?m, rhofk gmi
0d'0 i w, a co za tym idzie, s — co mozna 1at\?vo Wyka,z?ctﬁ—
homotetyeznymi z poczatkiem ukladu jako ~$rodk1em homotetii.
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78. Wezmy pod uwage jakas funkeje L(z, y), okreslong w obszarach
. Ti T zaznaczonych na rys. 13.
Jezeli dla kazdej pary punktéw (x, y) i (i, ty), gdzie ¢ jest hczba do-
¢ wolng rézna od zera, lezacych w T'i T (a wige dla kazdej pary punktéw
lezacych w tych obszarach na prostej
przechodzacej przez poczadtek ukiadu) } y
zachodzi r6wnosé

L(te, ty)=t"L(z,y), ) A ‘ ) ‘}'

gdzie m jest liczba stala, to méwimy,

ze L(z,y) jest w tych obszarach funkcjq 0 Y P

jednorodng stopnia m. :
Jezeli m nie jest liczba catkowitsy,

" to nalezy dodatkowo zalozyé, ze $>0. ]: i

Jezeli w réwnaniu rézniczkowym \W

(10)  P(zy)dz+Q(x,y)dy=0

funkeje P(z, y) i Q(z, y) s3 w obszarach

Ti T jednorodne tego samego stopnia s, to réwnanie (10) mozna (przy

pewnych zastrzezeniach) sprowadzié natychmiast do postaci (1).
Istotnie, z zalozenia jest w T'i T

_t(L‘, ty)=t"P(z,y), Q (tz, ty) =t"Q (z,y).

Przyjmujac w szczegblnodel t=1/x i ograniczajac sie do #>0 lub do
x<0, otrzymamy

P(m,y):mmP(l, %)’ Q(2,y)=a"Q (17 %)7
tak iz réwnanie (10) przyjmie postad v
Y Kl
P(l, Zo)dm+Q (1, :—0) dy:O?
skad wynika réwnanie jednorodne

Rys. 13

przy zastrzezeniu, ze Q(1, y/z)+40.

+ ZADANTA. 36. Scatkowaé nastepujace réwnania:
dy 2x-4-3y dy
=Y 2 2 LA
s o—y Y +:v mydm

(@+y)de—Var f gy =0, (y—vw2+y2)dx+(w—vmﬁrw)dwo,

o
a’z4-by e

(w2+wy+y2)dw+(w2—my+y2)dy=0, oy dy = (2*—y?) da,

(m Y COS = )dw—{—mcos dy 0, Va?Z—Z:Z]/:I;—I@,

Y ) y .Y
sin=—zeos = |xdy— Z4 A =
(y o w)w y (meosm L ysmw)ydw 0.

317. Wyznaczy¢ takie tuki regularne, aby styczna (normalna) w do-
wolnym ich punkeie tworzyla z osia # kat dwa razy wiekszy od kata, jaki
tworzy 2z ta osia promient wodzacy tego punktu.

§ 23. Réwnanie postaci y =h($j:bi—tc—\)
ax-|-by+t¢
79. R6éwnanie rézniczkowe

day aw-+-by ¢
1) - =h(%, |

do  \az+by-t¢
gdzie a,b,¢1 a’,b’, ¢’ 83 statymi, mozemy uwazaé za uogélnienie réwna-
nia jednorodnego rozpatrzonego w ust. 77, str. 109. Jezeli mianowieie
¢=¢'=0, to réwnanie (1) przechodz, przy zalozeniu 270, w réwnanie
jednorodne

Y
Ezﬁ_h(“”+"y)~h "
s \@z+byl a‘—}—b‘g
@

Metoda catkowania réwnania (1) polega na stosownej zamianie zmien-
nych, przeksztateajace] to réwnanie w réwnanie jednorodne.
Zakladamy przy tym, ze funkecja h(z) jest ciagla w jakimé przedziale
) ar+by-+-c

(p, ¢) i ze zmienne iy przebiegaja obszar, w ktérym p <g;_ﬁ—y—_g

W dyskusji wazng role beda graly wyznaczniki drugiego rzedu macierzy

ab c)
(a’ vel
tj. wyznaczniki .
A,=be' —cb’, - Ay=ca'—ac’,  Ady=abl —ba.
Zalesnie od wartodei wyznaeznikéw Ay, A, i A, rozréznimy pare
przypadkéw.
I. A,=A,=A,=0. Poniewas liczby a’, ", ¢’ nie moga by¢é jednoczes-
nie réwne zeru, wiec istnieje taka stata 1, ge tozsamosciowo
ag-+-by+o=Ala'z+b'y4c).

‘W. Niklibore, Réwnania Rézniczkowe.
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Réwnanie (1) przybiera wéwezas postad
ay
T
zbadang w ustepie 65, str. 93.

II. A4=0 i praynajmniej jeden z wyznacznikéw 4,1 4, jest rézny
od zera, Wéwezas istnieje taka liczba 1, ze zachodzi stale jedna z réwnosei
az-+by4-c=2 (a’x+b'y)+¢ lub Cx+-by+¢ =1 (ax+by)+¢, gdzie ctic’
lub ¢’ £2¢. .

Réwnaniu (1) mozemy nadaé w tym przypadku postaé

()

@) @___h(l(a’erb'y)Jrc) b @_h< av+by +e )
de dz+by+c dw \A{aw+by)+c

i natura.lnég jest rzeczg wykonaé podstawienie-
3) @z+dy=v lub av+by=ov.

NaleZy tu zrobié zatozenie b0 lub b#0, co jest dopuszczalne,
gdyz w przypadku Przeciwnym réwnanie (2) nie zawieratoby zmiennej y.
Z (3) wynika réwnanie

dy dv dy v
4) Y S =— 1 b =—.
T T T athy =
‘Wprowadzajae wedlug (3) i (4) wielkodei v i dv/dz do réwnania (2) otrzy-
mujemy réwnanieé

dv v4-¢ av v4-¢
G Py (_) du ( )
7 a’+b'h P lub o a+bh gl

typu rozwazanégo w ustepie 65, sﬁr. 93.
PRZYKELAD 56. Scatkowaé réwnanie

Vzm—y+1dm—1/4w_2y+3dy=o.
Piszemy je formalnie w postaci.

@gzl / Qo—y)+1
dw 2(2z~y)+3 .
i podstawiamy 20—y=v, skad dy=2dz—dp. Po podstawieniu otrzymamy

réwnanie »(]/’v+1-—2l/2v+3)dac+}/ 20+3dv=0, ezyli r6wnanie o rozdzie-
lonych zmiennych :

Vovt3
— T dp=0.
Vo+1-2V213

III. 45540. Wyznaczamy %alkie state o i B, aby podstawienie s=¢-+-q,
Y=n+f przeksztalcalo réwnanie (1) na réwnanie jednorodne. Wobec

dnt-

iom
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tego, 26 dw=d§ i dy=dyn réwnanie (1) przechodzi przy tym przeksztal-
ceniu w réwnanie

@_h( aé-+bn+(aatbp+c) )
73 @&+ (0’ atb' g+c))’
ktére jest jednorodne, jezeli a i  spelniaja réwnodei

aa+bp+0=0, aatbfie=0.

Ze wzgledu na warunek 4,540 stale takie istnieja; sa nimi wspét-
rzedne punktu przeciecia prostych o réwnaniach
(6) ar+by+c=0 i a'z-+b'y-¢ =0,

Posglugujac sie jezykiem geometrii méwimy, ze réwnanie (1) prze-
chodzi .w réwnanie jednorodne przez wykonanie réwnoleglego przesu-
niecia ukladu tak, aby poczatek ukladu wypadal w. punkecie przeciecia
prostych (6). i

PRZYKEAD b57. Scatkowaé¢ réwnanie

(204-3y+-1)dw+ (—4dw-+y—3)dy=0.

Rozwigzujae réwnania 20+3y+1=0 i —4z+y—3=0 otrzymujemy
a=—>5/71 f=1/7. Zamiana zmiennych s=£—5/7, y=n-+1/7 przeksztatca
dane réwnanie w réwnanie jednorodne (2&4-3%)dE+(—4&+n)dy=0.

ZADANIE 38. Scalkowaé nastepujgce réwnania réznieczkowe:

(Bo—2y+1)do+(@+y)dy=0,  (20—y+4)do+(o+2y—1)dy=0,
(@+y+1)do—(@+y+2)dy=0,  (@—2y+1)do(20—4y+2)dy=0,
dy_(2w+y+1)2 dy_/oty—1
a \oty—1)’ iV o—y+41

+ § 24. Réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu

80. Réwnanie postaci
(1) . - y'=ala)y D),

ktére jest liniowe ze wzgledu na funkeje niewiadoms i jej dpochodn@, na-
! AN inig i raedu.
zywamy réwnaniem régnicekowym hmm'vym pierwszego . )
W réwnaniu tym a(w) i b(z) sa dwiema danymi funkeja,ml, cl&gly]m
w pewnym przedziale (p, ). Pierwszg z nich nazywamy wspétezynnikiem,
druga, wyrazem wolnym réwnania. i
gPrawa strona réwnania (1) jest ciagla w prostokacie T' okreflonym

nieréwnogciami
p<w<ly, —oo Yoo
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i ma ciagly pochodna czastkows wzgledem.y; tym samym przez kazdy
punkt prostokata T przechodzi dokladnie jedno rozwigzanie integralne
tego réwnania.

81. W dalszym ciggu bedziemy uzywali czesto précz oznaczenia e*
dla funkeji wykladniczej, réwniez oznaczenia expz. .

Jezeli w réwnaniu (1) jest stale b(x)=0, to réwnanie to nazywamy
jednorodnym. W tym przypadku przybiera ono postaé réwnania o roz-
dzielonych zmiennych, badanego w ustepie 68, str. 98
(2) y' =a(z)y.

Wedlug wynikéw uzyskanych tamze, w prostokacie T mozna Wyréz-
nié dwa prostokaty T, i T, ztozone z punktéw, dla ktérych y<<0 lub y>0.
Ogét rozwigzan sklada sie z rozwiazah przebiegajacych catkowicie albo

w Ty, albo w T, okreflonych réwnofeig
Yy x

lub wyraZniej wzorem
.z

3) - y=yoeXp(fa(8)d8),
Ty

gdzie M= (w,, y,) jest dowolnym punktem jednego z prostokatéw T,
Iub T,, i z rozwiszania w postaci statej

39 y=0;

rozwigzania integralne istnieja w catym przedziale (p, ¢).

Wobec dowolnosei y, mozemy rozwigzania (3) i (3") wyrazid jédﬁym
wzorem

(4) y=Cexp (fa(s)ds), P2y,

gdzie C jest stala dowolng, a x, — jakimkolwiek ustalonym punkfem
przedziatu (p, q).

1
82. Rozwigzdnie (4) réwnania jednorodnego (2) jest punktem v:;yj-
fcia do rozwiazania réwnania ogblnego (1) za pombcad tzw. metody
uzmiennienia stalych, ktéra polega na tym, ze zamiast stalej dowolnej ¢
przyjmuje sie w (4) takg funkeje O=0(z) klasy O w przedziale (p, g),
aby wyrazenie : ‘

(5) y=C(z)exp (fa(s)ds)

byto rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (1).
Przypuéémy, ze taka funkeja C(x} istnieje. Obliczajac pochodng
x x .
(5") y'=C"(z)exp (fa(s) ds) + C(w) a(x) exp (fa(s)ds)
2y

‘2,

icm-
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1+ podstawiajac wartogei (5) i (5%) do réwnania (1), otrzymamy po wyko-
nanin redukeji réwnanie

O"(@)exp ( fz a(s) ds) —b(z)
czyli *

(6) O'(z)="b(z)exp (mfa(s)ds),

z ktérego nalezy wyznaczyé szukang funkeje O(w).
Calkujae réwnanie (6) otrzymujemy

x 13
0 O(@)=D+ [b(t)exp (— [a(s) ds) i,
@ Vom

gdzie D jest dowolng staly catkowania.

Wstawiajac znalezione wyrazenie (7) do wzoru (5) dochodzimy do
wniosku, ze jedli istnieje rozwigzanie réwnania (1) dajace si¢ napisaé
W postaci (5), to musi ono mieé postaé

®) y= [D +fb(t) exp (~—fta(s) ds) dt] exp (fma(s) ds).

Odwrotnie, przez zrézniczkowanie i wstawienie do réwnamia (1)
tatwo sprawdzié, ze funkeja (8) spelnia przy kazdej warbosei statej D
réwnanie (1). Znaczenie statej catkowania jest widoczne, dla ==, mamy
bowiem y(z,)=D, tak ze D jest wartodeia y, rozwigzania w miejscu .

Zauwazmy, ze kazde rozwigzanie (8) istnieje w calym przedziale (p, 9)-

W ten sposdb wzér (8) przedstawia rozwigzanie ogélne réwnania (1).

PRZYKLAD 58. Znajdsmy rozwiazanie ogélne réwnania liniowego
dy/dx=3x"y+ 24" Catkujac najpierw réwnanie jednorodne dy/do=3z% ma-
my y=C¢”. Uzmienniamy stats i rézniczkujemy funkeje y=0(z)e”. Wsta-
wiajae to wyrazenie oraz wyrazenie y'=('(z)e”+3220(z)e” do danego
réwnania rézniczkowego, otrzymujemy warunek C'(z)=2a%¢~, a stad
C(@)=D—2¢""/3. Zatem rozwigzaniem ogélnym jest y=De"—2/3.

" PRZYKTAD 59. Jezeli zmieniamy pole sit elektrycznych, te w prze-
wodniku umieszezonym w tym polu i majacym zdolnosei samoindu'kcji
powstanie prad o natezeniu zmiennym I=I(f). Napiecie B bedzie wtedy
sumg. napigcia Ohma, ktére jest réwne iloczynowi oporu W i nabeze-
nia pragdu I, i napiecia indukeyjnego, ktére jest réwne iloczynowi
wspblezynnika samoindukeji L i szybkosel zmiany natezenia pradu dIjds.
Tak wige
aI
(9) F=WI +LE‘

Zalézmy teraz, ze mnapiecie F jest funkejg periodyczng czasu ¢
(10) E=Esinwt,


Yakuza


118 ROZDZIAL II. Efektywne rozwiazywanie.

co w praktyce zdarza sie bardzo czesto; Fyi w sa to pewne state, z kt6-

rych pierwsza nazywa sie najwigkszym napieciem chwilowym, druga

za§ — czestodeig. : N ‘
W powyzszych warunkach otrzymujemy na wyznaczenie nateze-

nia I(f) réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu

al W

L

a
Wystepujace w nim cztery state W, L, Eyi w sg dane z dogwiadczenia.
Cafkujae najpierw réwnanie jednorodne dIfdi=—WI /L otrzymu-
jemy I=Ce 7¥L. Uzmienniamy stata C i funkeje y=C0e 1L oraz jej

pochodng wstawiamy do réwnania (11) otrzyrriujadc warunek

(11) I+ % sin ot.

a0 - B

e = — t.

o 12 LS]Ilw
Stgd

By o,

dt

a po wykonaniu catkowania

B, r th/L
—I—WJ(WSmwt—mLeoswt)e .
Mnozae te réwno$é przez ¢ UL otrzymujemy rozwigsanie ogélne réw-
naniy (11) postaci

0=0(t)=D

I=De 7L —V—V—E—°-(Wsinwt—mL cos wt).

2_|_ L2w2
Wprowadsmy nows stata okreflong wzorem tgy=wL/W i warun-

kiem 0<<y<<w/2. Wowezas
w

l/ﬁn I1e w;’
i wiér (12) przybiera postaé

(12)

wl

cosy= smy:m

B in

]/Wz_l_ It
Wyznaczymy teraz stala D tak, aby w momencie poczatkowym t=0

natezenie pradu bylo réwniez réwne zeru. Ze wzoru (13) otrzymujemy

(13)’ I=De WL+ (ct-—y).

po_@BL
) W2t Lt o?’
tak e natezenie prgdu jest okreslone funkeja
_ wB,L e [ . ’
(14) I= T e ]/W”_LEEsm(wtwy). /

icm-

Réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu.

119
Interpret:aeja, tego wzoru poucza nas, ze natezenie prgdu indukeyj-
nego sklada sie z natezenia zanikajacego w czasie, okreflonego pierwszym

skladnikiem sumy wystepujacej w tym wzorze i z matezenia periodycz-
nego, okreslonego drugim skladnikiem. :

: Wyraz zanikajacy dazy szybko do zera i to tym szybeiej im Wiéksza
jest .wartoéé stqsunku W/L; zazwyczaj juz po kilkn sekundach WYTraz
*Fen lesp tak znikomo maly, ze prakbtycznie rzecz biorae natezenie I(f)
jest juz po bardzo krétkim czasie periodyczng funkejy czasu ¢, wyraza-
jaca sig wzorem przyblizonym o )

I=I,sin{wt—y),
gdzie dla skrécenia przyjeliémy

Io'—“—:L _.0__- N

. -'/ W2 + L2a?

I, nazywa sie najwigksza chwilows wartodciy pradu.

83. Najdawniejsza. metoda ecalkowania réwnania (1) pochodzi od

-J. Bernoulliego, ktéry pierwszy podal rozwiazanie ogélne tego Té6wW-

nania. Polega ona na tym, ze funkeji y szukamy w postaci iloezynu
dwoéch czynnikéw » i v,
(15) | y=w,
ktére staramy sie stosownie dobraé. Rézniczkujac réwnanie (15) ilwsta,-
wiajge do réwnania (1) otrzymujemy po uporzadkowanin wyrazéw

v[g—g—a(m)u] +u%—b(w)=0.

. Jeteli wyznaczymy funkeje fak, aby wyrazenie w nawiasie klam-
rowym bylo réwné zeru, to na wyznaczenie czynnika v otrzymujemy
réwnanie . o

ktére mozemy rozwigzaé przez catkowanie. .
Jak widaé, metoda Bernoulliego jest w gruncie rzeczy identyczna
z metodg uzmiennienia statych.

84. Omoéwimy kilka wlasnodei rozwigzan réwnania liniowego (1).

Twierdzenie. Jeseli ¢@)#0 & w(w) sa dowolnymi rozwigeaniami
réwnar (2) ¢ (1), to rozwigeanie ogélne réwnania (1) ma postaé
(16) y=yp(®)+ Do{x),

gdzie D jest stalg dowolmg.
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Dowéd. Po pierwsze, widaé od razu, ze funkcja (16) spelnia przy
kazdym D réwnanie (1); po drugie, wobec warunku ¢(2)7#0, moina
zawsze dobraé staty D tak, aby rozwigzanie (16) przechodzilo przez dany
z géry punkt obszaru, co wobee jednoznacznofei rozwigzan dowodzi
laeznie z poprzednim, ze wzér (16) przedstawia rozwigzanie ogélne réw-
nania (1).

‘Wynikaja stad natychmiast nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie. Jeieli znane sq dwa résne rozwiqrania o, (@) 1 @y(x) réw-

nania (1), to roewiqzanie ogdlne tego réwnania moina wyznaczyé za pomocq
dziatar, arytmetycenych, wedtug wzorw

amn Y= ‘Pl(f’")‘f‘D[%(w)_ P1(2)],
gdzie D jest stalg dowolng.
Dowdd. Wystarezy zauwasiyé, ze réznica g,(x)— e, () jest, jak la-

two sprawdzié, rozwigzaniem réwnania (2) réznym od zera, i zastosowad
twierdzenie poprzednie do funkcji g;(x) i wspomnianej réznicy.

Twierdzenie. Dla Laédych treech rozwigzah g,(x), @,(z) i (@) réw-

nawia (1), z ktbrych dwa pierwsze sq rééne, stosunek

(18) P(@)— g1 ()
?a(@)— @1 ()
jest wielkodciq statq niezaleing od @, a zaleéng jedynie od wybom tych roz-
wigzamh.
Dowdd. Wynika to bezpodrednio z twierdzenisa poprzedniego przez
podstawienie y=g¢(2) i rozwiazanie réwnanisa (17) wzgledem stalej D.

Uwaga. Z ostatmego twierdzenia wynika m. in., ze znajac wykresy
dwéch réznych rozwigzan szezegélnych mozemy konstrukcy]me otrzymaé
w widoezny sposéb wykres kazdego innego rozmahzama

ZADANTA. 39. Scalkowaé nastepujace réwnania:

, : 1
y'=gsing, y=""y dy _ wy 1

Y dx 1+w”‘+m(1—|—m2)’

A dy Ly ay
Y’ =ysing 4 cosz, y%—_—aW—}— bsinz, i y(z-+1Iny),

y 1 dy ) .
%zm; cosy@=cowsmy+smw,
dp . . .
- —H/“ ?’(9«") dm’ gdzie @(x) jest funkejy dana,
dy
Lty —
dx Ty cosy
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40. Wyznaczy¢ huki, dla ktéryeh podnormalna jest w kazdym punk-
cie réwna kwadratowi odlegloscl tego punktu od poczgtku ukiadu wspél-
rzednych.

41. Wyznaczyé tuki, dla ktérych spadek stycznej jest réwny sumie

spadku promienia Wodz@ccgo i odecietej punktu styeznosei.

42. Oznaczmy przez M punkt biezacy hiku y= =g(z), przez P — jego
rzut na of 2, wreszcie przez @ — punkt przeciecia sie stycznej w pun-
keie M z osig y. Wyznaczyé ¢(o) tak, aby pole trapezu 0OQMP bylo state.

43. Wyznaczyé trajektorie ortogonalne rodziny krzywych

z—b=Dhe¥", a>0.

44. Punkt materialny o masie m pod wplywem statej sity F' porusza
gig w pewnym osrodku po linii prostej z predkoseia v. Ofrodek stawia
opér proporcjonalny do predkofei punktu. Ulozyé réwnanie ruchu.

45. Znajaec dwa rozwigzania szczegdlne y,=—a?-+1 i y,=—a?-+1
réwnania y'2*—2x(y—1)=0 poda¢ jego rozwiazanie ogélne.

46. Wykazaé, ze stosunek dwdch rozwiagzan szezegélnych g,(z) i ¢y ()
réwnania (1) moze byé napisany w postaci

Ps()

Pi(@)

sl

),

gdzie D jest statg.

47, Wykazaé, ze Wszystkle styezne poprowadzone do lukéw catko-
wych réwnania (1) w punktach, lezgeych na prostej o=, réwnoleglej do
osi 4 przechodza, przy zalozeniu, ze a(x,)70, przez punkt (&, 5) o wspél-
rzednych
1 _ e
g a(w,) a(2,)

Zbadaé przypadek, gdy a(z,)==0. )
48. Dowiedé nastepujacego twierdzenia Liapunowa: réwnanie liniowe

d .
'd‘y' =ky+b(=),
&L

w Ttdrym & jest stala, b(w) 2aé — funkecja okresowa, ma rozwiqeanie swcze-
gblne okresowe, » okresem réwnym okresows funkeji b().

§ 25. Réwnanie Bernoulliego
' 85. Powyzszg Dnazwg oznaczamy réwnanie
a © oy =a(w)y+b(@)y%,

gdzie o jest dowolng liczba rzeczywista. Gdy o=0 lub a=I, otrzymu-
jemy réwnanie rézmiczkowe liniowe, ktére juz oméwilidmy. Wobec tego
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zalozymy, ze a7 01 as1; przyjmujemy, ze funkeje a(2) i b(w) sa ciagle
W jakimé przedziale (p, g). : )

Gdy a>0, to funkeja stala y=0 jest rozwiszaniem szezegllnym
Téwnania (1), a jeseli jest nadto a>1, to jak widad, zachodzi twier-
dzenie o jednoznacznodei rozwiszamia; wobec tego, -jesli jakied rozwig-
zanie znika chodby dla jednej wartosei @=x, nalezgcej do przedzialy
(9, 9); to musi juz ono byé identycznie zerem; moze tak mie byé dla a<1
(p. ust. 49, str. 66). W przypadku, gdy a<0, rozwigzanie znikajace nie
ma w ogble sensu, przynajmniej tak dtugo, jalk diugo réwnania (1) nie
zastapimy réwnaniem rozszerzonym [a(@)y*—+b(x)]de—y—"dy=0. Na-
lezy wreszcie dodaé, ze gdy a nie jest liczba catkowita, to stojac na grun-
cie liezb rzeczywistych nalezy zatozyé, ze y>0. .

Zal6zmy nastepnie, ze mamy do czynienia z rozwigzaniami stale

r6znymi od zera, co réwnowasne jest rozwazaniu réwnania (1) w obsza-

rach p<w<g i y>0 lub y<O0. )

Wykazemy, ze réwnanie (1) mozna w tym przypadku sprowadzié
do -réwnowaznego réwnania liniowego. Istotnie, réwnanie (1) mozna
przepisaé w formie

e = alob(a)
czyli, z uwagi na wzér .
1 dy 1 a .
y° da =1—a d—wy 4
w postaci
s ey b (o).
Przyjmujac
@) ’ Y=
otrzymujemy dla funkeji niewiadomej # réwnanie liniowe
(3) ii“a%zzka(m)z—}—b(m).
Jezeli funkeja

¢=Df(z)+g(x)
jest rozwigzaniem ogélnym réwnania (3), to funkeja

Y= Df(w)+ g(a)| 10—,
przy odpowiednim doborze znaku i obszaru zmiennofei # i D, w ktérym
Jest ona rézna od zera, jest rozwiazaniem ogélnym réwnania (1), zwigzek
zas ‘ ‘ ‘
1-a_
Yy 9(z) _ D
; @)
daje calkg réwnania (1).

o .
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Uwaga. Jezeli znane jest pewne szezegblne rozwigzanie ¥, réwnania
Bernoulliego, nieznikajace i przebiegajace w catym przedziale (p, g), to
tym samym znane jest pewne rozwigzanie szczegélne réwnania liniowe-
go (3), a mianowicie rozwigzanie

=y "

Wobec tego (p. ust. 84, str. 119) dla znalezienia rozwigzania ogdlnego
réwnania (3), wystarczy znaleié rozwigzanie ogélne odpowiedniego réw-
nania jednorodnego, co wymaga jednego catkowania.

Podobnie, gdy znane s dwa analogiczne i ré7ne rozwiazania szcze-
gélne réwnania Bernoulliego, to znane sa tym samym dwa rézne rozwia-~
zania szczegblne réwnania (3), wobec czego (p. ust. 84, str. 120) mozna
automatyeznie wyznaczy¢ rozwigzanie ogélne réwnania (3), a wige 1 r0%~
wigzanie ogélne réwnania (1).

PRZYKEAD 60. W réwnaniu

d _

(‘ig:y'}‘w‘/yy

ktére mozemy tez, dla y>0, napisaé w postaci
1dy
ﬁﬁi:ﬂ—’_m’

podstawiamy 1/1—/-=z i wobec réwnoseci

otrzymujemy réwnanie liniowe
dz
2 — =2+t
dw +

W rozwigzaniu z==Ce*? odpowiedniego réwnania jednorodnego dz/dew=
=2/2 uzmienniamy staly i dla wyznaczenia C(z) otrzymujemy ‘Wa,runi%
20 (w)=we—?. Btad C(@)=—e""(42)D, a wigc z2=—(x+2)+De

i ostatecznie
y=[—(2+2)+De"F,
gdzie D jest dowolng stala,
ZADANIE 49. Rozwigzaé nastepujace réwnania:

a 1 dy e/
l:wy+§, v —ty=2Vy,

do
1 A ey W _
%:(m+*{;)+(y'{‘_§): (wy+aty®) 2 =1.
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§ 26. Réwnanie Jacobiego
86. Rozwazymy najpierw pewne réwnanie ogblniejsze*), do ktérego
réwnanie Jacobiego zawsze mozna sprowadzié, a mianowicie réwnanie
M A(,y)dz+ B, y)dy - C (2, y)(y dw—ady)=0,

przy zalozeniu, ze funkcje 4 i B sy jednorodne tego samego stopnia m,
funkeja za$ € jest sumg dwéch funkeji jednorodnych stopni p i q, tzn.
7Ze

(2) . A(z,y)=a™a (ﬂ)’ B(z,y)=2™b (3) ,
x z

@) - O@y)=a7e, (ﬂ) +wqcz<g),
, - s

‘gdzie @ b, ¢;1¢, 53 to pewne funkeje argumentu z=y/z ciggle w jakimg
przedziale. :
Réwnanie (1) przybiera, wobec (2) i (8), postaé

q(g)dm +b (%) dy - [m”*’"cl (%) + a7 e, (g)} (ydo—ady)=0.

Wykonujae narzucajace sie podstawienie

y=az -
otrzymamy nastepujgce réwnowazne réwnanie o niewiadomej funkeji =
(4) La(z)+2b(2)]do+ [2D(2) —a?~™+ 20, (2) a2+ 20, (2) ] de =0 .

Pozostawiajac ezytelnikowi prosta dyskusje przypadku; gdy w pew-
nych punktach z jest a(2)+2b(2)=0, zatozymy, e jest stale

(5) D(2)=a(z)+2b(z) £ 0.
Wéwezas réwnanin (4) mozna nadaé postaéd

, dv | b(z)  efe) 0(2) 2

5 —_— m+2_ TN ge—mt2
) & 0@ o o =0

2z ktérej widzimy, ze jezeli jeden z wykladnikéw P—m+2, g—m-+2 jest
réwny jednodei, to mamy do czynienia z réwnaniem Bernoulliego. Po-
niewaz zawsze, bez szkody dla ogélnosei, mozna przyjaé, ze zachodzi to
dla plerwszego z wyktadnikéw, wiec otrzymujemy

) Twierdzenie. Jezeli précs zaloser, sforqnuiowunyoh wydej spetmiony
jest warunek p=m—1 i warunek (8), to réwnanie (1) jest efektywnie cat-
kowalne bez wagledu na wartodé wykladnika q.

* P. W. A, Stieklow, Osno’wyl tieorii intiegrirowania obyknowiennych diffie-

rencjalnyeh wrawnienij, Moskwa, 1927, str. 1501 nast.
1

2
Im 126 Réwnanie Jacobiego. 125

Jezeli jedna z funkeji, np. ¢, jest identycznie réwna zeru, to z (5') wi-
daé, ze wypowiedziane twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnej pozo-
statej funkeji ¢, i dowolnego wykladnika ¢. W ten sposéb jako szcze-
gélny przypadek twierdzenia poprzedniego otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie. Jeseli w réwnaniu (1) A(z, y) i Bz, y) sa funkecja-
mi jednorodnymi tego samego stopnia m, a C(w, y) jest funkcjq jednorodng
dowolnego stopnia q, to réwnanie to jest, pray wymienionych przediem za-
toseniach, efektywnie calkowalne.

PRZYKELAD 61. Réwnanie (3+ay —y?)do+ (4 —a2-+ay)dy=0 moze
byé napisane w postaci 3dw-+4dy-+(z—y) (ydw—zdy)=0. Podstawiajac
y=g2 otrzymamy réwna,pie Bernoulliego

dw 4 z—1

G 34de 314z

w czterech éwiartkach plaszezyzny, w ktérych =20 i 2= —3/4.
PRZYKLAD 62. Réwnanie rézniczkowe )
[+ (Lo +lo) Y +0(2, 1)yl do+ [(Lar—Lo) 2+Hlooy —p(@, y) 2 ]dy =0,

w ktérym T 11, s3 stalymi, a (2, y)=ay(y/z) — dowolng funkeja jed-
norodng i ciggla dla wartodei y/z przebiegajacych pewien przedzial, mo-
ze byé napisane w postaci

(L@ +-Loy) A+ (Lo 0+Topy) dy + [T+ (a0, y)}(ydw—mdy)= 0.
Stosuje sie tu zatem wylozona teoria, gdyz -WSpélOZym}ik przy
ydo—wndy jest suma funkeji jednorodnej I, stopnia zero i pewnej drugiej
funkeji jednorodnej @(z, y). ‘ N
87. Jezeli A, B i € sa w réwnaniu (1) liniowymi funkejami zmiemly-ch
x iy, to mamy tzw. réwnanie Jacobiego, ktére zapisujemy w postaci

3

- (6) (dlw-l-bﬂ/‘l-ﬁl)dy—(azw+b;5f;kﬂz)dm~(waﬂf+b3y+03)(mdy—?/dm)= 0.

Zakladamy, ze wspélczynnii%i a5 1 by nie 83 rdwnoczeénie réwne zeru,
gdyz w przeciwnym razie mieliby$my wiadciwie do czynienia z réwnaniem
rozwazanym w ust. 79, str. 113. PoniewaZ précz tego w przypadku cl—..:cz=0
réwnanie (6) jest, przy odpowiednich zastrzezeniach, typu TozWaZanego
przed chwilg, wige narzuca sie my€l, aby do tego przypadku .szojzegél-
nego sprowadzié przypadek ogélny; czynimy to przez podstawienie
(") g={+a,  y=n+§.

Podstawiajge (7) do (6) otrzymujemy réwnanie tego samego typu
(8)  (aif-+bim+07) di— (azé-+bin+c3) & — (a3 +bin+2) (dy —n dE) =0

z nagtepujgcymi wartodciami wspétezynnikéw:
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a=a;—a0, Gy =0,—0ay3f, 3=y
(9) bi=b;—ba, by=b,—b3 f, by=bsy,

a=(a0+b; f+e)—Aa,  og=(ayatdyf+0,)—AB, A=azatbyf-cs.
Aby réwnanie (8) bylo typu rozwazanego w ustepie 86, str. 125,
trzeba aby bylo ¢j=0;=0, co daje nastepujace Wa.rur_l.ki
(@ —2)a+b, f+0,=0,
(10) aya-+(by—1) B+0,=0,
@3a+byf+(63—2)=0.

Jezeli istnieja liczby «, 811 czynigee zado$é réwnaniom (10), to
réwnanie Jacobiego jest przy pewnych zalozeniach rozwizzalne elemen-
tarnie i zagadnienie calkowania tego réwnania sprowadza sie do zadania
algebraicznego, jakim jest wyznaczenie liezb a, i A z réwnan (10).

88. Wiadomo, ze warunkiem koniecznym na to, aby istnialty liczby
a i f czynigee zado§é trzem réwnaniom (10), jest warunek
a—1 by ¢y
(11) D)= ay, . by—2 ¢, |=0;

ag by 0g—A

jesli wiee rozwigzanie réwnan (10) istnieje, to A musi spelniaé réwna-
nie (11), zwane réwnaniem charakterystycenym réwnania J acobiego.

Réwnanie charakteryst;yczne (11) jest stopnia trzeciego, ma wice
pierwiastki 1;, 1,1 15, z ktérych co najmniej jeden jest rzeczywisty. Zaléz-
my, ze wszystkie pierwiastki sg rzeczywiste i ze nie zachodzi przypadek
pierwiastka potréjnego oraz dobierzmy oznaczenia tak, aby bylo 1;52,.

Oznaczmy przez 4;(1) podwyznacznik wyznacznika (11) odpowia-
dajacy elementowi ¢,, a przez 4,(4) — podwyznacznik odpowiadajacy
elementowi ¢;. Mamy . .

A3(2)= @by — Dby a5 042, Ay(A)=a,b5—b;a;—byA.

Zobaczymy, e co najmniej jedna z ¢zterech liczb A4(Ay), A1(Ay), dy(Ay)
1 Ay(2,) jest rézna od zera. Istotnie, gdyby tak nie bylo, to z réwnosci
A1(11)=Al(lz)=0 wynikatoby, ze a;==0, z réwnodci zag Ay(A)=44(25) =0
wynikaloby, ze b,=0, gdyz wyznaezniki 4,(3)1 4,(2), jako liniowe funkeje
zmiennej 2, znikatyby dla dwéch réznych wartogei Ay 1 2,. Poniewaz za$
liczby ay i by nie sy z zalozenia jednoczegnie réwne zeru, wiec i jedna
z ezterech wspomnianych liezb jest réima od zera i bez szkody dla ogdl-
nofci mozemy np. przyjaé, ze A,(i,)7£0. , '

Rozpatrzmy w takim razie ulklad réwnati, w ktéry przejda réwna-
nia (10), jezeli w nich zamiast 2 napiszemy 1,. Wéwezas, wobec tego, ze
4;(4;)#0, mozna z dwéch ostatnich réwnad ukladu wyznaczyé wartosei

o
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i B i, wobee warunku D(4,)=0, wartosci te spelniajg réwniez pierwsze
réwnanie ukladu. Tak samo jest w przypadku A4,(1,) 0.

W ten sposéb wykazaliimy, ze jesli odnosne réwnanie charaktery-
styczne ma wylgeznie pierwiastki rzeczywiste, w tym dwa r6zne, to réw-
nanie Jacobiego jest catkowalne elementarnie.

Do réwnania Jacobiego wrécimy przy rozwazaniu ulkladéw réwnat
rézniczkowych; tam tez oméwimy wylgezone obecnie przypadki.

PRZYEKY.AD 63. Dla réwnania
(—6z-+-4y—12)dy — (3-+5y+6) dw— (2z—4y+4) (@ dy—y dz)=0
pierwiastkami réwnania charakterystyeznego ’
—6—1 4 —12
3. B—1 6 |=0,
2 —4 42

tzn. réwnania ' )
' J3—3224-21=0

89 liczby 4,=0, A;=11i A;=2. R6éwnania (10) przybiorg dla A;=0 postaé

—6a++4f—12=0,  3a+BF+6=0, . 2a—4p-+4=0.

Z, dwéch ostatnich réwnan znajdujemy a=-—-2, f=0; wartosci te
spelniajg i pierwsze réwnanie. Szukane przeksztalcenie ma wige postaé

P=£—2, y=n.

Réwnanie dane przybiera po przeksztalceniu postaé

—(2&+-4n) dn— (3&+5y) A — (28 —4n) (£ dn—n dE) =0,
oméwiong w usteplie 86, str. 125.
ZADANTA. 50. Rozwigzaé nastepujace réwnania:
(—2a+y*) do+ (1— o —ay) dy =0,

(20+3y)do+ (40 —2y)dy+(22—3y +1)(y ds—wdy) =0.

Bl. Scatkowaé nastepujace réwnania Jacobiego: '
(T0-4-8y—B) dy — (Tw-+8y) do—5(z—y)(y ds—wdy)=0,,

Ho+1)(y+1)+y*]ldo—[(z+1) (@+y) —y]dy =O0.

§ 27. Ogoélne réwnanie Riccatiego

89. Przez. ogdlne réwnanie Riccatiego rozumiemy réwnanie rézniczkowe
1) Y =a(@)y*+b(®)y+o(@),

w ktérym a=a(2), b=>b(®) i ¢=c(») sa trzema danymi funkcjami zmien-
nej x, cigglymi w pewnym przedziale (p,q). Gdy jest stale a(z)=0,


Yakuza


128 ROZDZIAL III. Efektywne rozwiazywanie.

otrzymujemy réwnanie rézniczkowe liniowe, gdy za§ ¢(#)=0 — mamy do
czynienia z réwnaniem Bernoulliego. Prawa strona réwnania (1) jest
ciggla w prostokacie T danym nieréwnogciami

o<y, —oo LYoo

i ma w T ciagla pochodna czastkows wzgledem y. Tym samym przez
kazdy punkt M,=(=,, y,) prostokata T przechodzi dokladnie jedno roz-
wigzanie réwnania (1).

W przeciwienistwie do tego, co obserwowaliémy rozpatrujac réwna-
nie liniowe, nie bedzie na ogél prawdziwym twierdzenie, ze kazde rozwig-
zanie réwnania (1) istnieje w calym przedziale (p, q), W ktérym wspél-
czynniki a(x), b(z) i ¢(») 53 okreslone. Mozna podaé przyklad réwnania (1),
ktérego wspblezynniki sa w (p, g) okreflone i ciggle, a ktére nie ma ani
jednego rozwiazania szezegélnego istniejacego w catym tym przedziale.

Réwnanie Riccatiego mimo swojej prostoty nalezy juz do tych
réwnan, ktére nie dajg sie w ogélnym przypadku efektywnie scatkowaé.
Zachodzi to nawet dla tak prostego réwnania, jakim jest tzw. specjalne
réwnanie Riccatiego
dy . "

o =ay*+ ba",
gdzie a i b sg stalymi, ktére daje sie efektywnie rozwiazad tylko przy
wyjatkowych wartosciach wykladnika n.

Okoliczno$é powyzsza powaznie wplynela na rozwéj teorii réwnan
rézniczkowych. Skoro bowiem okazalo sig, ze na ogél nie mozna réwna-
-nia rézniczkowego sealkowaé elementarnie, zadanie efektywnego znale-
zienia jego rozwiazan, chod bylo bardzo wazne, zeszlo na plan dalszy,

zaczgto natomiast uwazaé za gléwne zadanie teorii réwnah réznicz-

kowych charakteryzowanie rozwigzah przy pomocy samego réwnania,’

rézniczkowego, tzn. jego ,zewnetrznej” formy.

90. Jako ilustracje powyzszej uwagi podamy kilka twierdzer odno-
szaeych sie do réwnania (1), ktére albo pozwalajg w niektérych przypad-
kach znalezé jego rozwigzanie ogélne, albo orientuja nas w. jego naturze.
Mamy najpierw

Twierdzenie.. Jeieli znane jest jedno roswigeanie szezegblne  y,
rownania (1), okreslone w calym przedeiale (p, q), to réwnanie to moze byé
sprowadzone do pewnego réwnowasnego réwnania Bernoulliego.

Dowdd. Stosujge zamiang zmiennej y na » wedtug wzoru

(2) y=y,+2,

co jest dopuszczalne wobec tego, ze funkeja vy, jest okreglona w catym
przedziale (p, q) i wstawiajace (2) do réwnania (1) oraz uwzgledniajae, ze
na mocy zalozenia

?/l’)za'y%“!“b'l ot¢,

s

. 3
cm-
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wirzymujemy dla wyznaczenia funkeji 2 réwnanie

® # =(b-+2ay,)2+ a2,

a wiec réwnanie Bernoulliego, ktére przez podstawienie

o 1
4 g==

@ =

moze byé sprowadzone, dla 240 (tzn. gdy rozwigzanie y jest rézne od Yo)y
do réwnania liniowego

(5) ' w':—(b—|-2ayo)w—a.

PRZYKLAD 64, Wesmy pod uwage réwnanie
W :
i = =) (@+y)=ko+ (b—a)y—y,

w ktérym % jest staly. Jak widad, tunkeja o=k jest rozwigzaniem szeze-
gélnym tego réwnamia. Wobec tego podstawiamy, dla kazdego rozwia-
zania y, réznego od statej &, s=y—~k i otrzymujemy dla 2 réwnanie Ber-
noulliego ‘

dz (k R
s +a)s—22.
Przyjmujemy 1/e=w i otriymujemy z kolei dla w réwnanie
. . dw N ' ; 1
a—imw( eta)+1.

Calkujae mnajpierw réwnanie jednorodne otrzymujemy jako jego
Tozwigzanié ogélne funkeje Cel*™7, a po uzmiennieniu stalej otrzymu-
jemy rozwigzanie ogélne réwnania liniowego w postaci

S, ‘
w= [ D+ f Pl ds] g Utariz
. [

Stad otrzymujemy, dopuszezajac symboliczne wartofei --oo stalej
dowolnej D i odpowiednie dzialania nimi, rozwigzanie ogélne rozwaza-

‘nego réwnania postaci

—letale
y=k+——p—,
Dt femtsorngy
4

gdzie wyrazenie w mianowniku powinno byé stale %0, co osiagamy do-
bierajac odpowiednio obszar zmiennodci # i D.

Twierdgenie. Jeseli znane sq dwa réime roswiqrania seczegélne
réwnania Riccatiego, okreslone w calym przedziale (p, q), to zagadnienie
wyznaczenis roxwigrania ogélnego tego réwnania moze byé sprowadzone do
catkowania pewnego réwnania réinicekowego liniowego jednorodmego.

‘W, Niklibore, Réwnania Rézniczkowe. 9
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Dowéd. Jezeli y, i y, sa dwoma opisanymi szezegélnymi rozwiaza-
niami réwnania (1), to z poprzedniego wynika, ze funkeja
=Y1—Y
jest rozwiazaniem szezegélnym réwnania (3), a funkeja w=1/(y, —.3’1) jest
rozwigzaniem szczeglnym réwnania liniowego (5). Catkowanie tego
ostatniego sprowadza sie wiec do calkowania odpowiedniego réwnania
jednorodnego,. c. 'b. d. o."

Twierdzenie. Jeseli zname sq irzy rééme rozwigeania szezegilne
réwnania Riccatiego, preebiegajace w oalym przeduiale (p, q), to moina po-
daé romwigzanie ogdlne tego réwnania przes wykonanie déiatarh arytmetycznych.

Dowdd. Jezeli yy, y, 1y, 58 znanymi, réznymi rozwigzaniami réwna-
nia (1), to z poprzedniego wynika, ze funkeje

1 1

o , % s v
53 T6znymi rozwigzaniami réwnania typu (5), dla kt6rego mozna (p. ust.
84, str. 120) od razu napisaé rozwigzanie ogélne w postaci

(6) e wy

W=W1+D (s —wy).

Stad dostajemy ogét ;vszystkich réznych od y, rozwiazan réwna-
nia (1) w postaci - : .
. 1

Yy=ys+

’

™M

1 ( 1 1 ) :
Yi—Ys Yo—=Ys Y1—Ys
a dopuszczajac symboliczne wartodei D= Z-co stwierdzamy na,tychm{ast,
ze (7) przedstawia rozwiazanie ogélue réwnania (1), ¢. b. d. o. Zastrzega-
my tu oczywifcie, ze mianownik w ulamku wystepujacym po prawej
stronie w (7) powinien byé-rézny od zera.

Twierdzenie. Dla kaidych ceterech roewigrad Y13 Yay Ys © Y réWNA-
nia (1) istniejaoych w jakim$ preedeiale, z kidryck itrey pierwsze sq résme,
iloraz .

(8) ?/—?/1:@—?1
Y—Ys Ya—ys -
jest wielkosciq statq, niezaleing od », & zaleing jedynie od wyboru tych roe-
wigzash.
Dowdd. Wynika to bezposrednio z (7 )y przez rozwigzanie wzgledem

state] D; gdy y=y,, wéwezas jako staly stosunelk (8) nalesy przyjaé
symboliczne wartogei D= -4-co.

' '91. Ponpiewaz ni¢ istrieja metody efektywnego catkowania réwnania
Riceatiego w ogélnym przypadku,: wiec tym wazniejsza jest zmajomodé
pewnych przeksztstcen, sprawadzajgcyeh réwhanie do postaci. prostszych,

icm
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fuz?valaja9§rch albo niekiedy odgadnaé rozwigzanie szezegblne, albo Iat-
wie]j §ledzié wlasnodei rozwigzan ha podstawie samego réwnania. W tym
kierunku prowadzg nastepujace twierdzenis,

Twierdzenie. Jeteli w réwnaniy (
stale réény od zera i Klasy CY to mosna
kiego réwnania Riccatiego, w ktérym. wsp
niewiadomej réwny jest 1 albo ~—1.

Dowdd. Niech bedzie

1) wspblezynnik a=a(w) jest
sprowadzié réwnanie (1) do ta-
Slezynnik prey kwadracie funkeji

&
. yzuﬁ ,
gdzie u jest nows funkejs niewiadomg, zmiennej 2, zag e=-+1. Podsta-
wiajac do (1) otrzymujemy réwnanie réwnowazne
d e &du & €
9 == =qu2-_ —
(9) udm( )+ au az—}—bua’—}-c,

al  ade
ezyli wobec zalozenia, ze a0, réwnanie
da

du . de
%=eu+ b—*——a— u—{—aa,c,
c. b. d. o.

Twierdzenie. Jeseli w réuwnaniu (1) wspdleaynnik a=a(z) jest
stale régny od zera i Ilasy O i jeseld funkeja b jest klasy O1 to réwnanie
Riccatiego mozna tak preeksztateid, aby wspdlozynmik prey Fwadracie fun-
keji miewiadomej nie ulegh emianie ¢ réwnoczesnie, aby wmikt wyraz zawie-
rajacy fumkeje niewiadoma w potedee plerwsze;.

Dowdd. Podstawmy w réwnaniu (1) .

y=u+w,

gdzie w jest nows funkeja niewiadoma, v za§ — chwilowo nieoznaezoﬁag
funkeje pomocnicza, okreglong i bedaca klasy O w przedziale (p, 9). Po
uporzgdkowaniu przeksztaleonego réwnania (1) otrzymujemy

du ; dv
o = R 2 —_ 1.
in aut - (ch+b)u+(aw +bv+t-c dw)
Jezeli teraz podstawimy

b

V=

2a

0, jak widad, réwnanie (1) przybiera zadang postaé

i}
w =au?+0,
dw
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b2 4q2 92 db zbd_a
—ab?+-4a*c+ adm iz
O=C(z)= .

4a?

Wykonujac po kolei przeksztalcenia wskazane w poprzednich twier-
dzeniach mozemy wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie. Jezeli w réwnaniu (1) wspdlozynniki a © b sq klasy C*
i jeseli- a0, to réwnanie ogélne chatzego moina sprowadzié do postact

szezegllnie prostej
ay

%zayz—i—(}’,

gdeie e=+1, C za$ jest pewna funkcjq ciqgla, wymz‘aj@ccg sig przez funkcje
a, b, ¢ 1 pochodne dajdy i db/dm.

ZADANTA. 52. Wyznaczyé rozwigzania ogdlne na.st(gpu]ahcych réwnan:
y=1+at—y,  y=yitey—2fF-1,  y'=27Y -
znajge odpowiednio ich rozwiazania szezegdlne
) Y=z, y=1/z, y=e"
53. Odgadnaé rozwiazanie szczegélne, a nastepnie wyznaczyé roz-
wigzanie ogélne nastepujacych réwnan:
y'=l-my—1t, y'=QQ—ay)Q@®)—y’, Y =cosz—ysinzty®

54. Wykazaé, ze jezeli W réwnaniu (1) wprowadzimy nows zmienna
niezalezng ¢ za pomocy podstawienia typu z=@(1), to otrzymamy nadal
réwnanie Riccatiego, przy stosownych zalozeniach o funkeji Q(t).

b5. Wykazaé, ze jefli w réwnaniu (1) zamiast funkeji y wprowa-
dzimy za pomocy przeksztatcenia homograficznego nows funkeje

‘ _W+h
T yts

to otrzymamy nadal réwnanie Riccatiego; a, 8,y 1 § sg takimi funk-
cjami klagy C' zmiennej z, ze ad—fBy+£0.

56. Wykazad, ze jedli v, i y, sa dwoma szczegohlyrm rozwigzaniami
réwnania (1), to przy stosownych zastrzezeniach wzér

vt Dty exp - | [b(s)—{—2a(s)y1(s)]ds)

Y=
1+D(ys—y,) eXp( f[b )MS)

przedstawia rozwigzanie ogélne tego réwnania. :

® ) .
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§ 28. Réwnanie Boole’a i réwnanie Riccatiego specjalne

92. Szczegblne rownanie Riccatiego
1) . ) my'Lay+by2:am“,
w ktérym a, b, ¢ 1 u'sa pewnymi stalymi nazywamy réwnaniem résnicz-
kowym Boole’a. Zakladamy, ze b0 i ¢50, aby wykluczyé przypadek
réwnania liniowego Iub réwnania Bernoulliego, oraz ze 0. Jak zoba-
czymy, réwnanie to mozna w niektéryeh przypadkach efektywnie scal-

kowad. )
Wykonajmy najpierw nasuwajace sie podstawienie

y=ua%,

gdzie ¢ jest staly chwilowo nieoznaczong. Po uproszezeniach i uporzgd-
kowaniu otrzymamy réwnanie o zmiennej 2, ktéremu mozna nadaé postad
(2) ) @2’ 4 (q— )2+ bale? = cxh~%

Widzimy stad, Ze jeSli réwnoczesnie g=a i u—g=g, to ré6wnanie (2)
przybiera postad
(3) i C R et (b2 —c)=0,
w ktérej zmienne daja sie rozdzielid. Aby taka Wa.rtoéé‘q mozna bylo
wyznaczyé, musi byé u=2¢ i wtedy nalezy przyjaé g=a=u/2. Ma,my
wiee -

Twierdzenie. Gdy u==2a, wowczas podstuwienie y=ax"% przekszialca
réwnanie (1) na réwnanie (3). o #miennych rozdzielonych.

93. Boole wykazal, ze przy pewnych wartodciach statej f podsta-
wienie

_ ”
(4 y=F+~»

gdzie v jest nows funkeja niewiadoms, przeksztatea réwnanie (1) w réw-
nanie tego samego typu.

Istotnie, ograniczajac sie do wartodei >0 i y##p otrzymujemy
w tym przypadin réwnanie rézniczkowe .

(5) w'o'-.(.bﬁi;a'ﬂ

—c)vz—(y—a+2bﬂ)v=bw“,

ktére jest réwnaniem Boole’a, jezeli tylko
' b —ap=0,
czyli jezeli przyjmiemy f=a/b lub f=0. Stagd mamy
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Twierdzenie. Podstawienia
a x* . ¥
Y= — 7 =
Y b + v y v

preeksaaleaja réwnanie Boole'a romwasane w obszarach x>0 ¢ y>p lub y< B,

gdzie f=afb Wb f=0, w analogicene réwnanie Boole’a w odpowiednich .

obszarach zmiennych x i v.
94.. Zbadajmy najpierw podstawienie typu
o o
y= 5‘}";;:
odpowiadajgce przypa,dkowi Bf=ajb; w tym przypadku réwnanie (5)
przybiera postaé
® e
Ograniczajac sie do wartosei >0 1 v, #(u-+a)/e oraz przyjmujge
V= pta + zi” ’

9 Uy i

mozemy do tego réwnania zhowu zastosowaé podstawienie tego typu, '

doprowadzajgce nas do réwnania

’ !
, 20, — (2 a) vy -+ bvs =, i
Podstawiajae analogicznie
2 a
vy uta s
b Vg ;

ofrzymamy z kolei réwnanie
20— (3u-+a)vytcvi=ba*
i postepujac tak w dalszym ciggu otrzymamy po wykonaniu % takich
podstawierd réwnanie : : '
: 25, — (hp+a) v, +Pv} = Qx*,
. gdzie dla k parzystego nalezy przyjaé P=>biQ=c, a dla k nieparzystego
nalezy przyjadé P=c i Q=b.

Stad i z udowodnionego w ustepie 92, str. 133, twlerdzenia wynika
wniosek, ze jesli po k krokach bedzie #=2(ku-+a), to otrzymamy réwna-
nie, ktére da sie sprowadzié do réwnania o zmiennyeh rozdzielonych.
Przypadek ten zachodzi oczywiscie wtedy i tylko wtedy, jezeli liczba
(r—2a)/24 jest catkowita i dodatnia.

Zbadajmy z kolei podstawienie typu

?/=_?

e
tm -
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odpowiadajace przypadkowi £=0. Réwnanis (5) przybierze w tym przy-
padku postaé ‘ .

20— (p—a)v--cv’= b~

W mysl tego, co przed chwilg wykazalidmy, réwnanie to da sie efek-
tywnie scatkowaé, gdy liczba [r—2(u—a)]2u=(2a—u)[24 jest calkowita
i dodatnia, czyli gdy (u—2a) [2p jest liczba catkowita ujémng.

- Ostatecznie mamy wiee nastepujace

Twierdzenie. Jeieli wyrasenie (u=2a)/2u jest liczhg catlowitq, to
réwnanie Boole’a mogna sprowadeié do réwnowasnego réwnania o emiennyeh
rozdeielonych, ogramiceajoe stosownie obszar emiennodei ® 4 vy, a wigs jest
ono w tym praypadku efektywnie catkowalne.

95. Tak zwane specjalne réwnanie Riccatiego: (p. ust. 89, str. 128)
(M) Y =ay*+ba",

gdzie >0, sprowadza sie przez proste podstawienie,

?
y=-
. &
do réwnania Boolé’a typu B '
(8) Co wz'—z—az2=§m"+2,

w ktérym role a gra liczba 1, role za$§ x — liczba n—+2. -
Jesli wiee liczba (n+2—2)/2(n+2)=n/@2n+4) jest catkowita, to réw-
nanie (7) mozna sprowadzié do réwnania o zmiennych rozdzielonych.
Przyjmujac n/(2n-+4)=Fk widzimy, ze zachodzi. to wtedy, gdy n jest po-
staci 4k/(1—2%), gdzie % jest liczba catkowitg, a ’
Gdy koo, wowezas n okreflone w powyiszy sposéb zmierza do —2:
Wtedy podstawienie

?/=;

przeksztalea, przy zastrzezeniu .y=£0, réwnanie (7) w réwnanie

2
2 = —a—b (E) ,
x

o

& wige w réwnanie jednorodne, ktére mozna scalkowaé elementarnie.
Reasumujae mamy wige

Twierdzenie. Jeseli n=—2 lub jeseli n jest postacs 4k%/(1—2k), gdeie k
jest licebq catkowita, to réwnanie (7) mose byt sprowadrone. droge wykonania
skothezonej liceby elementarnych podstawieh i pray stosownym ogramiczeniu
emiennoser » .4 'y, do réwnowasnego réwmamia efeltywnie rozwiazalnego.
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Uwaga. Liouville wykazal, ze podane wyzej przypadki sa jedy-
nymi, w ktérych réwnanie (7) daje si¢ scatkowaé przez wykonanie skon-
czonej liczby operacji elementarnyeh *). ‘

ZADANTA, 57. Scalkowaé wedlug opisanych metod nastepujace
réwnania:

VIS I SRR
Yty=s—  UHYs Y =4t o

Va* at’
podajac obszary zmiennofci z iy, w ktérych wolno wykonad wlasciwe
przeksztatcenia. . .

58. Sprowadzi¢ réwnanie sy’ =ay®+by+ez™, w ktérym a,b, ¢ i n
sg stalymi, za pPomocs podstawienia z=¢% y==£&y, do specjalnego réwna-
nia Riccatiego. Wyznaczyé odpowiedni wykladnik a oraz podad warunki
elementarnej catkowalnosei danego réwnania lacznie ze stosownymii za-
strzezeniami co do obszaréw zmiennodei & i ¥.

§29. Teoria czynnika catkujacego
96. Jezeli réwnanie
B ) . Pz, y)de+Qw,y) dy=0

Tozwazane w pewnym obszarze T jest zupelne, to, jak widzieliSmy w uste-
pie 64, str. 93, réwnanie to jest efektywnie rozwiazalne. Jezeli réwnanie (1)
nie jest zupehe, to powstaje myél, czy nie mozna pomnozyé go stronami
przez taks funkeje N(w,y), okreSlong w obszarze T, aby przeszlo ono
W réwnowazne réwnanie zupehe. ’

Przyjmijmy nastepujace okreslenie: jezeli przy danym réwnaniu (1)
1 jalkiejé funkeji N=N(z, y), ciaglej i réinej od zera w obszarze T, réw-
nanie rézniczkowe postaci :

@ Nay9)P(s,y)de+Nw,9)Q(z,y)dy =0
jest w obszarze T' zupelne, to méwimy, ze tunkeja N jest ceynmikiem cal-
kujgeym réwnania (1).

Zalozenie, ze ma byé N{z, y)+ 0 wprowadzili$my po to, aby réwna-
nie (2) pozostawalo réwnowazne z (1).

97. Znajomosé ezynnika catkujacego dla réwnamis (1) ma, jak widad,
pierwszorzedne znaczenie i nasuwa si¢ pybanie, w jaki sposéb mozna taki
czynnik efektywnie wyznaczyé. Czesciows odpowiedZ na to pytanie daje

Twierdzenie. Niech funkcje P(z, y) i Q(w, y) wystepujace w réwna-
niw (1) bedg klasy C* w obszarze T, a obszar ten miech bedwie jednospdiny.
Na to, aby funkcja N(z,y) klasy C* byla ceynmikiem catkujacym réwna-

*) J. Liouville, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 6 (1841).

iom:
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via (1), potrzeba © wystarcza, aby byla ona stale rééna od zera oraz aby
spetniona byla w obszarze T réwnodé i
(3) 2HP)_o(NQ) -

oy ox
Tub réwnowaina jej réwnodé

0N (z,y) oN(z,y)
4) Q=) om —P(m,y)T =

: oQ(w,y)  aP(m,y)
— N(z,y) [—-—a—’——— 2.
= oy
Dowdd. Wynika to bezposrednio z okreglenia czynnika calkujacego
oraz z warunku (6) podanego w ustepie 64, str. 92.
Roéwnanie (4) nosi nazwe réwnania czynnika catkujqcego dla réwna-
nia (1).

] 98. Réwnanie (4) jest wzgledem niewiadomej funkeji N{=,y) réw-
naniem o ‘pochodnych ezastkowych pierwszego rzedu. Rozwiazanie ta-
kiego réwnania jest zadaniem na ogét o wiele trudriejszym niz rozwia-
zanie réwnania rézniczkowego zwyczajuego (1) i powstaje pytanie, czy
z punktu widzenia praktycznego poszukiwanie ezynnika catkujacego ma
jakas$ wartosé.

W celu wyjasnienia tej watpliwodei nalezy zauwazyé, po pierwsze,
ze dla gkorzystania z czynnika calkujacego przy rozwiszywaniu réwna-
nia (1) nie potrzeba znaé wszystkich rozwigzand réwnania (4), a wystar-
cza znajomosé jednej funkeji nieznikajgcej i czynigcej zadosé temu réw-
naniu, po drugie, ze w wielu przypadkach takie jedno szezegélne rozwia-
zanie réwnania (4) daje sie po prostu odgadngé i po trzecie, ze istnieje
klasa przypadkéw, gdzie czynnik catkujacy daje sie wyznaczy¢ wediug
§cifle okreslonych metod postepowania, z ktérych kilka bedzie oméwio-
nych ponizej w dalszym .ciggu tego paragrafu.

Z tyeh powodéw nalezy uznaé nie tylko teoretyczng ale.i praktyczng
warto§é poszukiwania czynnika catkujacego. R

PRZYKELAD 65. Lewa strona réwnania rézniczkowego

2 2 2|2 ’
o4 yi—1 a2y +ldy=0
@

dx -

nie jest réZniczksy zupelna. Jezeli jednak réwnanie to pomnozymy przez

funkeje @y, to otrzymamy réwnanie
o(@*+y—1)do+y(@*+y*+1)dy =0,

ktére juz jest zupelne. Funkeja xy jest wige ezynnikiem Qalkujaac'ym da-
nego réwnania 'w calej plaszezyZnie zmiennych « i ¥ z wylgezeniem punk-
tu (0, 0). Czynnik ten mozna po prostu odgadnaé. ;

99. Obecnie podamy trzy przypadki, w ktérych czynnik c.aJ}kujagcy
réwnania (1) daje sig wyznaczyé metodami fcisle okreflonymi. Zakla-
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damy, ze funkeje P(z, ) i Q(=, y) sa Klasy C' w pewnym jednospéjnym
obszarze T.

I. Wyznaczanie czynnika calkujgcego, zaleznego tylko od
jednej ze zmiennych, postaeci N=u(z) lub N=w(y).

Udowodnione w ustepie 97, str. 136, twierdzenie wskazuje, ze na
to, aby funkeja u(z) klasy O* jednej tylko zmiennej # byla czynnikiem
catkujgeym réwnania (1), potrzeba i wystarcza, zeby: 1° byla ona okre-
§lona w przedziale (a, b) bedaeym rzutem obszary T na of », 2° byla rézna
od zera, 3° spelniata w T warunek

du(z) oP(zy) BQ(w,y)).

(8) ) Q(z,y) i —ﬂ(m)(T T

-Widzimy, ze jezeli dla opisanej funkeji u(z) zachodzi zwigzek (5)
to wobec warunku u(x)=£0 jest, przy zalozeniu Q(z, y) #0,

oP(2,9) _ 9Q(@,y)
® anp@)| oy w

’

de Qz,y)

Réwnosé ta orzeka, ze wyrazenie wysﬁ@pujace Do jej prawej stronie
nie zalezy od y, tzn., ze jest ono funkejg tylko jednej zmiennej  w obsza-
rze T i ze funkeja u(z) ma postaé . :

: 0P(,y)  0Q(x,y)
(7) (@)= exp (f ay oz
‘ Qz,y)

Na odwrét, jezeli wyrazenie Po prawej stronie (6) nie zalezy od y, to
funkeja p(z) wyznaczona wzorem (7) czyni zadoké zwiazkowi (6), a wiec
i réwnaniu (5), a poniewas nie znika, wige jest ona czynnikiem catkuja-
¢ym réwnania (1). ‘

Reasumujge otrzymujemy

de | :

v

Twierdzenie. Na to, by pray zaloseniu Q& y)7£0 i zatoseniach wy-
mienionych na poczatku ustepu 99, str.-137, istniak crynnik catkujqey row-
nania (1) zaletny tylko od wmiennej ©, potraeba i wystarcza, aby wyrasenie

0P(z,y)  0Q(w,y)
oy oz
Qz,y)

nie zalesalo od- zmiennej vy. Jesels warunek ten jest spelniony, to wedr (7)
okreSla coynnik catkujacy réwnania (1),

PRZYKEAD 66. Dla réwnania rézniczkowego
*) (30 + 2%+ 6ay) dw 4 3 (a4 y%) dy = 0

icm-
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achodzi, jak ‘widaé, w plaszezyznie zmiennych 4 i y bez punktu (0, 0)
zwigzek
6(3m4y—|—m2y3+6my) 33 (x%+y?)
’ oy - ox
3(xt4-y2)
Na moey (7) ezynnikiem ca}kujeycym zaleznym tylko od zmiennej
jest wyrazenie u(x)=e*". Jak fatwo sprawdzié, réwnanie
1 (3uty + %P+ B2y) dw+ 3¢ (22 -+ 42) dy = 0
otrzymane z (*) przez pommozenie go przez ten czynnik catkujgey jest
zupelne; mozna usungé nadto zastrzezenie co do- wylaczenia punktu (0, 0).
II. Zamieniajac role zmiennych » i y oraz funkeji P(z,y) i Q (=, y)
otrzymujemy natychmiast

=2,

Twierdzenie. Na to, aby istnial ceymik cathujacy réw-rfzm.ia (1)
zalegny tylko od emiennej y, potrzeba i wystarcea, seby pray wymwmo*.nyc'h
w wustepie 99, str. 137 zaloteniach ¢ prey zalodeniu P(z, y) 0, wyraienie

2Q(,y)  9P(z,y)

(8) v om
P(a,y)

nie zaledato od emiennej w. Jedeli warunki te sq spetniome, to funkeja

0Q@y) _3PG,y)
»(y)= % exp f o y _dy

Pla,y)
jest céynnikiem cathujacym rownamia (1).
PRZYKZAD 67. Wyznaczyé czynnik catkujgcy réwnania

_ay do[Fe(y)+v(y)1dy=0,

gdzie p(y) 1 »(y) sa dowolnymi funkcjami klasy 01., okreélony@i dla y£0.
Po latwym rachunku wyrazenie (8) przyjmuje w rozwazanym przy-
i)a@ku w obszarach, gdzie 2540 i y=%0, postad .

- . . A o
co wskazuje, ze istnieje tam czynnik catkujacy dapego réwnania zalezny

tylko od y, postaci
2¢(y)—1  \.
r=enp [ 201 )

zagtrzezenie, 7o ‘w40 mozna teraz usunab.
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II1. Zbadajmy wreszeie, kiedy istnieje -analogiczny czynnik catku-
jacy w postaci iloczynu dwéch funkeji, z ktérych kazda zalezy tylko od
jednej zmiennej ’

) pl@)(y).

Zakladajae, ze (9) jest zgdanym czynnikiem catkujacym i stosujac
warunek (4) podany w ustepie 97, str. 137, otrzymujemy
dln din a d

[ufe)] P(z,y) W)l _oPw,y)  0Q@y)

dz . dy ay o

Stad, przyjmujac omaczenia dln | u(z)|/do=p(x) i dn|»(y)|/dy=yp(y),
widzimy, ze warunkiem koniecznym istnienia -czynnika catkujacego po-
staci (9) jest istnienie takich dwéch funkeji ¢(x) i w(y), dla ktérych zacho-
dzi tozsamodciowo réwnodé

Q)

o)y  2P@my)  2QMy)
oy - oz .
Na odwrét, jezeli zachodzi tego rodzaju zwigzek, to przyjmujac
1) o) =kexp([e@)da), * wy)=+exp([p)a),
otrzymujemy, jak widaé, zadany czynnik ecalkujacy w postaci
+exp( [p(a)dz+ [y(y)dy).
PRZYKEAD 68. Réwnanie
amdy—byclﬂ—(alm—}—bly—l—cl)(wdy~ydm)=0

jest réynaniem Jacobiego i mogloby byé scalkowane metods wylozong
W ustepie 86, str. 125. Poszukajmy tu czynnika catkujacego. Przyjmujac

P=(a,04+by+o~b)y, Q=—(ao+by+e—a)s

mamy, jak widaé,

=Q(@,9)9(2) —P(z, ) p(y).-

P 3Q
537—5=301x+3b1?/+201—“— b.

Zapytajmy, czy istnieja takie funkeje p=oz) i p=y(y), aby prawa

strona pewyzszej réwnosci byla réwna Qp—Py, tzn., aby
3a,2+3b,y+2¢,—a—b=
(12) =“(a1-”+b1?/+01““‘)$¢(m)‘(“1$+b1'3/+01**b)?/‘/’(?/)'

’La.th) sie.; domydlié, ze warunkowi temu mozna bedzie uczynid za-
fioéc przyjmujac w obszaraich, gdzie £ i y sa rézne od zera, np. dla z>0
1y>0
(13) : ) ) 4 B

TSR
® !
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gdzie 4 i B sy statymi, ktére nalezy stosownie dobrad. Podstawiajac
(13) do (12) mamy dla wyznaczenia tych statych warunek

8030-+-3b3Y+26;, —4—b=—ay(A - B)s—b,( A+ B)y -+ (a—oy) A+ (b—c,)B

czyli
A+B=-3, * (a—e)A+(b—e,)B=—a—b+20,.
w zato.Zeniu, Ze réwhania powyzsze sa rozwigzalne wzgledem A i B,
co zachodzi z pewnofcia, gdy a—b+0, otrzymujemy po wyznaczeniu
stalych 4 i B zgdane funkcje (11) w postaci

w(@)= exp( f %Z—””) =24, s(y)=exp ( f lijﬂ) =97,

& wige i czynnik calkujacy tego réwnania ksztattu

xdyB,
100. Przyjmujgc oznaczenia.i zalozenia podane w ustepach 721 73,
str. 105 i 106, wykonajmy w réwnaniu (1) zamiane zmiennych wedlug
wzoréw

(14) Cowe=X{&n), y=Y(n).
Przeksztalecamy réwnanie (1) w réwnanie réwnowazne
(15) ~ R(&m)dE+-8(&n)dn=0,

gdzie funkeje B=R(£,%) i §=8(£,7) sa okreflone odpowiednimi wzorami
w ustepach 72 i 73, str. 105 i 106. Zachodzi nastepujace
Twierdzenie. Jezeli funkcjo N=XN(xz,y) jest czynnikiem calkujqcym
réwnania (1), to funkcja
(16) : M=M(&n)=N[X(&n), X(&n)]
jest ceynnikiem callujacym réwnania (15).
Dowdd. Z zalozenia wynika, ze istnieje w obszarze T taka funkcja

U=U(,y),
dla ktérej jest tozsamogciowo
d .
f9—IZ=NP i —U=N Q.
o ay

Przyjmujace teraz analogicznie jak w ustepie T4, str. 106,
W=W(&n)=ULX(&n), Y(En)]
i ﬁwzgl@dniajsge oznaczenie (16) i (14) otrzymujemy, rézniczkujge fun-
keje W wzgledem £,

. OW U oUdy" o oy ( ox ay)__
Ll o YyP— 4+ MQ = =M|P—=+Q—|=MR
ok am 9E oy OF P & +39 o0& 3k 9 8k
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i analogicznie, rézniczkujac W wrgledem 7, otrzymujemy
' ‘ oW
—=MS.
o1
Otrzymane réwnosei wskazujg, Ze po pomnozeniu przez czynnik' M
réwnanie (15) staje sie zupehe, co lacznie z wynikajacym z (16) warun-
kiem M0 dowodz, ze funkeja (16) jest czynnikiem catkujacym tego
réwnania.
101. Wyznaczymy teraz czynniki catkujace dwoch waznych réwnan:
liniowego i jednorodnego. } )
L Jezeli réwnanie liniowe rozwazane w ustepie 80, str. 115, napi-
szemy w postaci réwinowaznej
17 [a(2)y+b(z)]dw—dy =0,

to widaé od razu, ze odpowiednieb'wyra)Zenie wystgpujace po prawej stro-
nie wzoru (7) jest w tym przypadku tunkeja wylgeznie zmiennej @ réw-
ng —a(z). Tym samym funkeja *

exp (Hfa(w) dfa)

Jjest ezynnikiem catkujageym réwnania (17).
II. Jezeli funkeje P i Q s3 jednorodne stopnia m, tzn., gdy
Y Y
P=gmp|? =gl Y
o), e=e(),
gdzie p i g s pewnymi funkejami ciqgl"ymi_a;rgumentu u=ylr w jakimg

przedziale [a,f] zmiennodei argumentu %, t0 réwnaniu (1) mozna nadaé
postad

oflrr el
czyli, po podstawieniu Y =uz, postaé .
(18) Ao [p(w)+ug(w)]} do+a™+ g(u) du=0.
Jezeli réwnanie to pomnoz’ymi -przez fﬁnkcj@
) 1
& p(w) +ug(u)]’

_to przejdzie ono w réwnanie o zmiennych rozdzielonych. Funkeja M (x, )
jest wiee czynnikiem ca&]mjaycyi‘n réwnania (18), stad zag funkeja

1

miif ) (9) 1Y (9] )
=23+ 23]

M (2, )=

N(z,y) =M(m, —y—) =
»

® 4 .
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n. funkeja

1
Nay)= e

@ P(@,y)4-yQ(z,y)
jest, na podstawie twierdzenia dowiedzionego w ustepie 100, str. 141,

czynunikiem catkujacym réwnania jednorodnego. Nalezy tutaj oczywiscie
zagtrzee wykonalnodé .wystepujaeyeh dzieler.

102, Zal6zmy teraz, ze znane s dwa czynniki eatkujace réwna-
nia (1): Ny=N,(w, y) i Ny=N,(z, y), oba klasy (' oraz ze funkcje P i @
wystepujgce w tym réwnaniu sy takze klasy G- Stosujac znane twier-
dzenie o pochodnych mieszanych, mamy

oN, AN,
) oN.Q_oNP
om oy
czyli .
oN, - 8 N, apP -
(20) M_IQ+_QNi= *P+—N,, 1=1, 2.
oz ox oy oy :

Mnozae kolejno réwnania (20) przez N, i przez N, odejmujac stro-
nami i przenoszage wyrazy otrzymujemy :

8 F) 2 aN
EE——NZE)—P(N1&~N _%) =0,

@ (N1 o o ay * oy

stad zag, dzielac obie strony przez N3, otrzymujemy ostatecznie

Qi(ﬁvﬁ)_pi(&) =0.
9w\ Ny oy \ N, }

Z ypowyzszego wynika, ze funkcja N,/N, spelnia w obszarze dowol-
nym 7' réwnanie o pochodnych czgstkowyeh przynalezne do réwnania (1),
co pozwala (p. ust. 61, str. 89) wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie. Jeteli N, ¢ N, sq takimi ceymnikami catkujacymi
klasy C* réwnamia (1), se dloraz N,/Ny nie redukuje sig w sadnym otocze-
niu gadnego punktu obsearu T do stalej oraz jezeli obszar T mie zawiera
punktéw osobliwych, to wymieniony loraz jest colkq réwnania (,1)'

Na og6l wige, znajac dwa czynniki catkujace réwnania (1), mozna
od razu otrzymad jego calke.

Na odwrét, znajac rézng od zera calke U=U(x,y) réwhania (1)
i jeden jego eczynnik calkujacy klagy C* postaci N,=N,(x, y), ngna
otrzymad, przy zalozeniu, ze odpowiedni obszar T jest jednos;}omy,
drugi ezynnik calkujacy N,=N,(»,y) klasy C* wspomnianego réwnania
wedtug wzoru

(21) © Ny=N,U.
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Istotnie, tworzac w obszarze T wyrazenie
8QN, 9PN, (aQNI 3PN,
o oy \ew - oy

8U oU
JomleS 25
stwierdzamy, ze jest ono tozsamosciowo réwne zeru, poniewaz wyrazenie
w pierwsze] parze nawiaséw znika na podstawie. zalozenia, ze N, jest
czynnikiem catkujacym réwnania (1), a wyrazenie w drugiej parze na-
wiaséw znika wobec tego, ze funkecja U jest catka tego réwnania. Tym
samym na mocy (22), twierdzenia podanego w ustepie 97, str. 136,
i oczywistej nieréwnosei N,70, funkeja (21) jest czynnikiem calkuja-
cym réwnania (1).
Uwaga. Zamiast catki U réwnania (1) mozna we wzorze (21) prazy-
ja¢ dowolng calke tegoz réwnania postaci .
(),

gdzie F jest dowolna funkejg klasy C* nieznikajaca i o nieznikajacej po-
chodnej, okreslong w przedziale zmiennogci funkeji U (p. ust. 62, str. 89).

(22)

103. Rezultaty te moga byé niekiedy w nastepujacy sposéb zuzyt-
kowane w praktyce. Przypuiémy, ze funkecje N, i U, sy odpowiednio
czynnikiem catkujgcym i rézna od zera calka réwnania
(23) Py do+ @y dy=0
oraz ze N, jest analogicznym czynnikiem catkujacym, a U, — analogicz-
ng catky réwnania
(24) | PodetQuiy=0;
réwnania rozwazamy w tym samym  obszarze jednospéjnym 7 nie

zawierajacym punktéw osobliwych.
Wéwezas wzory -

. N=N,F,(U) i N=N,F,(U,)

okreslajg, przy jakichkolwiek stosownych funkecjach ¥, i F,, ezynniki
calkujace réwnan (23) i (24), i jezeli mozna tak dobraé funkeje F; i F,,
aby we-wspomnianym obszarze bylo stale

(25) Ny Fy(Uy) =N, Fy(Ts),
to wspblna warto$é funkeji (25) jest ezynmklem catkujacym réwnania
(PP do+ (@it Q) dy=0
PRZYKEAD 69%). Rozwazamy w obszarze >0, >0 réwnanie

(26) axdy + by de+a™y™(ax dy - By dw) =
gdzie a,b, a 1 f 53 statymi. Czymnikiem catkujacym réwnania

(27) - ardy+bydr=0

*) E. Goursat, Cours &’ Analyse, t. II, quatridme éd., Paris 1924, str. 334.
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. b oczywidcie funkeJa 1/zy, ktéra przeksztates to réwnanie w réwna-
nie o 7mlennyeh rozdzielonych. Poniewasz zad calky tego réwnania jest
funkeja #9%, wiec wyrazenie

2 oiaty “)

ay !
w k.térym [ j.est dowolng funkejg klasy C! rézng od zera o nieznika-
jacej I_)o.chodne], okredlong dla dodatnich wartosei swego argumentu, jest
czynnikiem catkujacym réwnania (27). Podobnie stwierdzamy, ze czyn- -
niki calkujace réwnania
(28) ‘ ™y oz dy + py dz)=
g9 dane wzorem

1

W »(@y*),

gdzie v jest analoglcznaé funkejg dowolng. Jesli zatem uda SIQ dobrad
funkeje ¢ 19 w taki sposéb, aby bylo stale

1 1
, _y(p( ¥ = Wﬁrﬁw(mﬁy )', ‘
to ‘wspélna ich warto§é okredli czynnik calkujgey réwnsnia (26).

Naguwa sie tutaj mysl, aby przyjaé p=gp(u)=u? oraz p=y(v)=2,
gdzie p i g sa wykladnikami, ktére nalezy wyznaczyé tak, aby bylo iden- -
tyeznie o

1
(99[7?/”)?‘= ;ﬂ;r—y%(wﬁ ¥

Prowadm to do uklada rownan liniowych

ap—aq—l—n 0, bp—fg+m=0.

Jezeli aﬂ—-ba;ﬁo, to uklad ten jest rozwigzalny i oznaczajac przez
p i g jego rozwiazanie otrzymujemy czynnik calkujacy réwnania (26)
postaci

. wbp—lyap——I.

Jezeli za§ afp—ba==0, to albo a=b=0 i wtedy réwnanie (26) przyj-
muje postaé (28) bezpodrednio catkowalng, albo liczby i b nie s3 jed-
noczednie réwne zern i wowezas istnieje takie &, ze a=ka i f=kb, przez
co réwnanie (1) przybiera postaé (axdy by dx) (1+kw’”y )=0 takze bez-
posrednio catkowalng.

ZADANIA. 59. Wanaczyé czynnik ecatkujacy, @ nastepnie scal-

-kowaé nastepujace réwnania:

(14w-+y+oy) do-+ (1 —o-+y —oy) dy=0,
(y+y°)do -+ (zy?+2+1) dy =0,
(w2 4-y*) do--aPy* dy =0,

‘W. Niklibore, Réwnania Rézniczkowe. 10
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(Ao~ By) do— (C-+Dy) dy=0,

[A#*+2Bay+Cy*+-2(A+H)o+2(B+K)y+2(H+L)]dv+

+[Ae*+2 Boy+0y2+2(B+H)o+2(0+EK)y+2(K+L)]dy =0,
gdzie 4, B, C, H, K i L sy stalymi.

60. Znalezé warunki, przy ktérych réwnanie Pds—+¢dy=0 ma czyn-
nik ecatknjgey ksztatbu ‘

am+ﬁy)
N (22 el A
(@ +1), N(%L o
" 61. Wykazaé, ze na to, aby réwnanie dy/do=f(z,y), gdzi.e Fz, y)
jest funkeja clagla w pewnym obszarze 7', miato czynnik catkujacy za-
lezny tylko od x, potrzeba i wystarcza, zeby funkecja f(=, ) byla funkejy
liniows zmiennej y.

62. Wykazaé, ze jezeli funkecje P i.Q spelniaja w danym obszarze
jednospéjnym 7' réwnania Cauchy-Riemanna (p. ust. 5, str. 11) i jedli
nie znikaja one jednoczesnie w zadnym punkeie tego obszaru, to funkeja

1
Py
jest’ czynnikiem ealkujadcym réwnania Pdr-+Qdy=0, rozwazanego w tym
obszarze. ’

icm

ROZDZIAYL IV
- OGOLNE ROWNANIE UWIKLANE PIERWSZEGO RZEDU

§ 30. Twierdzenia egzystencjonalne odnoszace si¢ do réwnania
F(x,y, y)=0

104. Przechodzimy do rozpatrzenia najogélniejszego réwnania réz-
niczkowego pierwszego rzedw, tj. réwnania o postaci uwiktanej

(1) ‘ F(a,y,y')=0,

przy zalozeniu, ze funkeja F(z,y, p) jest klagy C' w pewnym obszarze
przestrzennym V zmiennych a, yip. N iekiedy bedziemy o funkeji # czy-
nili zatozenia dalej idgce, tak ze zalozenie uezynione obecnie nalezy uwazaé
za minimalne. :

Od razu nasuwa si¢ mysl, aby przez rozwigzanie wzgledem y° spro-
wadzié teorie réwnania (1) do teorii réwnania w postaci normalnej
y'=f(», y). Istotnie, my$l ta doprowadzi nas do podstawowych twierdzert
odnoszacych sie do réwnania (1), ale zanim do tego przystapimy, wpro-
wadzimy pewne uogélnienia dotychezas uzywanych pojeé.

105. Punkt (@, y, p) obszaru V argumentéw funkeji F bedziemy na-
zywali elementem liniowym, odpowiedni zad punkt plaszezyzny (z, y)
— podkladem tego elementu. Wspomniany element liniowy interpretujemy
geometrycznie obierajac dowolna, ale ustalona liczbe >0 i tworzac
w punkcie (z, y) plaszezyzny odeinek. o dfugogei s, o poczatku w tym
punkeic i o spadku p.

Jozeli dla elementu (2, ¥, p,) obszarn V zachodzi réwno$é
(2) . F(@y,90,p0)=0, ‘
to elemont ten bedziemy nazywali elementem catkowym réwnania (1) po-
zostajac w zgodzie z odpowiednim pojeciem wprowadzonym w ustepie 23,
str. 33, dla réwnania w postaci normalne;.

Jezeli przy tym dla elementu catkowego (%0, Yos Do) réwnania 1)
spelniona jest nieréwnogé

(3) . F{a(moyympo)?’éoy
b : 10%
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