ROZDZIAL II

TWIERDZENIE CAUCHY’EGO O ISTNIENIU ROZWIAZANIA
ROWNANIA y'=f(x,y)

§ 7. Dowéd istnienia rozwigzania metoda kolejnych przyblizen

26. Niech g(z) bedzie dowolng funkeja okrelong w jakims§ prze-
dziale [a,b], & @, i 2z, — dowolnymi, lecz réznymi liczbami tego prze-
dziatu. Iloraz réznicowy : )

‘ (@) — (@)
—%T

przedstawia geometiycznie spadek siecznej, poprowadzonej przez punkty
@1, (@) 1 (20, ¢(e,)) Wykresu funkeji p(a).

Jedli istnieje taka liczba K>>0, ze ten iloraz résnicowy nie przekra-
cza co do wartosei bezwzglednej liczby K dla wszelkich réznych od.
siebie wartosel @, i 4, z przedziatu [a,b], tzn.,v jezeli jest zawsze

@ () — ()
@y — 1,

<K

czyli
) lp(s) — ‘7’(501)_' <K| Ty— @yl ;

to méwimy,. ze funkeja @(x) spelnia w przedziale [a,b] warunek Lip-
schitza 1 najmniejszg z liczb K majacych powyzszg wiasnoéé nazywamy
statq Lipschitza funkeji o(z) w przedziale [a,b]. .
' Geometryezne znaczenie tego warunku jest eczywiste: spadek sicoz-
nej nie moze co do wartosei bezwzglednej byé za wielki, tzn. wykres
funkeji @(#) nie moze przebiegaé zanadto stromo.

7 nieréwnofci (1) ‘widaé, ze warunek Lipschitza pocigga za soba
ciaglodé funkeji ¢(w), lecz nie na odwrét, istniejs bowiem funkeje ciggle
w przedziale, nie spelniajace warunku Lipschitza z zadng staly K,
np. funkeja ¢(x)=a"", ktéra jest w przedziale <0,1> ciagla (a nawet
ma wewnatrz tego przedziatu ciagla pochodna), a nie spelnia warunku
Lipschitza, gdyz wyrazenie

¢
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p@)—g(0) 1
2—0 Vo

nie jest ograniczone w tym przedziale. S

Mamy natomiast nastepujace

Twierdzenie. Jezeli funkeja p(z) ma w preedziale [a,b] pochodng
ograniczong (niekoniecznie ciagla), to funkcja ta spetnia w tym preedeiale
warunek Lipschitza,. '

Dowéd. Zalézmy, ze istnieje taka Hezba K>0, ze dla wszystkich
wartosel @ lezgeyeh w przedziale [a,b] zachodzi nieréwnogé

l#' (@) < K.

Obierzmy w [a,b] dwie dowolne wartodei @y 1 @y (255m,) 1 zasto-
sujmy do réinicy ¢(w,)— (w,) twierdzenie o przyrostach skorczonych

‘F(‘?z)—?’(wl) =@'(§) (zy—2,),

gdzie & lezy miedzy o, i @,. % ostatniej réwnosei i zalozonej ograniczo-
nosei pochodnej ¢'(x) wynika bezposrednio zgdany warunek Lipschitza.

Geometrycznie twierdzenie to wyraza, ze funkeja ¢(») majgca w prze-
dziale [a,b] styezng o stromogei ograniczonej, spelnia w tym przedziale
warunek Lipschitza. Odwrotnie, przy spelmionym warunku Lipschitza,
stromogé stycznej jest, jak mozna okazaé, ograniczona staly Lipschitza.

27. Wprowadzone Dojecie mozna rozszerzyé na funkeje wielu zmien-
nych. Zalézmy np., ze funkcja f(z,y) jest okreflona w obszarze T. Je-
zeli'istniejg takie dwie state liezby K i L, ze dla kazdej pary punktéw
{#1,91) 1 (%2,9,) nalezacych do zbioru T zachodzi nieréwnogé

11(@2; ¥2) ~f(@1, y1)] <K |@y— | +L]y2_yll‘7

to méwimy, ze funkeja Hz,y) spetnia w obszarze T warunek Lipschitea
wegledem zmiennych © i y ze statyms K i L. Funkeja taka jest oczywis-
cie ciggla w T; préez tego, uogdlniajac dowéd twierdzenia poprzedniego,
czytelnik sam wykaze z latwodcia, ze jesli funkeja f(z,y) ma w obszarze T'
wypuklym pochodne czastkowe pierwszego rzedu ograniczone, to spehnia
ona w tym obszarze warunek Lipschitza.

Mozna nastepnie, i to whasnie bedzie nam potrzebne, rozwazaé funkeje,
ktére spetniaja warunek Lipschitza jedynie ze wzgledu na jedng ze zmien-
nych, up. ze wagledu na zmienng y. Bedziemy méwili, ze funkeja f(z,y)
okreslona w obszarze T spelnia w mnim warunek Lipschitza wegledem
zmiennej y ze stalg L>0, jezeli dla kazdej pary punktéw (@,41) 1 (2,9,)
wzigbyeh na prostej réwnoleglej do osi g i nalezacych do 7 spelniona
jest nieréwnogé

(@, y2) —f(@, y1) | <L|y,—v].

Z definicji tej i z twierdzenia Lagrange’a o wartodci éredniej wy-
nika: jezeli kazde dwa punkty obszaru T o tej samej wipélrzednej =
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mozna polgezyé odeinkiem przebiegajacym ealkowicig w T i jesli fux‘x-
keja f(z,y) ma w I pochodny czastkows f,(x, y) ogmr}mzon.ad, to funkeja
f(@, y) spelmia w T warunek Lipschitza wzgledem zmiennej y.

28. Przechodzimy do podstawowego dla tgorii réwnan rézmczk?f
wych twierdzenia, orzekajacego, Ze przy pewnych zalozeniach réwnanie
rézniczkowe. o postaci normalnej

&y ¥ =1,y)
ma dokladnie jedno rozwigzanie szczeg(')_hle
2) ‘ y=ox),
spelniajace warunek poczatkowy

3) (o) ="1,.

Istnieje wiele dowodéw tego twierdzenia, Zwanego twierdgeniem Gm.c-
¢hy’ego od nazwiska jego odkrywey. Sam Cauchy podal dwa zu.pelm.e
rézne dowody tego twierdzenia; jeden z nich jest rozbudowaniem i uei-
dleniem rozwazan geometryeznych przeprowadzonych w § 6. str. 32.

Oba te dowody beds omdéwione w-§ 9 i § 14, w tym zaé miejscu po-
damy dowéd inny, daleko prostszy i krétszy, ktory za,WdziQeza,my }?i~
cardowi. Dowdd ten jest oparty na pewnym ogélnym postepowaniu,
stosowanym dzig czesto i z pozytkiem w réznych zagadnieniach ana-
lizy, a noszacym nazwe metody kolejnych prayblizert (aproksymacji sukee-
sywnych). Metoda ta byla stosowana zreszta oddawna przez agtreno-
méw, ale dopiero Picard uczynit z niej narzedzie fcistego badania. Uzyta
do réwnania (1) Wmaga ona pewnych zatozeh o funkeji f(z,y) wykra-
czajgeych poza zalozenie ciaglodei, a mianowicie zastosowania wspom-
nianego wyzej warunku Lipschitza, co w odpowiednim momencie w dal-
szym ciggu uezynimy. (p. ust. 33, str. 42).

29. Zalézmy na razie tylko ciaglosé funkeji f(z,y) w jakimé obszarze
Plagkim 7' i obiersmy w tym obszarze jaki§ punks (24, Y0)-

Przypusémy na chwile, ze istnieje ik catkowy réwnania (1) prze-
chodzacy przez tenze punkt (zy,v,). Méwiac dokiadniej, przypuiémy, ze
istnieje funkeja y=p(s) rézniczkowalna w jakims przedziale [z, 2,],
zawierajacym wewnatrz liczbe ,, spelniajaca warunek poczatkowy (3)
1 spelnjajaca réwnanie rézniczkowe (1) w przedziale [z, y @], tzn., dla ktérej

(4) . (@) =f=, p(2)].

Poniewaz f(z,y) i ¢(x) 53 funkecjami cigglymi, wige i funkeja zlozona
fl»,p(2)] jest w przedziale [w,,a,] ciagls. Zatem z réwnosdei (4) wynika,
ze i pochodna ¢'(m) jest w [2,,4,] ciagla i-wobee tego mozna te réwnosé
catkowaé od punktu z, do dowolnego punktu nalézacego do [@,,2,].
Poniewaz za$ wobec (3) :

icm
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x
J7(9)ds = p(0) — p(@,) = p(z) —y,,
Ty
wiee catkujge otrzymujemy réwnogé

X
() (@) =yo+ [fls, 9(s)] ds,
Ty
w ktérej zmienna podeatkowy oznaczyliémy liters s dla odréznienia od
zmiennej #, oznaczajgcej dowolng, ale chwilowo ustalong warto$é z prze-
dziatu [, z,].

‘Wiynik, do ktérego doszliSmy jest nastepujacy: Jezeli istnieje funkcja
Y =o(x) spemiajaca w przedziale [@1, 2,] réwnanie (1) i warunek po-
czatkowy (8), to funkeja ta spelnia- w tym przedziale réwnanie (5).

Na odwrét, Przypusémy, ze jakad funkeja y=p(2), ciagla w prze-
dziale [z, z,] zawierajgcym wewngtrz liczbe ,, spelnia w tymsze
przedziale réwnoéé (5). W takim razie funkeja podeatkowa wystepu-
jaca w (5) jest takze ciagla, a wobec tego, w mysl znanego twierdzenia,
rachunku calkowego, prawa strona réwnosei (5) ma pochodng i pochodna
ta réwna sie wartosei funkeji podeatkowej w punkeie koricowym prze-
dzigtn calkowania, tzn. réwna jest f[z,p(x)]. Wobec tego i lewa strona
réwnodei (5) ma pochodny, tzn. zachodzi réwnogé (4), ezyli funkeja p(a)
spelnia, w przedziale [, ,] réwnanie rézniczkowe (1). Poniewaz zad
z (5) wynika @(%)=Yy,, Wwiec warunek poczatkowy (3) jest spemiony
i w ten sposéb wykazalismy, ze jezeli funkeja @(x) jest w przedziale
[@y, @] ciagla i speia tam réwnanie (5), to spemia ona w tym prze-

dziale réwnanie rézniczkowe (1) i warunek poczatkowy (3).

Z rozwazal powyzszych wynika, ze zagadnienie wyznaczenia roz-
wigzal réwnania (1) spemiajacych warunek poczatkowy (3) jest W zu-
pelnofei réwnowazne zadaniu wyznaczenia funkeji cigglych spelnia-

' jacych réwnanie (5). Korzystajac z tego bedziemy starali sie dowiesé,

ze dla réwnania (5) istnieje odpowiednia tunkeja ciagta, aby w ten spo-
86b uzyskaé dowéd zasadniczego twierdzenia o istnieniu rozwigzad réw-
nania (1). o

Réwnanie (5) nazywamy -réwnaniem = catkowym, preynaleémym  do
rownania réz'hiczkowego (1) © warunku poczgtkowego (3).

30. Zastosowanie metody kolejuych prayblized do réwnania (3)
polega na utworzeniu pewnego nieskoficzonego ciggu funkeji

(6) Po(®); @s(x), @a(2)y ...,

o ktérym wykazemy, ze jest w pewnym przedziale zbiezny jednostajnie,
1 ze jego granica jest rozwigzaniem cigglym réwnania (5), Funkeje tego
ciggu nazywad bedziemy kolejnymi prayblizeniomi reedu zerowego, pierw-
szego, drugiego itd. . i
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TFunkcje (6) okreflamy w sposéb nastepujacy. Poniewaz ma byé
spelniony warunek (3), wiec jako przyblizenie rzedu zerowego przyj-
mujemy funkeje stata

(7) @0 (%) = Y,.

Funkeje te podstawiamy nastepnie do prawej strony réwnosei (5)
w miejsce szukanej funkeji (z) i rezultat podstawienia

@
(8) , 1(2) = Yo+ [1Ls, gols)1ds
Zo
obieramy za przyblizenie rzedu pierwszego.
Teraz postepujemy analogieznie. Znalezione przyblizenie ¢, () podsta-
wiamy, zamiast szukanego rozwigzania g¢(z), do prawej strony réwno-
gei (5) i otrzymany wynik T

9) (@) = Yo+ [F[s, pu(s)1ds

obieramy za przyblizenie rzedu drugiego. Podobnie, przyblizenie @3(2)
okreslamy wzorem

P5(@) =yo+ [f[s, pa(s)1ds.

Ogélnie, przyblizenie rzedu k-+1 okreflamy indukeyjnie za pomoca
przyblizenia rzedu %k wzorem

(10) Prra(®) = Yo+ [F15, ga(s)1ds.

Przypudémy teraz, ze udalo si¢ nam wykazaé, ze ciag tak okreslo-
nych kolejnych przyblizeri jest jednostajnie zbiezny w jakimé przedziale
[@, 4,], zawierajacym wewnatrz liczbe @,. Niech funkeja ¢(x) bedzie
granicy tego ciggu, ktéra jest oczywiscie takze ciagla. Wtedy cigg utwo-
rzony z funkeji flx, @u(#)], k=0,1,..., jest W [z, #,], z uwagi na cia-
glodé funkeji f(», y), jednostajnie zbiezny do funkeji f[z, p(2)] i wobec
tego catka wystepujaca po prawej stronie réwnosci (10) przy % rosngcym
nieograniczenie zmierza do granicy, réwnej

[11s, w(s)1ds.

Poniewaz zaf jednoczegnie funkcje g, (#) zmierzajs do funkeji ¢(x),
wige przechodzac w (10) do granicy otrzymamy réwnodé (5). W ten spo-
86b bedzie udowodnione, ze réwnanie (5) posiada rozwigzanie ciagle,
& tym samym, %e istnieje réwniez rozwigzanie réwnania réiniczkowe-
go (1), speliajace warunek poczatkowy (3).

"
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31. Przechodzac do bardziej precyzyjnego ujecia podanych wyzej
uwag musimy najpierw rozstrzygnaé pytanie zasadnicze, czy mozna
istotnie w wyzej opisany sposéb okreglié wszystkie kolejne przyblizenia
w jakim§ wspélnym przedziale obejmujacym liezbe z,.

Przypudémy, ze przyblizenie ¢, (x) zostato okreslone w wyzej opisany
sposéb w jakimg otoczeniu [#,—8;, #,+6;]; wtedy, aby utworzyé przy-
blizenie @u(x), nalezy calkowaé wyrazenie f[s, ¢,(s)], co mozna uczynié
tylko wtedy, gdy odpowiednie punkty (s, @,(s)) naleza do obszaru T;
poniewaz @, (#,)=y,, Wigc warunek ten bedzie z pewnoscia spelmiony
dla wartodei s dostatecznie bliskich z,, ale weale nie ma pewnosei, ze
bedzie tak w calym otoczeniu [2,—&y, 2,-+6,] i latwo moina podad
przyklady, w ktérych dla z bardziej odleglych od 2z, funkcja @.(z)
przestanie byé okreflona wzorem (9). Wynika stad, ze @,(z) nie da sie
na 0g6t okreglié w podany sposéb w calym otoczeniu [z,—d,,%,+5,], a tyl-
ko w jakim§ ciadniejszym otoczeniu [2,— 98y, #,+ d;]. Rozumujac podobnie
dla @y(x) otrzymamy w opisany sposéb te funkcje w jakim§ otoczeniu
[@y—03, 2o+ 0,], ktére na og6t bedzie jeszcze ciagniejsze niz otoczenie
[#y— 8z, 2o+ 0;] ibd. Widzimy, ze a priori nie jest wykluczone, ze przy %
rosnacym nieograniczenie dlugosé otoczenia [m,— 6y, #,+0,], w ktérym
jest okreglone w powyzszy sposéb przyblizenie g, (x), bedzie dazyla do
zera. Gdyby za$ tak bylo, to oczywiscie funkcja graniczna bylaby okre-
flona tylko w jednym punkecie @,, 2 wiee nie mozna by wykazaé istnienia

rozwigzania w pewnym przedziale [, z,], gdzie »,%,.

32. Opisang wyzej trudno$é pokonujemy wykazujac, Ze istnieje takie
wspblne otoczenie [z,— 8, 5,4 6], w ktérym dadza sie skonstruowaé wszy-
stkie przyblizenia, tworzone wedlug reguly okreslonej w ust. 30, str. 40.

W tym celu wyznaczmy najpierw dwie liczby dodatnie a i b w taki
sposéb, aby prostokat okreslony nieréwnosciami

(11) 19— l<<h

lezat catkowicie w obszarze T. Poniewas prostokat ten jest dziedzing,
a funkeja |f(x,y)| jest w nim ciggla, wiec jest ona w tym prostokacie
ograniczona i-ma skodezony kres gérny M, czyli jest '

(12) I (z,y) <M.

Oznaczmy teraz przez ¢ liczbe dodatnia, okreflong w sposéb nasbe-
pujacy: jezeli M =0, to d=a, jezeli za§ M>0, to 6 réwna jest mniejszej
z liczb & i b/M, & wspélnej ich wartodci, jezeli obie te liczby sa réwne.
Zapisujemy to w postaci
(13)

le—m|<a,

0=Min(a,b/M).
Pdwiadamy, ze jedli wyznaczymy te wlasnie wartodé J, to wszystkie
kolejne przyblizenia tworzone w sposéb opisany w ustepie 30, str. 40, beda
istniaty w otoczenin [2,—d, %, 6]
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Istotnie, jezeli » nalezy do tego otoczenia, to funkeja ®o() =Yy, prze-
biega w obrebie prostokata (11), a wiec wzér (8) ma z pewnoscig sens
W calym’ tym otoczeniu i okredla ciagly funkeje @.(z). Ponadtq dla x
nalezgeyeh do tego otoczenia zachodzi, z uwagi na (8), (12) i okredlenie
liczby 6, nieréwnogé

#2000~ yol =| 113, (o)1 ds| <

<

fff[s,%(s)udstMds{=M[w-‘w.,[<m<b.

Wynika stad, Ze jezeli » nalezy do otoczenia [2o—3, xy+38], to luk

okreflony funkeja g, () nie wybiega poza obrgb prostokata (11), tym -

bardziej wiee poza obreb obszaru T. W takim razie drugie’ przyblizenie
@a(w) okreflone zwigzkiem (9) réwniez daje sie okredlié w catym tym
otoczeniu. Jest to funkeja ciggla, dla ktérej znowu zachodzi wzér

Igalo)— ]| Jies, ) )ds | <| i Mds| =3 [0—a,|< M5 <b.

A wige, jak diugo x pozostaje w otoczeniu [#y—6, @y4-6], tak dtugo
i luk g,(2) nie wybiega poza obreb prostokata (11), tak ze w tym samym
otoezeniu da sie okreslié réwniez trzecie przyblizenie. Rozumujge podob-
nie i stosujge indukeje matematyezng stwierdzamy, ze wzory (7) i(10)
istotnie okredldja wszystkie kolejne przyblizenia w calym otoczenin
[wu_a; m0+5]'

33. W dotychezasowyeh rozwazaniach wystarczato zalozenie, ze
funkeja f(z,y) jest w obszarze T ciagla. Mozina jednak wykazaé na przy-
kiadach, Ze zalozenie to nie moze zapewnié zbieznofei ciagu (6) i dlatego-
przyjmiemy dodatkowo, ze funkeja f(z,y) speia ze wzgledu na zmienng

y warunek Lipschitza

(14) NH@y Yo) =2 1) | <L yp—y,

W calym prostokacie (11) (p. ust. 27, str. 39).

Przechodzge przy tym zalozeniu do dowodu zbieznogei ciggu przy-
blizen kolejnych (6) okreslonego w otoczenin [#o—6, @, 8] zauwazymy,
Ze wystarcza w tym celu wykazaé jednostajng zbieznodé szeregu postaci

(15) - 70(@)+[92(2) — 9o(2) 1+ [pa(@) — gy (@) ] -,

dla ktérego ciag (6) jest ciagiem sum czeciowych. Uczynimy to przez

utworzenie stosownego szeregu zbieinego o wyrazach nie mniejszych od

bezwzglednych wartodci wyrazéw szeregu (15), czyli tzw. majoranty

zbieznej dla tego szeregu, ktoérg uzyskamy szacujace kolejne Wyrazy sze-
. Tegu (15). ’

@ .
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s I7s(a) @)= | T o011, (e as|,

Mamy najpierw

(16)  ee@) =150l
Dalej z (7) i (8) wynika, jak poprzednio, ze

an [P2(2) —po(@) | =

Jits, plsids| < M1a—a,1.
2

Nagtepnie z (8) i (9) otrzymujemy

:

"a poniewaz punkty (s, @q(s)) i (s, ¢i(s)) leza w prostokacie (11) i to na

tej samej prostej réwnoleglej do osi y, wiec mozemy zastosowaé nierdw-
nosé (14), wedtug ktérej jest

1708, @(s)1— 18, @o(8)1| <L pa(s) — o (s) |- _
Stosujac wiee (17), ofrzymujemy najpierw nieréwnogé
(19) 1F08; @u(8)]1— 78y @o()]| < ML|5— ],

a nastepnie z (18) i (19) otrzymujemy szukane oszacowanie trzeciego
z wyrazéw szeregu (15),

[@a(@) —pal) | < f]f[ss 91(8)]1—FLs, @ols)T1ds|<

Lo—z,*

21

(20) : <

fML[s—x,,ydsfzm
Lo
Podobnie szacujemy nastepny wyraz tego szeregu
193(0) @) | < | 1115, o)1 T, o)) 25| < |[Z19s(e)—quts) s
To &Ly
1 stosujac nieréwnosé (20) otrzymujemy

I fMIs—ag|t | MI*|z—z,°
[palo) = puto)] < | [ =gy Ml

Postepujac w ten sposéb dalej mozemy latwo wykazaé indukeyjnie,
ze spelniona jest ogélnie nieréwnogé
LIcI x—z, ] k+1

(21) [Pr41(2)— gpl) | < M (k1)1

Zatem szereg

) £=0,1,2,...

ML|z—a|® ML o—u,)?
a1 31

1Yol M |2 — 4|+
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jest majorants szeregu (15), a poniewaz w przedziale [z,— 6, z,-+ 0] spel-
niona jest nieréwnodé |v—m,|<<d, wiec tym bardziej szereg
' ML@2 ML
an

(22) 31

[Yo|+Md+

+

jest majoranty. szeregu (15).

Szereg (22) jest z pewnodcia zbiezny, o czym latwo sie przekonad,
stosujac klasyczne kryteria. :

Wynika stad, ze takze szereg (15), a wiec i ciag (6) sa w otoczeniu
[@,—, ‘@, 6] jednostajnie zbiezne. Oznaczajac przez ¢(x) granice cig-
gu (6), otrzymujemy funkeje ciagta, ktéra, jak juz wskazano poprzednio,
spelnia réwnanie catkowe (5), a wiee i réwnanie rézmiczkowe (1) lgcznie
z warunkiem (3).

34. Dowiedziemy z kolei, ze uzyskane rozwiazanie y=g(s), ktérego
istpienie wykazaliSmy, jest jedyne czyli jednoznaczne. Jednoznacznosé
te nalezy rozumieé w ten sposéb, ze jesli y=y(2) jest w jakimg przedziale
[wy—d, ®,+d], gdzie d>0, réwniez rozwigzaniem réwnania rézniczkowe-
go (1), spelniajacym ten sam warunek poczatkowy v(z)=y, i przebiegaja-
cym w prostokacie (11), to we wspdlnej czesei przedzialéw [zy—4, @o-- 8]
i [wy—d, ®,-+d] spelniona jest tozsamogeciowo réwnogé

(23) ' p(z) =op(2).
Istotnie, niech w(x) bedzie jakimkolwiek opisanym wyzej rozwigza-

niem réwnania (1) i niechaj [w,—h, %,+h] oznacza wspélng czesé prze-'

dzialdw [@o—d, wg+d] i [8y—d, @+
Poniewaz funkeja y(w) réwniez speinia réwnanie calkowe (5), wiec
wprzedziale [z,—h, @,—+h] zachodzi wzér

(24) =yo+ [ L5, 9(s)1ds.
Zo
Stad otrzymujemy latwo, wobec (7), nier6wnosé

(25) [9(®@) — @o (2

ff[s,wsnds] Mio—a,l.

Odejmujac - stronami (24) i (8) i stosujac nieréwnodé (14), mamy

[9(2) —pu(@) | =| [(F15, 9(6)1— 1[5, po(s)]) ds| <L [ 1(s) —po(s) |,

Ty
a Wch z uwagi na (25)
lp(@) — g,

L}m—wOH
2!

8§ —xy|ds| =

Podobnie otrzymujemy

icm
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I9(e)— )| =| [ (78, 951111, gale)) ds|< —puls)lds <
<M'?Eflg_$o[2d‘g{ in“’s‘!‘wﬂs

i ogélnie, co latwo stwierdzié mozna indukcja,
IF| o — ag| FH1 TRkt
(k +1)! (k+1)!
Poniewaz wyrazenia po prawej stronie zmierzaja do zera, gdy %

rosnie nieograniczenie, wiec z nieréwnodei (26) wynika, ze

’ (@) =0

(26)

[9(@) — pulm) <M

lim|y(z)—

k—yoo

w kazdym punkcie # przedzialu [z,—h, z,-+2]. W tym przedziale wiec

p(z) = Lim gy (z),

koo

tak iz funkeja ¥(x) jest takze granica ciagu (6), co dowodzi (23).

Uwaga. Nier6wnodé (26) wskazuje nadto, ze jesli zamiast rozwia-
zania réwnania (1) speliajacego warunek (3) wziaé k-te przyblizenie
o,(%), to blad popelmiony nie bedzie w punkcie x przekraczal liczby

L"im—wﬂ"“

. M RS
w calym za§ otoczeniu [z,—0, ,-+8] — liczby
Lk5k+1
Mt

35. Zbierajac uzyskane wyniki otrzymujemy nastepujace zasadnicze

Twierdzenie Cauchy’ego. ’ :

Zalozenia: 1° Funkcja f(z,y) jest cuggla w obszarze T

20 prostokat (11) lety w obszarze T

3% M jest kresem gérnym |f(z,y)| w prostokqow (11)

40 §=Min(a, b/ M);

5% funkcja f(z,y) spelnia w prosiokqcie (11) warunek Lipschitza.

Teza: isinieje funkeja y=g(z) klasy C* w przedziale [xy— 0, 5y+ 61,
ktdrej obraz geometrycemy ledy w prostokacie (11) i kidra spelwia warunek
poczatkowy (3) oraz réwnanie réiwiczkowe (1); funkeja y=p(x) jest jedyng
funkeja o powysszych wlasnodciach w tym sensie, se jesli jakas funkcja
y=u(x) ma réwniet wszystkic powyisze wlasnobei w jakims przedziale
[wo—d, xy-+d], to we wspdlnej czeéci tego preedzialy,  oraz przedzialu
{wo— 8, @+ 8] zachodzi identycemo$é g(x) =wp(w). '
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36. W niektérych przypadkach mozna uzyé metody kolejnych przy-
blizen dla efektywnego wyznaczenia rozwigzania.

PRZYKLAD 35. Znalezé rozwiaazanie‘q;(m) réwnania ¥ =aty, spel-
niajace warunek p(0)=1. .
Mamy tu @.(z)=1, a zatem

r 3
ga(2) =1+ f s'py(s)ds =1+ -

Podobnie
z x R
P =1+ [ g, (s)ds =1+ f 32(1—{— g)dg:
0 N
o 1 [aP\?
=1+§+a(§)'
Analogicznie
7 1 a8 1 /a%\2 1 [z3\3
w1+ [eona=t+ 31545 (5] + ()

i latwo sprawdzié indukeja, ze

12 1 (a3 1 [as\* ‘
W>=1.+ﬁ“§+ﬁ(§) +~“+7a(§)' ’

W granicy otrzymujemy wiec . .

113 3

Sumg tego szeregu jest oczywicie funkeja (w)=¢*"* i a posteriori mona
sprawdzié, ze czyni ona ‘istotnie zado$é warunkom zadania.

1 3 l 312
¢(w)=1+—£+2—!(m) +oe

37. Metoda kolejnych przyblizedn moze byé z powodzehiem stoso—
wana réwniez w praktyce- do przyblizonego rozwigzywania réwnat.

PRZYKEAD 36. W dziedzinie —l1<a< 1, —-1<y<1 funkeja

’f(m,y) -jest okredlona wzorem f(x,y)=wt-+y’/4. Wyznaczyé przyblizons,

warto$é rozwigzania szezegblnego y=¢(z) réwnania
dy 1
d_;)p:’f(w’y) =w4+17./2:

przy warunku ¢(0)=0.

W rozwazanej dziedzinie jest | f(2,y)|<5/4, tak iz mozna przyjaé:

M=5/4, a wobec tego S=Min(1, 4/5)=4/5. Rozwigzanie wige bedzie
7z pewnoseis istnieé w przedziale [ —4/5, 4/57.

Ograniczymy si¢ do wyznaczenia kolejnego przyblizenia rzedu trze-
ciego. Mamy - .

o v
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@o(®) =0,
Pa(2) =f[84+4l¢§<§')]d8=ofzs4d8=%s,
wslz) =f[s4+ ,%97?(8)] ds =f(s4+%) as=% ﬁ‘ﬁl@ ,

95(®) =f[84+%‘?’§(3)]d3=ﬂ84+4}(§;+ 118-1;0)2]‘18:

x5 wll ml? m‘_’x

IS 87108 T 11132-10%

Wedlug oszacowania podanego w uwadze na koiicu ust. 34, str. 45
modut popelnionego bledu w punkeie # jest nie wiekszy niz

r

MI?|z)t
41

H

gdzie I jest staty Lipschitza. Poniewaz e, y) =y[2, wiec w rozwazanej
dziedzinie gérny kres jej modulu wynosi 1/2, tak ze mozna przyjaé
L=1/2. Modut popeinionego bledu nie przekracza wige

5/4-(12)* |w]*  B|z|*
24 T 768

ZADANTA. 16. Zmalesé metods kolejnych przyblized rozwigzanie
szezegélne y=gp(z) réwnania rézniczkowego y' =y, spelniajace warunek
poczatkowy @(0)=1. Wykazad, ze otrzymuje sie w.ten:sposGb kolejne
sumy czgsciowe rozwiniecia funkeji ¢ na szereg Maclaurina,.

17. Wyznaczyé dwa pierwsze kolejne przyblizenia rozwigzania

Yy=¢(z) réwnania ‘dy/de=a?-|y2, Spemiajacego warunek poczatkowy
®(0)=0. Ocenié blad popemiony dla wartodei 2=0,1.
‘ 18. Dla r6éwnania dylde=y—» szukamy rozwigzania y=gp(z), spel-
niajacego warunek @(0)=1. Wyznaczyé czwarte kolejne przyblizenie
i zbadaé dokladno$é, z jaka ono przedstawia rzeczywista, wartosé roz-
wigzania dla £=0,25, 0,5, 0,75 i 1.

19. Zalézmy, ie funkcja f@,y) jest w pewnym otoczeniu punktu
(0,0) ciggla i ze spelnia w tym otoczeniu warunek !

3

[@] if(wy Y) —f(m, y1)|<K| Ya—Y1ly

gdzie 0<K <1. Wykazaé; ze twierdzenie Cauchy’ego dla réwnania réz-

niczkowego y'=f(z,y) i punkéu poczatkowego (0,0) pozostaje prawdziwe.
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§ 8. Funkcje réwnociagle. Twierdzenie Axzeli

'38. Niech R bedzie dowolng rodzing funkeji f(a'c). okreélo'nych
w przedziale I, a @, — liczba z tego przedziatu. Jezeli istl?le]e taka liczba
M(z,), ze dla wszystkich funkeji f(x) n@lez’aéeych do R jest
[ o) | < M (o),
to méwimy, ze funkeje rodziny R sa w punkecie @, wspdélnie ograniczone.

Jezeli zaé istnieje taka liczba M >0, ze dla wszystkich funkeji rodzi-
ny B i dla wszystkich wartodei o z przedziatu I jest

[f@) <M,

to méwimy, ze funkcje rodziny R sa wspélnie ograniczone w.przedziale I.
Jezeli funkcje rodziny R sa wspdlnie ograniczone w.przedma,le' I, tf) 89
wspélnie ograniczone w kazdym punkecie tego przedziatu, ale niekoniecz-
nie na odwrdt, co wykazuje ponizszy

PRZYXLAD 37. Niech w przedziale <0,1) 3
1 e
0 . dla 0<w<ma ’
1 1 2m+1
2w12(m+1)(w—m-ﬁ) dla m+1<~§m<2m(m+1)’
—2m2(mt 1) (W—E) dla E’ml—)\w\m,
1
0 dla P <er<l.
Ciag {f.(®)}, m=1,2,..., stanowi — jak latwo sprawdzié — rodzing

funkeji wspélnie ograniczonych w kazdym punkeie przedziatlu <0,1),
lecz nie wspdlnie ograniczonych w tym przedziale. .

Twierdzenie. Jeseli cigg mieskoticzony funkeji {f,(x)) .okre.slonych
w preedziale I, jest ogramiceony w kasdym punkeie tego praedeiatu, to dla
kazdego ciqgu punkiow .
@ &, Eay o
nalezgeych do tego przedeiatu, istnieje ciag credciowy

Tul®)y fua(®)y - ‘

ciagu funkeyj {f,(x)}, ebieény we wseysthich punktach ciagu (1).

Dowéd. Poniewas ciag {f;(£)} jest ograniczony, wiee istn.ieJe clag
czefciowy ciagu {f;(#)} zbiezny w punkeie &. Oznaczmy ten ciag, uzy-
wajac dwu Wskainikéwg przez

@) ! fu(®), fra(®@), ..

§8 Funkeje réwnociagle. .49

Poniewaz ciag (2) jest ograniczony w punkeie &,, wiec istnieje ciag
czeselowy ciggu (2) zbieiny w punkeie £. Oznaczmy ten ciag przez

fu(®), ful@), ...
Poniewaz ciag ten jest juz zbieiny w punktach & 1 &, wiee rozumu-
jac jak przedtem, Wyjmiemy z niego cigg czesciowy {fy;(x)} zhiezny w &,
a wiee juz W trzech punktach: &, &,, &, itd. W ten Sposéb otrzymamy
ciag podwéjny
. . fn(m);.flz(-”); sy
(3) far(®)y fual®), ...,
ful®), fsz(a?)y reey
© nastepujacych wiasnodciach:
1° ciag znajdujgcy sie w (t+1)-ym wierszu jest ciagiem czedciowym
o wskaznikach rosnacych, wyjetym z ciggu znajdujacego sie w i~tym
wierszu;
20 ciag zmajdujacy sie w i-tym wierszu jest zbiezny -w punktach
E1yday ey & '
Rozwazmy teraz ciag przekatny

- (4)  ful®), fal@), ...

Wizystkie jego wyrazy od 4-tego poczgwszy sg, na niocy 101 20 wyra-
zami o rosngcych wakaznikach wyjetymi z ciagu wystepujgcego w i-tym
wierszu, skad wynika, ze ciag (4) jest zbiezny w punktach E19ayeans &5y
a poniewaz jest tak dla kazdego 4, wiec ciag ten jest zbiezny we wszyst-
kich punktach ciagu (1), ¢. b. d. o. , )

39. Powiadamy, ze R jest rodeing funkeji réwnociqglych w pieedeia-
le I, jezeli dla dowolnego >0 istnieje takie >0, ze dla wszelkich
punktéw & i 2" z przedziatu I nier6wnosé
(5) |&"—a' | <6
poeiradga, Za $0bg nieréwnogé
6) @) —fo") | <e,
dla kazdej funkeji f(x) rodziny R. : :

W tym przypadku kazda funkeja rodziny R jest w I ciggla i to
nawet jednostajnie, ale nie na odwrét, tzn. nie kazda rodzina funk-
cji ciggtych jest rodzing funkeji réwnocigglych, w pojecin bowiem réw-
nocigglodei istotne jest to, ze przy. danym &>0 jedna i ta Sama liczba &
jest dobrana dla calej rodziny B, a nie dla kasdej poszezegblnej funkeji
f(x) tej rodziny, co dla dowolnej nieskonczonej rodziny funkeji eiggltych
nie zawsze jest mozliwe. ’

W. Niklibore, Réwnania Rézmiczkowe. 4
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PRZYKEAD 38. Niech R bedzie rodzing wszystkich funlkeji linio-
wych postaci f(z)=mw, okreflonych w przedziale [a,b]. 83 one w nim
Klasy C. Aby dla danego >0 i dla danej funkeji f(») nierdwnodé (6) wyni-
kala z nieréwnofci (5), potrzeba i wystarcza, zeby bylo d<lef|m|. Wraz
7z m—oo wartosé & bedzie wige dazyla do zera i zbiér wartosei 6 nie be-
dzie miat dodatniego kresu dolnego, ktéry dopiero bylby wartodeia rea-
lizujaca dla wszystkich funkeji rodziny B naraz wynikanie nieréwno-
$ci (6) z nieréwnosei (5). R nie jest wige rodzing funkeyj réwnociaglych.

PRZYKEAD 39. W poprzédm‘m przykladzie rodzina R nie byla
jednak wspélnie ograniczona. Oto przyklad ciagu nieskofczonego funk-
cji {f,,(@)}, ciagtyeh w przedziale <0,1) i wspélnie W nim ograniczonych,
a nie réwnociagtych. Niech f,,(x)=2'". Gdyby funkeje tego ciagu byly
réwnociggle, to dla dowolnego ¢>0 istnialoby takie 6>0, ze dla » spel-
niajacych nieréwnodé 0<<# <6 i-dlatkazdej liczby naturalnej m byloby
(@) — 1 (0)| =@M 8™ <&, co wobee lim §Y™=1 jest dla s<'1 niemozliwe.

m—roe :
Czytelnik sam bez trudu wykaie, ze jezeli w odréznieniu od powyz-
szych przykladéw wszystkie funkeje rodziny R spelniaja w przedziale I
warunek Lipschitza z ta samg staly L, to R jest rodzina funkeji réwno-
ciggltych w I. : . ‘
W dalszym ciggu udowodnimy wazne w. zastosowaniach

Twierdzenie Arzeli. Dla kaédej rodeiny -R funkeji réwnocigglych '

i wspblnie ogramiczonych w praedziale {a,b)> moina wybraé z kaidego
ciagu nieskoticzonego funkeji tej rodeiny
) , 5(@), ga(@), ..
pewien cigg czedciowy, kidry jest w {a,bd ebietny jednostajnic.

Dowéd. Weimy dowolny ciag nieskonczony (7), ztozony z funkeji
rodziny R, oraz dowolny, wszedzie gesty w {a, b} ciag liczb
(8) . 517527‘53;"' .

Stosujae tWierdzenﬁe z ustepu 38, str. 48, wyznaczmy jako mdany

ciag czedciowy ciagu (7)'taki jego ciag czedciowy
fi®), fal@), fol®), ...,
ktéry jest zbierny w kazdym z punktéw (8).
Aby dowiedd, ze eiag ten jest w <a,b> zbiezny jednostajnie,
obierzmy dowolne £>0 i wyznaczmy 0>0 tak, aby nieréwnogé (5) dla
kazdego o' i # nalezacego do {a,b)> pocizgala nieréwnogci

file) —fi() |<§, i=1,2,...

i .
Rodzina przedziatéw (£,—46, &,--6), gdzie v=1,2,..., pokrywa prze-
dziat {a, b), istnieje wiee, w mysl twierdzenia Heine-Borela, skofczony
ciag tych przedziatéw . ‘ .
(9). (5a1_57 5a1+5)5 (Eagf“ay £a2+6)7 ceey (Ear’_év En1+6)
) ‘

(5]
lm §9 ' Dowéd istnienia. 51

réwniez pc.)krywa:jaacy {a, b>. Poniewaz kazda liczba # z przedzialu
<a, b> nalezy do ktéregod z przedziatéw (9); wiec oznaczajac go przez
(fuv(z)fé, .Eav(;)—l—é), mamy, na mocy okreslenia liczby 6,

4

1w - @) — 1k, )< 3 i=1,2,...

Nastepnie obieramy taki wskaznik N> 0, aby dla p>XN i ¢>XN spelnione
byly nieréwnosei :

(1) hole) ~Tul) <50 j=1,2,00r

Jest to oezywiscie mozliwe z uwagi na zbieinosé ciggu (7) w punktach (8)
“oraz ze wzgledu na to, ze punktéw £ jest skoticzenie wiele.

Poniewaz dla dowolnych p i ¢ oraz dla dowolnego # z przedziatu
{a, by jest o

115(®) 1o S )= Iy o )| ol ) — Folla ) o ) — Tl
wiec ze wzgledu na (10) i (11) zachodzi nieréwnogé o

o) — folm) | <,
dla p>N, ¢>N i dowolnego z z przedziatu, c. b. d. o.

§ 9. Dowéd istnienia rozwigzania metoda linii }amanych
Twierdzenie Cauchy-Peano -

40,‘ J‘Ia,k juz wspommieliémy w ustepie 28, str. 38, pierwsze dwa do-
wody twierdzenia, ze réwnanie '

@) y'=f(zy)
ma rozwigzanie y=g(z), spelniajace - warunek poczgtkowy

(2) (I’(mo) =Yoy

podal sam Cauchy. Pierwszy «z tych dowoddéw, oparty o metode Lnii
Iama.n.ych oméwiona w sposéh pogladowy w ustepie 25, str. 34, podamy
obeenie z odpowiednimi uproszezeniami 1 nogélnieniami.
w do-Wodzie tym Cauchy zakladal, ze funkeja f(, y) jest ciggla
W otoczeniu badanego punktu (%0, ¥o) 1 2 ma w tym otoczeniu ciagly
Pochodng ezgstkows fo(z, y). Lipsehitz, analizujge zatozenia Cauchy’ego
za.uwf%yi‘, ze zatozenie drugie jest za silne i ze moze by¢é zastapione za-
lozeniem s’lal_)szym, iz funkeja f(z, y) spelia ze wzgledu. na zmienns y wa-
I‘I,ll.le?i omowiony w ustepie 27, str. 37. W ten wiagnie 8poséb zostata wy-
rozmiona tak wazna w dzisiejszej analizie klasa funkeji speliajaeych
warunek Lipschitza.
- Dalszy istotny postep zawdzigezamy Peano, ktéry przy koncu
ubieglego stulecia wykazal, ze jedna czesé twierdzenia Cauchy’ego, a mia-
. : 4%
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nowicie ta, ktéra zapewnia istnienie rozwiazania y=g(z) réwnania (1)
spelniajacego warunek (2), jest prawdziwa przy jednym tylko zalozeniu
ciaglodei funkeji f(z, ). Druga natomiast cze$é, zapewniajaca jednoznacz-
noéé rozwigzania réwnania (1) przestaje byé prawdziwa, o ile si¢ nie
uezyni dodatkowych zatozern. Od tego czasu zagadnienie istnienia roz-
wigzania oddziela sie od zagadnienia jego jednoznacznofci, a twierdze-
nie zapewniajace istnienie rozwigzania tylko przy zalozeniu -ciaglodcl
funkeji f(», y) oznacza sie czesto nazwa twierdeenia Cauchy-Peano.

Dowéd Peano, bedacy medyfikacja dowodu Cauchy’ego, ulegal
7 kolei licznym przeobrazeniom i uproszezeniom, ktére doprowadzily do
jego wielkiej prostoty i jasnogeci.

41. Zaléimy, ze funkeja f(wx, y) jest ciagla w obszarze T, obierzmy
w nim punkt (2, y,), oznaczmy przez d jakas liczbe dodatniy i weimy
dowolny rosngcy ciag liczb :
(3) . B < Wy < By L8y < B, =0T+

Nawigzujae do rozwazan intuicyjnych z ustepu 25, str. 34, kon-
struujemy lamang, odpowiadajaca podziatowi (3) przedziatu {(a,, -+ d,
o wierzcholtkach P,=(x,,¥,) i o spadku boku P, P, ,, réwnym

(4) S @, 4,)
lub
() ‘ ‘ @, Y.)+2,

gdzie 1, jest dowolng liczbg dla »=0,1,...,n.

- Jezeli spadek lamanej okreflony jest wzorem (4), to famana ta na-
zywa sie zwyczajng, jezeli zad spadek okreflony jest wzorem (4'), to ta-
mana nazywa sie uogdlniong. Do dowodu twierdzenia Cauchy-Peano
wystarcza uzycie lamanych zwyczajnych, jednak ze wazgledéw, ktére
beda wyjasnione w ustepie 48, str. 64, bardziej celowe jest poshugiwanie
sie lamanymi uogélnionymi, co tez w dalszym ciggu czynimy.

W tym przypadku funkcja przedziatami liniowa okre$lajaca wspo-
mniang lamang zalezy nie tylko od zmiennej # i od wyboru ciggu (3),
tj., od wartodci liezb %o, 2y, ..., ®,, ale takze od wartodei parametréw
Aoy Ayeevy Ay Oznaczmy te funkeje przez

(6) ’ E{I=y;’(wy‘fcoiml)-"7“t'm/'lu’}‘lfnw}“n.—l)'
Jest ona okreglona indukeyjnie w sposéh nastepujacy: '
_Iyo;f‘[f(mn;yo)‘f'lo](m_wo) w przedziale (&, @;>,

l?{k"‘[f (@0, Y50) + ) (5 —ay) w przedziale {my, @41,
gdzie k=1, 2, ...‘,n—‘l, a wartodei y, s — jak to latwo sprawdzié —
okreflone wzorem zwrotnym

(8)

) k=1 g
(6) L =k ;‘0 [f(mw%)*‘%](”wl_wv):. k;:l, 2y, m—1

'Y .
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Ostatecznie mamy wiec dla funkeji ¥ w przedziale Ly,
E—1

(7) T=yo+§) (s 9.)+ 4.1 (2,41 —8,) [ (@0, 43) + 2] (2 —a3y),
gdzie %k=1,2,...,n—1.

Tpp1> Wzlr

Uwaga. Gdy wszystkie liczb 5 ;
e Yy 4, 83 réwne zeru, to of
oczywiicie lamane ZWyczajne. ’ ? rzymu;emy

Mozemy, jak widad, zdefiniowad analogiczne lamane w przedzia-
le [#y—d, x,].

.42: Dgfinicja; (7) nie okre§la funkeji ¥ dla x>z, gdy wierzcholek P
Zn&]dl‘l%]e ksm poza obsearem T, poniewasz symbol f@, y,,) traci W’ced;rc
sens. Wykazemy, ze jesli liczby d 1 |4, | s dostatecznie
padek nie ma miejsea. * e fo e pray-

W tym celu wyznaczamy najpierw takie liczby i
m ajpi Yy a>01 b>0, a -
stokat okreslony nier6wnogciami P by pro

(8) |o—a,|<a, [y —y0l<b

lezal w T. Oznaczamy pIzez M kres gérny bezwzglednej wartosei funkcji
f(z,y) w tym prostokacie, przez 1 — dowolng liczbe nieujemns oraz

) . 8=Min[a,b/(M+2)].
Przyjmujge d=¢, twierdzimy, ze dla parametréw %, speliajaeych
(10) o RILa, k=0,1,...,n—1,

WZ‘C‘)I‘ (7) okrefla, Iecznie z wzorami (8" i (8), funk(;je ¥ w calym prze-
d.zmle {Zo, By+96,> 1 analogicznie w przedziale {(z,—4,, #,>, a lamane
nie wychodzg poza prostokat (8). . ”

Istotnie, wedlug (5) w przedziale (@, z,> jest

(11) 1 —y0 | <17 (@o, 40) |-+ Ao)(5—ay),
a 'wiec na mocy (10) i (11)

12) Y=yl S(M 4 A) (0 —2g) (M + 1) (2 —210) (M4 A8, b,

ezyli .pierwszy bok lamanej, a w szezegllnodei jego punks kodcowy
Bl lezy w-prostokacie (8). Jesli teraz przypuseimy, ze bok P, . P lezy
W tym prostokacie, to widaé, ze wartosé F(@y, v) jest okreélonak;;vz%r (5
o].fres‘hf II’ takze w przedziale &y, @y1>; zaTAZEm 7 poprzedniego wy-
nika, ze jest w tym przedziale N

k—1
!Y’—%Kv:yo [If(xﬂyv)|+]Zvl](xv+1_':”v)+[lf(wk?yk)l+llk’($_$k)]<
k—1

<

y=0

nierdwnosé ta wykazuje, ze bok P, P, +1 Téwniez lezy w prostokacie (8).

(13)
(M +2) (@, 41— 2,)+ (MA+1) (2—,) = (M2 (2 —0) (M +1)8,<b;
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Na zasadzie indukeji wnioskujemy stad, ze funkeja ¥ jest okre§lona
dla » speliajacych warunek |z—,| <9, 1 wykres jej przebiega w pro-
stokacie (8)- : : . .

Uwaga. Lamane zwyczajne istnieja w przedziale {w,— 6, B0, gdzie

(14) . §=Min (a, bjM).-

43. Wykazemy, Ze jezeli spelniony jest warunek (10), to funkeje (5),
odpowiadajace dowolnym podziatom (3), tworza rodzing funkeji réwno-
ciaglych w przedziale {wo—0d;, %o+0:)-

W tym celu udowodnimy, ze wszystkie te lamane spelniajg warnnek
Lipschitza ze wspélna staty M4-2, co, jak wiaddmo (p: ust. 39, str. 50),
jest warunkiem dostatecznym réwnocigglodei. : ‘

Dla #' i " spelniajacych warunek By <’ <& KWy 8, niech {wy, Tpyq)
1 @y, Ty bedsy takimi przedziatami czedciowymi odpowiadajaeymi cig-

* gowi (3), ze &’ nalezy do pierwszego z tych przedzialéw, & «” — do drugiego.

Stosujac oznaczenie (B) i wzér (7)  otrzymamy najpierw w przy-
padku, gdy ¥-4+1<l'—1, réwnosé ‘ ‘ :

W(m"i wm"";wm Aoye- oy }'n——l)'“yy(w” w‘i"""m’"’ Aoseee A”‘l)#

) 1 .
=[f(ml 2y )+ A 1@ — @)+ %_l[f(mp ) ?/v)"i‘ 4] (%ﬂ —m,)+ o
' [y Ye) A ) — ),

a potem nieréwnogé
|T(w”7m01"'7wn1}'0’"'7ln;1)‘ﬁw(w'9‘w07“'7 m’n7‘z’07"t7.l’m~—1) [<
=1 ) ) "
(M AH-2) (g —2)+ Z"I(M+/1)'(w,+1‘——m,)+(M—I—l)(w =)=
. . y=U+ s )

(15) =),
i analogicznie sprawdzamy te nieréwnosé w przypadku, gdy I'+1>0"—1
oraz w przedziale {w,—9;, T», €O Wobec dowolnodci rozwazane] tamanej
dowodzi réwnociaglogei funkeji ¥ rodziny (8), -odpowiadajacych dowol-
nym podziatom (3), przy zatozeniu(10). o

44. Rozwazmy taki nieskonczony ciag podziatoéw

(16) {m,}
przedziatn {z,, 2,+6,> na przedzialy czesciowe, aby maksimuom ich
dtugodei- dazylo do zera przy w—»oo. Niech .

a7 m0=w§,")<w(1")<..;<m${‘,}=mo+5l
" beda punktami wyznaczajacymi podzial m, i niech dowolne liczby

&
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(18) : B XY SRRy

spelniajg nier6wnogé

19 (=)

(19) . IO, v=0,1,...,n,—1, n=1,2,...,

gdzie

(20) - {19}

‘jest dowolnym, dazacym do zera ciagiem liczb, spelniajacych nieréwnodei

21 ‘

(21) ‘ 0L, u=1,2,...
Oznaczmy dla skrécenis
_ P, o, O TY L 14 _5) =W, (a), a=12,...
Funkecje )

(22) ¥i(z), Pa(x), Ps(@), ...

53w Qrzedziale {@y, To+8;> Téwnociggle i wspélnie ‘ograniczone. Mo-

zemy wiec,; w mysl twierdzenia Arzeli (p. ust. 39, str. 50 j ig-

gu (22) ciag czedciowy ‘ ’ § WJ&(S e
’I’ql(m), ‘qu(az), qu(w% “eey

jedfllosta,jn-ie zbiezpy w tym przediiale. Aby nie komplikowaé zapiséw,

zMO@y, ‘ze funkeje lI’qﬂ(ac) oznaczyliSmy znowu przéz Y, (), tzn., ze ciag

(22) jest juz tym wyjetym ciagiem cz@écidwym jednostajnie zbieznym.
45. Oznaczajac przez g(x) granice ci i Z

| « agly tego ciagu wykazemy, ze

funkeja ta spelnia réwnanie calkowe przynalezne do réwna,nia’ (1)

(.p. ust. 29, str. 39), czyli ze jest ona rozwigzaniem réwnania (1), spelnia-
Jacym warunek poczatkowy (2). W tym celu udowodnimy, ze réznica

R() = p(2)—yo— [f[s,p(s)]ds
! Ty
jest mniejsza co do wartodei bezwzglednej od dowolnie obranego £>0.

pla p1:zysto's0.wamia, réznicy R(») do potrzebnych oszacowan, przed-
stawiamy jg najpierw dla dowolnego x w formie

B(&) =[p(e) ~¥,(0)]+  2,0)—ys— [T, 7, (6)1a5 ) +

+ [(715, Pt 1—11s, p(s)7) ds.

Obierafjaye nastepnie w przedziale {z,, #,--8,> dowolng, ale chwilowo”
ustalong liczbe @, oznaczmy przez (ac,(;l‘l), w}c’:‘)“} ten z przedziatéw cze-
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$ciowych podziatu (m,), ktéry te liczbe zawiera. Wedlug definicji funkeji
Y (x) bedzie wtedy .
— &)+ (@, y) + 20 (o —aff) =

kﬂ—l
W (@) =yo-+ 3 [, y4)+1P] (@,
y=0

R
__%_1_15271 jﬂf 2%, y¥)ds + f o), y) ds _|_kjl,1w ), — alM) +
y= , M
+ M@ —aft),
a poniewaz jest takze ¢

k —-1 sll

ff[s, st—z ff[s P(s ]ds+ff[s, (s)1ds,
mk/‘
Wiéc wobec (19)
k1 v+1 St
(23) |R@)|<|g DI+ [ 1,y —fls, ¥ )]lds+
=0 o
+ f |Flalt), 41 —1Ls, P (o))l ds+ [ [1Ls, ¥ (s)]

Za
$
kl-‘

—1ls, p(s)| ds+ 24 (2 —a,).

Dobierzmy - teraz do danego dowolnego >0 liezhe 7>0 tak, aby dla
punktéw (', y’) i (2, ") prostokata (8), takich, ze
(24) e —a'| <7,

zachodzila nierdwnogé

ly'=y'[<m,

(25) ) =1 ) <

e )

co ze wzgl@dil na jednostajng ciaglosé funkeji f(=, y) w tym prostokgcie
jest oczywidcie mozliwe. Nastepnie, korzystajac z réwnocigglodei funk-
¢ji (22) wyznaczmy liczbe o>0 tak, aby .

(26) o<y .
i aby dla ' i " nalezacych do {(z,, @y-~6,> nierdwnodé
€27)

pociagata za sobg nieréwnodé

[2"—a' <o

icm

Dowdd istnienia.

57
(28) [P, @) =P a") |<n

dla wszelkich . Wreszeie, majac 5 i o, wyznaczmy N tak, aby nastep-
stwem nieré6wmnosei

(29) : w>N
byly nieréwnofci .
(30) lp(e)—¥,(@)] <3
(31) 1fls, p(9)1—1[s, %, ]|<-
(32) Frpna
45, _
(33) 0<a¥,—ai <aq, »=0,1,...,n,—1.

W tych warunkach dla wartosci s nalezacych do <z, z%,> bedzie
zachodzila, ze wzgledu na (33), nieréwnosé .

(34)

poniewaz za$ nieré6wnosé (27) pociaga nieréwnosé (28),
przedziale bedzie tez

0<s—al <o, r=0,1,...,k,,

wiec w tymze
1P, (8)— P, (al)|<n
ezyli

(35) [P, ()9 |<7.

7 nieréwnosei (24) wynika (25), & wiec (34) i (35) pociagaja za soba,
wobec (26), nieréwnogé .
(36) 1f (@, y¥)—fls, 7 (s)]!<—
w kazdym z przedzialow cz@éciowydh podziatu (
bedzie (29).

7 (23), (30), (31), (32) i (36) wynika w takim razie nieréwno$¢'

7,), jedli tylko zachodzié

kp—1 ¢v+1
Al<gt ) [ nd“fzs“dsﬂ_d”_(m_w")“
. v—-D zu)

c. b. d. o. Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzié dla przedziatn
{@g— 0y, To)-

Jedli w dowodzie powyzszym ograniczymy sng do lamanych zwyczaj-
nyech, to uzyskany wynik bedzie prawdziwy w przedziale {@w,—d, 2o+ 0>,
gdzie liczba & okreflona jest wzorem (14). Reasumujge mamy nastepujace
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Twierdzenie Cauchy-Peano. (lokalue). Jeseli funkcjo f(z, y) jes.
ciagta w obszarze T, prostokql, dany mnieréwnodciami (8) lezy w T, M jest
g6rnym resem bezwzglednej wartodei fumkeji flz,y) w tym p'rostok@ow
4 Viczba 8 jest okreslona réwnoseiq 6=Min(a, b/ M), to istnieje funkcja y=p(z),
okreSlona w przedeiale {my—06, mo+0) 1 spelniajaca w nim réwnanie (1)
oraz warunek (2). Funkcja ta preedstowia geometrycanie tuk regularny,
praebiegajgoy w prostokacie T 1 praechodzqcy przez pumkt (%4, ¥o).

_§ 10. Integralne rozwigzanie zadania Cauchy’ego
46. W dalszym ciggu rozwazamy réwnanie

(1) ' ¥'=1(,y)

oraz zagadnienie znalezienia taliego rozwigzania szezegblnego y=g(xz),
ktére by spelniato warunek poczatkowy

() - (@) =Y,

gdzie zakladamy, jak w ustepie poprzednim, ze funkeja f(z,y) jest

ciagla w pewnym obszarze T. Wykazaliémy tam, ze dla dowolnego

" punktu (#,,y,) tego obszaru istnieje rozwiazanie w sensie lokalnym, tzn.

okredlone w dostatecznie maltym przedziale zawierajacym liczbe a.
Obecnie oméwimy zagadnienie integralnego rozwigzania tego samego

zadania, tzn. zagadnienie znalezienia rozwigzania okre§lonego w prze-

dziale mozliwie najwigkszym.

" Najpierw udowodnimy nastepujace przygotowaweze

Twierdzenie. Jezeli funkcje p,(z) i p,(x) sq romwiqeaniami szcee-
gblnymi réwnania (1) okreSlonymi - w preedeialach {wy, > 4 gy 225
(B <<wy<<@y) % jesli '

(3) P1{(®s) = 93(%s) =¥,

to funkeja P(w), okreslona w praedziale {m,,x,, jako réwna p,(z) w pree-
dziale {wy, 2,5, a ¢y(w) w preedeiale {u,,w,), jest rozwiqraniem réiwnania (1).
Dowdd. Z zatozenia wynika, ze funkcja g,(») spelnia réwnanie (1)
w zamknietym przedziale (w,,a2,>. W szezegélnosel wiee w punkeie x,
istnieje lewostronna pochodna — oznaczmy ja przez # 1 (2g) — 1 zacho-
dzi réwnodé .
o (@) =f[v'0u %(ma)] =f(®s, ¥a).

Podobnie dla funkeji g,(z ) istnieje prawostronna pochodna, w punk—
cie @, — oznaczmy jg .przez ¢F(w,) — i zachodzi réwnosé

: [ F(03) = 1 (22, pa(®,)] = f(,, Ya),
a zatem ‘ ’

) T 91 (@) =7 (22).
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Z réwnofci (3) i (4) wynika, Ze funkecja ¥(z)-ma w punkecie z, pierw-
szg pochodng, dla ktérej

W(ws) = 1 [@a, ¥(ws)].

‘Wobec. tego funkeja ¥(z) spelmia réwnanie (1) w calym przedziale {u;, 5>,
c. b. d. o.

Z uwagi na to nazywamy funkecje ¥(z) przedtuzeniem w prawo roz-
wiazania ¢,(z) i przediuzeniem w lewo rozwiazania @,(z).

Przy tworzeniu tych przediuzenn mozna oczywiscie braé przedziaty
otwarte z jedne] strony (vy, %, 1 (&, @s). )

Twierdzenie. Jezeli funkeja ¢(x) jest w przedziale (@i, x> rozwig-
zaniem réwnania (1), to istnieje preedeial {my, x> zawierajacy w swym
wngtrzu preedzial {x,, B,> ‘oraz takie rozwiqzanie P(z) réwnania (1) w pree-
deiale {&y, x>, 26 w przedeiale {@,, x,> zachodzi réwnodé

W(w) = (@)

Dowdd. Punkt P,=(z,, p(x,)) lezy oczywiscie w danym obsza-
rze T, wobec czego istnieje w T’ taki prostokat o §rodku P, i o bokach réw-
nolegtych do osi ukladu, ze do réwnania (1) i punktu P, mozna za-
stosowaé twierdzenie lokalne Cauchy-Peano: Istnieje wiee w przedziale
{&s, Ty, gdzie x>y, Tozwiazanie p,(z) spelniajace warunek g,(z,)=q(,).
Oznaczmy ¥(x)=q(x) w przedziale {w,,#,) oraz ¥(x)=g,(x) W przedziale
{&y, Hay. W myfl twierdzenia poprzedniego dostajemy przedtuzenie, ¥(x)
rozwigzania ¢(x) ,w prawo-i podobnie dowodzimy, ze mozna je przediu-
zyé w lewo, c. b. d. o. ’

Udowodnione twierdzenie wyrazamy krétko, méwiac, ze kazde
rozwigranie @(x) réwnania (1), okreslone w przedziale zamknietym i prze-
biegajgee w obszarze T, moina przedluzyé w prawo i w lewo.

47. Niech ¢(z) bedzie rozwigzaniem réwnania (1) w przedziale pra-
wostronnie otwartym <=, %,). Powstaje pytanie, ezy i kiedy rozwia-
zanie to mozna dodatkowo okreflié dla x=gx, w ten sposéb, aby spelniato
ono réwnanie (1) w przedziale zamknietym (z,, #,>. Odpowiedz na to py-
tanie wymaga uprzedniego wprowadzenia nastepujacej definicji.

Méwimy, ze rozwigzanie ¢(x) réwnania (1) istniejace w prawostron-
nie otwartym skolczonym przedziale {z;,®,) skupia si¢ swym prawym
koticem na punkeie (2., y,) obszaru T, jezeli istnieje ciag {,}

L <, <<%, N Ly Zs,s
taki, ze . o '
(@) Y2 *).

*) Jezeli przedzial nie jest skonczony, tzn. z,==oco0, to uwazamy, Ze rozwia-
zanie @(x) nie skupia si¢ swym prawym k“gﬁcem.
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Odpowied# na postawione przed chwily pytanie daje nastepujace

Twierdzenie. Jeseli rozwiqeanie g(x) réwnania (1) istniejgce w pra-
wostronnie otwartym przedziale {w,,x,) skupia sig na punkecie (%5;y,) obsza-
ru T, to okreslajqe dodatkowo o(w) dla w=w, za pomocg réwnodel y,=e(w,)
otreymamy rozwiqeanie dstnicjace w preedeiale zamknigtym (@, Bo).
w szozegolnosm wige dla x=x, bedzie )

@'(@s)= f[mzy ¢ wz)]

-Twierdzenie to podaje ‘wiec warunki, w jakich rozwiazanie réwna-
nia (1) istniejace w przedziale prawostronnie otwartym <w,, ;) MoZNa
przediuzyé na przedzial zamkniety {w,,%,).

Dowdéd. Wykazemy najpierw, ze

'

Lim p(x) =¥,.

T,

Otoczmy w tym celu punkt (z,,%,) kwadratem K,

' lw—as| <, [y —ys| <e

na tyle matym, aby byt on zawarty w obszarze T. Wystarczy wykazaé,
ze dla kazdego ¢>0 i dla kazdego ciagu 2, <E,<®,, §,~>%,, 0d pewnego
wskaznika poczawszy zachodzi nier6wnogé

lp(&,)

Dowodzge niewprost przypudémy, ze dla pewnego &>0 istnieje ciag
§1,85, ..., dla ktérego jest stale

—ya[<8.

| @(£,) — ¥l > e,

gdzie o, <&, <@y 1 &, > 2y,

Poniewaz ¢(z) skupia si¢ swym prawym koficem na punkcie (z,, Jg)
“ wigoe istnieje ciag punktéw x,,; dla ktérego @, <w, <@y, 2,2, 1¢(® )—)yz.
Dla dostatecznie duzych wskaznikéw. n bedzie wiec

&
p(2,) — ¥l <3
Idge: od punktu , ku punktowi £, napotkamy taki piérwszy
punkt £, , ze
[p(Ln) — 2l =e.

Cze$é wykresu y=p(x) odpbwiadaj@a; przedziatowi [#,,(,] nalezy
oczywidcie do kwadratu K, dla n dostatecznie duzych. Mamy

[9(00) —@(@a) = 9(L) — Yot Y2 — (@) | >

£
Yal —Iw(mn)~yz|>—?:-

4

e
cm ..
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Na podstawie twierdzenia Lagrange’a o przyrostach skonczonych jest
P(Ln) — 9(@,) = (L— 2,) 7' (1),
gdzie 7, lezy miedzy ¢, a x,, punkt zas (7,, p(n,)) nalezy do K. oraz

W'(nn) = f[nn’ (P(nn)]'
Jest wiee .

[(Ln—&5)
skad wynika, Ze

P )] = (= 2) 00 2 (1)) 22,

&
1FE7s 9()1] >m‘

Poniewaz (, —x,—> 0, wiec

s 201100,

co jest niemozliwe, gdyz punkty (nn,zp(nnj) sa poloZoné w kwadracie K,
w ktérym funkeja f(z,¥), jako ciagla, musi byé ograniczona.
Wykazaliémy wige, ze dla kazdego ciagu 2,<E, <@, &, @, musi
byé @(£,)->Ys, tzn., Ze
‘ « lim () =y,

TrTy

‘Wobec cigglodel funkeji f(z,y) wynika stad, ze
lim [, p(2)] = (2, Y2) =125, p(22)]-

L~ Ta

Poniewaz jednak w przedziale <{z,2,) jest ¢'(z)=f[=,¢(x)], wiee
lim ¢/ () = (22, Y2) =F[ 2, ()]

z-rz,

Stosujae do ilorazn

twierdzenie de ’Hospitala otrzymamy na podstawie przedostatniej réw-
noseci .

i P18) — ¢(a)
T — Ty

=lim ¢'{x)

T—rZs

= fl@s, p(,)]

czyli
@ (29) = F[@ay 9(@:)]-

Oznacza to, ze rozwiazanie p(z) okreslone dla w=gx, przez réwnosé
@(%,) =Y, spelnia réwnanie rézniczkowe (1) réwniez dla z=g,. Funkeja
(2067 ) okreslona dla o=w, przez r6Wnosé @(x,)=y,, jest wige rozwigzaniem
réwnania (1) istniejgeym.w przedziale zamknigtym <{z;,z,», ¢. b. d. o.
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Oba poprzednie twierdzenia wskazujg nam dwa réine sposoby prze-
dhuzania rozwigzal w prawo. Pierwszy z nich zapewnia mozliwoé prze-
dtuzenia rozwiazania istniejacego w przedziale zamknietym <{zy,%,)>
na szerszy przedzial zamkniety <m,ya;). Drugi dotyezy rozwigzan ist-
niejgeych - w przedziale prawostronnie otwartym <{w,,), ktére skupiaja
sie swym prawym koricem na jakimg punkeie (z,,¥,) obszaru T'. Rozwig-
zania takie mozna przediuzyé na przedziat zamkniety {w;,®,).

Powstaje pytanie, jak daleko da sie przediluiyé w prawo dowolne
rozwigzanie réwnania (1). OdpowiedZ na to pytanie ulatwi nam naste-
pujace okreslenie. . ‘

Méwimy, %e rozwigzanie y=g(z) réwnania (1) istniejace w przedziale
prawostronnie otwartym (by,b) emierza swym prawym kotcem do brzegu
obszaru T, jezeli rozwigzanie to swym prawym koncem nie skupia sie
na Aadnym punkcie tego obszaru.

Przypadek ten charakteryzuje si¢ wiec tym, ze nie istnieje zaden
ciag @y, @,,..., dla ktorego :

boy< a'n.< b, @y b, P(@,) >,

gdzie (b, ¢) jest punktem wewnetrznym obszaru 7. .

‘W odniesieniu do mozliwie najdalej posunietej przediuzalnodci do-
wolnego rozwigzania na prawo zachodzi nastepujace zasadnicze

Twierdzenie. Katde rozwigzanie réwnamia (1) wychodzace w prawo
2 punktu (by, ¢,), ten. istniejace w pewnym preedziale (by, b), da sie¢ prze-
dlugyé w prawo na taki prawostromnie otwarty preedziat (by, b*), aby ros-
wigeanie to, roxwadane w tym przedziale, zmierzato swym prawym kotoem
do brzegu obszaru T. )

Dowdd. Niechaj y=q(s) bedzie Tozwigzaniem istniejacym w prze-
dziale {by, b). Jezeli rozwigzanie to swym prawym kodcem zmierza do
brzegu T, t0 teza twierdzenia jest prawdziwa i dowéd jest ukoticzony.

Jezeli rozwigzanie to nie zmierza prawym koncem do brzegu 7T, to
da si¢ ono rozszerzyé na- przedziat (b,,d>. Przyjmujac b=>, widzimy,
ze da sie ono rozszerzyé na przedzial (b,,b,>. Oznaczmy przez k, kres
gérny. takich liezb %k, ze da sie ono rozszerzyé na przedma& boy by K.

Przyjmujac

By=b, +Mm(7“2 )

widzimy, ze da sie ono przediuzyé na przedziat <by,b,>. Zalbzmy, ze
rozwigzanie nasze da sig przedtuzyé na przedzial (b,,b,> i oznaczmy
przez k,, kres gérny takich %, ze da sie ono przediuzyé na przedziat
<boy by tk) 1 przyjmijmy

buss = bt Mm("”z+1 1)
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Ciag by, by, by, ... jest indukeyjnie okreflony i rosngcy, a zatem zmie-
173 do pewnej granicy b* (skorczonej Iub nie).

Poniewaz nasze rozwigzanie daje sie kolejno przedtuzaé na przedzmly
{bos 01>y by, bapy {byybs), ..., wiee da sie ono, jak latwo wykazaé, prze-
dtuzyé na przedzial prawostronnie otwarty <b,,b5*).’ )

Twierdzimy, ze rozwiazanie y=g(xz) rozwazane w tym -przedziale
zmierza swym prawym kofcem do brzegu obszaru 7. Przypudémy, ze tak
nie jest. Na podstawie ostatniego twierdzenia da si¢ ono przediuzyé
na przedzial zamkniety skodezony <b,,b*s i z kolei, na podstawie przed-

. ostatniego twierdzenia, na jeszeze szerszy przedzial by, b* 6.

Oznaczyliémy przed chwily przez %,., kres gérny takich liczb %, ze
rozwigzanie y=e¢(s) da 81@ przedtuzyé na przedziat {b,,b,+k)>. Wynika
stad, ze

bn+kn+1 2b*+ £> bn+£ H
a zatem
(5) ' Fpyy> &>0.

Z drugiej strony jest w tym przypadku
Min (%, 1/2, 1)=b, oy — b, —>b* —b*=0.
‘Wnosimy  stad, ze dla do§é duzych wskaznikéw n
m"(ku+1f271)=ku+1/2 )
czyhi :
kpyy—0,

co wobee (5) jest niemozliwe. Dowiedlismy w ten sposéb, ze rozwigza-
nie y=q(#) rozwazane w przedziale (b,, b*) zmierza swym prawym koricem
do brzegu obszaru 7T, w przypadku, gdy b*<oo.

Jezeli b*=o0, to rozwigzanie y=g(z) zmierza swym prawym koricem
do brzegu obszaru T, zgodnie z odno$nikiem na str. 59 i w ten sposéb
dow6d naszego twierdzenia mozna uwazaé za zakofczony.

Wprowadzajac amaloglczne do podanych uprzednio pojeeia skupiania
sie rozwigzania swym' lewym koricem na punkeie obszaru oraz zmierza-
nia swym lewym koficem do brzegu obszaru i stosujac podobne rozu-
mowanie mozna wykazad, ze dla kazdego rozwigzania réwnania (1)
wychodzacego w lewo z punktu (b, ¢,) istnieje jego przediuzenie w lewo,
zmierzajace swym lewym korficem do brzegu obszaru T

Pozwala to wypowiedzieé nastepujgce

Twierdzenie Cauchy-Peano. (integralne). Jeieli funkeja f(z, )
wystepujaca po prowej strowie réwnania

¥ =1(z,y)

jest ciagla w obszarze T, to kasde rozwigrzanie tego réwnania ma preediusenie
w lewo © w prawo smierzajace swymi oboma kovicams do breegu obszaru T.
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Kazde tak przediuzone rozwigzanie y=g(x) spelniajace warunek
poczatkowy ! . : .
Yo = ()
nazywamy rozwiqzaniem integralnym réwnania (1) przy tym warunkt

poczatkowym,

48. Wykazemy, ze kazde rozwigzanie réwnania (1) okre§lone w prze.
dziale zamknietym jest gmmcay jednostajnie zbieznego ciggu lamanyecl
uogélnionych. .

Zakladajae, ze funkeja f(z,y) jest ciagla w obszarze T, bierzemy
dowolne takie rozwigzanie y=@(x) okreflone w przedziale <a, > i roz
patrujemy iuk regularny o réwnaniu y=gp(x). Widaé od razu, ze istnieje
taka liczba 5>0, Ze dziedzina D okre§lona nieréwnogciami

eSe<hy, @) —n<y<p@) -+

lezy catkowicie w obszarze T, w przeciwnym bowiem’ razie, jak latwc
sprawdzié, co najmniej jeden punkt Wspommanego hiku musiatby nalezec
do brzegu obszaru 7.
Jedli przez M oznaczymy kres gérny bezwzgl@dne] Wamtoém funkcp
flz,y) w D, to z (1) wynika nier6wnogé

(6) fle, p(@)] | <M,

a wiee takze nierdwnosé

™) | [1ls,p0ds| <M dla e<a'<a'<p.

‘O"bierzmy teraz dowolny ciag liczb
+(8) 0=y <& << ...<Z, <@,=p

i oznaczmy przez P, punkt (wy; @()), & przez &' — lamang o wierz-
chotkach P,. Jej réwniniem jest funkeja g(z) okreflona w przedzialach

e <f’77u9’k+1>7 k=0,1,...,m2—1, wzorem '

o f ) ) .
©) oie) = play+ 2 Z 0@
L1 — %y
Aby zbadaé, przy Jakleh wa.runka,ch tamana £ leZy W dz1edzm1e D,
oszacujmy, korzystajac z (1), réznice

Pe+1

P(@)— f 1o, o)1 ds— =2 f 118, (5))ds.

Z (7) wynika, ze w przedziale (@, ,> zachodzi nieréwnogé
lp@)—g() <2 M (%H‘ﬁ%)-
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Jezeli wiec ciag (8) bedzie tak dobrany, ze przedzialy czesciowe
béda krétsze niz 5/2M, to w calym przedziale {a, B> zachodzié be-
dzie nieréwnogé

lop@) —g(@) <7y

wykazujaca, ze tamana ' lezy w dziedzinie D. Jedli za§ zwrbeimy jeszcze
uwage na to, ze wyrazeniu g(z) mozemy nadaé w przedziale By gy
postaé

(10) 9(@)= (@) {f [, @) 142} (2 —2),
gdzie
i _ @) — o(my)
* Zppr1— %
11) *
=11&, (&) — Lo, @lay)], B <Ep<®py1,
to dostrzezemy, ze lamana £’ jest uogélnions lamang Cauchy’ego wy-
chodzges z punktu (a, ¢(a)) w prawo lub z punktu (8, ¢(8) w lewo.
Obierajac nieskonczony cigg liczb
{n:hs 0<n <,

zbiezny do zera, wyznaeza]ayc dla kazdej z nich taki ciag (8); aby prze-
dziaty czedciowe byly mme]sze od 7;/2M i oznaczajac przez g;(z) odpo-
wiednig lamang utworzong zgodnie z wzorem (9) lub (10), dostrzegamy
z atwoscig, ze ciag {g;(x)} zmierza jednostajuie w przedziale {a, 8> do roz-
wiazania ¢(z). Jednoczesnie zmierzajg jednostajnie (wzgledem %) do zera
odnogne liczby 2. dane wzorem analogicznym do (11) dla lamanej g,().

— 1l (@)1 = 0 (8) — [Ty o) ] —

Uwagi. 1° Przekonamy sie nizej (p. przyklad 40), ze twierdzenie
to nie byloby stuszne dla lamanych zwyklych.

2" Poniewaz wszystkie uogélnione lamane wychodzgce z punktu
Py=(z,, ¥o) i odpowiadajace wartosciom 1, spehiajacym nieréwnogé (10),
§ 9, w ktérej 2 jest dowolny liczbg dodatnia, istnieja w przedziale

- iy— 8, @949, gdzie 6, jest dane wzorem (9), § 9, wiee z ostatniego

twierdzenia wynika, ze kazde integralne rozwiazanie réwnania (1) prze-
chodzace przez punkt P, istnieje w przedziale <{w,—3d,, £,-6,> i rozwa-
Zane w nim przebiega calkowicie w prostokacie okreflonym warunka-
mi (8), § 9. Czytelnik z latwosciy sam stwierdzi, ze rozwiazanie to istnieje
w zamknietym przedziale (w,—9, z,+ 0%, gdzie 6 jest dane réwnogeig (14),
§ 9, i przebiega w prostokacie (8), § 9.

3° Poniewaz liczby @ 1b okreslajace wielkosé prostokata (8), §9, byly
wybrane dowolnie, wiec z uwagi 2° wynika, ze dla kazdego z géry danego
otoczenia plaskiego punktu P, istnieje taki dostatecznie krétki przedziat
<w0 d, o+d), ze kazde rozwiszanie przechodzgce przez punkt P, i ist-
niejace W tym przedziale lub w jego czedci, przebiega calkowicie w tym
otoezeniu plaskim punktu P,.

w. le.xborc, Roéwnania Ré6zniczkoewe. 5
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§ 11. Pek rozwigzan réwnania y'= f(x, ), przechodzqcych przez
jeden punkt ‘

49. Jezeli zakladamy tylko ciaglodé funkeji f(@, y), to rozwigzanie
réwnania .
) y' = f (m; ) .
-speniajace dany warunek poczatkowy nie jest na og6t okreslone jedno-
znacznie; jezeli rozwiazad jest wiecej niz jedno, mozna badaé pek roz-
wigeas tego réwnania, wychodzacyeh z danego punktu.

PRZYKELAD 40..Niech

. Vy dla o dowolnyeh i y:>0,
(1) : f(w:f‘/) = R .
0 »n o ” iy<0;

funkeja f(x, y) jest ciagla w calej plaszezyinie.

Zajmiemy sie wyznaczeniem wazystkich rozwigzad, wychodzaeych
z punktu (0,0).

Zauwazmy najpierw, ze jesli y,<<0, to réwnanie (1) ma w otoczeniu
punktu (4, ¥,) Postacé y'=0, wobec czego jedynym rozwigzaniem prze-
chédzaécym' przez ten punkt jest prosta y=o. Stad, jedli dla jakiegokol-
wiek rozwigzania ¥(z) istnieje taka wartosé s=z2, ze P(z)<0, to juz
w calym przedziale istnienia tego rozwigzania jest P(x)=(&)<0; kazde
wiec rozwigzanie przechodzgce przez punkt (0, 0) jest w calym prze-
dziale swego istnienia nieujemne.

Funkeja ¢, (@)=0 jest w przedziale (—oo, co) szukanym rozwia-
zaniem i idzie o to, czy przez punkt (0, 0) przechodza jakied inne roz-
wigzania. O ile @,(x) jest takim rozwigzaniem, to muszg istnieé takie
przedziaty zmiennej @, W ktéryeh @o(#)>0. W kazdym takim przedziale
spelnione jest réwnanie g =y'”, a wiec 1 nieréwnodé @y(x)>0,  tzn.
funkeja g,(w) jest w tym. przedziale 4cigle rosngea. Istnieje wige funkeja
p=yy(y) odwrotna do funkeji y=p,(x) 1 jest dla niej

1
1/’2(?/):7&'
Zatem y,(y) musi byé ksztattu o=yy(y)= Jayly?=2y"*+0 i mozme
prébowaé tak wyznaczyé stala C, aby v,(0)=0. Otrzymujemy oczywideie
0=0, a stad g,(#)=2/4. Réwnanie to zachodzi tylko tam, gdzic

@3(@)>0, tzn. dla »>0. Otrzymalidmy wiec drugie rozwigzanie naszege
zadania. Jest nim funkeja

@o(m) = {

ktora jest klasy C* w przedziale (—oo, o0) i spéh:nia w nim réwnanie (1)

0 da 2<0,
@4 da >0,

@
icm:
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Sa jeszeze i dalsze rozwigzania )

. przechodzgce przez (0, 0). Okresim:
bowiem funkecje P(z dla kaz i g i
e je Dz, &) kazdego » z przedzialu (—oo,c0) i dla
0 dla z <,

(x—£&P/4 dla z> L.

Funk.c;ja, O(z,£) spelnia réwnanie (1) przy kazdym ustalonym é&.
:;;;;a,dto jest 45(1(2,531:0, €o Igeznie z poprzednim orzeka, Ze przedsta- '

ona pr 2 0 i ie 16 i
i punkt?r) 0, ym £>0 rozwigzanie réwnania ('1) przechodzgce

Istnieje wiee nieskonczenie wiele tych
rozw?'?dz.aaiisad one uwidoeznionenarys.11. ¥ %
Pomijajge rozwigzania ¢, (z) i p.(x) widzi- “hy
my, ze kazde inne sklada sie z czedei do-
datniej osi #, nastepnie za§ przechodzi
w parabole. Nietrudno sprawdzié, ze in-
nych rozwigzatn przechodzacych przez
punkt (0,0) nie ma.

Uwaga. Gdyby$my do rozwigzan

B(w, ) = {

&N
w5

/
&

=

wychodzaeych z punktu (0, 0) w prawo T -
stosowali metode lamanych Cauchy’ego, & @lo=0
uzywajae tylko lamanych zwyezajnych, ' -

to otrzymalibyémy tg droga tylko roz- Rys. 11

wigzanie @,(2)=0. Inne rozwiszania prze-
chodzace przez punks (0,0) nie sg granicami eiagéw lamanych zwyczajnych.

) Poldam? dr?gi przykiad, w ktérym przez punkt (0,0) przechodzi
meskonczeme. wiele rozwigzan, a zadne dwa rozwigzania przechodzace
przez (0,0) nie majg innych punktéw wspélnych.

PRZYKLAD 41. Bierzemy pod uwage rodzine lukéw postaci
(i) y=0(z,0) =0~V 1 o,
gdzie z i C spelniajg nier6wnogei
—o0 <L g <00, 0O <00,

’Mamsf wige Dz, C)<0 dla #540 i $(0,0)=0. Dla kazdego ustalonego
C réwnanie (1) przedstawia luk otwarty, (p. ust. 10, str. 15) przecho-
dzacy przez (0,0), a poniewaz dla 40 jest

&y, 0)=1—

Vet
wiee dla stalego 270 funkeja &(x,C) jest Scifle rosngea, tzn. huki ro-

0,

;dziny (ii) nie majg poza punktem (0, 0) innych punktéw wspélnych.

5%


Yakuza


68 ROZDZIAYL II. Twierdzenie Cauchy’ego.

Prostym rachunkiem stwierdzamy, ze tuki te, wylaczajac punkt
(0,0), spelniaja réwnanie rézniczkowe

, 4’y
(i) Y =f(m:?/)=m'y;:
ktérego prawa strona jest ciggla. Poniewasz jednak.
22yl
f(w)?/)1=21w| oty 5 2,

wiee f(z,y)—=0, édy (#,y)->(0,0). Mozna wiee usunaé nieciaglo§é funkeji
f(#,y) w tym punkcie, okreflajac f(0,0)=0. Wtedy rodzina lukéw (ii)
speliaé bedzie réwnanie (2) takze i w punkeie (0,0), gdyz wszystkie
huki do niej nalezace sa w tym punkeie styczne do osi .

50. Zatézmy, ze funkeja f(z,y) wystepujaca w réwnanin (1) jest
okre§lona i ciagla w obszarze normalnym N, tzn. takim, ze jezeli jakie-
kolwiek dwa punkty o tej samej odciete] Py=(2y, ¥y) 1 Py=(2y, ¥,) na-
leza do N, to wszystkie punkty odcinka P,P, takze naleza do N. Niech
dalej Po= (2, y,) bedzie dowolnym punktem tego obszaru. Punkt @

" nazwienmy osiggalnym z P, jezeli istnieje Iuk catkowy réwnamia (1) 1a-
czgcy punkty P, i Q.

Twierdzenie. Jeseli dwa punkty o tej samej odeigtej Q= (2, y,)
1 Qu=(21,Ys) sa osiagalne z Py, to kazdy punkt odcinka Q.Q. jest takée
ostagalny &z Py.

Dowdd. Przyjmujac bez szkody dla ogélnosei, ze x>z, i y2>'f/1
wezmy tuki catkowe @,(2) 1 @s(%) laczace P,z @ oraz Py z @, i oznaczmy
przez X zbidr tych wartosei 4 z przedzialu {u,, z,), dla ktérych ¢, (z)=gp,(x).
Zbiér X, jako zbiér miejsc zerowych funkeji ¢,(z)—@.(z), jest zamkniety

i niepusty, gdyz zawiera x, i jego kres
Y ) gbérny £ nalezy do X. Przy tym jest &<y,
gdyz yy=g1(0)<@a(21) =y, (rys. 12).
Niech 4 oznacza zbiér okreslony nie-
réwnogciami

KoKy, (0 <Y < pal),

Q=(xy, n) za§ — dowolny punkt odcinka
Q1Q,. Jakiekolwiek rozwigzanie p(z) réw-
nania (1) wychodzace w lewo z punktu @
i przediuzone tak, aby swym lewym koii-
cem zmierzalo do brzegu obszaru N nie
moze przebiegad catkowicie w zbiorze 4 i tym samym istnieje taki
punkt &, ze bedzie £CE <, i albo @(&')=p (&), albo p(&)=py(&).
Jezeli ma niejsce np. drugi przypadek, to oznaczajac P(x)=g,(x)
w przedziale (@, &) i W(z)=¢(z) w przedziale (&, > otrzymujemy

Rys. 12

e
iom -
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(p. ust. 46, str. 58) rozwigzanie, laczgce punkt P, z punktem Q, a wiec Q
jest oswdga,]ny z Py, ¢. b. d. o.

51. Zalésmy teraz, ze funkeja f(w, y) jest ciaglta w dowolnym obsza-
rze T. Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Jeieli ¢,(x) 1 p.(x) sq dwoma rozwigeaniami réw-
nania (1) preechodzqeymi praez punkt Py=(x,, ¥,) obsearu T i okreslonymi
w pewnym przedziale [a,b] zawierajgeym wewnatrz x,, to funkeja okreslona

w tym przedziale wzorem .

(2) V(@)= Max [¢,(2), ps(2)]
jest takie rozwigeaniem réwnania (1) przechodzacym przez punkt P,.

Dowdd. Jezeli dla danej wartosei jest @1(2)<gp(z), to W pewnym
otoczeniu tego punktu jest oczywiscie ¥(z)=g.(z), a wiec

@) WV (z) = galw)=F[, o m)1=f[w, ¥()]

i jest analogicznie, gdy @.(z)<<g,(z).

Jezell natomiast dla danego z jest ¢(z)=g,(z)=%¥(z), to uwszgled-
niajae, ze @ (x), i=1, 2, 8% rozwigzaniami réwnania (1), jest dla dowol-
nego ¢>0 i dostatecznie malych wartosei &

g;(@+h)—g, pi(@+h) —¥(x)
3 L

stad zaf i z uwagi na to, ze ¥(w+h)=g;(z+h) lub P(w+h)=g,(z+h),
zachodzi nieréwnogé

~f[m, 7i(@)]|=

—’f[xy }f’(m)] <e,
. |

Y(z+h)—¥(z)
. h
co po przejéciu do granicy z h—0 dowodzi réwnosei (3).

Réwnodé (3) zachodzi wiee dla kazdego » z przedzialu [a, b], c. b. d. o.

—fz, ¥(z)] |<57

Rozwigzanie y=G(x) réwnania (1) przechodzace przez punkt
Py=(x,, y,) obszaru T i okreslone w pewnym przedziale [a, b] zawiera-
jacym wewnatrz punkt @, nazywamy rozwigzaniem gérnym réwnania (1)
w odniesieniu do punktu P,, jezeli dla kazdego rozwigzania y=o(x) Wy-
chodzgcego z tego punktu zachodzi nieréwnosé

(4) p(z)<Hw)

dla wszystkich wartosei @, dla ktérych oba rozwigzania g(z) i G(z) sy
jednoczesnie okreflone. Analogiczne rozwigzanie y=g(z), dla ktérego
w warunkach podanych w definicji rozwigzania gérnego zachodzi nie-
réwnosé *

(8) p(@) = g(®),

nazywamy rozwigzaniem dolnym rownania (1) w odniesteniu do punktu Pyg.
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Uwagi. 1° Oczywiste jest, ze w danym przedziale istnieje co naj-
‘wyzej jedno rozwigzanie gérne i jedno rozwigzanie dolne.

20 W powyzszych okredleniach nie przesadzamy bynajmniej sprawy
istnienia opisanych rozwiazan. Orzeka o tym dopiero nastgpujace

Twierdzenie (o lokalnym istnieniu rozwigzania gérnego i rozwia-
zania dolnego). Przy popreedwich zalozeniach przez kazdy punkt Po==(&,, Y,)
obszaru T preechodzq rozwiqeania. gérne i dolme, okreslome co najmmiej
w pewnym dostatecznie malym ofoceeniu punkiu x,.

Dowdd. Obierzmy liczby dodatnie @ i b tak, aby prostokat
(6) |z —m| < g, [y — %l <D

lezat wewnatrz T i niech M bedzie kresem gérnym bezwzglednej war-
todei funkeji f(z,y) W tym prostokacie, 6 za§ — liczbg Min(a, b/ M).

Na mocy koncowej uwagi ustepu 48, str. 65, wszystkie rozwiazania
y=g@(z) przechodzace przez P, istnieja dla |z—axy|<<é i przebiegaja
w prostokacie (6). Oznaczmy, przy dowolnym, chwilowo ustalonym sz,
przez G(z) kres gbérny, a przez g(x) — kres dolny wartodel p(z), gdy ¢(z)
przebiega wszystkie rozwigzania przechodzace przez P,. Dla funkeji tak
okreslonych w otoczeniu |z—x,|<<d spelnione sg oczywidcie warunki (4)
i (5), dotyczace rozwigzania gérnego i dolnego. Wystarczy wige wykazad,
ze funkecje te sa rozwigzaniami rdwnania (1) przechodzacymi przez
punkt P,. . . '

W tym celu zauwazmy, ze z uwagi na jednostajng ciaglogé funkeji
flz, y) w prostokacie (6) istnieje dla kazdego >0 takie $>0, ze nieréw-
nosei )

" —a'|<By ly—yl<d

pociagajy za soba, dla kazdych punktéw (2',%') i (2, y"). tego prosto-
kata, nieréwnogé

| fo, —Hz y) | <e.

Tym samym dla kazdego rozwiazania p(x) przechodzacego przez P,
rozwazanego w otoczeniu |3—u,|<d i spelniajacego tamze warunek ILip-
schitza ze sbala M, nieréwnosé |a,—m,|<y=Min(9,9/M) pociaga za
soba, wobec |z,—w,|<?/M, nier6wnosé |e(w,)—e(z,)|<®, a nastepnie
nierdwnogé
(M 112y @(@a)]—F (21, p(21)] [ <e.

Stad wynika, ze

p(@)—pl@)
(8) o = (O) =& 9(8)] =flay, p(@)] + 0,

Ly — &y
gdzie & spelmia warunek Jf—w1]<]w2¥w1[, 7 zas, wedlug (7) — Wwarunek

(8) Inl=I11& e(&)]—F [z, plz)]] <e,
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co daje ostatecznie

( —
9 L%)_mhml)*f[wu o(2,)] <9

Wezmy teraz dwa jakiekolwiek ciagi rozwigzan
@ (@), 1=1,2, n=12,...
przechodzgceych przez P, i takich, ze
9> G (), 4=1,2
i utwérzmy zgodnie z twierdzeniem z ustepu 51, str. 69, rozwiszanie
W, (@) =Max [¢},(a), #(2)].
Z latwoseiy stwierdzaray, ze ¥, (%;)>G(=;). Précz tego na mocy (9) jest
@) — ¥y (1)

Ly — Ly

— T Pyfa)]| <.

Przechodzace do granicy dostajemy nieréwnogé
g G(w,) — F(y)

- —fly, G($1)1| <e

(10)

dla |@y— o | <y.
Poniewaz punkty @, i @, -byly wybrane dowolnie z otoczenia
[@—,|<d; wige, wobec (10), istnieje pochodna

G’(wl =fl&y, G(w:)]

© w kazdym punkecie x; tego przedziatu, c. b. d. o.' Dow6d analogicznej

réwnodei dla funkeji g(x) jest zupetnie podobny.

Aby podaé odpowiednie twierdzenie o charakterze integralnym,
udowodnimy najpierw pomocnicze

Twierdzenie. Jeieli funkeja G(z) jest w preedeiale zamknigtym
a, b> rorwiqramiem gérnym w odniesieniu do punkiu P,, G*(x) zaé jest
w przedeiale <b, b++2A) roswiqeanmiem gornym w odniesieniu do pumk-
tu P*=(b, G(b)), to funkcja H(z), identycena w odpowiednich preedeiotach
z G(z) © G*(@), jest w calym preedeiale {a,b-+1y rozwigeaniem gérnym
w odniesieniu do punktu P,.

Dowdd. Gdyby tak nie bylo, to istnialoby takie rozwiazanie ¥(w)
wychodzace z P,, ze dla pewnego «' z przedzialu <{a,b--1> byloby
Pla')>H(x'), gdzie o' >b, gdyz dla #<b zachodziloby P(2)< G (x)=H(x),
w mysl zalozenia, ze G(z) jest rozwigzaniem gérnym. Stad funkecja

¥* (#) = Max [P(x), G*(2)], b<<o<<b+a,
jest takim rozwigzaniem wychodzacym z P*, ze
P o) =¥(0) > H(w') = 6" (),
co jest sprzeczne z okre§leniem rozwigzania gérnego G*(x).
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Udowodnimy teraz nastepujace

Twierdzenie (integralne o istnieniu rozwigzania gérnego i dolnego).

Jeseli funkeja f(z, y) jest w obszarze T ciggla, punkt za$ P, lezy
w obszarze T, to istnieje integralne rozwiqzanie gorne i dolne w odniesieniu
do punltu Py, ten. takie, kidre jest zaréwno rozwigeaniem gérnym jak roz-
wigeaniem integralnym w sensie okreslen, podamych w ustepie 51, str. 69.

Dowdéd. Oznaczmy przez B kres gérny koneéw b przedziatéw
{&,, b), w ktérych istnieje rozwigzanie gérne w odniesieniu do punk-
tu P,; z okreflenia liczby B wynika wtedy latwo, ze istnieje pewne roz-
wigzanie gérne @(z) w odniegieniu do punktu P, zdefiniowane w catym
przedziale (z,, B). W dalszym ciggu konstruujemy analogiczne rozwigza-
nie w pewnym przedziale (4, #,), co natychmiast daje rozwigzanie gérne
G(z) w catym przedziate (4, B). Jest to Zadane rozwigzanie integralne
i gérne. Dowod, ze jest ono istotnie integralne, tzn., ze rozwiazanie G(x)
rozwazane w (4, B) zmierza oboma swymi koricami do brzegu obszaru,
przebiega tak samo, jak analogiczna cze$é dowodu twierdzenia podanego
w ustepie 47, str. 63, przy zastosowaniu poprzedniego twierdzenia pomo-
cniczego. Podobnie utworzyé mozna odpowiednie integralne rozwigzanie
dolne, przy zastosowaniu analogieznego twierdzenia pomoeniczego dla
rozwigzan dolnych. ’

§ 12. Zagadnienie jednoznacznoéci rozwiazania

réwnania y'= f(x, y)

52, Przyklady podane w ustepie 49 pouczaja nas, ze przy zaloze-
niu cigglodei funkeji f(z, y) w obszarze T zadanie polegajace na wyzna-
czeniu rozwigzania y=e¢(z) réwnania

(1) Y =f(zv)
spelniajacego. warunek poezatkowy

@) P(®a) =1,

gdzie Py=(,, y,) jest danym punktem obszaru T, moze mieé wigcej niz
jedna, a nawet nieskonczenie wiele odpowiedzi:

Niech y=g,(2) i y=g,(#) beda dwoma -integralnymi rozwigzaniami
réwnania (1) przechodzacymi przez punkt Py, I, i I, — przedziatami
istnienia tych rozwigzan, a I — ezefcia wspélng przedziatéw I, 1 I,. Wtedy,
jak latwo stwierdzié, zachodzié mogg nastepujace przypadki: 10 w prze-
dziale I jest stale g, (z)=g,(z) i wtedy, wobec definicji rozwiazan inte-
gralnych, musi byé I,=I,=I; 2° istnieje w przedziale I taki punkt x',
ze g (') Fpu(2’) 1 takie otoczenie {wy—d, z,+d> punktu x4, lezgce w I,
Zc.e W otoczeniu fym jest stale ¢, (%) =y,(x); 3° w dowolnie matym otocze-
niu punktu «, istnieja takie wartosel z', ze @, (") @,(@’).

g
iom-
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W pierwszym przypadku rozwigzania g, () i ,(2) nazywamy integral-
nie identycznymi w odniesientu do punkiu P,, w przypadku drugim mé-
wimy o rozwigzaniach lokalnie identycenych w odniesieniu do punkiv Pg,
ale integralnie réznych, w przypadku za§ trzecim — o rozwiazaniach
lokalnie (a tym bardziej integralnie) rdsnych. Mozna zreszta posunaé te
klasyfikacje jeszcze dalej wprowadzajac pojecie jednostronnej identyce-
nosei lokalnej lub integralnej (przy ograniczeniu sie do warboci z>,,
albo o<<x,).

W przykladzie 40 rozwigzanie @ (x) W przedziale (—oo, o0) i r02-
wigzanie @(x,£) sg w-odniesieniu do punkbu (0, 0) lewostronnie integralnie
identyczne, prawostronnie zagd lokalnie idenyczne, ale integralnie rézne.
Natomiast rozwigzanie g,(#) jest prawostronnie lokalnie rézne od roz-
wigzania @,(z). W przykladzie 41 rozwigzania (ii) sg lokalnie rdine za-
réwno lewostronnie jak prawostronnie w odniesieniu do punktu (0, 0).

Jedli rozwigzania @,(x) i @,(x) s3 prawostronnie identyczne, ale tylko
lokalnie, to istnieje taka liczba d, bedaca kresem gérnym liezb z, dla kté-
rych @q(%)=@,(x), ze w przedziale {@,, 2,+dep jest ¢, (z)=g,(z), nato-
miast w dowolnym prawostronnym otoczeniu liczby z,+d, istnieja ta-
kie wartodel &'>wo+dy, Ze ¢(2’)F@a(2). W tym przypadku punkt
P=(xy+dy, pi(0,+d,)) nazywamy prawostronnym punkiem rozgatezienia
danych rozwigzan. Analogicznie okreflamy lewostronny punkt rozgatezienia.
Jezeli PP, jest prawostronnym punktem rozgalezienia rozwigzad ¢,(x)
i @,(x) przechodzacych przez punkt P,, to rozwiazania te sa oczywiscie,
w odniesieniu’ do punktu P,, lokalnie prawostronnie identyczne, nato-
miast w odniesieniu do punktu P oba te rozwigzania sa lewostronnie
lokalnie identyczne, a prawostronnie lokalnie rézne.

Méwige w teorii réwnan rézniczkowych o jednoznacznosci rozwia-
zania réwnania (1), ktére by spelniato warunek (2), mamy na mysli jedno-
znacznodé lokalng. Idzie wiee o to, czy kazde dwa rozwigzania prze-
chodzace przez punkt Py=(%,y,) 53 lokalnie identyczne, tzn., czy

-dstnieje taka liczba d>>0, ze kazde dwa rozwigzania réwnania (1) ¢y(z)

i p,(w) spetiajace warunek (2) spelniaja zarazem zwiazek (@)= p,(%)
w tej czesei przedzialu (w,—d, w,-+dy, W kbérej sa one oba okreflone.
Jezeli liczba taka istnieje, to méwimy, ze odnosne zadanie Cauchy ego
posiada w punkcie Py dokladnie jedno rozwiqeanie lub, ze przez dany punkt
P, preechodei dokladnie jedmo rozwiqeamie réwnania (1) lub wreszcie, ze
w punkeie Py ma miejsce (rachodzi) jednoznaczno$é rozwiqrania.

Czytelnik zechce sam sprawdzié, ze jezeli wspomniana jednoznacz-
no$é rozwiazania ma miejsce w kazdym punkeie obszaru, w ktérym
okredlona jest prawa strona réwnania (1), to przez kazdy punkt wspo-
mnianego  obszaru przechodzi dokladnie jedno rozwigzanie integralne
réwnania (1). '

Zakladajac dla dalszego ciagu, ze funkeja f(w, y) wystepujaca w r6w-
naniu (1) jest ciagla w pewnym obszarze T, mamy najpierw nastepujace
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Twierdzenie. Na to, zeby zadamie, polegajace na wyznaczeniu
rozwigzania réwnania (1) preechodeqcego preez damy punkt Po=(2,, ¥,)
obszaru T mialo doktadnie jedno rozwiqeamnie, potrzeba ¢ wystarcea, aby
rozwiqeania gérne i dolne w odwiesieniu do punkiu P, byty lokalnie iden-
tycene, ten. identycene w pewnym otoczeniy Punkiu .

Fatwy dowéd tego twierdzenia pozostawiamy czytelnikowi.

53. Przechodzae do dalszego omoéwienia sprawy jednoznacznosci
rozwigzali réwnania réiniczkowego zwracamy uwage, Ze sprawa ta ma
zasadnicze znaczenie w zastosowaniach matematyld do nauk przyrod-
niezych i innych, gdzie niejednokrotnie bardzo wazne jest rozstrzygnie-
cie pytania, czy zjawisko opisane odpowiednim réwnaniem rézniczko-
wym lub réwnaniami rézniczkowymi, moze przebiegaé przy danych
warunkach poeczatkowych w jeden tylko sposdb, czy tez na wiele sposo-
béw, co réwnowaszne jest wlasnie pytaniu, czy wspomniane réwnania majg
tylko jedno, czy tez wiele réznych rozwigzan. Konieczne jest wiec udo-
wodnienie twierdzen, podajacych przynajmniej warunki dostateczne jed-
noznacznosel rozwigzan. Many obecnie pewng ilogé tego rodzaju twier-
dzed, grajacych role analogiczng do roli kryteriéw zbieznosei w teorii
szeregbw; twierdzenia te nie zapewniajac warunkéw koniecznych, poda-
ja warunki dostateczne w postaci, nadajacej sie do zastosowad w prak-
tyce. Przydatne praktycznie warunki . konieczne i dostateczne nie s3
dotychezas znane.

Jedno kryterium jednoznaecznodci rozwigzania juz poznaliSmy: wa-
runkiem wystarczajacym jednoznacznodci lokalnej rozwigzania réwna-
nia (1) w punkeie Py=/(x,, 9o) jest, aby funkeja f(x, ¥) spelniala w-pew-
nym otoczenin tego punktu warunek Lipschitza wzgledem zmiennej y

(p. ust. 34 1 uwaga 3°, str. 65). Jako ogélniejsze od powyzszego wymienimy -

Kryterium Nagumo. Jezeli funkcja f(z,y) spelnia w pewnym oto-
czeniu punkiu Po=(m,, y,) obszaru T warunek

(3) |2~ | 1(® Y2) —F(®, y2) < |¥2—1 ],

to zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania (1) ma w punkeie P, doktadnie
jedno rozwiqzanie.

Dowdd. Zalbzmy, ze zaréwno funkeja p(z) jak i funkeja w(x) sa
W przedziale {z,—d, €,-d) rozwigzaniami réwnania (1) przechodzacymi
przez punkt P, i przebiegajacymi w tym oboeczeniu tego punktu Py,
w ktérym warunki kryterium Nagumo sa speInione. Wtedy jest oczywifcie

x

(4) - @ —g(@) =

[{#0s, wis)1— s, (s)1} ds
oraz w mysl (3) dla zsx, .
(5) |10, plo))— Lo, plonni<| PO FED)
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Rozpatrzmy funkeje pomoenicza

(6) =P

okredlong, 1 ciagly w przedziale {(wy—d, z,+d> z wyjatkiem wartogel
#=u,. Gdy @—®,, to licznik i mianownik wyrazenia wystepujacego po
prawej stronie réwnodei (6) dasa do zera; z uwagi jednak na to, ze sbosu-
nek pochodnych lieznika i mianownika, réwny

V(@) —¢'(@)=F[a,p(x)]—flz, (=)],

zmierza do granicy f[@, p(we)]—F [, @) ]=F(%0, Yo} —F(Z0, ¥0)=0, Wiec
wedlug twierdzenia de 1'Hospitala u(z)—0 przy z—>z,. Niech bedzie
jeszeze dodatkowo w(0)=0; wéwezas funkcja w(z) jest ciagla w prze-
dziale zamknigtym {z,—d, £,+d). Tym samym istnieje w tym przedziale
taka warto§é £, dla ktérej u(z) osiaga sw6j kves gémy K; z (4), (8)
i (6) wynika, ze.

fu ds

Dowodzac niewprost przypu$émy teraz, ze rozwigzania ¥(z) i e(z)
nie 8y identyczne, tzn., ze K>0. Wéwezas, z uwagi na to, ze u(0)=0
i z uwagi na ciaglodé funkeji w(x), mozna wyznaczyé takie otoczenie
punktu z=w,, w ktérym jest w(x)<K, skad wynika, ze po prawej
stronie (7) mozna przyjaé nier6wno$é mocna.

Dzielae te nieréwnodé przez réznice &—wm, otrzymamy po lewej stro-
nie liezbe u(£), a wiec liczbe K, przez co dochodzimy do nierwnosei moc-
nej, sprzecznej. Rozwigzania y(z) i ¢(r) musza wiec byé identyczne. Ponie-
waz w my§l uwagi 3° str. 65, mozna zawsze tak zwezié przedziat
{wy—d, 2y+dy, aby kazde rozwiazanie réwnania (1) istniejace w jego
czefei przebiegalo w tym otoezeniu plaskim punktu Py, w ktérym spet-
nione 89 warunki kryterium, wiec w punkcie P, zadanie Cauchy’ego ma
dokladnie jedno rozwiazanie, c¢. b. d. o.

mn (&) —eE)I< SE|é—m]-

54, Przy omawianiu innych kryteriéw ograniczymy sie, ze wzgledu
na ich maty doniostodé praktyczng, jedynie do zreferowania wynikéw
pomijajge dowody. Najogélniejsze bedzie tutaj nastepujace

Kryterium Kamkego. Zalozenia:

10 w(z, 2) jest funkoja ciqgly © niewjemng w zakresie 2miennych

<o <a, 220,

20 dla kazdego 0<a<a funkcja ¥(x)=0 jest jedyng funkcjq okreslona
w preedeiale 0<e<a, spetniajacq warunki ¥(0)=0 ¢ ¥'(0)=0 4 czynigeq
2ado$é wewndatre preedziatu (0, a) réwnaniu réénicekowemu

2 =w(®s,2);
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39 funkeja flz,y) spetwia w pewnym otoceeniu punkiv Po=(2y, y)
obszaru T nieréwnosé

[F(, y2)—F(@, y2) | < 0|z —Zol, [ —Y1 1)

Teza: istnicje dokladnic jedno rozwigzamie réwnania (1) preechodzgce
preez punkt P,.

Kryterium Kamkego zawiera w sobie jako szezegélny przypadek
kryterinm Nagumo i znacznie dawniejsze

Kryterium Osgooda. Jeseli funkcja f(x, y) spelnia w pewnym oto-
czeniu punkiu Py=(x,, y,) obszaru T nieréwnosé

[f(@y y2) — (@, y1) | < o(|¥2 —31)s

gdzie o(u) jest funkejg ciagla, dodainiq dla 0O<<u<w,, réwnq zeru dla w=0
i taka, 2e calka wiewla$ciwa

Wy

du
®) f e

jest rozbieéna, to istnieje dokladnie jedno rozwiqzanie réwnania (1) prze-
chodzace przez punkt P,*).

Omoéwione warunki sg w szczegélnosei spelnione dla funkeji w(u)
postaci Ku (co daje warunek Lipschitza) oraz dla funkeji

) EKulnl, Rumimml, ..
U w U

Na zakonczenie podamy jeszcze bardzo uzyteczne ‘w praktyce

Eryterium jednoznacenosci. Jeseli funkcja f(z, y) spetnia w pew-
nym oloczeniu punkiu Py=(x,, yo) warunek Lipschitea wagledem zmiennej
i jezeli madio f(w,, Y,)#0, t0 istniecje doktadnic jedno roswigeanie réwna-
nia (1) spelniajace warunek poczathowy (2).

Rzeczywifeie, w opisanym przypadku istnieje w pewnym przedziale
[¥o—a, y,+d] dokladnie jedno rozwigzanie m==y(y) réwnania

de 1
. dy  flay)

spelniajace warunek poczatkowy y(y,)=g,. Z uwagi na to, e w pewnym
otoczenin punktu Po=(z,,y,) spelniona jest nieréwnodé f(z,y)=0,
W pewnym otoczenin punktu y, zachodzi nieréwnodé 9'(y)#0. Funkeja
y(y) jest wiec Scifle monotoniczna i jednoznacznie odwracalna w tym
otoczeniu. - Xatwo stwierdzié, ze funkcja postaci y=g¢(z), odwrotna do
funkeji z=v(y), okreslona w odpowiedlqim otoczeniu punktu z,, bedzie
woéwezas jedynym rozwigzaniem réwnania (1) spehiajacym warunek (2).

*) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, Lipsk 1930, str. 99-100
i139-142. ’

S

@
Im §13 Przyblizona metoda catkowania, 77

Uwaga. Zatozenie f(z,, y,) 50 jest w powyzszym twierdzeniu istot-
ne, gdyz np. funkeja f(z, y)=|y|** spelia w otoczeniu punktu (0, 0) po-
zostate warunki powyzszego twierdzenia, a jednoznacznoéé rozwigzania
w tym punkeie nie ma miejsca (przykiad 40) '

ZADANIE 20. Dowiedé, ze réwnanie dylds=|y|*, gdzie 0<a<l,

ma Wwiece] niz jedno rozwiazanie y=g(x), spelniajace warunek poczgtkowy
¢(0)=0.

§13. Przyblizona metoda rachunkowa calkowania réwnania
y'=f(x,y) oparta na metodzie linii lamanych

55. Istnieje przyblizona metoda rachunkowa wyznaczania rozwia-
zania y=¢(x) réwnania .

1 ¥ =1(zy)
spelniajacego warunek poeczatkowy
(2) \ @ (@o) = ¥y,

oparta na metodzie linii tamanych. Pozwala ona zarazem podaé oszaco-
wanie popemionego bledu.

Aby otrzymaé wynik mozliwie prosty, zrobimy zalozenia mocniejsze,
niz to w istocie rzeczy jest potrzebme, a mianowicie przyjmiemy, ze fun-

“keja f(z, y) spelnia warunek Lipschitza ze wzgledu na obie zmienne
w kazdej dziedzinie D polozonej w danym obszarze T, w ktérym jest
okreflona. Jak wynika z rozwazan poprzednich, rozwiazanie ¢(z) spemia-
jace warunek (2) jest woéwezas jednoznacznie okrelone nie tylko w sensie -
lokalnym ale nawet w sensie integralnym.

Niech ¢(z) bedzie takim okreflonym w otwartym przedziale (a*, b¥)
integralnym rozwigzaniem réwnania (1), przebiegajacym od brzegu do
brzegu i speliajacym warunek poczatkowy (2). Wezmy pod uwage do-
wolny przedziat (¥, &> zawarty w (a* b*) i obejmujacy liezbe #, i o-
znaczmy przez d wieksza z lezb z,—%, oraz T,—x,. Obierzmy nastepnie
tak malg liczbe dodatnia #, aby dziedzina okreflona nieréwnogciami

(3) BLSeKTE, o) Sn<sy<e@ +9-
lezata w T (p. ust. 48, str. 64).
Oznaczmy przez M kres gérny bezwzglednej wartosel funkeji f(z, y)
w dziedzinie (3), a przez L taks stala, aby nieréwnogfé
) |1, y) — @, g <L(l&"— 2| + |y —¥'])

zachodzila dla kazdej pary punktéw (7, y'), (a7, y") dziedziny (3).
Wezmy pod uwage podzial przedziatu (%, Z,) na przedzialy cze-
Sciowe, okreflony przez cizg punktéw

By - FB =y <Oy < <B LB << <y < By =Ty
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i utwérzmy lamang zwyeczajng ¥(z) wychodzacg w obie strony z punktu
(24, ¥o) oraz odpowiadajaca temu podziatowi. Zachodzi wéwezas
Twierdzenie. Jesli liceba 1, osnaczajaca maksimum dlugosci prze-
dzialow ceesciowych wyznaczonych przez cigg (B), spelnia nieréwnosé
S B
2(1+ M)(e*—1)
to opisana tamana P(x) istnieje w calym preedziale (%, %,y © spelnia
w tym preedziale nieréwnosé

(6) o T<

’

Lle—zo __1

) [P(0) —gl@)|<n g <1

Dowéd. Ograniczymy sie do przedziatu {z,, Z,> i zastosujemy in-
dukeje zupelng. Poniewaz w przedziale <{uz,, ;> jest

p(@)=yo+ [ 115, p(s)1ds=ys+ F [0y @(Lo)] (2 —120),

gdzie {, jest liczbg posrednia z przedziatu (=, z,>, wiee w przedziale
tym zachodzi ‘ :
U @) — o) | =f{20s Yo) —F [Los @(L0)]] (@ —0) <
KL Lo—o | +|9(Le)—Yo (@ —20) < L{(Lo—Bo)+ M (Eo—m0) ] (2 —15) <

SLO+M)7(@—a) < % (@—ay).

Ale dla 2>, jest
, L{m—a,) < Mo 1,
wobec czego zachodzi w rozwazanym przedziale nieréwnodé (7).
Przypusémy, ze nieréwnosé ta jest shiszna dla przedziatu (,, Ty
Z (7) wynika, ze punkt (z,, P(m,)) lezy w dziedzinie (3), tak ze lamang
¥(x) mozna okreflié w przedziale {Bp; Bpy1p WIZOTEM
V(@)=Y (m,)+ f[2,, Flay)l(@—a,).

Poniewaz w przedziale tym jest ponadto

(@) =p(@,)+ [ {[s, Pl)1as=p(x,)+1[Lp 0(E,)l(@—a,),
Tp
gdzie , jest liczba nalezaca do przedziatu {&p; ¥,1i», Wiee mamy nie-
r6wnosé ' '

(@)= o (@) |<P(@,) —p(@y) |4 | [, Pl@,) 1~ 1 1Ly 0(2)]] (w—a,),

a poniewaz punkt (Lpy #(£,) lezy w dziedzinie (3), podobnie jak punkt
(m,, ¥(wy)), wiee zgodnie z (4) otrzymujemy nieréwnosé

1¥(@)— (@) < [1+L(z—2,)1|¥(z,) — p(2,)| + ‘
+ L1, =, | (@—a,) +L(e—,) | pa,) — p(L,)] .

e
iom-
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Ale w my$l przypuszezenia jest
elzp—ay) 1

[¥(2,) —o(w,) | <?7_GL.T~T§

poniewaz | £, —a, | oraz |p(e,)—p(g,)| <M ¢, —a,| <M, wieo

P |

V(w)— <7l —)]——— —)— " —
e = O . B—
= 61717—:1 {[1 +L (d}’—mp)jez(zp"o) —1— 11;_12 (a}——mp)} .

‘Wobec nieréwnodei 14+ L{w—,)<e"=%) otrzymujemy stad natych-
miast w przedziale (z,,, Tpy1) NieT6WNO&E (7), co zgodnie z zasads indukeji
daje Iacznie z poprzednim nier6wnogé (7) w calym przedziale <z, ,>.
Podobnie postepujemy w przedziale &y, B). :

§ 14. Metoda granic Cauchy’ego

56. Rozwazajmy znowu réwnanie

. dy
e = =l@y)

.1 szukajmy rozwiaaza.niarszczegélﬁego y=p(z), spelniajacego warunek

2) P(@o) = Yo

Zalézmy, e funkeja f(m, ) daje sie rozwinaé w otoczeniu punkfu
Py= (2, ¢,) na szereg potegowy, tzn., ze istnieja takie dwie liczby dodat-
nie 7 i 7' oraz taki ciag podwéiny wspblezynnikéw '

(3) : ‘ 4,,, wy=12,...,"
ze w dziedzinie okreflonej nieré6wnodciami
(4) |[o—wo| <1y Jy—go <7’

podwéjny szereg potegowy

(5)

D¢
b3

'A‘uv (@ — o) (y — y0)

#==0 y==0

jest bezwzglednie zbiezny i przedstawia funkeje f(z, y).
Jak wiadomo z rachunku rézniczkowego, funkeja f(z, y) ma wtedy
w dziedzinie (4) ciggle pochodne czastkowe wszystkich rzedéw zwiazane
ze wspotezynnikami (3) wzorami
1 Pl
(6) ;n:—ﬁ( " fa) y
ulvl\ox" 0y" [y vp

#y=0,1,2,...;

gdzie wskaznik (»,, y,) 0znacza, Ze idzie o warto$é pochodnej w punkeie P,.
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Przy uczynionym zalozenin nasuwa sie przypuszezenie, ze réwna-
nie (1) ma rozwigzanie spelniajace warunek (2) i dajace sig rozwingé na
szereg Taylora w punkeie @,. Mozna wiee postawié pytanie, czy istnieje
taka liczha ¢>0 i tali ciag nieskoriczony wspélezynnikéw
(1) oy lyy Fayeeey

ze szereg potegowy

(8) o) = S a, (0 — o)t
=0

jest zbiezny dla kazdej wartodci », spelmiajacej warunek
(9) @ [z~ <0,

i ze dla tych wartosci z szereg ten spelmia réwnanie (1), 2 nadto czyni
zadosé warunkowi (2). Jest oczywiste, ze o ile szereg taki istnieje, to

‘7’(k)(990)

10) Cm=T

’ k=0,1,2,...

Przy takim postawieniu sprawy zadanie calkowania réwnania (1)
z warunkiem poczatkowym (2) sprowadza sie przede wszystkim do wy-
zZnaezenia stosownego ciggu wspélezynnikéw (7) lub, co na jedno wy-
chodzi, pochodnych ¢®(sz,), eco — jak zaraz zobaczymy — moze byé do-
konane przez wykonanie dzialan elementarnych na wspéiczynnikach (3),
& nastepnie do stwierdzenia zbieznmosci szeregu (8) przy odpowiednio
dobranym g.

Pierwszym, - ktéry dowiddl, ze szereg (8) jest zbiezny w pewnym
otoczenin wartoei z, byt Cauchy. Szacujac wartodei bezwzgledne wspdl-
czynnikéw (7) zbudowat on majorante zbiezna dla szeregu (8), nazy-
wajgc takg metode dowodzenia rachunkiem granic; przez wyraz ,,gmmca”
rozumial on tu odpowiednie ograniczajace wyrazy majoranty. ;

Zakladajge, ze funkcja f(a,y) jest okreflona szeregiem (5), natu-
ralne jest stanaé na stanowisku zmiennych zespolonych, tzn. zalozyé,
ze argumenty funkeji f(z, y) i rozwigzania @(z) przebiegaja odpowiednio
wartosei - zespolone z otoczenia (4) i otoczenia (9). Mozna zreszta,
jak to uczynit Lindeléf, dowie$é zbieznofci szeregu (8) takze na
gruncie zmiennej. rzeezywistej, nie odwolujac sie do wiadomofei z teoxrii
funkeji zmiennej zespolonej*). Metoda granic, podobnie jak poprzednio
poznane metody dowodu twierdzenia Cauchy’ego, jest jedna z ogélnych
metod, za pomoca ktorych rozwigzano wiele zagadnied analizy.

* E. Lindelst, Acta Sociciatis Fennicae, 21 (1896). Por. takze cytowana
kgiazke Kamkego, str. 66-73.

o
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57. Uproszczenie zalozeh. Aby skrécié pisownie, przyjmujemy,
ze @y=y,~0. Nie zmniejszamy przez to og6lnosei rozwazan, gdyz wpro-
wadzajac nowe zmienne £ i 9 za pomocy wzoréw

! T = o +§, Y=¢ot+n
i przyjmujac ’
fwo+& yot-m)=F(& ),

stwierdzamy natychmiast, ze jedli funkcja @(z) holomorficzna w kole
(9) w plaszczyZnie zmiennej zespolonej x spelnia réwnanie (1) i wa-
runek (2), to funkeja

n=2(§) =@+ &) —1o
jest bolomorficzna w kole |&]<p i spelnia*w plaszezyinie zmiennej
zespolonej & réwnanie
L/

(1Ly =

F(&,m)
oraz warunek p(0)=0, i odwrotnie.

Przy powyzszym uproszezeniu przedstawienie (5) funkeji™ f(z, y)
i szukane rozwigzanie (8) wraz z warunkiem poczaytkowym (2) przybie-
raja postad -

(12) f(wﬁ ?/) =Z Z Amm"?/’y
. . =0 y=0
(13) p(@)= o, p(0)=0=0,
gdzie |z|<r i |y|<7, a argumenty @ i»y' moga . przybieraé wartosei
zaréwno rzeczywiste, jak zespolone.

58. Czedé formalna do‘Wo‘du Cauchy’ego. Przypudémy, ze roz-
wigzanie postawionego zagadnienia istnieje i postarajmy sie wyznaczyé
wep6iczynniki @, rozwiniecia (13) Za,uwa.amy, ze

(14) ¥ (2)=f[=, p()]
i ze rézniczkujge kolejno, otrzymu]emy:
0,
¢(@) = f+ @' (x),
PR af L of
7 (0)= 5 H2a PSSl @ S P ),

H

pochodne czastkowe 8”+”f/aw”a'y maja byé obhczane dla argumentéw

&1 y=o(z).
W, Niklibore, Réwnania Rozniczkowe. 6
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W szezegblnofel dla =0 i y=p(0)=0 otrzymujemy, uwzglednia-
jae (10), wzory na wartodei kolejnych x_vspélczymﬁkéw szeregu (13):

a,=¢’(0) =f(u 0
1, of ?i s
a2=§ (0= [(am)(o o)+ (6y)(o.o>¢ (0)] ’

1 117,
T=5 7 (0)=

A 2, oo 2 o
—g[(3—9?_2)(0,0)—}_2(3375?/)(0,0)(]] (0)+ ay? (o,o)[(p( P+ oy (o,o)tp( )

. &

gdzie wskasnik (0,0) oznacza, ze warbogel funkeji i pochodnych ezast-
kowych s obliczone w punkeie (0, 0).
Pozwalaja one, jak widaé, wyrazié wartodé a, przez warbosci funkc]l
f(z,9) i jej pochodnych czastkowych az do rzedu k—1 wigeznie, branych
w punkeie (0, 0), W ogélnej formie

(15) . =D (Agos 410y Aory Aoos - 1A0,k41)5 k=1,2,...,

gdzie @, jest, jak widaé, wielomianem o wspélezynnikach dodatnich.

Wynikaja stad nastepujace wnioski:

1° wyznaeczenie wspblezynnikéw a, szeregu (13) jest zawsze moz-
liwe i 83 one okreflone wzorami (15);

2° wspblezynniki @, 83 okreflone = jednoznacznie, wskutek czego,
jedli w ogéle istnieje rozwigzanie holomorficzne réwnania (1), spehnia-
jace warunek poczatkowy (2), to jest omo jedyme.

Niech G(x,y) bedzie funkejsy holomorﬂczn@ okreglong przez szereg
(16) 2 2 B ,uv“’.“:'/ ’

zbiezny co najmniej dla [z{<r i |y|<r" i bedacy majoranta dla szere-
gu (12), tzn taki, ze

(7 14,,|<B,, pr=0,1,
‘Wezmy pod uwage réwnanie rézniczkowe pomocnicze
iy
(18) = =6(@,¥)

i szukajmy rozwigzania holomorficznego
(19) Y=¥(@)=) b,
=0

tego réwnania, spelmiajacego warunek ¥(0)=0. Powtarzajac rozumo-

. .
lm 14 Metoda granie Cauchy’ego. 83

wanie, ktére doprowadzﬂo nas do wyznaczenia wspélezynmkow ay,, otrzy-
mamy dla wspétezynnikéw b, wartosei
k—(pk(BOMBlO?BOl!BED}-"7Bok—~1)7 k=1; 2y

3

gdzie @ jest tym samym wielomianem, ktéry wystepuje we wzorze (15).
Poniewaz wspélezynniki wielomianu &, sa liezbami dodatnimi, wiee
z nieréwnodei (17) wynika natychmiast, ze

(20) . - [ag | < by, k=1,2,...,

co oznacza, ze szereg (19) jest majorants szeregu (13). Iekroé wiec okaze
sig, ze szereg (19) jest zbiezny w pewnym kole o frodku O i promieniu
>0, to i szereg (13) bedzie w tym kole zbiezny, z czego wynika twier-
dzenie, ktére mamy udowodnié.

Z uwagi na to nasuwa sie nasfgpujzyca metoda dowodu zbieznodei
szeregu (13): wyznaczyé funkcje G'(»,y) tak, aby z jednej strony szereg
(16) byl majorants zbiezng szeregu (12), z drugiej za§ strony, aby réw-
nanie rézniczkowe (18) mialo rozwigzanie holomorficzne ¥(z), spetnia-
jace warunek ¥(0)=0. Rozwiniecie tego rozwiazania na szereg potegowy
bedzie majoranty zbiezng szeregu (13), ktérego zbieznoé bedzie tym
samym udowodniona. Rozumowanie to stanowi wladnie ide¢ dowodu,
ktbéra zawdzigezamy Cauchy’emu.

59. Wyznaczenie majoranty i dowéd zbieznodci szeregu
potegowego (13). Opieramy sie na znanej z teorii funkeji anahtycznych
nier6wnogei, w mysl ktérej

M
(21) [4,,]< Sy’ #yr=0,1,...%),
gdzie M jest kresem gérnym. funkeji [f(z, y)| dla z i y przebiegajaeych

wartodei zespolone spelniajgee nieréwnodei [#|<r 1 |y]| <7
Stad widaé od razu, Ze szereg

M
(22) Z 2 r"r” =T @ y

2T

o wsp6lezynnikach podanych po prawej stronie nieréwnosci (21), okrefla

-zgdang zbiezng majorante szeregu (12) w obszarze |z|<7, |y|<7'.

Rozpatrujge réwnanie rézniczkowe
dY M

*) P, E. Goursat, Cours & Analyse, t. II. quatriéme éd., Paris 1924, str. 281.
6%
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ktére mozna rozwigzaé stosujac metode rozdszielenia zmiennych®), otrzy-
mamy w przypadku 3 #0 jako*zgdane rozwigzanie (19) funkcje

(24) Y=¥f(w>=r’—v']/1+ 2 n(1-2),

w ktérej obieramy galas gléwna logarytmu i pierwiastka. Rozwigzanie
to jest funkeja holomorfiezng, dla tych wszystkich wartofel |#|<r, dla
ktérych wyrazenie wystepujace pod pierwiastkiem jest rézne od zera.
Poniewaz wyrazenie to znika tylko dla wartosei

(25) g=7r(1—e ¥ >0,

a warto§é¢ ta jest mniejsza od 7, wiec promieri zbieznofei ¢ szeregu (19)
jest réwny liczbie (25).

Zatem szereg (13) o wspdlezynnikach danych wzorami. (15) bedzie
takze zbiezny co najmniej w kole [#|< g. Précz tego widad, ze dla || <o
zachodzi nier6wnogé
(26) lp(@)]<r'. ‘

Istotnie, na podstawie uwag poprzednich, dla « spelmiajacych wy-
mieniona nieréwnosé jest

lo(@) [ <P(l2])<Plo)=7".

Poniewaz funkcja @(z) jest holomorficzna w kole |z|<<p, wiec to
samo dotyczy funkeji ¢'(x) oraz, wobec p<<r, (26) i holomorficznogei
funkeji (12) dla [z|<r, |y[<r’, funkeja zlozona f[x,¢(x)] jest takze
holomorficzna w kole |x|<p; précz tego, zgodnie z okrefleniem wyra-
zett (15), funkeje wystepujace po obu stronach (14) majg wraz ze wszy-
stkimi pochodnymi te samg warto$¢ w punkcie z=0. Tym samym
funkcje te s3 identyczne, co dowodzi, ze szereg (13) jest rozwigzaniem
réwnania (1). Dyskusja przypadku M =0 jest widoczna.

Ostatecznie wiee, wracajac do poczatkowych oznaczeri, otrzymujemy

Twierdzenie. Jeteli funkcja f(x,y) jest holomorficena w dziedzinie
okreslonej wieréwnodciami (4), to réwnanie réimiczkowe (1) ma doktadnie
jedno rozwiqeamie holomorficene @(x), okreslone w pewnym otoceeniv
|z—my| <o ¢ spelniajace warunek poczatkowy (2). '

Z twierdzeri o jednoznacznofei wynika ponadto, ze p(z) jest jedy-
nym rozwigzaniem przechodzacym przez punkt (%, ¥o) 1 istniejacym
W opisanym otoczeniu, bo f(z, y) majae ciagly pochodng f.(®,y) spehia
tym samym w dziedzinie (4) warunek Lipschitza, ktéry zapewnia jed-
noznacznofé rozwigzania.

*) Metoda ta bedzie wylozona w rozdziale III w sposéh catkowicie niezalezny
od rozwazaf biezacych. Moina zreszta nie opierajac sie na tych wynikach spraw-
dzié bezposrednio, ze funkeja -(24) jest rozwiazaniem réwnania (23), spelniajacym
dany warunek poczatkowy. :

iom-

Réwnanie postaci Pz, y)do+ Nz, y)dy=0. 85
§ 15. Réwnanie postaci P(x,g)dx-Q(x,g)dy =0

60. Niech dane beda W pewnym obszarze plaskim T dwie funkeje
ciagle P(z, y) i Q(z, y).

Réwnanie zapisane w formie
1) P(2,y)do+Q(w,y)dy =0
bedziemy rozumieli jako zagadnienie wyznaczenia takiej pary funkeji
(lub klasy wszystkich takich par funkeji)
(2) z=aft), Y=y,
okreglonych i bedaeych klasy €' w pewnym przedziale oraz spelniaja-
cych w kazdym jego punkcie t réwnosé (1), w ktérej do i dy sa réznics-
kami funkeji (2) wzgledem parametru ¢ i takich, ze

(2) o)y >0.
Powinno zatem byé w przedziale [t;, ¢,] zmiennodei ¢ tozsamodciowo
(3) _ Pla(t), y ()1 () @6 +Q [w(2), y(8) ]y () dt =0.

Kazdy tald ukiad funkeji (2) bedziemy nazywali rozwigzaniem szcee-
golnym réwnania (1). .

Powiadamy, ze roewiqeanie (2) preechodzi przez dany punkt plaseczyz-
ny Mo= (@, yo) lub, ze spelnia ono wzgledem tego punkiu warunek poczi-
kowy Cauchy’ego, jezeli dla pewnej wartofei t=f, w przedziale [f;, ]
zmiennodei parametru ¢ jest

m(to)i_*-'”oy Y(to)=Y,-

Rozwigzanie réwnania (1) postaci
4) z=z(), = y=F()
okreflone dla 7 z przedziatu [i,,%,] uwazamy za identycene z rozwigea-
niem (2), jezeli istnieje taka funkeja $cifle monotoniczna *

tzt(i),

przeksztalcajaca przedziat [f,,7#,] na [f,%,], ze jest tozsamosciowo

B =alt@], FO=yE].

Czytelnik zechee sam sprawdzié, ze wprowadzone pojecie identycz-
nofei rozwiazan jest zwrotne, symetryczne i przechodnie.

Réwnanie o postaci normalnej

d;
(5) a% = f(z; y)
przepisane w formie ) '
(8) ay—f(w,y)de =0
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moze byé oczywiscie uwazane 7a réwnowazne z réwnaniem (5) z dodat-
kowym warunkiem, ze w jego rozwigzaniach parametrem ma bye PO pro-
stu zmienna ». Takie rozwigzania réwnania (1), w ktérych jedna ze zmien-
nych z lub y jest zarazem paramefrem nazywamy rozwigraniams wyras-
nwymi tego réwnania. Mozna udowodnié nastepujace

Twierdzenie. Kaide rozwiqeanie réwnania (5°) jest ddentycene
z pewnym rozwigzaniem wyrasnym tego réwnania.

Dowdéd. Biorac dowolne rozwigzanie réwnania (5°) w postaci (2)
stwierdzamy na moey réwnoscl y'(f) di—7 [a(t), y(t)]o'(¢) dt=0 oraz nieréw-
nodel #'2(t)+y'2(t)>0, ze musi byé stale w'(f)540; istnieje wige funkcja
odwrotna do funkeji s—=2(t) postaci t=t(z), co porwala wyrazi¢ z kolei
funkeje y=y(t) jako funkcje w=x(f) w formie y=q(z)=y[t(z)]; przy
tym ¢'(@)=y'(t)/z'(t) czyli ¢'(2)=f[z, ¢p(2)]; funkeja y=gp(z) jest wiec
Igcznie z funkeja w=12 rozwigzaniem wyraznym réwnania (5°) identyez-
nym, jak widaé, z danym rozwigzaniem postaci (2), ¢. b. d. o.

Mozemy wiee uwazaé réwnania (53) 1 (5') za calkowicie r6wnowazne.

Wynika stad natychmiast, ze jesli w punkeie M,=(zy, y,) jest
(6) P(@e,ya)#0  lub Q26,40 #0,
to w pewnym otoczeniu tego punktu mozna zastapié réwnanie (1) co naj-
mniej jednym réwnowaznym réwnaniem
| m__ Qwy) . W P(w, 3
&y Plzy) o Qay)
gdzie traktuje sie raz «, raz zaf y ja;kovniewiadomae funkeje drugiej z wy-
stepujacych zmiennych, ‘

Punkty M,, w ktérych réwnowaznosé réwnan (1) i(7) nie ma miejsca,
a wige talde, ze

M

P(%, Y0) =0, Q(20, Yo) =0,

nazywamy punktami osobliwymi réwnania (1).

Istnienie co mnajmniej jednego rozwigzania réwnania (1), przecho-
dzacego przez dany punkt M,, jest dla punktéw nieosobliwych zagwa-
rantowane réwnowaznoseia réwnan (7) i (1) oraz dowodami istnienia
rozwigzan dla réwnan w postaci normalnej.

-Dla punktéw osobliwych M, istnieje wprawdme para funkeji statych

&L == %q, ’,!]=_7/o,
spelniajacych réwnanie (1), ale poniewaz funkeje te nie spelniaja wa-
runku (2°), wiec nie moga byé uwazane za rozwigzanie réwnania, tak
ze moze sie zdarzyé, ze przez punkt osobliwy nie przechodzi zadne roz-
wigzanie réwnania (1).
Wprowadzone w ust. 52, str. 73, pojecie lokalnej ]ednoznacznoécl
rozwigzania przenosimy teraz na réwnanie (1).

e
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Przy danym dowolnym rozwiazanin (2) to samo rozwigzanie roz-
wazane w przedziale zawartym w przedziale pierwotnym [tl, t,] 1 kazds
z nim identyezne Dazywamy- crgdoiq rozwiqeania (2).

Ozytelnik- sprawdzi z tatwodcia, ze jezeli dwa dane rozwigzania zwia-
zane sy relacja polegajacy na tym, ze jedno z nich jest ezefciy drugiego,
to kazde dwa rozwiazania odpowiednio identyczne z danymi zwigzane
sa analogiczng ' relacja.

Précz tego widaé od razu, ze jezeli z dwéeh rozwigzan wyraznych
T=, - Yy=gx), - T=L,  Y=py(z).
jedno jest czedcia drugiego, to funkeje g,(x) i go(#) sa tozsamosciowo
réw‘ne w tym przedziale, w ktérym s3 one obie okreglone oraz ze réw-
nodé rozwigzad ¢, () i @,(x) w tym przedziale pociaga za soba, Ze oba
53, ezgéclami trzeciego rozwiszania wyraznego.

Powiadamy, 28 praez dany punkt M= (z, ) Yo) obszaru T przechodzi
doltadnie jedno roswiqeamie réwnania (1), jezeli istnieje takie otoczenie
punktu M, ze dla kazdych dwéch rozwigzan réwnania (1) przechodza-
cych przez M, i przebiegajacych we wspomnianym otoczenin istnieje
trzecie rozwigzanie tego réwnania takie, 7ze kazde z danych rozwigzan
jest jego czedeia. .

- Mozna udowodnié nastepujace

Twierdzenie. Na to, aby w danym punkeie nieosobliwym M = (24, ¥o)
réwnania (1) zachodzila jednoznacanodé rozwiqeania réwnania (1) w sensie
ostatmo podanym, potrzeba 1 wystarcea, aby w punkeie tym zachodeila jed-
noznacenodd rozwigrania w sensie podanym w ustgpie 52, str. 73 dla
jedmego z utworzonych wyzej réwnowasnych réwnadh (7).

Dowdd. Jednoznacznodé rozwigzania w punkcie nieosobliwym

"~ w podanym przed chwilay sensie jest, jak widaé od razu, réwnowasna

jednoznacznodei w tym samym sensie w odniesieniu tylko do rozwigzan
wyraznych, ktéra z kolei, jak latwo stwierdzié, réwnowaina jest jedno-
znacznofei w sensie podanym w ustepie 52.-

Wprowadzone wyzej uogélnienie pojecia réwnania rézniczkowego
i jego rozwigzania majs m. in. te zalete, ze nie wyrézniaja zadnej ze
zmiennych « i y. W réwnaniu (5) w postaci normalnej z géry jest prze-
sadzone, ze o jest zmienng niezaleina, y zad — szukang funkejg tej
zmiennej, podezas gdy w réwnanin (1) mozna jako zmienng niezalezng
obraé #, y lub wreszcie .

W praktyce mamy czesto do czymema z przypadkiem nastepuja-
cym: dane jest réwnanie rézniczkowe y'=—P(z,y)/Q(z,y), gdzie
funkeje P(z,y) i Q(z;y) sa ciagle w jakim§ obszarze T, funkeja zas
Q(z, y) znika dla pewnych punktéw (z,y) zbiorn T. Wiedy oczywiscie

- réwnanie to traci w takich punktach sens, podezas gdy réwnanie (1) ma

sens w catym zbiorze T, i w wielu przypadkach, ze wzgledu na nature
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zagadnienia, ktore doprowadzito.do danego réwnania rézniczkowego, moze

sie okazad bardzo celowe rozwazaé, zamiast tego réwnania, wiasnie réw-

nanie (1). Trzeba jednak pamietaé, iz woéwezas nastepuje istotne roz-

szerzenie zagadnienia, gdyz réwnanie (1) moze np. mieé rozwigzanie po-

staci z=vp(y), ktérego nie mozna sprowadzié¢ do postaci y=g¢(z).
PRZYKLAD 42. Rozszerzmy zagadnienie réwnania

X
(8) =—

¥
i rozwazajmy réwnanie

(8) ~ adz+ydy=0.
Z latwosciy sprawdzamy, ze rozwigzaniami réwnania (8) sg funkcje
y=2V0 2, 0>0,

przedstawiajgce czefei gérne i dolne okregéw o réwnaniach z2t-y2=Ce
Okregi te nie moga byé przedstawione w catofei zadnym réwnaniem
y=¢(z), & wiec nie moga stanowié rozwigzan réwnania (8).
Przeciwnie, biorge réwnanie (8') widzimy, ze parametryczne przed-
stawienie tych okregéw w calym ich przebiegu, postaci

—O<z<0,

x=Ccost, y=Csint, 0>0, — oo < t<oo,
jest rozwigzaniem réwnania (8°).

61. Przy poprzednich zatozeniach cafkq réwnania (1) bedziemy na-
- zywali kazdg taks funkcje dwéch zmiennych

U=U(z,y)

klasy (' w obszarze T, nie redukujaca si¢ w zadnym otoczeniu zadnego
punktu tego obszaru do stadej, ze dla kazdego rozwigzania (2) réwnania (1)
zachodzi tozsamosdciowo réwnodé -

@ o Ula(),y0)] =0,

gdzie C jest pewns stata odpowiadajaca Wybra,neinu rozwigzaniu.
) Uwaga. Czgsto bedziemy oznaczali terminem ,,catka’ nie samg funk-
cje Uz, y), lecz r6wnosé (9).

PRZYKLAD 43. Dane jest réwnanie
(10) . aytde—dy =0
w obszarze T zmiennych @i y okreglonym dwiema nieréwnogciami
. —oo <L & <oo, y>0.
. Zaliadajae, 7e ukdad funkeji
(107) < t=u(l), ' y=y(t)

icm

$15 Réwnanie postaci P(z, y)dw-+ Q(x, y) dy=0- 89

jest dowolnym rozwigzaniem réwnania (10), dtrzy'mujemy, podstawiajac
funkeje (10°) do (10) i dzielac przez y3(s),

a(t) o’ (t) dt— ?}1—(51/’(0 dt=0.
. Catkujac dostajemy stad réwnodé ‘
1., 1
3 22 (1) + ?/_(5 =0,

ktéra wskazuje, ze funkeja
1 1
Ule,9)= 50"+
Y
jest calka réwnania (10).

Jezeli funkeja U jest catkg réwnania (1), to rézniczkujae tozsamosé
(9) otrzymujemy ‘

aU au
(@,) de -+ ;:,ZI) dy =0,

o
co w zestawienin z réwnaniem (1) daje ré6wnosé

iU, U,
P99 g0, 200 p ),

an o

zachodzacy w kazdym punkeie (x,y), przez ktory przechodzi jakie$ roz-
wigzanie réwnania (1). ‘ '

Jezeli w szczegblnodei obszar T, w ktérym jest okreslone réwmanie
(1) nie zawiera punktéw osobliwych, to, jak wykazaliSmy, przez kazdy
jego punkt przechodzi jakie§ rozwigzanie i tym samym réwnanie (11)
zachodzi tozsamofciowo w obszarze T. Nazywamy je réwnaniem o0 po-
chodnych. czastkowych preynaleinym do réwnania (1).

COzytelnik zechce wykazadé, ze jezeli jakad funkeja U=TU |z, y) klasy C*
w obszarze T bez punktéw osobliwych speinia w nim opisane réwnanie
przynalezne oraz nie redukuje sie w Zadnym otoczeniu Zadnego punktu
obszaru do statej, to funkeja ta jest catka réwnania (1).

62. Zal6zmy, ze funkeja U jest catky réwnania (1) w obszarze T.
Oznaczmy kres gérny funkeji U w obszarze T przez €y, a dolny przez
0,, przez F(0) zad jakakolwiek takg funkeje klasy C* w przedziale [C,, C,],
odpowiednio zamknietym lub otwartym, ze F'(C)+#0.

® Przy tych warunkach funkcja zlozona

(12) V=V (z,y)=F[U(z,y)]
jest réwniez calks réwnania (1) w obszarze T.
Istotnie, funkcja ta jest klasy ¢* w T i wobec réwnosei

U(z,y)=F[V(z,9)]
nie redukuje si¢ ona do statej w zadnym kole zawartym w T.
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Préez tego, jak widaé z (12), warunek (9) zachodzacy dla funkeji U
i dla dowolnego rozwigzania (2) réwnania (1) pociaga za soba analogiczny
warunek dla tegoz rozwigzania i funkeji V. Zatem V jest catkg réwnania (1).

PRZYKLAD 44. W przykladzie 43 widzieli§my, ze funkcja 2%/2-+1/y
jest catks réwnania myds—dy=0. Wobec tego funkeje takie, jak np.
(&2/2+1/y)2, y/(z2y-2) itp. sa réwniez catkami tego réwnania.

Na zakoficzenie wprowadzimy jeszeze dla péwnania (1), przy po-
czatkowyeh zatozeniach, nastepujace pojecie: uklad funkeji

(13) ) #(0), y=y{0),

okreslonych i bedacych klasy C* w pewnym obszarze zrmennych tid
nazywamy rozwigzaniem ogélnym réwnanie (1), jezeli uklad ten, trakto-
wany przy dowolnej, chwilowo ustalonej wartosei zmiennej C, jako ukiad
funkeji zaleznych tylko od jednej zmiennej #, przedstawia, przy wszyst-
kich wartodciach €, dokladnie wszystkie rozwigzania réwnania (1).
Znaczy to, ze dla kazdego rozwigzania réwnania (1) istnieje taka dopu-
szezalna wartosé O i taki dopuszezalny przedzial zmiennosel #, ze uklad
(13) przy ustalonym € jest w tym przedziale identyczny z rozwa.Zariym
rozwigzaniem. Na odwrét, przy kazdej chwilowo ustalonej dopuszczalnej
wartofei ¢ 1 dopuszezalnym przedziale zmiennodel ¢, uldad (13) jest pew-
nym rozwigzaniem réwnania (1). Termin ,dopuszezaluy’” oznacza tu,
e nalezy braé pod uwage takie wartodei C i takie odpowiednie przedziaty
zmiennodel ¢, dla ktéryech wyrazenia (13) nie tracg sensu.

ZADANIE 21. ZnaleZé calki nastepujacych réwnan rézniczkowych:

Sydz+2xdy =0, aydw+(a?+b)dy =0, dy —sin®*zdz=0.

o
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ROZDZIAL IIT

EFEKTYWNE ROZWIAZYWANIE
PEWNYCH TYPOW ROWNAN ROZNICZKOWYCH

§ 16. Réwnanie zupelne

63. Przez efektytone rozwiqeywanie, czyli inaczej calkowanie réwna-
nia résmiczkowego, rozumiemy, zaleznie od przykiadu, znalezienie w po-
staci elementarnej badz wszystkich jego rozwigzald np. w formie rozwia-
zania ogblnego, badz catki' tego réwnama, badZ- wreszcie JakJegoé 10Z-
wiazania szezegélnego.

Efektywne rozwigzywanie réwnania rézniczkowego jest zagadnie-
niem bardzo waznym zardéwno w matematyce, jak i mechanice, fizyce,
astronomij, naukach przyrodniczych, technicznych i innych. Nalezy
podkredlié, ze wyznaczenie takiego rozwigzania na drodze elementar-
nej i wyrazenie go np. za pomocy funkeji elementarnych jest mozliwe
tylko w nielicznych przypadkach, natomiast w wigkszodci przypadkéw
uciekaé sig trzeba do metod przyblizonych lub- graficznych. Jezeli cal-
kowanie réwnania mozna sprowadzié do zadania, ktérym zajmuje sie
rachunek catkowy lub jaki$ inny dziat matematyki, np. elementarniejsze
dziaty algebry, to zadanie uwaza sie z punktu widzenia teorii réwnaid
rézniezkowych za efektywnie rozwigzane. W rozdziale obecnym zajmie-
my sie najwazniejszymi typami tych réwmm rozmezkowych ktére moga
byé efektywnie rozwigzane.

W napotykanych przykiadach b@dmemy stosowali czesto metode,
polegajacg na przeprowadzaniu ezysto formalnych rachunkéw bez ana-
lizowania zalozen, przy ktérych sa one wykonalne, oraz na pézniejszym
sprawdzeniu, w jakim stopnin otrzymane wyniki sa kompletne i czynig
zadodé warunkom zagadnienia.

W wielu przykiadach i zadaniach péiniejsze spra.wdzeme, analiza
zatozef i inne uzupelnienia pozostawiome beda milezaco, jako éwicze-
nie, czytelnikowi.

64. Wr6émy, przy zatozeniach sformulowanych w ust 60, str. 85
do réwnania

u> P(z,y)dw 4 Q(z,y)dy=0.
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