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ROZDZIAL I

WIADOMOSCI WSTEPNE
0 ROWNANIACH ROZNICZKOWYCH

§ 1. Przyklady i klasyfikacja réwnani rézmiczkowych

1. Réwnanie, w kiérym wystepuja pochodne (przynajmniej jedna)
niewiadomej funkcji, nazywamy réwnaniem ré2niczkowym.

PRZYKEAD 1. Wyznaczyé funkeje y=f(2) tak, aby bylo stale
1) .=y } ,

Sprawdzamy, ze funkcja y=6" czyni zadoéé réwnaniu (1). Ogdlniej,
jedli C jest dowolng liczbg rzeczywista, to funkeja y=C¢” réwniez spel-
nia warunek (1). Jak wynika z § 24 innyeh funkeji spelniajacych to
réwnanie nie ma. : :

PRZYKEAD 2. Wyznaczyé krzywe y=f(x), dla ktérych podnor-
malna jest wielkodcia stats, réwna p.

Poniewaz algebraiczna miara podnormalnej wynosi, jak wiadomo,
yy', wiec nalezy wyznaczyé y=f(x) tak, aby dla kazdego x z jakiego$
przedziatu bylo, . )

‘ ¥y =p-

PRZYKEAD 3. Szybkodé inwersji cukru trzeinowego. Cu-
- kier trzcinowy rozklada sie w roztworach wodnych pod wpltywem kata-
lityeznego dziatania kwaséw. Jezel a oznacza ilogé eukru w roztworze
w momencie poczatkowym t=0,a 2 — ilogé cukru, ktéra ulegla rozkia-
dowi w czasie 3, to predkosé rozkladu cukru dw/di w momencie ¢ jest
na zasadzie prawa Guldberga wprost proporcjonalna do ilogei cukru

jeszcze nierozpuszezonego. Zachodzi tedy zwigzek

(2) . F i k(a—),

gdzie k jest wspélezynnikiem proporcjonalnodei, ktéry w pierwszym
przyblizenin moze byé uwazany za staly. :

‘W. Niklibore, Réwnania Rﬁiniczkc;we. 1
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92 ROZDZIAL I. Wiadomokei wstepne.

Aby wige znalezé saleznodé ilogei zinwertowanego cukru od czasu i,
nalezy wyznaczyé funkeje #(f) tak, aby spelnione bylo réwna,r.lie (2-),
tzn. nalezy rozwigzaé to réwnanie rézniczkowe. Metodg rezwigzania
zajmiemy sie w § 17.

PRZYKEAD 4. Ksztalt zwiercia-
dta wody w otoczeniu studni*).

Na rys. 1 czedé zacieniowana miedzy
AB i OD oznacza warstwe ziemi, ktéra
pokrywa wode gruntowa, zawarty miedzy

warstwy ziemi.

Jezeli wykopiemy studnie ksztattu
walea obrotowego i przez pompowanie
bedziemy utrzymywali poziom wody w stu-
dni na stalej wysokofci GH, to obnizy sie

_ réwniez poziom wody W otoezeniu studni,

Rys. L. przybierajac . postaé  powierzehni obroto-

wej, lktérej przekrsj (tj. linia poiudni-

kowa) jest uwidoczniony mna rys. 2 jako krzywa 0'G i symetryczna do
niej krzywa D'H.

Obierzmy of walca za of y, linie HF —za o8 ¢ i oznaczmy przez P
dowolny czastke (punkt) wody, a przez M i M’ —punkty na EF i D'H,
majace tg samg odeiety co P. Niechaj punks
M’ ma wspéhrzedne « i y i niech jeszcze
N i N’ bedg punktami, ktére lezg syme-
trycznie do punktéw M i M’ wzgledem
osi y.

Doswiadezenie uczy, ze wartodé ska-
larna v predkodei punktu P jest propor-
cjonalna do spadku dy/ds krzywej D'H
w punkcie M’, ze wiec :
3) o=k,
gdzie % jest wspélezynnikiem proporejo-
nalnoei. Z drugiej strony iloéé @ wody,
jaka wypompowujemy w jednostee czasu
io ktérej zakladamy, ze jest stala, réwna jest ilodci wody, jaka w tym
czasie przeplynie przez - pobocznice walca o przekroju  MM'NN,
to znaczy

(4) ’ Q=2rayo.

Rys. 2.

*) 'W. Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs, Berlin 1925, str. 65-66.

3

- 0D i powlerzchniy EF nieprzepuszezalne] |

@ | |
lm §1 Przyklady i klasyfikacja réwnan rézniczkowych. 3

7 (3) i (4) wynika réwnanie rézniczkowe

i
Q=2kmay3!,
z ktérego nalezy wyznaczyé funkeje y% (#), okreflajaca linie poludni-
kows CO'G. :

" 'W poprzednich przykiadach réwnan rézniczkowych opréez niewia-
domej funkeji wystepuje tylko jej pierwsza pochodna, a nie wystepuja
pochodne rzgdéw wyzszych. Takie réwnania nazywamy réwnaniamsi
pierwszego reedu.

Najogbluiejszg postacig réwnania pierwszego rzedu jest

(8) F(w,y,y)=0,

gdzie x jest zmienng niezalezna, y — niewiadomsy funkeja zmiennej x,
y' — pochodngy tej funkeji, F za$ jest dang funkeja trzech argumen-
tow o,y 1 ¥

2. Oto przyklady réwnat, w ktérych wystepuja réwniez pochodne
wyzszyeh rzedéw funkeji niewiadomej. '

PRZYKLAD 5. Wyznaczyé krzywe plaskie o statej krzywiZnie.
Ograniezajac sie dla prostoty do krzywych dajacych sie przedsta-
wié réwnaniem y=f(#) i uwzgledniajge znany wzér na krzywizne stwier-
dzamy, ze nalezy y=/f(x) wyznaczyé tak, aby: -

4
[ —

ity
gdzie a oznacza staly. Widaé, ze mamy tu do ezynienia z réwnaniem,
w ktérym wystepuje takze druga pochodna funkeji niewiadomej.

PRZYKEAD 6. Punkt materialny M porusza sie po prostej w taki
sposéb, ze jego przyspieszenie jest proporcjonalne do jego odleglosei-
0d statego punktu O prostej i ma zwrot przeciwny do zwrotu wekto-
ra OM. Wyznaczyé réwnanie ruchu tego punktu.

Traktujac prosta jako of liezbowa o poczatku w punkeie O oraz
oznaczajac przez w=wx(t) wspblrzedns punktu M w chwili ¢, widzimy,
7e przyS$pieszenie @?z/df* jest proporcjonalne do odcigtej # punktu ru-
‘chomego, a poniewaZ ma ono opisany zwrot przeciwny, wiee zachodzi
réwnodé postaci

a2 . Y

‘Wsp6btezynnik proporcjonamogci oznaczylidémy tu przez k* dla pod-

_kreglenia, ze jest on dodatni.

Réwnanie (6) jest réwnaniem rézniczkowym, w ktérym wystepuje
druga pochodna funkeji niewiadomej #=w(t). Mozna latwo sprawdzié,
ze funkeje @ =coskt oraz x=ginkt i ogblniej x=0,coskt+C,sinkt, gdzie

S -
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4 ROZDZIAE I. Wiadomosei wstepne.

0, i €, 83 dowolnymi stalymi, spefniaja réwnanie (6); okredlaja one znany
7 mechaniki ruch harmoniczny:
PRZYKEAD 7. Prostym przykladem réwnania rézniczkowego, w kt6-
rym wystepuje czwarta pochodna funkeji niewiadomej, jest réwnanie
g
dat
Latwo sprawdzié, ze réwnaniu temu czyni zadodé kazdy wielomian
- trzeciego stopnia i
y=0, 2*+C, 22 +Cr2+04,

gdzie Oy, .. .,05 8o dowolnymi statymi.
W podobny sposéb tworzyé mozna réwnania rézniczkowe, w kté-

rych wystepuja pochodne rozmaitych rzedow.

Ogblnie, rzedem réwnania rééwiczkoweye nazywamy NajwyZszy Z Ize-
déw pochodnych funkeji *niewiadomej, jakie wystepuja w réwnaniu.
Najogélniejszg postaciy réwnania rz@du n bedzie wiee, analogicznie
do (5), réwnanie

oy, 954 ?/(n)) 0,
gdzie w jest zmienng niezaleina, y — funkecjg memadom@, Yy ey —
kolejnymi pochodnyml tej funkeji, wreszcie F — dana tunkeja argumen-
6w @, ¥, Yy @/

W przykla.dach 5 i 6 mamy réwnania drugiego rzedu, 4 w przykia-
dzie 7 réwnanie czwartego rzedu.

3. W dotychezasowych przykiadach wartodei funkeji niewiadomej
y zalezaly od jednej tylko zmiennej niezaleznej. Réwnania rézniczkowe
tej postaci nazywamy zwyczajnymi.

Do réwnan rézniczkowych zwyczajnych Za,hczamy réwniez takie
réwnania, w ktérych wartosei funkeji niewiadomej zaleézg wprawdzie od
kilku zmiennych niezaleznych, ale w ktérych figuruja tylko pochodne
wzgledem jednej z tych zmiennych. Wowezas zmienne niezalezne, wazgle-
dem ktérych pochodne funkeji niewiadomej nie wystepuja, noszg nazwe
parametréw réwnania. Méwimy wiee o réwnaniu rééniczkowym zalenym
od jednego lub kilku parameirow. '

" PRZYKELAD 8. W réwnaniu (6) mozna uwazaé k za zmienng. Jest
to parametr, ktérego interpretacja fizyczna jest widoczna: k=2n/T, gdzie
T oznacza okres jednego drgania.

PRZYKELAD 9. W réwnaniu

™ | B fio1,)

11 A 83 zoiennymi niezaleznymi, & zad jest ich funkcja niewiadora.
W réwnaniu tym nie wystepuje rézniczkowanie fll]lkc]l g Wzgl@dem Ay
uwazamy WIQG % 23 parame‘br

icm
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Funkeja niewiadoma bedzie miata postaé

z=p(t,1), .

ta:k ze xivlaéeiwie na oznaczenie jej pochodnej wzgledem zmiennej ¢ po-
winno si¢ uzywaé zamiast symbolu dw/dé raczej symbolu dx/st. Mimo
to, dla lepszego uwypuklenia roli zmiennej ¢, przyjat sie sposéb pisania (7).

. 4. Jezeli w réwnaniu rézniczkowym funkeja niewiadoma zalezy od
kilku zmiennych niezaléznych i jezeli nadto w réwnaniu tym wystepuja
W sposéb istotny pochodne funkeji niewiadomej wzgledem co najmniej
dwu z tych zmiennych niezaleznych, ‘wéwezas moéwimy, ze jest to réw-
nanie résmicekowe o pochodnych czasthowych.

Rzad takiego réwnania okrefla sieé podobnie jak rzad réwnania
rézniczkowego zwyczajnego.

PRZYKLAD 10. Réwnanie
(8) ) ‘l‘:’/“‘” =Mz,

gdzie m jest sta.lay, jest réwnaniem o pochodnych czastkowych pierwszego
rzedu o dwu zmiennych niezaleznych z i y.

Jezeli przez f(uw) oznaczymy dowolng funkeje rézniezkowalng zmien-
nej u, to — jak latwo sprawdzi¢ — funkeja

-

spelnia przy pewnych zastrzezeniach réwnanie (8)

PRZYEKLAD 11. Rozepnijmy wzdhuz osi # jednorodng strun@ spre-
zysta o diugodei ! tak, aby przyjela po-
lozenie ré6wnowagi OA. UtwierdZmy nie- ¥
ruchomo jej konce O. i A. Odchylmy -
teraz strune, nadajac jej dowolne inne M
polozenie, oznaczone na rys. 3 linig kres- SO
kowansg, i nastepnie pusémy ja swobod- K T
nie. Struna - bedzie wykonywala pewne / .
drgania, ktére nalesy wyznaczyé. Jezeli O A'w
wapéirzedne dowolnego punktu M tej
struny w chwili ¢ oznaczymy przez » 1 ¥,
wéwezas, jak uezy teoria sprezystodei, odchylenie'y punktu M od poto-

Rys. 3

. #zenia réwnowagi zalezy jednocze$nie od # i od f, przy czym zalezno$é

te okregla réwnanie
& 2,
(9) B0

== ,
. o dz*
gdzie a jest pewng stata. k
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6 ROZDZIAL 1. Wiadomogei wstepne.

Zwigzek (9) jest réwnaniem rézniczkowym o pochodnyeh czgstko-
wych drugiego rzedu. Réwnanie to gra doniosly role w fizyce; bywa
ono nazywane réwnaniem struny drgajece].

Postaé ogélna réwnania o pochodnych czgstkowych pierwszego
rzedu o dwu zmiennych niezaleznyeh jest nastepujaca:

0z 02
F(m, LRt ’@)207

gdzie =z oznacza funkeje niewiadoma zmiennych % i y, F zad-— dang
funkeje pigein argumentéw ,y; 2,p i . W funkeji F zamiast p i ¢ pod-
stawiamy dz/ax i 82/dy.

Jezeli zmienne niezalezne oznaczymy podobnie jak poprzednio
PIZET By, %y, ...,%,, & funkeje niewiadoms przez z, to najogélniejsze T6w-
nanie o pochodnyeh ezastkowych pierwszego rzedu o n zmiennych nie-
zaleznych mozemy napisaé w postaci ‘

F(ml,mg,...,wn,z,—%,%,'...,:—;):().

Analogicznie, ograniczajac siew do dwu zmiennych niezaleznych
x iy, mozemy napisaé ogélne réwnanie o pochodnych czastkowych 2-go
rzedu w postaci '

( 9 9z 9% 9% aﬁz)
leyiz

7%7@}5@575&@,5@}5

ZADANTA. 1. Napisaé réwnanie rézniczkowe krzywych y=y(w),
dla ktérych: Con v

10 spadek jest proporcjonalny do kwadratu rzednej;

20 Jlugosé odeinka normalnej, zawartego miedzy punktem na. krzy-
wej i punktem przeciecia sie tej normalnej z osiy x, jest proporcjonalna
do m-tej petegi rzednej punktu na krzywej;

30 dugodé tuku, liczona od punktu statego M, do punktu biezacego
M o wspélrzednych x i y=y(x) réwna jest danéj funkeji fl@,y)-

9. Punkt materialny porusza si¢ po osi # w taki sposéb, ze predkosé
jest proporejonalna do jego odleglodei od poczgtlku nkiadu wp6irzednych.
Ulozyé réwnanie rézniczkowe ruchu.

3. Kula wyrzucona z predkoscia poczatkows ¢ porusza si¢ ruchem
prostoliniowym w taki sposéb, ze jej energia kinetyczna jest proporcjo-

nalna do dtugodei przebytej drogi. Ulozyé réwnanie rézniczkowe ruchu.

4. Dla gazéw dogkonatych predkogé zmiany objetosei v w zaleznogel
od wzrostu cig$nienia p jest ujerina i przy stalej temperaturze propor-
cjonalna do kwadratu objetodel. Wyrazié te zaleinosé w postaci réw-
nania rézniczkowego i sprawdzié, ze zwiazek pv = const (prawo Boyle'a-
Mariotte’a) odpowiada tej zaleznoci.

icm
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5. Promied krzywizny krzywej y=f(») jest odwrotnie proporcjo-
nalny do kwadratu diugodei podstycznej. Podaé réwnanie rézniczkowe
wyznaczajace funkeje f(x).

6. Punkt materialny o masie jednostkowej porusza si¢ po osi # pod
wplywem dwu sit dziatajacych wzdluz tej osi, z ktérych jedna ma nabe-
zenie proporcjonalne do odleglofei punktu ruchomego od poezatku
ukladu, -druga zaé jest periodyczna i wynosi acos2nt/T. TUlozyé réwnanie
rézniezkowe ruchu.

7. Pole elektryczne jednorodne (tj. o stalym napigein i kierunku),
wytworzone miedzy elektrodami zanurzonymi w elektrolicie, ma kie-
runek osi x. Jon dodatni o masie m porusza sie, pozostajac pod wply-
wem statej sity pola i sity oporu proporcjonalnej do predkosei. Zmalezé
réwnanie rézniczkowe ruchu jonu.

§ 2. Uklady réwnan rézniczkowych

5. W zastosowaniach napotykamy tez uklady kilku réwnan réz-
niczkowych o kilku funkcjach niewiadomych. Szczeg6lnie w mechanice
i fizyce wystepuja czesto takie uklady.

PRZYKEAD 12. Réwnania

=x—z

dx d dz
B yss, Yeoryoz, & |

dt
tworza uklad trzech réwnari réimiczkowych zwyczajnych o trzech funk-
cjach niewiadomych @,y i 2 zmiennej niezaleznej .

PRZYKEAD 13. Crzesé T przestrzeni wypelniona jest poruszajacym '
sie plynem. Niechaj czasteczka plynu, zajmujgca polozenie (z,y, 2),
ma predkodé, ktérej sktadowe u,v i w niechaj beda znanymi funkejami
zmiennych x, ¥ i 2, niezaleznymi jednak od czasu #

u=1u(%, ¥, 2), . v="2(%, ¥, ?), w=w(®, Y, 2). -

W tych warunkach mozemy méwié o stacjonarnym polu wekfo-
rowym predkosei i postawié zadanie wyznaezenia w nim ruchu ptynu.
Poniewas predkofei skiadowe sg réwne dw/dt, dy/di i de/dt, wiee zadanie
sprowadza sie¢ do rozwigzania ukladu trzech réwnan rézniczkowych

dy

dx dz
== u(®,9,2), Et_=7)(wayaz>; d_tzw(w’ y,z)

dt
o trzech funkecjach niewiadomych z, ¥ iz, zaleznych od. czasu .

PRZYKELAD 14. Oznaczmy przez a, f,y, & ﬁ, ¥, 4, ﬁ,y cosinusy
kierunkowe dodatnich zwrotéw stycznej, normalnej giéwnej i binormal-
nej danej krzywej przestrzennej, przez s — dtugosé tuku tej krzywej liczong
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8 ROZDZIAL I. Wiadomosei wstepne.

od pewnego punktu na niej lezgcego, wreszcie przez 1Ril/T — kmlezn@
oraz skret tej krzywej. Wowezas spelnione sg znane z geometrii réznicz-
kowej wzory Freneta

do & da o d di _a
as R a4 R T ds T’
ag_f da__p_ b a#_b -
s R ds R a1
dy_y  dy__ v ¥ Ay
ds R ds B T 4 T

W tzw. geometrii naturalnej badamy wiasnodei krzywej niezaleznie
od ukladu wspéhzednyeh; wielkodei 1/R i 1/T zwykle znane s3 jako
funkeje dtugodei tuku s, a szukane sa cosinusy kierunkowe. Jak widad,
mamy wtedy do czynienia z ukladem dziewigciu réwnm’i rézniczkowych
o dziewieciu funkcjach niewiadomych.

PRZYKLAD 15. Dwa punkty (2, 41, 24) 0raz (%s, Ys, 2;) O Masach
my i m, oddzialywuja na siebie wedlug prawa powszechnego cigzenia.
Napisaé réwnania rézniczkowe ruchu tych punktéw.

Oznaczmy sily dzmla.]adce na dane punkty przez Fl i F,. Mamy
wéwezas dla skalarnyeh wartosei tych sit

EARVAR

gdzie k oznacza staly powszechnego cigzenia, a r — odleglodé obu pun-
kt6w materialnych. Odleglogé T Wyraza sie wzorem

1":]/(502 — 1) 2+ (¥ —Y1) *H(7a—21) "

Poniewaz sity dzialaja wzdhuz prostej, taczacej oba punkty ma.teria.lﬁe,
wiee skladowe tych sil wynosza odpowiednio

|Fyl cos(Fy,@), [y cos(Fy,y), | T cos(Fy,z)
oraz }
| 73| coS(F'y, ), [Fa| cos(Fa,y), |Fy] cos(F's,2).
‘Wreszcie, poniewaz mamy do czynienia z sitami przyciggajacymi,
wiec
cos(Fy,2) = zg_:zl

cos(Hy, ) =",”“;m—‘, co8 (Fy,y) = yﬁ—;—y—‘, !

1%

cos( ¥y, x) =w1-7:m_g? cos(Fy,y) = ?-/—L;—yﬁ,

cos(Fy,2)=

icm
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Oznaczajgc sczas przez © i stosujac druga - zasade dynamiki
otrzymujemy na wyznaczenie ruchu danych punktéw nastepujace
réwnania:

%y —x, . 2z, —

m s mkmlmz = 1, my dt2'“km1m2 =3 2,

‘ @y, Y=Y ay =Y

(1) my g =hm giﬁ—l, My dt;—kmlmgylr—a—J‘,
. 2,—2 22, z z

m, dt21 =k'm1m2—5;§—1, My s 2 — kg my 2.

a

Stanowia one uklad szefciu réwnan rdézniezkowych zwyezajnych
o szedciu funkejach niewiadomyeh @, Yy, 2, s, ¥ay 7. Uklad ten gra

zasadniczg role w astronomii, gdyz pozwala wyznaczyé ruch planety

przycigganej przez Stofce przy zalozeniu, ze wplywy grawitacyjne

‘innych ciat niebieskich mogs by¢. pominigte. Zagadnienie rozwizzania

réwnan (1) nosi nazwe zagadnienia dwdch ciat i moze byé w zupemosei
rozwigzane.

PRZYRKLAD 16. Jezeli wplywy innych ecial niebieskich (czyli
tzw. perturbacje) nie moga byé pominiete, to zagadnienie wyzna-
czenia ruchu planet bardzo sie komplikuje. Przypu§émy np., ze
idzie o trzy ciala niebieskie (np. Stofice, Ziemia i Ksiezyc), przy-
ciagajgce sie wzajemnie wedlug prawa powszechnego cigzenia. Niechaj
my,my 1 My 0ZNACZAJE IASY, & By, Y1, %, Bay Y2, % I By, Y5, 25 — WSOk
rzedne tych ciat (traktowanych oczywidcie jako punkty materialne),
a 7, niech beds ich odleglodciami {rys. 4):

¥y = l/(‘”s ‘_‘ms)z"‘ (Y3
@) ro=V(s

—Y2)?+(23—22)%

1) 2 (Y1—Ya) >+ (21— 25) %,
Ts = I/ —'m1 24 (yz~y1)“+ (2a—21)%.

Woéwezas sita dziatajaca na mase m,
bedzie wypadkows dwoéch przyciggan, po-
chodzgcych od mas m, i m,. Skladowa
w kierunku osi # tej sity, w my§l rachunkéw
przeprowadzonych w przykladzie 15, bedzie

"'"’z

Rys. 4

—®y

kmymy

wa—f& 4+ kmymy s
73 . 2

skladowe zaé w kierunkach osi y i 2 otrzymamy, przestawiajac kotowo

litery x, v i 2. Podobnie otrzymamy skladowe sit dziatajgcyeh na masy *

mg i my. Stosujac wige znown odnogng zasade dynamiki, otrzymamy na.

wyznaczenie ruchu tego ukladu materialnego dziewieé réwnad, z ktdrych
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wypisujemy pierwsze trzy

a2, Ly—1 Ly—
1 3 1
My —— =k mymy——5—= -+ kmym. s
ag I T gl
d?x, Ly — L —
3 My == My My =2 = | Mg Moy ———% 5
( ) ae ,,.i 27 ,’.g
A2, Ly Ly—
My 2 = T My My 2 kmgm, 22
R M

dalsze sze§é otrzymuje sie przestawiajac kolowo litery z,y i 2. Tworzg
one uklad dziewieciu réwnan rézniczkowych o dziewieciu fiinkcjach nie-
wiadomych @y, ¥1, 21, @ay Y, 22, @3, Y5y 25- 5% t0 stynne réwnania ruchu
trzech cial, stanowigce przedmiot ogromnej ilodei prac, nie wyczerpuja-
cych dotychezas calodci zagadnienia.

PRZYKEAD 17. Do ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych

prowadzi tez jedno z najwazniejszych zagadniert dynamiki (ktérego dwa
poprzednie przyklady sa szezegblnymi przypadkami), polegajace na
wyznaczeniu ruchu systemu materialnego przy zatozeniu, ze sity. dzia-
lajace na punkty systemu sa znane. Niechaj do systemu materialnego
nalezy n punktow (@i, Y1, 21);s. - (By; Yp, 2,) 0 Masach my,my,...,m,.

Niechaj na punkt o masie m,; dziata sita F; o skladowyeh X,,Y,i Z;
(=1, 2,..., n). W najogélniejszym przypadku skladowe te beda zalezeé:
1° od czasu %, 2° od potozenia punktéw systemir tzn. od wspblrzed-
nych w;,9;1 2, oraz 3° od predkosei punktéw nalezacych do systemu,
% wiee od pochodnych dux,/dt, dy,/di i dey/dt. Zatem kazda z wielkosei
X, Yy, %y,..., X, Y, Z, jest, ogélnieé biorae, funkeja 6n--1 zmiennych

dzy dyy dz, .
by By Yuy @1 ye sy Yny By —d—ti’ _d./t—l’ _li—tl’ i..’%, égf: %

Stosujac, jak w poprzednich przykladach, drugs zasade dynamiki,

otrzymamy 3» zwiazkéw nastepujacych:

o ‘ dz, dy, de dw,, dy, de
midtg—Xi(%w-l;yl;zl:’";mnyf’/nyzn,#,%{ﬁ,...,—#,%?d—;),
Py dw, dy, de Aty dyn d2n
(4) miﬁ'—Yi(tpmu?/lyzl,-'-’mn,'!/mzm‘dfy:%afd—;y“-:—df’d—zi“ﬁ)?

a2z

miﬁz Z; (ty “’1‘7 Y1571, o, dyl dzl dan, dn * dzn)a

'"’m"’yn’z"’jd—t_’—dt—’ﬁf"“’Vzlid"d?’jt—
i=1,2,...,m.

Tworzg one uktad 3n réwnanh réiniczkowych dla wyznaczenia 3n
* wspohrzednych punktéw systemu w zaleinodei od czasu ¢.

W podanych przykiadach ukladéw réwnap résniczkowych. wyste-
powaly pochodne funkeyj niewiadomych tylko wzgledem jednej zmien-

icm
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nej; dlatego uklady opisanego typu nazywamy analogicznie jak w uste-
pie 3, str. 4, ukladami réwnar résniczkowych zwyczajnych. W odréznieniu
od nich uklady, w ktérych wystepuja pochodne czgstkowe funkeji nie-
wiadomych wzgledem kilku zmiennych, nazywamy wkladami réwnas r62-
nicekowych o pochodnych czastkowych. )

PRZYEKEAD 18. Roéwnania Cauchy-Riemanna postael
8U(z,y) _ 8V(x,y) - oU(m,y) __ 3V(z,¥)

ox oy oy oz

52 uklaﬂem dwéch. réwnan rézniczkowych o pochodnyeh ezastkowych
o dwéch funkecjach niewiadomyeh U(wz,y) i V(z,y), zaleznych od dwoch
zmiennych x i y. Réwnania te podaja warunek konieczny i dostateczny
na to, aby funkeje ciagle U(z,y) i V(z,y) byly odpowiednio réwne czesei
rzeczywistej i urojonej pewnej funkeji holomorficznej*).

6. Niechaj a, oznacza najwyzszy rzad pochodnej funkeji y, wyste-
pujacy w ukladzie réwnan rézniczkowych zwyezajnych o n funkcjach
niewiadomyeh %4,Ys,-..,Y,. Liczbe

a;Fayt...+a,
nazywamy reedem wlkladu réwnat réémicekowych. Definicja ta dla n=1
pokrywa sie z definicjg rzedu réwnania przyjeta w ustepie 2, str. 4. Zgo-
dnie z nig uklady rozwazene w przykiadach 12-17 sa odpowiednio rze-
du 3, 3, 9, 12, 18 i 6n.

‘Czesto stosuje sie nastepujace

Twierdzenie. Kasdy uwktad n réwnath réinicekowych zwyczajnych o n

 funkcjach niewiadomych moéna zastgpié réwnowainym uktadem zawiera-

jacym pochodne tylko pierwszego rzgdu; ilosé réwnan. nowego wuktadu jest
réwna rezedowi ukladu pierwotnego. :

Dowdd. Dla uproszezenia ograniczmy sie do ukiadu dwéch réwnan
o dwéch funkejach niewiadomyeh y i 2

Flz, 9,9, y”7'-'7y@): 22, z”y___’z(g))=07
=0

(8) . . ;o
Gy 4, U3 Y s YD, 28, &5, 29) =0

Dla skrécenia oznaezylismy tutaj przez y',y",...,y® kolejne po-
chodne funkeji y wzgledem = i analogicznie dla funkeji 2, przy czym to,
76 W obu réwnaniach sa uwidocznione pochodne najwyzszego rzedu obu
funkeji niewiadomych, weale nie zmniejsza stopnia ogélnodei naszych
rozwazan.

TUklad (5) ma rzad p-+¢ i moze byé zastapiony ukladem p--g réwnan
pierwszego rzedu w nastgpujacy sposdéb. Niech kolejno -

« * P..8. Saks i A. Zygmund, Funkeje ana,l'ityczne, ‘Warszawa 1948, str. 56 - 58.
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Yy=Y1, Y=Y, Y=Yz, [EES) y(p_l):‘ypﬂ
B=2y, d=g,, =2, AN =g

W tych oznaczeniach uklad (5) jest réwnowazny ukladowi

ey - Bpa=2,,

Vi=Yo, B2=Ysr - Ppa=Yp A=, H=2,
B8y Y1y-eey Yps Yps Bry- - 3%gy 2) =0,
G(E Y1y ey Ypy Ups P1s- 1%y 2y) =0,

ktéry sklada sie z p-+¢ réwnan rézniczkowych pierwszego rzgdu, ¢. b. d. o.

PRZYKLAD 19. Uklad 12-go rzedn, ktéry napotkalismy w przy-
kladzie 15, rozwazajac zagadnienie dwéch cial, jest réwnowazny ukladowi
12 réwnan pierwszego rzedu, ktéry zapiszemy, zgodnie z przyjetym
W mechanice zwyczajem, oznaczajac )

T1=1q1, Y1=4s, Z1=4qsy T=qsy Y=, Z2={s,

dx ay dz dx d dz,

TP G =P G=p =D, P=ps, F=p,

jak nastepuje:

’é{i=pw 1=1,2,...,6,
dpy 4= dap, %—g dp g—4
e kmy, proant] i km, 7,3&, dta Emy —“—W; 8,
y) — d d
.0%5 = kmlgl,ra %, Dy kml%qa’ Z;e o, q;ﬁ@

gdzie w nowych oznaczeniach » wyrazone jest wzorem

=V (e—1)*+ (¢ — g2)* + (g — ) -

7. Jezeli uklad n réwnan rézniczkowyeh zwyezajnych, z ktorych
kazde jest pierwszego rzedu, o » funkecjach memadomyeh ma szczeg6l-
nie prosta postaé

Y

dy, d
TE:fl(w:yu-“:"Jn): %—_‘fz(”:?/u“-:yn); veey ‘G‘l‘x“zfn(m;y1:--'7?ln)7

w ktdrej nie wystepuja po prawej stronie réwnatn p(;chodne funkeyj nie-
wiadomych, to méwimy, ze uklad réwnad ma postaé normalng.

Przy rozwiszywaniu .wielu zagadniefi korzystnie jest sprowadzié
najpierw dany uklad do uktadu réwnazd pierwszego rzedu, nastepnie zag
przez rozwigzanie go wagledem pochodnych sprowadzié ten uklx1 do
postaci normalnej.

PRZYKLAD 20. Uktad

e . d
T dt2+3(m+?/)—0 =t dt2+2 —3y=0

icm
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sprowadzamy do ukladu normalnego w ten sposéb, ze piszemy najpierw

ds d;
L=y, ‘th—l:w%, Y=Y, %zyz’ .
po czy}n réwnania -
dw,  dy . d
- J L3 (ty) =0 i —d;”iz 1 22,3y, =0
. rozwigzujemy Wzgl@dem dw,)dt 1 dyz/clt. Otrzymujemy stad
dw a
“[‘l‘tl Loy 73/71 = Ya,
da,, 3 Dy :
e S 2 LR

ZADANIA. 8. Danych jest » punktéw materialnych, z ktorych kazde
dwa przyciggaja si¢ wedlug prawa powszechnego cigzenia. Napisaé réw-
nania rézniczkowe ruchu tego ukladu punktéw i wykazaé, ze jego fro-

“dek masy porusza sie ruchem prostoliniowym i jednostajnym.

9. Utozyé réwnania rézniczkowe ruchu punktu materialnego, pozo-
stajacego pod dzialaniem sity skierowanej do stalego punktu P=(a, b, ¢),
ktoérej natezenie jest Wprost propore]onalne do odleglofci tego pun_ktu
materialnego od punktu P.

10. Jezeli punkt matena;lny porusza sie W polu potenejalnym, to
réwnania’ ruchu 89 nast@pmsece

dza; av dﬁy a2z av
" dtZ“aJ MaE T o’
gdzie V(z,y,2) jest tzw. funkeja sit ezyli potencjatem pola. Wykazad,
#e przy odpowiednich zalozeniach suma energii kinetycznej i potencjal-
nej jest dla danego ruchu stala. .

§ 3. Zbioiy punktéw, luki, obszary na plaszczyZnie
i w przestrzeni n-wymiarowej.

8. Sprecyzowanie 'zagadnien poruszonych w poprzednich paragra-
fach oraz sformulowanie zwigzanych z nimi twierdzen’ wymaga pPrzy-
pomnienia w tym miejscu Iilku znanych -pojeé, ktérych bedziemy

stale uzywali.
Niech beds dane dwa dowolne punkty P,=(a;,y1) 1 Po=(2:,¥s)

plaszczyzny ay. Liczbe
(P, Py) =V (@—0,)+ (§o—72)*
bedziemy nazywali odleglodciq punktéw Py ¢ P,.
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Niech teraz beda dane dwa dowolne zbiory . (niepuste) Z, i Z,
punktéw plagzezyzny.

Odlegloémq zbioréw Z, i Z, bedziemy ‘nazywali kres dolny liczb
r(Py, P ) gdy punkt P; przebiega zbibr Z, a punkt P, — zbiér Z,.

Nastepnie, niech Py=(,, ¥,) bedzie dowolnym punktem plaszczyzny
2y, a g — jakad liczby dodatnig. Zbiér wszystkich punktéw P=(x,y)
spelniajacych warunek

7(P, Py) <o,

a wiee lezacych wewnatrz kola o grodku P, i promieniu ¢, bedziemy na-
zywali otoceeniem o promieniu p punktu P, i oznaczali przez

H(P,,0).

9. Niech Z bedzie zbiorem punktéw lezgeych na plaszezyzZnie zy.
Bedziemy moéwili, ze zbiér Z jest ograniczony, jezeli istnieje taka liczba
R>0, ze wszystkie punkty tego zbioru nalezg do otoczenia H(O, R), gdzie
O jest poczatkiem ukiadu wspélrzednych; oznacza to, Zze z punktu

0 mozna zakreflié kolo o tak duzym promieniu R, ze wszystkie punkty

zbioru Z znajda sie w tym kole.
Zbiér, ktéry nie jest ograniczony, nazywamy nieograwiczonym. Po-

- wiadamy, ze P, jest punktem skupienia zbioru Z, jezeli w kazdym oto-

czeniu H(P,, ) lezy co najmniej jeden punkt zbioru Z r6zny od P,. Punkt
skupienia zbioru Z moze do niego nalezed lub nie nalezeé. Jezeli kazdy
punkt skupienia zbioru Z nalezy do zbioru Z, to zbi6ér ten nazywamy
zamknigtym.

O ciggu nieskofczonym punktéw
(9] ‘ P=(2;,y),
méwimy, ze jest ograniczony, jezeli zbiér tych punktéw jest ograniczony.

O ciggu (1) méwimy, ze jest zbiesmy do punktu M=(& %), jezeli
w kazdym otoczeniu H(M,p) lezg prawie wszystkie punkty tego ciagu
(tzn. wszystkie z wyjatkiem co najwyzej skonczonej ich liczby) lub, co na
jedno wychodzi, jezeli odciete »; punktéw P, zmierzajg do £, a rzedne
y; do n, lub wreszcie jezeli odleglodei punktéw P, od punktu M daza
do zera przy ¢ rosngeym nieograniczenie. Punkt M nazywamy granicq
ciggu (1). Ratwo wykazaé, ze z kazdego ciggu ograniczonego mozna
wyjaé ciag czedciowy zbieiny.

Méwimy, ze punkt Py=(%,,%,) jest punkiem wewnetranym zbioru Z,
jezeli istnieje talde ¢>0, ze otoczenie H(P,,o) nalezy takze do Z. J ezeh
istnieje takie ¢>0, ze zaden punkt otoczenia H(P,,¢) nie nalezy do Z,
to méwimy, ze punkt P, jest punktem zewngirznym zbioru Z. Punkt P,

i=1,2,...

ktéry nie jest ani punktem wewngtrznym, ani tez punktem zewnetrznym.

zbioru Z, nazywamy punkiem granicznym albo brzegowym tego zbioru.

I!:ﬂl
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Punkt brzegowy moze do zbioru Z nalezeé lub nie.. Zbiér wszystkich
punktéw granicznych (brzegowych) zbioru Z nazywamy ogramiczeniem
lub breegiem tego zbioru.

Zbiér, ktérego wszystkie punkty sg ]ego punktami wewnetrznymi,
nazywamy otwartym. Przykladem takiego zbioru jest np. zbiér zlozony
z punktéw polozonych wewngtrz kola o srodku (—1,0) i promieniy 1
oraz z punktéw polozonych wewnatrz kola o frodku (1,0) i tym samym
promieniu.

10. Bedziemyyuiywali nastepujacego znakowania dla, oznaczania
przedziatow: l

{@, by — przedziat zamkniety a<z <3,

(a, b) ” otwarty a<m<b,
a,d). ” a<o<b,
(@, b> . 1 a<z<h.

W przypadku, gdy wystepujacy przedziat bedzie ktérymkolwiek
z czterech podanych, (a wiec nie bedzie miato zna.czema, CZy Zawiera swe
konce), bedziemy go oznaczali przez

[a,b]

i nazywali przedeialem dowolnym lub krétko - preedziatem.

Jezeli dla danego zbioru punktéw Z istnieje taka para funkeji
@(t) 1 p(t) ciaglych w jakim§ przedziale [a,b], ze réwnania :

(2) z=p(), y=vp@

ustalajg wzajemnie jednoznaczng odpowiednioé miedzy punktami zbioru
L a wartodciami zmiennej w przedziale [a, b], to zbiér £ nazywamy. lu-
Eiem zwyktym. (otwartym albo zamkniglym jedno- lub obustronnie, zaleznie
od charakteru przedziatu:[a,b]).

Punkty 4 i B odpowiadajace wartodciom a i b parametru nazywa-
my w przypadku przedziatu jednostronnie lub obustronnie zamknigtego
koticams opisanego luku i méwimy, ze twk ten fqeey punkty 4 i B.
Réwnania (2) nazywamy réwnaniomi parametrycenymi tukw, zmienng
za§ pomocniczy ¢ — parametrem. Pojecie koneéw tuku nie zalezy, jak
mozna wykazaé, od réwnan parametryeznych hiku. Jezeli w deﬁnicji.
taku zwyklego, zachowujac odpowiednio wszystkie inne warunki, przyj-
miemy, ze warto§ciom « i b odpowiada ten sam punkt zbioru Z, to otrzy-
mamy tzw. krzywae zamlnigty bez punktow wzelokromyoh
. Mo6wimy, ze ¥uk I preechodei preez pwn,kt Po—-(wo,yo), jezeli
punkt P, nalezy do tego tuku.

. Méwimy, ze tuk Z przebiega w zbiorze Z, jezeli kazdy punkt Tuku
£ nalezy do Z.
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Nieech M 1 N beda dwoma dowolnymi  punktami plaszezyzny,
& za$ — dowolng liczbe dodatnia. Ciag skodezony punktéw

Py, Py, P,

nazywamy s-lanouchem laczacym punkty M i N, jezeli Po=M i P,=N
oraz jezeli odleglodé kazdyceh dwu kolejnych punktéw tego ciggu nie
przekracza liczby e. : S ,

Dwa zbiory Z, i Z, nazywamy rozlacznyms, jezeli nie maja one punk-
t6w wspélnych. :

Dany zbibr Z nazywamy $pdjnym,-jezeli nie sklada sie on z takich
dwéch zbioréw rozlacznych i niepustych, ze zaden z nich nie zawiera
punktéw skupienia drugiego.

Zbiér otwarty i spéjny nazywamy obsearem, zbiér zag ograniczony,
zamkniety i spéjny — kontinuum. )

Na to, zeby dany zbiér otwarty Z byl obszarem, potrzeba i wystar-
cza, aby dla kazdych dwéch jego purktéw istniat tuk & kaczacy te punkty
i przebiegajacy w Z.

Na to, zeby zbiér zamkniety i ograniczony Z byl kontinuum, po- -

trzeba i wystarcza, aby dla kazdych dwoéch jego punktéw i dla kazde-
go >0 istniat-e-taricuch Iaczacy te punkty i ztozony z punktéw zbioru Z *).

Zbiér Z bedziemy nazywali obszarem zamknietym albo deiedzing,
jezeli: 1° jest zamkniety; 2° zawiera punkty wewnetrzne; 3° kazdy jego
punkt graniczny jest punktem skupienia jego punktéw wewnetrznych;
4% zbiér jego punktéw wewnetrznych jest spéjny.

Zaleznie od tego, czy ograniczenie danego obszaru lub dziedziny.

sklada sie z jednego, dwéeh itd.- lub tez nieskoriczenie wielu zbiord
wrajemnie rozlgeznyeh i spéjnych, nazywamy ten obszar lub dziedzi:;f‘é
jedmospdjng, dwuspding itd. lub tez nieskoriczenie wielospdjng; jezeli obsza!

lub dziedzina nje sg ograniczone podezas gdy ich brzeg jest ograniczg’ii},
to nalezy doliczaé jako jeden z wymienionych . zbioréw”ﬂ"rozhpczny@ ‘

i spéjnych punks oo. . o A
Na przyklad tarcza kola oraz prostokat okredlony nieréwn%ﬁcirﬁni
G<o<ay,  b<y<b;, - gdzie' - a<ay i By<by.,
¢ . !

83 obszarami aﬂlbo dziedzinami jednospéjnymi, natomiast zbidr puﬁﬁ:téw
(z,y) plericienia kolowego okreflony warynkami - R

R¥<w2_+yz <E:, B<Rsy, .., .
jest przykladem dziedziny "dwuspéjnej. %

~ 11. Rozwazmy teraz przestrzen n-Wymiafowad, zlozé;_}lep 7z punktéw
postaci P =(w,, 2,..., x,), gdzie z, sa dowolnymi liczbami (k'=1,2,...,m).

- gdzie ¢

*) P. 8. Saks i A. Zygmund, Funkeje analityczne, Wa.rszawa., 1948, -

str. 11—12 i 26—29.

iom .
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Odleglloécicp punkitw Pi=(af),20,...,a0) i Py=(a®,2{,...,2) na-
zywaé bedziemy liczbe

7(Pyy Py) = ]/%* Y (o) — 2y,
N k=1

Jezeli punkt P, jest ustalony i ¢ oznacza liczbe dodatnig, to zbiér
punktéw, spehiajacych warunek 7(Py, PY<<o nazywamy wngtrzem hi-
persfery o $rodku P, i promieniu ¢ lub, analogicznie do poprzedniego,
otoczeniem punkiu P, 0 promieniu g; oznaczamy je przez H(P,,g).

Luliem pojedynczym w preestrzeni n-wymiarowej nazywamy  zbiér
&, dla ktérego istnieje uklad n takich funkeji ¢,(2), k=1,2,...,n, ciaglych
W pewnym przedziale [a,b], ze zwigzki -

(3) 3 T= gy (3), ‘k=172y“';%7
ustalaja Wzajemnie jednoznaczna odpowiedniodé miedzy punktami
zbioru & 1 wartofelami zmiennej ¢ przedziatu [a, b].

Pojecia i ich wlasnodeli wymienione w ustepach 8-10, str. 13-16,
dla przypadku plaszezyzny przenoszg sie w sposéb catkowicie analogiczny
na przestrzen n-wymiarows.

12. Jedli liczby AyyAyy..., 4, nie sy whzystkie jednoczegnie réwne
zerw, u za$ jest liczbgy dowolng, to zbiér punktéw P=(y,%,...,2,)

' przestrzeni m-wymiarowej, dla ktérych speliony jest warunek

@+ A Byt A, 0, p=0
nazywamy hiperplaszczyzndg. ﬁiperplaszezyzng 0 réwnaniu
,‘ Zpt+p=0,
gdzie k jest ktéra$ z liezb 1,2,...,n, nazywamy prostbpadlog do osi w,.

13. Zbibr Z nazywa sie jednolistny weqledem osi @y, jesli kazda hiper-
plaszezyzna prostopadia do osi %, ma ze zbiorem Z co najwyzej jeden
punkt wspélny.

Nieeh- tuk Z, okreflony :réwnaniami (8) w dowolnym przedziale
[a,b] parametru ¢ bedzie jednolistny wzgledem osi z,. Nie istnieje
wtedy w [a,b] taka para wartodei t#t, zeby @ (f') =@, ("), skad
wobec ci@gloéci wynika $cista monotonieznogé funkeji (t). Niech m i M
bedg rodpowiednio';kresem dolnym i kresem gérnym tej funkeji w [a,b].
Istnigje wtedy funkecja okreslona w przedziale [m,M]

} L

N t=wu(z)
odwrotnta‘”@lfo*funkcp @y=g,(t), ciggla i fcifle monotoniczna. Przyjmu-
"dac, Ze

) : :/‘,ﬁgf g' ; ‘7’i[7‘!(?71)]=gi(971)7 1=2,3,...,m,
W. Niklibore, Rownanta Rézmiozgoye. ; 2
. - i i
. v . E
- - w

P . &
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widzimy, ze zbidr punktéw P=(z,,%,,...,,) przedstawionych réwnaniami

(4) @y =gy (0e),”
dla- zmiennej #; z przedzialu [m,M] jest identyczny ze zbiorem Z
i réwnania (4) ustalaja wzajemnie jednoznaczng odpowiedniodé miedzy
punktami uku £, a wartodciami zmiennej x, z przedziatu [m, M]. Mozemy
wiee tuk £ przedstawiaé takze réwnaniami (4), co w wielu przypadkach
jest o tyle korzystne, ze jest tu o jedno réwnanie mniej. Prawdziwe jest
wige nastepujace

Twierdzenie. Jeieli dany tuk L jest jednolistny wegledem osi @, to
istnieje preedziat [m, M] oraz n—1 funkeyj

1=2,3,...,m,

Gu(@3) 5 o5 Goa (Br)s G () s - -5 G (@)

okreSlonych i ciaglych w tym przedeiale ¢ takich, e réwnania
(5)

ustalajo weajemnie jednoznaceng odpowiedniodé miedzy punktams tuku L
a warto§ciams zmiennej w;, 2 preedziotu [m, M. '

Réwnania (5) nazywamy wtedy swyceajnym lub wyradnym przed-
stawieniem tuku & wzgledem osi . )

Jezeli n=2, to tuk £ jest jednolistny wzgledem osi # wtedy i tylko
wtedy, gdy da si¢ on przedstawié réwnaniem y=g(z); podobnie w prze-
strzeni tréjwymiarowej punktéw P=(w, v, 2), jezeli da sie on przedsta-
wié réwnaniami

Cm=gimy),  i=1,2,...,k=1,k+1,...,n,

y=g(®), 2=h).

§ 4. Ogélne uwagi o réwnaniach réiniczkowych zwyczajnych

14. Wprowadzimy pewns nowa terminologie. Bedziemy méwili, ze
funkcja f(x) jest klasy C w jakimé przedeiale, jesli jest ona w tym
przedziale ciagla. Jezeli funkeja ta ma w nim pochodne ciagle az do
rzedu m wigeznie, to' méwimy, ze jest ona w tym preedeiale klasy O™
Wreszeie, jezeli f(z) ma w przedziale pochodne wszystkich rzedéw (z ko-
niecznodei ciagle), to moéwimy, ze f(z) jest w tym preedeiale klasy C*.

Definicje powyzsze rozszerzamy tez na funkeje wielu zmiennych:
nalezy tylko wyraz ,,przedzial” zastapié wyrazem ,,obszar” lub ,,dzie-
dzina”, wyraz za$ ,,pochodna’” — wyrazami ,,pochodne czastkowe”.

O tuku Z polozonym, ogélnie biorge, w przestrzeni n-wymisrowej,
albo o krzywej zamknietej bez punktéw wielokrotnych, bedziemy mé-
wili; e sq one regularne klasy C™, jedli istnieje takie ich przedstawienie
parametryezne :

(1) : @ =),

1=1,2,...,n,

icm
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w ktérym funkeje ¢;(1) w przedziale zmiennosei parametru sg klasy ¢™
i jezeli ponadto jest stale

n
g; @) > 0.

fiuk regularny klasy €' nazywamy krétko regularnym.

Jezell f(z) jest w pewnym przedziale klasy (7, to réwnanie y=f(x)
przedstawia tuk regularny na plaszezyZnie. Ogélnie, w przestrzeni
n-dwymialrowej réwnania

mizfi(mk)a 7::1:27"

przedstawiajg tuk regularny, jednolistny vw@éledem osi x,, pod warun-
kiem, ze funkeje f; sg klagy C* w przedziale zmiennodei argumentu .

Zalézmy, ze réwnania (1) przedstawiaja luk regularny, gdy ¢ zmie-
nia si¢ w przedziale I. Niech ¢, nalezy do I. Wtedy przynajmniej jedna
z liezb @;(%,) jest rézna od zera. Przyjmujae, ze np. @1 (s) 720, mozemy
znalezé taki przedziat I, obejmujacy liczbe £,, ze jest w nim stale g (t) 520,
wskutek czego funkeja (t) jest Scisle monotoniczna w I, i tym samym
(por. ust. 13, str. 18), ta czedé tuku, ktéra odpowiada przedziatowi I,
jest jednolistna wzgledem osi ;. Opisang wiasno$é wyrazamy méwige,
ze tuk regularny jest w Tasdym punkeie lokalnie jednolistny wegledem
co najmniej jednej z osi ukladwu.

G k—1,k4+1, ..., 0,

15. Rozwazmy teraz réwnanie rézniczkowe zwyczajne n-tego rzedn
(2) F({D,y, :'/'J-",y("))=07
gdzie F' jest funkecja okredlona w jakim§ obszarze przestrzeni zmien-
nych z, 9, y', ..., y®.
Jezeli funkcja

y=9(®)

jest klasy C" w pewnym przedziale [a, b] i jezeli nadto w tym przedziale
czyni ona zado$é réwraniu (2), tzn., jesli zachodzi identyeznie réwnosé

Flz, o), ¢'(z), ... :(P(n)(m)] =0,

to méwimy, ze funkecja ta jest rozwigeaniem szceegdlnym, albo krécej,
rozwigzaniem rownania (2).

Niektorzy autorowie uzywaja tez zamiast terminu ,,rozwiazanie’
terminu ,,calka szezegélna”, czego jednak bedziemy unikali, rezerwujac
termin ,,catka’ dla innych celéw.

Togdlnimy jeszeze przyjeta definicje na przypadek ukladu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, ograniczymy sie jednak do ukiadu o pochod-
nych pierwszego rzedu, do ktérego kazdy ukiad moze byé sprowadzony.

Rozwigraniem (szczegdlnym) wkladu réwnarh, réénicekowych zwyczajnych

(3)

1=1,2,...,n,
2%

By, Y1y s Yns Yiy -ee5Yn) =0,
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nazywamy kazdy uklad funkeyj

(3" Y = @;(2),

ktére sg klasy C* w pewnym przedziale [a,b] i nadto spelniaja w tym

przedziale réwnania (3), tzn., dla ktérych zachodzg identycznosci
Fz‘[my ‘771('):')7 seey ‘Pn(w)ﬁ fPi(w), ciey Lp,’L(%)] =0

W ujeciu geometrycznym rozwigzania (2°) i (3') 53 przedstawieniami
pewnych lukéw w przestrzeni dwu- Iub (n-1)- wymmrowej Luki te nazy-
wamy tukami catkowymi réwnania (2) lub ukladu réwnan (3). Nazwy
- te bedziemy stosowali cze's‘tg)o takze do. samych rozwigzan (2') i (3°).

PRZYKLAD 21. Nawigzujae do réwnania y'=y, rozpatrywanego
w przykladzie 1 spostrzegamy, ze kazda z funkeyj e, 2¢%, —e® itd. jest
rozwigzaniem (szczegélnym) tego réwnania.

§=1,2,...,n,

i=1,2,...,n.

16. Rozpatrzmy blizej réwnanie réZniezkowe pierwszego rzedu typu (2)

(4) . ' F(w, Y,y )=0.

Nasuwaja sie natychmiast nastepujace pytania:

1° czy r6wnanie to ma zawsze jakie§ rozwigzania?

20 jezeli rozwigzania takie istnieja, to jaka jest ich ilogé?

3" jezeli rozwigzan tych jest wiecej niz jedno, to jakie sa dodat-
kowe warunki, ktéreby okreglaly pewne rozwigzanie w sposéb jedno-
znaczny, tzn. wyréznialy je spomiedzy innych?

4% jak przedstawié rozwigzania w formie mozliwie elcmenta,lne], na-
dajacej sie do zastosowan?

17. Na pytanie 1° mozemy od razu odpowiedzieé przeczgco, jak
wskazuje nastepujacy

PRZYKELAD 22. Rozpatrzmy réwnanie

dy\2
- fy-

Jest . jasne, ze w zakresie liczb rzeczywistych réwnanie to nie ma
rozwigzania. Jedli natomiast dopudcimy zmienne zespolone, to spostrze-
zemy od razu, ze funkeja y=iz jest rozwigzaniem naszego réwnania.
Ale i w zakresie zmiennych zespolonych réwnanie rézniczkowe moie
nie mieé zadnego rozwigzania, jak tego dowodzi
PRZYKLAD 23. Rozpatrzmy réwnanie
" ‘
e®=0,

Poniewaz funkcja ¢ nie ma miejse zerowych nawet w zakresie zespo-
lonym, wiee réwnanie to nie moze mieé rozwigzania.

icm

-odnognie funkeji f(x,y) (wystarcza np.
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Przypatrujae sie blizej obu powyzszym przykladom spostrzegamy,
ze przyczyna nierozwigzalnosei obu. ostatnich réwnan lezy — ze sie tak
wyrazimy — poza teorig réwnah rézniczkowych. W przykladzie 22 nie-
istnienie rozwigzamia (w zakresie rzeczywistym) zwiazane jest z tym,
Ze réwnanie algebraiczne

1+p*=0

nie ma pierwiastkéw w zakresie rzeczywistym, podezas gdy w przykta-
dzie 23 przyczyng nierozwigzalnosci jest to, ze réwnanie ¢*=0 nie ma
pierwiastka nawet w zakresie zespolonym.

Ogélniej, mozemy wiec powiedzied, ze nieistnienie rozwiazania réw-
nania (4) jest w obu przykladach wynikiem tego, Ze nie istmieje tréjka
Liezb =, y, p, ktéra bylaby rozwigzaniem réwnania

Fz,y, p)=0.

18. Jak zobaczymy, rzecz si¢ bedzie miala zupeie inaczej, jezeli
zalozymy, ze réwnanie to ma rozwigzania. W szezegblnodei jest tak
wtedy, gdy réwnanie daje sie przedsta,Wle w postaci, ktéra nazywamy
normalng, ’

(3) ¥y —1f

Wkxétee przekonamy sie, ze juz przy bardzo stabych zalozeniach
cigglogé tej funkeji) bedziemy
mogli dowiedé, ze réwnanie (5) ma nie tylko jedno, lecz na ogét nieskori-
czenie wiele rozwiazan szezegélnych.

(®,9)=0 ezyli y' =f(z,y)

PRZYKXZAD 24. Réwnanie y =0 ma nieskoliczenie wiele rozwia-
zan, gdyz czyni mu zadodé kazda funkeja y=0, gdzie ¢ oznacza staly.’

PRZYKELAD 25. Latwo sprawdzié, ze przy dowolnej wartosci sta-

1ej C funkeja y=—2/(22-+-C) spelia réwnanie

Yyt —y' =0 ; &
w kézdym takim przedziale zmiennej z, w ktérym funkeja ta jest ciagla.
PRZYKLAD 26. Réwnie latwo stwierdzamy, ze réwnanie
7y —2y4+2=0 |

ma nieskoriczenie wiele rozwigzan; mianowicie, funkeja y=Cz?+1 czyni
mu zados$é dla wszelkich wartodci stalej C.

Przytoczone przyklady uprawniaja nas do przypuszezenia, ze dla
ogdlnego réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu istnieje taka funkcja

(6) - y=¥(z,0)

zalena nie tylko od zmiennej z, ale i-od parametru ¢, ze dla kazdej
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wartosci ¢ (z pewnego przedziatn) funkcja ta, rozpatrywana jako fun-
keja tylko zmiennej x, czyni zadosé temu réwnaniu rézniczkowemu.
Rozwazmy analogiczne przykiady dla réwnan rézniczkowych rzedu
n>1. . -t
PRZYKEAD 27. Réwnanie

d*y

puit- A

da®
ma nieskoficzenie wiele rozwigzan, ktére wszystkie mozna, jak wiadomo
z rachunku catkowego, przedstawié wzorem )

y=po+q,
gdzie p i ¢ 83 dowolnymi statymi.
PRZYKEAD 28. Nawigzujac do przykladu 5 mozemy powiedzied,
ze rozwigzania wystepujacego tam réwnania
ly]
o VP |
moga w kazdym razie zawieraé¢ dwie state dowolne. Istotnie, kazde kolo

o promieniu 1/k ma krzywizne k, wobec czego kazda funkeja y=y(z),
ktéra jest rozwijzaniem réwnania

(0—a)+y—b) =

wigledem y, spelnia réwnanie rézniczkowe (7); @ i b moga mieé wartosci
zupelnie dowolne.
/ PRZYKLAD 29. Réwnanie réZniczkowe n-go rzedu

dy
® T

’Esb spelnione przez kazdy wielomian stopnia n—1
y=Cy+Co+Coa®+ ... + 0, _a"

Rozwigzania zaleza tu od n stalych dowolnych C,,Cy,...,C, . Zra-
chunku catkowego wiadomo, ze réwnanie (8) nie ma innych rozwiagzan.

Opierajac si¢ na powyzszych przykladach i wogélniajac przypu-
szezenie, wypowiedziane w zwigzku z przyktadami 24-26 (str. 21) mo-
zemy spodziewad sig, Ze rozwigzania réwnania rézniczkowego n-go rzedu
beda mogly byé przedstawione w postaci analogiczne] do (6)

y =¥&, C1, Cs, ..., C,),

w.ktoérej wystepuje n stalych dowolnych. Precyzujac pojecie tak zwa-

2 ' k
Im §4 Uwagi o réwnaniach zwyezajnyeh. é3

nego rozwigeania ogélnego, ndowodnimy w nastepnych rozdziatach twier-
dzenie wykazujace, ze praypuszczenie to jest prawdziwe przy zalozeniach

bardzo ogélnych.

Powyzsze uwagi daja czedciowa odpowiedZ na pytanie 20,

19. Przechodzac z kolei do pytania 3°, powréémy najpierw do przy-
kladéw 24-26.
) Uzywajac jezyka geometrii, mozemy powiedzieé, ze w przykla-
dzie 24 rozwigzaniami szezegélnymi sa linie proste réwnolegle do osi .
Przez kazdy punkt (24,y,) plaszezyzny zy przechodzi tylko jedna
taka prosta. Istnieje wiec tylko jedna funkeja y=g(z) spetiajaca réw-
nanie y'=0 i warunek @(z,)=7,.
W przykladzie 25 rozwigzaniami szezegllnymi zawartymi we wzorze
9 .
9 =
9 Y PG
89 pewne krzywe algebraiczne trzeciego stopnia; zbadanie ich pozosta-
wiamy czytelnikowi. Aby wyznaczyé wiréd nich krzywa, przechodzaca
przez punkt (w,y,), nalezy nadaé stalej ¢ taks wartodd, aby bylo

2
Yo=

a0

Jest to mozliwe, o ile tylko y;5£0. Otrzymamy wtedy dla ¢ wartosé
2

10 O=——~ —u

(10) : Yo i

i rozwigzaniem szczegblnym, odpowiadajacym punktowi (@, y,) bedzie
krzywa okreslona réwnaniem

240

11 v S L N—
b AT

ktére powstaje przez wstawienie wartodei (10) do wzoru (9). Zauwazmy
tez, ze zalozenie y,70 okazuje sie nieistotne, gdyz dla y,=0 réwnanie
(11) daje funkeje y=0, ktéra czyni zado§é réwnaniu xy2—y'=0.
Znowu wige widzimy na tym przykladzie, ze przez kazdy punkt
plaszezyzny przechodzi pewna krzywa, bedaca rozwigzaniem danego
réwnania rézniczkowego. W ustepie 53, str. 74, zobaczymy, Ze jest ona
jedyna. Tym samym istnieje jedno tylko rozwiazanie p(z) danego r6w-
nania rézniczkowego, spehiajace warunek o(z,)=1,-

Do tego samego wyniku prowadzi podobne rozumowanie, zastoso-
wane do przykladun 26, z widocznym zastrzezeniem 0.

Stawiajac teraz sprawe ogélnie, wezmy pod uwage réwnanie réz-
niczkowe (4) i jego rozwigzania typu (6), przy zalozeniu, ze takie rozwig-

.zania istniejg. Dla kazdego ustalonego € funkeja (6) zmiennej z pized-

stawia rozwiazanie szczegélne réwnania (4), ktére interpretujemy geo-
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metrycznie jako pewien tuk catkowy. Istnieje wiec nieskoficezenie wiele
hikéw catkowych réwnania (4), ktére otrzymujemy nadajac stalej C we
wzorze (6) rozmaite wartosei. Na zasadzie oméwionych przykladéw mamy
prawo spodziewadé sie, ze przy pewnych zalozeniach przez dany, dowolnie
zresztyg obrany, punkt (w,,y,) przejdzie jeden i tylko jeden z powyz-
szych tukéw catkowych. Oznacza to analityeznie, ze bedzie istniato jedno
i tylko jedno rozwigzanie szezegélne y=gp(z), spelniajace warunek

(12) ? (%) =Y,
Rdzwiaézanie to ofrzymamy, obliczajaeé C z réwnania
Yo =¥(2y,0)

i wstawiajac znaleziona warbodé =0, ‘do‘réwnzmial (6), co daje jako
rozwigzanie szezegbélne .
y =o(x) =¥(x,C,).

Na pytanie wige, jakie dodatkowe warunki zapewniaja jednoznacz-
noéé rozwigzania szozegélnego réwnania (4), odpowiadamy, Ze mozna
sig spodziewad, iz przy pewnych zalozeniach bedzie istniato jedno i tylko
jedno rozwigzanie y =g (), ktére dla dowolnie wybranej wartodei a, zmien-
nej « bedzie przybierato z géry wybrana warto$é v,, czyli' takie, ktére
bedzie spetniato réwnanie (12). Zwiazek ten nazywamy warunkiem Ppo-
czgthowym, albo warunkiem Coauchy’ego, dla rozwigzania szezegblnego
y=@(s) réwnania (4), zadanie za$ wyznaczenia rozwigzania spetniajace-
g0 wymieniony warunek nazywamy zagadnieniem lub zadaniem Cauchy’égo
dla tego réwnania. )

Podobnie przedstawia sie sprawa z réwnaniami wyzszych rzedéw.

W przykladzie 27 tukami catkowymi sg linie proste, mieréwnolegte
do osi y. Przez kazdy punkt (x,,y,) na plaszezyznie przechodzi nieskori-
czenie wiele prostych okrelonych wzorem ogélnym y=px+gq, tak
ze warunek poezatkowy (12) nie zapewnia juz tutaj jednoznacznogei
w okresleniu szczeg6lnego rozwigzania. Jezeli jednak zazadamy, aby ik

catkowy mial w punkeie (x,y,) przepisany z géry spadek ¥, stycznej,

(tj. tangens jej kata z osia ), to rozwigzanie szezegélne bedzie okreglone
jednoznacznie i, jak latwo sprawdzid, Wyrazi si¢ wzorem
' Y=Yt Yo(r—a,).

Rozwiazanie to otrzymujemy wiec ze wzoru ogélnego, mnadajac  stalej
p wartosé y;, statej zas ¢ — warto$é y,—yiw,. Warunki, ktére w naszym
przykiadzie zapewniajs jednoznacznogé rozwiazania szezegéluego brzmis
wige: dla danej z géry wartosel %, rozwigzanie szczegdlne y=@(x) ma
czynié zado§é réwnaniom e

(18) P(%o) =1, ®'(@e) =5,
gdzie y, i y; oznaciajg z géry dane dowolne liczby rzeczywiste.

icm
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Do analogicznych wynikéw dojdziemy, studiujac przyklad o8.

Przejdzmy, opiersiec sie na powyzszych obserwacjach, do ogdl-
niejszego réwnanda drugiego rzedu typu

(14) F(x, %Y, ¥)=0.

Mozemy sie spodziewad, %e rozwiazania tego réwnania beds sie wyrazaty,
przy pewnych zatozeniach, w postaci opisanej w ustepie 18, str. 22

y =%, Oy, Cy).

Aby okrefli¢ jednoznacznie rozwigzanie szezegllne y=g(z) nalezy
zazgdad, aby’ dla obranej z géry wartofci z, przyjmowalo ono z géry
podyktowang wartosé y,, a nadto, aby jego pochodna przybierala w punk-
cie @, réwniez z géry podyktowana wartosé y,. Innymi stowy, nalezy
zazgdad, aby rozwigzanie y=g¢(r) spelniato zwiazki (13) lub, co na jedno
wychodzi, -aby stale C; i C, byly tak dobrane, ze

(18) W(@o, 01, Cs) =0, oo, Oy, C) =15

Réwnosel (13) nazywamy warunkami pocegtlkowymi (albo warunkami
Cauchy’ego) dla rozwigzania réwnania drugiego rzedu (14).

Uogdlniajac te rozwaszania, sformutujemy warunki poczatkowe w od-
niesienin do réwnania réindczkowego zwyczajnego n-tego ‘rzeduw W Spo-
56b nastepujacy: od szukanego rozwigzania szezegblnego y=p(z) za-
damy, aby w dowolnie obranym punkeie x, przybieralo dowolnie obrang,
warto$é y, oraz aby jego kolejne pochodne (pierwsza, druga itd. az do
(n—1)-ej) przybieraty dla tegoz z, z géry obrane wartogei Yos Vs ory gD,
Innymi stowy zadamy, aby rozwigzanie Yy =w(z) spelniato nastepujace
warunki poczgtkowe:

P(Lo) =Yo, ’:77'(_370) = Yo, ¥"(@0) = ¥, LR 90(7?'WI) (o) = 'y«()”—l)-

- Podobnie ustalamy warunki poczathowe dla wkladu réwnah résnice-
kowych zwyczajnych. Rozwazajac go np. w postaci normalnej
T‘l%zfi(m;ylw--iyn)y 1=1,2,...,m,
obieramy dowolng wartosé poczatkows x,, oraz dowolne wartodei po-
czatkowe y{",y,...,y") dla funkeji yy,¥s,...,¥,, poczem szukamy roz-

wigzania szczegblnego

?/1=(7’1(w); yz:(Pztm)y T ey '.I,/n:(?’n(m)’
c’zy’m’@ego zadoéé Warunko_m Cauchy’ego ‘ ’
@i(@0) =y, t=1,2,...,%

Jak zobaczymy, w obszerﬁéj Kklasie przypa,dkc")w' Warunki e beds
zapewnialy jednoznacznodé rozwigzania. C ’
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PRZYKLAD 30. Przypuéémy, ze punkt materialny o masie m znaj-
duje sie w polu sit, ktérych skladowe X, ¥ i Z zalezzy jedynie od polo-
zenia punktu (w, y,2) w przestrzeni:

X =X(z,y,2), Y=X(z,y,2), z =Z(w, 4, ).
Wedlug drugiej zasady dynamiki ruch tego punktu jest okreslony
réwnaniami

20 " d dz
(16) md—zX(m,y’ 2), m—yw Y(w,y,2), md—tf=Z(m,y,z).

dt? dt?
Réwnania te nie okreslaja jeszeze ruchu jednoznacznie, gdyz na ogél
majg nieskonczenie wiele rozwigzan i aby taka jednoznacznoé uzyskad,
nalezy sformulowaé warunki poczatkowe. W tym celu zastapmy uklad
réwnai (16) réwnowaznym mu ukladem o pochodnych rzedu pierwszego:

da’ dy’ g
@ T wm
du ‘ aw
mﬁ_x(xly?z)7 a’t"—y(wyyyz)7 m @ =Z(w,y,z).

Warunki poczatkowe majas w tym przypadku postaé nastepujaea:
dla obranej z géry wartosei ¢, czasu ¢ oraz z géry podyktowanych war-
tofel @, Yo, 2oy %y, Vp 1 w, funkeji niewiadorych

w(t), y@), =20), u@), o), w)
powinno byé
2(ty) = 2o,

w(tg) == wg.

2 (tg) = %y, Y (to) = Yo,

% (To) = ty, (b)) = ,,

Znaczy to, ze dla jednoznacznego okreflenia ruchu punktu ma-
. terialnego trzeba podaé jego polozenie (%oy Yoy %) 1 Predkodé (ug, vy, wy)
W momencie poczatkowym &,. Wartosel (#,, ¥,, 2,), Okreélajace tzw. poto-
zenie poczatkowe punktu, oraz wartosel (ug, v, w,), okreflajace tzw.
predkosé poczatkows, wyznaczaja razem to, ¢o w dynamice nazywamy
stanem poczatkowym ruchu.

20. Pytaniem 4° postawionym w ustepie 16, str. 20, zajmiemy sie
w zwigzku z dowodami istnienia rozwigzand, oraz metodami efektyw-
nego catkowania, - ktérym sa po$wiecone dalsze rozdziaty tej. ksigzki.
Tutaj zaznaczymy tylko, ze jedynie niektére, bardzo specjalne typy
réwnan rézniczkowych mogs byé rozwiazane elementarnie (tzn. mozma
wyznaczyé ich rozwiazania) przy zastosowaniu przystepnych metod ana-
lizy, natomiast w wiekszosei napotykanych przypadkéw praktycznie
przydatne przedstawienie rozwuyza,ﬁ otrzymaé mozna wylacznie w for-
mie przybhzoneJ
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§ 5. Tworzenie réwnania y'= f(x,y) i zagadnienie trajektorii

21. Rozwazania geometryczne, ktére teraz przeprowadzimy utwier-
dzg nas we wnioskach, do ktérych doszlismy w ustepie 18, str. 21. Zacz-
niemy od przyktadéw.

PRZYXX.AD 31. Réwnanie
(1) P (@, y, 0) =(@—0)*+y*—a? =0,

przy traktowaniu zmiennej dodatniej y jako funkeji zmiennej z, przed-
stawia rodzine pélokregéw o stalym promieniu e, ktérych frodki leza
na osi #. Polozenie kazdego z tych pGlokregéw zalesy od wartodei sta-
lej 0, wskutek czego mamy tu do czynienia z jednoparametrowsa rodzina
tukéw, zalezng od jednej stalej dowolnej. Wykazemy, ze wsazystkie te
tuki " czynia zadodé jednemu réwnaniu réiniczkowemu zwyczajnemu
pierwszego rzedu. W tym celu nadajmy stalej ¢ dowolng oznaczong
wartbgé, tzn. wybierzmy jeden z pélokregéw tej rodziny i zrézniczkujmy
réwnanie (1) wzgledem zmiennej . Otrzymujemy réwnosé

@ - (@—C)+yy'=0.

Rugujae teraz parametr ¢ z réwnan (1) i (2), dostajemy réwnanie
rézniczkowe

y>0,

Pty —a =0,
ktéremu czynia zadodé wszystkie pélokregi rodziny (' 1).

PRZYKLAD 32. Utwérzmy réwnanie rézniczkowe, ktéremu czynia

zadoéé wszystkie parabole, nalezace do rodziny
(3) y2—20x =0, y>0.

Roézniezkujac wzgledem 2 (przy ustalonym O), jak w przykladzie po-
przednim, otrzymujemy réwnosé

yy' — 0 =0,

 z ktérej wyznaczamy wartogé O i Wsta.vﬁamy do réwnania (3). Otrzymu-

jemy stad réwnanie rézniczkowe
y2—2ayy =0,

ktére mozemy uprofcié dzielagc obie strony przez y. Ostatecznie otrzy-
mujemy szukane réwnahie w postaci

y—2xy =0.

Oba te przyktady prowadza nas do wniosku, ze dla pewnych jedno-
parametrowych rodzin iukéw plaskich mozna, zakladajae odpowiednie
warunki regularnodei, ulozy¢ takie réwnania rézniczkowe zwyczajne
pierwszego rzedu, ze wszystkie luki kazdej z tych rodzin beda czynity
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zadofé ulozonemu réwnaniu. Istotnie, nieeh hedzie dana dowolna ro-
dzina lukéw dajacych sie przedstawié réwnaniem ksztaltu

(4) y=@(x,0),

gdzie funkeja @ (x,0) jest okreslona dla warto$ci zmiennych & oraz O, .

spelniajacych nieréwnogei

(8) - o K0 < @y 0, <0<K0,.

Zatbzmy jeszcze, ze funkeja @ (w,0) jest w obszarze zamknigtym (5)
klasy C*, a nadto, ze zachodzi tam nieréwnogé

(59 PDp(®,C) #0,

¢o z uwagi na cigglodé pochodnej (5') powodu;e, Ze jest ona stale dodatnia,
Iub stale u]emna

Przyjmijmy w dalszym ciggu, ze o
' - Oy(x,0)>0,

tzn., ze funkcja @(w,0) rozpatrywana jako funkeja zmiennej ¢ przy
statym z jest w przedziale {C;,C,) fcisle rosnaca. Widaé stad, ze jezeli
bedzie O"<<0” (0" 1 O" wzigte z przedziatu <(C,,0,») to, uzywajac jezy-
ka geometrii, huk o réwnaniu y==&(z,C") bedzie lezal, ze wzgledu na
nierdwnogé

b(w,0") < D(z,0"),

ponizej fuku okreflonego ‘réwnaniem y=®&(z,0"). W szezegblnosei
wige wszystkie luki naszej rodziny bedg le-
zaly (p. rys. 8) miedzy tukami y = &(w,0,)
i y=90(z,0,).

" Oznaczmy przez D dziedzine, ograniczo-
ng prostymi o=w, i w=g, oraz wspomnia-
nymi dwoma tukami.

Przez kazdy punkt tej dziedziny prze-
chodzi doktadnie jeden luk naszej rodziny.
Rzeczywidcie, niech punkt M,=(w,,v,) nale-
zy do D. Wéwezas oczywiscie

D (%, C1) Yo <Py, C,),

(=)
B
5]
&

& poniewaz funkeja P(xy,C) jest w (0,0
Scisle rosnaca, wige istnieje tylko jedna taka
Yo. Jesli wiee nadamy statej O te wlagnie war-

Rys. 8

wartosé Cy, ze P(x,, GD)
‘ toéé C’o, to Iu.k

, y=0(,0,), .
bedzie przechodzﬂ przez punkt M, 1 bedzie ]edynym luklem o: te] wilasnosei:

icm
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Z rozwazan tych wynika, ze kazdemn punktowi (z,y) nalezgcemu
do D odpowiada tylko jedna taka wartoéé O, ze réwnanie (4) jest spel-
nione. W ten sposéb w D okreslona jest w sposéb jednoznaczny funkeja

(6) 0 =u(z,y),

jako funkeja uwiklana, wyrazona réwnaniem b (x,0)—y=0, a poniewaz
funkc]a (4) jest z zalozenia funkejy Klasy O, wiec wobec (5’) funk-
¢ja (6) jest takze klasy C-.

, Uwazajac teraz O za stale, zrézniczkujmy réwnodé (4) wzgledem
zmiennej z, poczem do otrzyma,nej réwnosel

D, (x,0)
wstawmy warto§é € dang wzorem (6). Otrzymamy réwiiofé
) - y=0dsu(e,y)]=fa,y),

bedaca réwnaniem rézniczkowym pierwszego rzedu i to w postaci nor-
mailnej.

Réwnaniu temu czyniy zadosé wszystkie tuki rodziny (4). Istotnie,
podstawiajac po prawej i po lewej stronie tej réwnodei @(z,C) w miej-
sce ¥, & Dy(x,C) w miejsee y’, otrzymamy po prawej stronie wyrazenie

flz, ¢(,0)] = Py {z,ulz,P(2,0)]},

-2 poniewaz na podstawm definicji- funkeji odwrotnej jest

’M[w,¢(d‘,0)]: c,

wige po prawej stronie otrzymamy ostatecznie wyrazehie D (z,0) iden-
tyezne z wyrazeniem wystepujacym po lewej stronie.

Ostatecznie wykazaliSmy, ze przy wymienionych zalozeniach kazdej
rodzinie ukéw (4) zaleznej od jednej stalej dowolnej przyporzadkowad
mozna réwnanie rézniczkowe zwyezajne pierwszego rzedu w postaci
normalnej, dla ktérego wszystkie tuki tej rodziny sa hikami catkowymi.
Uprawnia nas to do przypuszezenia, ze bedzie i na odwrét, co potwierdza
przypuszezenia, kbtére wyraziliSmy w ustepie 18, str. 21. Réwnoczesnie
poznaliémy tez droge, na jakiej mozna tworzyé réwnania rézniczkowe.

Wynik, do ktérego doszliémy mozna latwo wogélnié na rodziny
lukéw o réwnaniu ogélniejszym ¥(z,y, C)=0; dochodszi sie wéwezas
réwniez do réwnania pierwszego rzedu, ktére jednak na ogél nie da sie
napisaé w postaci normalnej. .

22. Jednym z waznych zagadniell geometrii, ktére prowadza do
réwhali rézniczkowych jest zadanie wyznaczenia tzw. trajektorii danej
jednoparametrowej rodziny lukéw, w szezegélnofei tzw. trajektorii orto-
gonalnych.

-Weimy pod uwage opisang rodzing ukéw (4) zachowujac réwno-
czefnie wszystkie zalozenia przyjete w ustepie 21, str. 28.
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Lk, ktéry tuki rodziny (4) przecina pod statym katem a nazywamy
a-trajeltoria tej rodziny. W szezegélnodei, gdy idzie o kat prosty, mé-
wimy o trajektorii ortogonalnej.

Definicje te mozna oczywifcie rozszerzyé na rodzine tukéw o réw-
naniu danym w postaci uwiklanej @(z,y, ()=0, zakladajge jednak, ze
hiki do niej nalezgce maja w kazdym punkecie styczng.

Niech bedzie dany dowolny kgt o; zapytajmy, jak wyznaczyé wszy-
stkie o-trajektorie rodziny (4).

Niech Y =Y(») bedzie taks trajektoria, przebiegajaca w okreglonej
poprzednio dziedzinie D (str. 28), (z,Y) zad — jej ustalonym punktem.
Przez punkt ten przebiega dokladnie jeden luk rodziny (4). Niechaj to
bedzie fuk, ktéremu odpowiada wartosé O statej. W punkeie (x, ¥) musza
whedy zachodzié dwie relacje, a mianowicie, po pierwsze musi byé

(8) Y=Y(2)=90(z,0)=y,

gdyz dany luk naszej rodziny w tym ‘punkeie przecina sie z trajektoria,
po drugie, z uwagi na samo okreflenie trajektorii, musi byé takze

I e
®) =Ty
w przypadku trajektorii nieortogonalnych i
(10) 1+Yy =0,

jefli idzie o trajektorie ortogonalne.
Poniewaz za§ tuki naszej rodziny spelniaja réwnanie rézniczkowe

y'=f(w, y),
wiec w mysl (8)

y=flz,Y)

z (9) lub (10) wynika, ze w przypadku trajelktorii nieortogonalnych
(11) . tga = _I;—l_f(m,i)7
14X f(z, ¥)

w przypadku zaf trajektorii ortogonalnych
(12) 1+Yf(w,X)=0.

Réwnanie (11) lub (12) jest réwnaniem rézniczkowym, ktéremu
_czynig zado$é szukane trajektorie, co wskazuje, ze zagadnienie wyzna-
czenia trajektorii jednoparametrowej rodziny tukéw plagkich sprowadza
sie na ogét do rozwigzania pewnego réwnania rézniczkowego pierw-
szego rzgdu. Roéwnanie t0 mozna od razu napisaé znajac réwnanie réz-
niczkowe danej rodziny lukéw, tak ze nie potrzeba nawet znaé samych
Tukéw rodziny; dla wyznaczenia trajektorii wystarcza znajomogé. odpo-
wiedniego réwnania rézniczkowego.

icm
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Roéwnanie (11) lub -(12) mozna natychmiast sprowadzié do postaei
normalnej. Otrzymamy dla trajektorii nieortogonalnych réwnanie

T— tga+fz, ¥)
1—f(e, Y)tga’
dla trajektorii za§ ortogonalnych réwnanie
1
o, )
Warunki, przy ktéryech wolno napisaé w ten sposéb te réwnania sa
widoczne.

PRZYKELAD 33. Ulozyé réwnanie rézniczkowe trajektorii orto-
gonalnych rodziny gérnych lub dolnych czesei elips wspélogniskowych.

Réwnanie rodziny elips wspélogniskowych moze byé w stosownie
dobranym ukladzie wspéhzednych napisane w postaci

,

22 yz

(13) F12 pra

—1=0, a#b,

gdzie A jest parametrem rodziny.
- Wyznaczamy najpierw réwnanie rézniczkowe samej rodziny elips.
Rézniczkujac (13) wzgledem z przy statym i, mamy
B(B+2)+yy (4 +2) =0. ,
otrzymu-

Obliczajac stad A i prayjmujac o —b2=ee?, gdzie e=1,
jemy dla z=£0
. ee?x s yy’
a4 A= : bt A= — -
o+yy’ o+yy

Podstawiajae te wartogei do réwnania (13) dostajemy réwnanie réinicz-
kowe rodziny elips wspélogniskowych w postaci

(14) (my"—y) (e+yy')—eety’ =0,

prawdziwe takze dla x=0.
Réwnanie trajektorii ortogonalnych otrzymamy wiee, podstawiajac
do réwnania (14)
1

=Y i y=——.
KJ 1y ¥

‘Szukanym réwnaniem jest wiec

(@Y —Y) (@a+YY)—erY =0
z zastrzezeniem, ze x340.

ZADANTA. 11. Ulozyé réwnanie rézniczkowe: 19 rodziny okregéw
wsp6lérodkowych; 2° rodziny elips homotetycanych; 3° rodziny elips
powstajacych przez obrét plaski stalej elipsy dokola grodka tej elipsy.
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Ulozy¢ tez réwnanie rézniczkowe ortogonalnych trajektorii kazdej = tych
trzeeh rodzin. Sformulowad zastrzezenia, przy ktérych zachodza réwnania
tych trajektorii.

12. Tlozyé réwnanie rézniczkowe ortogonalnych trajektorii rodziny
krzywych 72(0— o) =28, oraz (22 ¢%)2= 2y i sformulowaé zastrzeze-
nia, przy ktérych zachodzi to réwnanie.

13. Wykazaé, ze jezeli dana jednoparametrowa rodzina krzywych
spelnia réwnanieé rézniczkowe F(z,y,y')=0, to przy pewnych dodat-
kowych zalozeniach trajektorie ortogonalne tej rodziny spelniaja réw-
nanie F(z,Y,—1/Y")=0. Sformulowaé te zalozenia. .

" 14. Jednoparametrowa rodzina krzywych ma we wipblrzednych
biegunowych 7 i & réwnanie P(r, 4, 0)=0. Niech Q(r,9,d0/dr)=0 bedzie

0P oP a9 )
rezultatem eliminacji stalej € z réwnan P=0 i > -+ = 0. Wyka-

zaé, ze przy wlasciwych zatozeniach réwnanie rézniczkowe ortogonalnych
trajektorii tej rodziny jest postaci
1.dR

-

Q(R; @,‘—1}5’%

gdzie B 1@ sy wspolrzednymi hiegunowymi punktu tra,jektorii. Sfor-

mulowaé te zatozenia. )

15. Stosujae wynik z zadania 14 ulozyé réwnanie rézniczkowe orto-
gonalnych trajektorii rodziny s"=(sinnd oraz 72 sinnd=0C 5 sformu-
fowaé zastrzezenia, przy ktérych zachodzi ulozone réwnanie.

§ 6. Interpretacja geometryczna réwnania y = f(x, y) oraz
przyblizona metoda graficzna jego calkowania

23. Podainy tu interpretacje geometryezng réwnania

(1) ’ ) y':f(m,y)’
z ktérej odniesiemy potréjng korzysé: ‘ : : ‘
1° uzyskamy jeszcze jedna podstawe do dowodw twierdzenia, ze
réwnanie (1) ma nieskoiiczenie wiele rozwigzan;
20 poznamy metode graficzng przyb]iz‘onegb wyznaczania rozwig-
zali tego réwnania; ]
3 interpretacja ta wskaze nam droge, ktéra doprowadzi nas w §9 do

jednego z dowodéw twierdzenia, ze rozwiazanie réwnania (1), spelniajace

warunek poczatkowy, rzeczywifcie istnieje.

Zok6zmy, ze funkeja f(z,y) jest ciagla w jakimg obszarze 7. Ozn,acj;i‘

nry przez (a,y,) dowolny punkt tego obszaru, a przez po — liczbe, okred-
long réwnoseig, ) ‘

Po=1(%o, Yo)- ‘

icm
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Tréjke liczb (w,, ¥, Po) bedziemy nazywali elementem catkowym réw-
nania, régniczkowego (1), sam za$ punkt (20,%0) — podktadem tego elementu.

Réwnapie rézniczkowe (1) przyporzgdkowuje wiee kazdemu punk-
towi obsza.ﬁl,‘_’l’ odpowiedni element calkowy. Zbiér elementéw catko-
wych, otrzymanych w ten sposéb, nazywamy polem kierunkowym, okre-
dlonym przez réwnanie. rézniczkowe (1).

Pole kiernnkowe interpretujemy geome- ¥

trycznie w nastepujacy sposéb. Obieramy do- }54 4
wolng liczbe £>0 i w kazdym punkeie (z,,7,) L.
obszaru T kreflimy odcinek o dhigosci &, kt6- ;f A

rego frodkiem jest punkt (w,w,) i ktérego
spadek réwny. jest po=f(zy,¥,) (rys. 6). Pole

kierunkowe jest wyznaczone jednoznacznie
Przez réwnanie rézniczkowe (1) i liezbe e. x
Zalézmy teraz, ze funkeja _ 0

(@) y=9() Eys. 6.

przedstawia tuk calkowy réwnania réimiczkowego (1) w jakim prze-
dziale [a,b] i niech @, nalezy do [a,b], a M =(m,, p(m,)) niech bedzie
punkiem luku catkowego. Poniewaz @' (%) = f [y, @ (%,)], Wiec odcinek
pola kierunkowego uczepiony w punkecie M, jest styezny w tym punkeie
do tuku (2). Zachodzi to oczywiscie dla kazdego punktu tuku catkowego,
2 zatem tuk catkowy réwnania (1) jest to ik, ktéry w kazdym swym
punkecie jest styczny do odpowiedniego odeinka pola kierunkowego
odpowiadajacego réwnaniu (1) (rys. 7). ’ )

Zgodnie z tym zadanie. wyznaczenia
rozwigzan réwnania rézniczkowego (1) mozna
ujaé geometrycznie w sposéb nastepujacy.
Wyznaezyé takie fuki regularne, jednolistne
wzgledem osi # i przebiegajace w obszarze T,
ze w kazdym swoim punkeie 83 ore styczne
do odpowiadajacego temu punktowi odeinka
pola kierunkowego, wyznaczonego ' przez
réwnanie (1).

»

¥}

(2o.pl,))

24. Niechaj teraz p bedzie dowolng liczbad
rzeczywista, a Z(p) zbiorem tych wszystkich
punktéw (x,y) obszaru 7, dla ktérych jest

fl@, y)=np.

Geometrycznie jest to zbiér-tych punktéw obszarn T, w ktérych
odeinek pola kierunkowego ma spadek réwny p. Zbior Z(p) nazywamy
izokling réwnania (1) odpowiadajaca wartodei p,. albo krécej p-izokling.
Moze. on byé pusty, skiadaé sie ze skoriczonej ilofci punktéw, skladaé

Rys. 7.

i 8ie z jednego lub wiecej tukéw, wypelniaé cale obszary itd.

'W. Niklibore, Réwnania Rézniczlkowe. 3
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Rozpatrzmy najezeSciej w praktyce z@ehodzqcy przypadek, gd:
i i ami, .
1201{1?;’ rsyaes.h;kza;znaezone s schematycznie takie. izokliny Z(?)l), Z(pZ),
Z(py) 1 Z(p,) réwnania (1) odpowiadajace 4spa,dkon% 1y sy s 1 Po Wraz
z odeinkami pola kierunkowego uezepio-
y nymi w pewnych punktach tych izoklin.
Z(p*) . Razecz prosta, ze wektory uczepione do
Zp) punktéw tej samej izokliny sg réwr}olggle.
: Zgodnie z 'tym, co powiedzieliémy
Zlp) w ustepie poprzednim, znalezienie lukéw
A catkowych réwnania (1) sprowadza sie do
znalezienia tukéw przecinajacych izokliny
z w taki sposéb, ze w punktach przecie-
o0l ' cia Iuki te sa styczne do odcinkéw pola
Rys. 8. kierunkowego, uczepionych w tych pun-
ktach. - ‘
Otéz intuicja geometryczna wskazuje nam, ze na ogél.tajkle Tulki
istniejg, ze jest ich nieskoriczenie wiele i ze przez' dowo].m.e obrebny.
punkt obszaru T bedzie mozna zazwyczaj poprowadzié tylko Jedep .ta,kJ
luk, ze wiec na ogél istnieje dokladnie jeden tuk catkowy spe}m’a;]acy
dane warunki poczatkowe. } .
Poczynione obserwacje mozna, przy pewnych zalozeniach, wyko-
rzystaé¢ dla skonstruowania dowodu twierdzenia Oauchy"ego (str. 51) orze-
kajacego, Ze rozpatrywane réwnanie (1) ma rozwiadza,me. szcze.gélnelspel-
niajace dany warunek poczatkowy. W tym miejscu zuzytku]emy je dla
naszkicowania. grafieznej metody przyblizonego rozwiaszywania tego
réwnania. S
© 25, Nakreglmy izokliny réwnania (1)
odpowiadajace wartosciom 9y, ps, Bs;...
<.y Dy (Tys. 9), nastepnie na jednej z tych -
izoklin, np. na Z(p,), obierzmy ciag
punktéw 4., By, Cy,... i zaznaczmy na
rysunku wezepione w mnich odeinki
pola kierunkowego, przediuzajac je
o tyle, aby dochodzily w poblize izo-
kliny Z(p,). Oznaczmy otrzymane w ten
8poséb konce odeinkéw przez Aj, B,
0i,..., nastepnie poprowadzmy przez
te punkty odeinki o spadku p,. Niech Rys. 9.
Ay, By, Oy,... stanowia punkty prze- .
cigeia tego drugiego ciggu odeinkéw z izokling Z(p,), a A;, B;, Osy...
~ odpowiednimi kodcami obranymi blisko izokliny Z(p,). Dalej poste-
pujmy podobnie: z punktéw 4;, B;, Cj,... prowadzimy odcinki o spad-
ku p;’ przediuzajac je o tyle, aby dochodzity blisko izokliny Z(p,)

SRRARE.
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i oznaczamy kohce odcinkéw tego frzeciego ciagu przez A;, Bj, 0.y
punkty za§ ich przeciecia z izokling Z(p,) — przez 43, By, C,... Poste-
pujge tak otrzymamy ciag linii tamanych

A 434345 ..., BB\ B;B;..., C,010:C;..., ...,
ktére mozemy uwazadé za przyblizone obrazy graficzne hikéw catkowych
réwnania (1). '

Istotnie: np. réwnanie linii lamanej A, 4;4;4;... czyni zadod$é ré6w- .
naniu rézniezkowemu (1) w punktach Ay, Ay, Ay, w ktérych linia
ta przecina si¢ z izoklinami Z(ps)y Z(py), Z (P3)y-.., gdyz spadek tamanej
w tych punktach jest dokladnie réwny spadkowi odeinkéw pola kierun-
kowego, uczepionych w tyeh punktach. W punktach pozostatych ta
linia tamana oczywidcie na 0g6t nie bedzie spelmiata réwnanis rézmiczko-
wego (1), ale — jak mozna sie spodziewad — uzyskane przyblizenie be-
dzie tym dokladnigjsze, im gedeiej poprowadzimy izokliny, -

Powyzsza metoda graficzna niewatpliwie ma swoje braki, nie pozwala
ona miedzy innymi dokladnie oceniad popeinianych bledéw, niemniej
jednak bywa ona czesto z pozytkiem stosowana, jezeli réwnanie jest
bardziej zawile*). .

PRZYKEAD 34. Tzokling réwnania

@) ==y,

. Y
odpowiadajaca wartodei Pp7#0 jest linia
prosta pyt-2=0, wartodei zag p=0 —
linia 2=0. .

Tzokliny s3 wiec w tym przykladzie
(rys. 10) liniami prostymi przechodzacymi
przez poczatek ukladu, z ktéryeh wyla-
czono punkt (0,0). Poniewaz za$ odeinki
pola kierunkowego odpowiadajace p-izokli-
nie majg spadek p, sama zad p-izoklina,
jak widaé, ma przy p=£0 spadek réwny —1/p, wiee odeinki nalezace
do p-izokliny sg do niej prostopadle, co zachodzi takze dla izokliny z==0.

Opisana powyzej przyblizona konstrukeja lukéw catkowych zasto-
sowana do tego przykiadu doprowadza ‘nas do wniosku, ze tukami cal-
kowymi réwnania (3) beda gérne i dolne czedei okregéw o grodku (0,0).

Rzeezywidcie, latwo ten wniosek potwierdzié przez zréiniczkowanie réw-
nania

Rys. 10.

22— =0.

*) Czytelnika, interesujacego sie metodami przyblizonymi (graficznymi i hume-
rycznymi) catkowania réwnaf rézniezkowych odsylamy do ksigski: E. Kamke,
Differentialgleichungen. Lésungsmethoden und Lésungen, Lipsk 1942. Tam tez znajdzie
czytelnik dalszg literature.
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