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CHAPRITRE I
ALGEBRE DES PROPOSITIONS
§ 1. L’équivalence des propositions. Soient .1 et # deux pro-
posttions quelconques. Nous éerirons
(1) A B

dans le cas on elles sont simultanément vraies ou simultanément
fausses (el seulement dans ce cas), Deux propositions 4 et B satis-
faisant & la formule (1) sont dites dquinalenfes et le symbole logi-

que - s'appelle signe d’équivalence.
S Pon a la formule (1), on a évidemment aussi la formule
3y

Ja relation d'équivalence (entre propositions) est donc symétrique.

8 A4 B et Bo(, on a évidemment d = ('; la relation
d'équivalence (entre propositions) est done transilive.

Désignons par 1 une proposition vraie (p. ex la proposition
9.2 4) et par 0 une proposition fausse (p. ex. la proposition
22 ==5),,

La formule

Pl
exprime donc que la proposition [ est vraie, et la formule
P0

exprime que la proposition I est fausse.

W Serpinnkd, Algibee dex Fasenibles, 1



198 CHAPITRE V. Familles d’ensembles et opérations...

6. Soit F(X) une fonction quf fait correspondre aux ensembles
X(E des ensembles. Supposans qu'elle vérifie la condition

9) XCfX pouwr XCE

et supposons qu'il existe pour tout ensemble Y(” E au moins un
ensemble X(TE, tel que f(X)=Y. Démontrer quon a pour les
ensembles finis X(CE la formule f(X)==X, et que cette formule
peut étre en défaut pour les ensembles X infinis. -

Démonsiration. Comme 0 F, il existe un ensemble
XCE, tel que f(X)=0 et, d'aprés (9), on a X f(X}), donc X=0,
On a done f(0)=0. Supposons qu'il existe des ensembles finis
Xi CE, ayant k éléments pour lesquels f(Xi)== Xi. Supposons que n
est le plus petit nombre naturel pour lequel a lieu la derniére iné-
galité, et que l'ensemble X, la vérifie. Or, d’aprés I'hypothése sur la
fonction £, il existe un ensemble X( E, tel que f(X)=X.; on a
donc XX, et, étant donné que, d’aprés (9), X f(X)=X,, on conclut
que l'ensemble X a au plus n—1 éléments. Il résulte donc de la
définition du nombre n quon a f(X)=2X, done X=2X,, ce qui est
impossible. . ' .

Nous avons ajnsi démontré qu'on a f(X)=X pour les ensem-
bles finis X E. .

Soit maintenant E T'ensemble de tous les nombres naturels et
définissons, pour X (_E la fonction f(X) comme il suit. Si X CE et
I'ensemble E —X est infini ou vide, posons f(X)==X et, si l'ensemble
E—X est fini non vide, soit f(X) I'ensemble formé de I’ensemble X
et du plus grand nombre naturel appartenant 4 l'ensemble E—X,
.On g évidemment f(E—{1})=E+#E-—{1}.
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Termes

Additive (famille d’ensembles): sim-
plement 1687, complétement 176.

Algebre de Boole 91.

Aliquote {partie) 55.

Alternative 7. ‘o

Annegu d’ensembles 166. -

Antinomies 50.

Apagogique (demonstratmn) 14,

Assertion {principe d') 2.

Associativité 2.

Asymétrie 27.

Atomes 139, .

Ariome d’absorption 64, — de Vinfini
47, 57, — de Nicod 17, — des paires
46, — de substitution 113, — du
choix (de Zermelo) 132, — du par~
tage 138, — relationnel 46, — I 46,
IT 46, — III 66, — IV 58, — V 59, —
VII 47, 57.

Base (d’un ensemble) 108.

Calculable (nombre) 41.
Carré combinatoire 110.
Champ (d’une relation) 134.

Classes boréliennes (d'ensembles)

172, — additives 173, — multiplica-
tives 173.

Commuitation (loi de) 5.

Complémentdire {d'un ensemble) 86

Complétement  additive (famiile
gl‘ensembles) 176, — multiplicative
11786.

Conjonction 7.

Conséquence 7.

Constituante {d‘un ensemble) 88.

Contradiction (principe de —) 11

Contradictoires (propositiong) 18.

Contraposition 15.

Contre-domaine (d‘une relation) 134.

Converse (d‘une relation) 27.

Corps de Boaole 92, — généralisé 92,
corps d’ensembles 141, 168.

Correspondance 28, 112, — biuni-
voque 119, — m-n-voque 154.

Crible (de Lusin) 192.

Déduction (régle de) 7, 20.
Démonstration apagogique 14.
Différence (d’ensembles) 62,
Disjointe (somme) 75.

Distance 158,

Distributivité 5, 11.

Division (d'ensembles) 65.
Domuaine (d'une relation) 134.

\ Effectivité 41, 44.

Egalité (des ensembles) 37.

Elément 35, — d‘accumulation 157,

Ensemble 30, — analytique 186,
— compact 156, — de méme puis~
sance 151 , ~ dérivé 155, — fermeé
156, — homogéne 49, — irrédue-
tible 60, le plus grand — 59, le plus
petit — 59, — ordonné 162, —

ouvert 156; ~— partiellement or-
donné 163, 164, — saturé 60, —
vide 43.

Equivalence des propositions 1, des
relations 26,

Espace métrigue 158, — seml—metrl-[
que 159, — topo‘og1que 158, — (V)
157,

Exemple effectif 44.

Famille d’ensermbles 161.
Fonction absolument additive 142,
— analytique 195, — a valeurs di-

stinctes 117, — caractéristique
(d’'un ensemble) 105, — de Haus-
dorff 193, — non ‘'décroissante

141, — propositionnelle 24.
Formule de De Morgan 87.

Homogene (ensemble) 49.
Hypothése du confinu 153, — géné-
raligée 154.

Identité (des objets) 37.

Idéal (d’'un corps d’ensembles) 141,

Image géométrique (d'une fonction)
112,

Implication 3, — formelle, — ma-
terielle 32. .

Individus 47.

Inégalité (des ensembles) 37.

Infini actuel 48, — potentiel 48.

Intersection (d’ensembles) 62.

Intuitionnistes 12.

Irréductible (ensemble) 80.

Isomaorphisme (des relations) 135.
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Termes. , 201

Lattices 94.

Le pius grand (ensemble) 59, petit
(ensemble) 59.

Limites des suites d’ensembles (in-
férieure ou restreinte, supérieure
ou complete) 102.

Logigue intuitionniste 13.

Loi d’absorption 10, 68, — de double
négation 14, — d’importation et
d’exportation 10, — de Leibniz
26, — de réduction & DI’absurde
14, -— de tautologie 68.

Modus ponens 5, 10, 21.

Multiplicative (famille d’ensembles):
simplement 167, complétement 176.

Mutuellement ortogonaux (ensem-
bles) 86.

Négation 11, 14,
Négative (d'une relation) 27T.
Nommer (un objet) 28,

Opération 28, — (A) 185, — de Haus-
dorfi 193.

Ordonné (ensemble) 162

Ordre (dans un ensernble) 161.

Puoire ordonnée 47.

Partie aliguote B3, .

Partiellement ordonné (ensemble)
163, 164.

Presque contenu 83.

Principe d’abstraction 136, — d’as-
sertion 2, — de composition 10, —
de contradiction 11, — de dualité
87, -— de réduction 4, — de simpli-
fication 11, — d’homogénéité (des
types) 51, — d'induction 165, —
du thiers exclu 11.

Produit d’ensembles 62, 68, — car-
tésien (combinatoire) 108, 130, —
extérieur 132, — logigque 7.

Propriété 26.
Puissance d’ensembles 151.

Quantificateurs 30.

Réduction (principe de) 4.

Reflexivité 2.

Régle de déduction 7, 20, — de sub-
stitution 20.

Relation 26, 133, — asymétrique 27—
non symétrique 27, — symétrique
2%, ~ {ransitive 27.

Réunion {d’ensembles) 62,

Saturé (ensemble) 60.

Séparabilité des ensembles 181.

Séparables (familles d’ensembles)
B86.

Signe d’appartenance 36, — d’équi-
valence 1, — d’implication 4, —
d’incompatibilité 186.

Similitude (des relations) 135.

Somme d’ensembles 62, 65, — dis-
jointe 75, — logique 7.

Sous-ensemble 54, vral — 55,

Structures 94.

Substitution (régle de) 20.

Suite d’ensemble croissante, dé-
croissante (descendante) 81.

Syllogisme catégorique 9, — hypo-
thétique 9.

Symétrie 1, 27.

Systéme déterminant 185,

Théoréme de Cantor-Bernstein 151,
— de la diagonals 159, — de Souslin
190, — de Zorn 133.

Transitivité 1, 27.

Valeurs logiques 2
Varigble libre 30, — liée 30.
Vide (ensemble) 43.
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