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CHAPITRE V

FAMILLES D’ENSEMBLES ET OPERATIONS
SUR CES FAMILLES

§ 31. Tamilles d’ensembles. Familles d’ensembles établis-
sant un ordre. On appelle famille d’ensembles un ensemble dont
les éléments sont des ensembles. Exemple: l'ensemble U (F) de tous
les socus-ensembles de l'ensemble F.

Si ¢ est une fzmille de sous-ensembles d’un ensemble donné E,
nous disons que la famille ® ¢établit un ordre dans l'ensemble E,
lorsqu’elle vérifie les deux conditions suivantes: ')

1) X et Y étant deux ensembles quelconques de la famille @,
on a XCY ou bien Y(C X (les familles ¢ vérifiant cette condition
sont dites croissanfes ou familles d’ensembles croissants);

2) p et q étant deux éléments distinets de l'ensemble E, il
existe au moins un ensemble H de la famille ®, tel que I'ensemble
H-{p,q} est formé d'un seul élément,

Soient p et ¢ deux éléments distincts de I et soient H, et H,
deux ensembles de la famille ® vérifiant la condition 2). Chacun des
ensembles H; - {p,q} et H,- {p,¢} est donc formé d'un seul élément.
Daprés 1) cn a H;(C H, ou bien Hy(C H,. Donc un au moins des
ensembles H, -« {p,q} et H,-{p,q} est contenu dans l'autre. Chacun
de ces encembles étant formé d’un seul élément, on peut en conclure
quils scnt égaux. On a done H, - {p,q}=H,-{p,¢q}. Le produit
H-{p,q} ne dépend donc pas (pour p et ¢ donnés) du choix de
l'ensemble H qui vérifie la condition 2).

Si (pour deux éléments distincts p et ¢ de E) ona H-{p,q}={p},
quel que soit I'ensemble H vérifiant la condition 2), posons p-g.
Done, si pour deux éléments distincts p et g de E on n'a pas p-3q,
on a H-{p,q}# {p}, quel que soit I'ensemble H vérifiant la condi-

) Cf. C. Kuratow ski, Fundamenta Mathematicae 2, p. 161.

W. Sierpidski. Algéhre des Ensembles. 1t
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tion 2), donc H- {p,q) = {q} (puisque I'ensemble II-{p, ¢} est forms
d’un seul élément); alors, vu la définition adoptée de la relation -2,
on a ¢=p. La relation < est donc connexe (dans .

' On voit que la relation =3 est asymdéfrique (dans I). En effet,
si on avait, pour deux éléments p et ¢ de K, a la fois p-iq et
q=3p, on aurait (pour les ensembles H vérifiant la condition 2))
H-{p,q}=1{p} et H-{p,¢}=1{q¢}, d'olt p==¢, ce qui est contraire

o

4 la définition de la relation 3.
4 La relation < est transitive. En effet, soient p,q et r trois
" éléments de E, tels que p-<q et ¢-<r. La relation - étant asy-
métrique, nous ne pouvons pas avoir p==r. On a done p+r; vu la
condition 2), il existe un ensemble H de la famille P, tel que l'en-
semble H: {p,r} a un seul élément. D’autre part, puisque p-iq et
q-3r, il existe des ensembles H, et H, de la famille P, tels que
H - ip,q} ={p} et Hy-{q,r} ={q}. Or, d’aprés la propriété 1) de la
tamille ®, on & H, C H, ou bien H,( H,. Si H,( H,, alors, vu que
qeH,, on aurait geH,, contrairement a la formule H, - {p,q}==p}.
On a donc H, C H, et, vu que reH; (puisque H,-{¢,r}=={q}), on
trouve re H,. D'autre part peH,, dolton a H,-{p, r}={p}, donc p -2r.
Nous avons ainsi démontré que la relation ~ est transitive.

Nous voyons que toute famille ® de sous-ensembles de l'en-
semble E, établissant un ordre dans FE, détermine dans K une relation
connexe, asymétrique et transitive. ,

D'autre part, si Pensemble E est ordonnd, c’est-a-dire si l'on

a défini dans E une relation connexe, asyméirique et transitive, -3,

alors en posant, pour peE, H(p) = E [x < p] on obtient une famille

xel

® = {H(p)}per de sous-ensembles de E établissant un ordre dans k.
Ainsi T'étude des ensembles ordonnés se réduit a celle des
familles d’ensembles établissant un ordre. La théorie des ensembles
ordonnés peut donc étre considérée comme un chapitre de la Théorie
générale des ensembles. (Evidemment, un ordre d’éléments d'un
ensemble, en tant que relation entre ses éléments, peut &tre aussi
défini par un sous-ensemble de son carré combinatoire; cf. p. 133).
On démontre 4 I'aide de I'axiome du choix qu’il existe, pour

tout ensemble E, une relation établissant un ordre dans I (sans
Paide de l'axiome du choix, on ne sait pas démontrer qu'il existe

une relation établissant un ordre dans I'ensemble de toutes les fonc-
tions réelles d’une variable réelle).
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EXEMPLES. Soit I/ 'ensemble de tous les nombres réels et

posons, pour pel, H(p) = ]{; |#-<p|. La famille de tous les ensem-
Xt 1Y

ples H(p), ot peli, ordonne l'ensemble I/ d’aprés la relation <. Or,
la famille de tous les ensembles H(r), ol r est un nombre rationnel,
ordonne aussi l'ensemble /i d’aprés la relation <, de méme que la
famille de tous les ensembles I7(s), ot s est une fraction décimale finie.

On peut démontrer que, pour tout ordre défini dans un en-
semble F, il existe toujours parmi les familles de sous-ensembles de
établissant cet ordre une qui est la plus grande. Ainsi par exemple
pour U'ensemble Ii de fous les nombres réels ordonné d’aprés la re-
lation <, c’est la famille © = (A} - {E} + (H(D)|per + (Hp)+ P} per:,
ot A désigne 'ensemble vide. Pour I’ensemble I de tous les nombres.
rationnels ordonné d’aprés la relation -=, la plus grande famille de
sous-ensembles de I établissant cet ordre est, comme on le voit faci-
lement, la famille de tous les ensembles RX, olt Xed. Or, il n’existe
pas la plus petite famille établissant T'ordre - dans K.

Un ensemble Y est dit parfiellement ordonné par la relation
R, si, a et b étant deux éléments de K (distinets ou non), une tout
au plus des formules

aRb et bRa

est vraie, et si pour aell, bell et cell les formules

aRb et bRe
entrainent toujours la formule aR¢; autrement dit, si la relation R
est asymétrique et fransitive.

Si la relation R ordonne partiellement lensemble £, on peut
faire correspondre i tout élément p de I un sous-ensemble f(p) de E,
de sorte que, pour aell et bel, la formule aRb équivaut 4 la con-
condition que f(a) soit un vrai sous-ensemble de f(b). A ce but il
suffit de poser, pour pek, f(p)=={p}+ E |xRp]. D'autre part, toute

X6l
famille de sous-ensembles d’un ensemble est partiellement (ou entié-
rement) ordonnée par la relation ARB qui exprime que 4 est un
vrai sous-ensemble de ensemble . L'étude des ensembles partiel-
lement ordonnés équivaut donc & 1'étude des familles d’ensembles
ordonnées par rapport i la relation d’inclusion ().

La relation I d’inclusion des ensembles satisfait évidemment
aux conditions suivantes:


pem


164 CHAPITRE V. Familles d’ensembles et cpérations...

: 1)' XRX pour tous les X;
9) si XRY et YRX, alors X=1;
3) si XRY et YRZ, alors XRZ:

M. Garrett Birkhoff appelle parfiellement ordonné un en-
semble dans lequel cn a défini une relation R satisfaisant aux con-
ditions 1, 2 et 3 %).

L’étude de ces ensembles équivaut 4 1'étude des femilles d’en-
sembles partiellement ordennées par la relation C.

On peut démontrer que, si un ensemble E est partiellement
ordonné par la relation R, E peut &tre ordonné (par la relation =)
de sorte que, pour deux éléments a et b de K, la formule aRb
eniraine toujours la formule a—-5b. La démonstration est cependant
beaucoup plus difficile qu’on ne pourrait le croire; elle utilise 1'axiome
du choix 2).

Exemples d’ensembles partiellement ordonnés.

1. L’ensemble E de toutes les fonctions réelles d’une varizble
réelle devient partiellement crdonné par la relation fRg qui exprime
que pour tout x réel on a f(x)<<g(x).

2. L'ensemble E de toutes les fonctions réelles d'une variable
réelle devient psrtiellement ordonné per la relation fRg qui exprime
qu'on a iln;l (f (x)/ g (x))=0.

3. L’ensemble de tous les nombres nalurels devient partiellement
ordcnné par la relaticn a|b qui exprime que a est un diviseur de b.

EXERCICE. Démontrer que toute famille I' d’ensembles devient
partiellement crdonnée psr la relation R définie comme il suit: cn a
XRX pour XeF et, X et ¥ étant deux ensembles distincts de la fa-
mille I, on a XRY dans ce cas et seulement dans ce cas oll I'ensemble
X —Y est infini et ensemble Y—X fini.

Démonstration. Il suffit évidemment de démcnirer que la
relation R est transitive. Or, cela résulte tout de suite des fcrmules

X—21D2F—=0)—TY—X) et Z—XC@Z—=Y)4(Y—X),

quels que soient les ensembles X, Y et 7.

) G.Birkhotff, Latfice Theory, Amer. Math. Soc. Colloguium Publ
vol. 25, New York 1940, p. 5. ’

f) Voir E. Szpilrajn, Fund. Math. 16, p. 386,
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Le théoréme suivant peut &tre considéré comme principe d’in-
duction pour les ensembles quelconques.

Théoréme. Soient I un ensemble donné, ® une famille com-
plétement additive ') d’ensembles croissants dont la somme est Pen-
semble E, et P un sous-ensemble donné de E. Admettons 1° qu’il
existe un ensemble H, de la famille ©, tel que Hy(C P, et 20 que, si
He® et E+HCP, il existe un ensemble H'e®, tel que HCHCP
et H'#'H. Alors I! = P.

Démonstration. Soit S la somme de tous les ensembles
de la famille ¢ qui sont (C P. D’aprés 1 et vu que la famille @ est
complétement additive, on a Se¢® et, évidemment, S P. Si EsS,
il existerait, d’aprés 2°, un ensemble S"¢®, tel que SCS(CP et §'£S.
Vu la définition de l'ensemble S, S serait un terme de la somme S
et on aurait $'(C S, ce qui est incompatible avec S $'%S. On a
donc k=15, ce qui donne, d'aprés S(C P F, Yégalité E=P, c.q.f. d.

§ 32. Anneaux et corps. Opérations s, d et p. Dans la fonc-
tion U(E) (nous avons désigné par U(F) Yensemble de tous les sous-
-ensembles de l'ensemble E) la variable est un ensemble et la valeur
de la fonction est une famille d’ensembles. Or, on considére souvent
des fonctions ol la variable est une famille d’ensembles et la valeur
de la fonction est un ensemble, ainsi par exemple les fonctions
.S’(F)::EE et P(F)= ” E, c'est-d-dire la somme, respectivement

Eelt Eal
le produit de tous les ensembles de la famille F.

Nous donnerons maintenant des exemples, importants dans la
théorie des ensembles (surtout des ensembles de points), des fonctions
olt la variable ainsi que les valeurs sont des familles d’ensembles.

Désignons, pour toute famille ® d’ensemles, par ®,, respecti-
vement par ®g, la famille de tous les ensembles qui sont des sommes,
respectivement des produits d’un nombre fini d’ensembles de la
famille ® (suivant la notation ordinaire des fonctions, on devrait
écrire $(P) au lieu de ®,, et d(P) au lieu de Py).

Quelle que soit la famille ¢ d’ensembles, on a évidemment:

o C b, , P C b, s P == ‘I),,, PDyg == by
(P, désigne ici la famille Wy, oit V==2a,).

) Une flamille ¢ d’ensembles est dite complétement additive quand,
®, étant une sous-famille quelconque (non vide) de ¢, la somme de tous les
ensembles constituant ®; appartient & ¢ (voir p. 176).
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Il existe des familles finies ¢ d’ensembles, pour lesquelles
@£ D=, par exemple la famille ® formée de I'ensemble vide
et de cing ensembles: {1}, {2}, {1,2,3}, {1,2,4) et {1,2,3,4}; on a
ici ®y=Pu=+ {{1,2}] # P, vu que (1,2}e®D.

D’aprés la notation adoptée, Py est la famille de tous les en-
sembles qui sont des produits d’'un nombre fini d’ensembles de Ia
famille ®;, et @4 la famille de tous les ensembles qui sont des
sommes d’un nombre fini d’ensembles de la famille &,;. Nous allong
démontrer qu’on a toujours

(1) (I)Nr/ = (l)(ls .
En effet, pour toute famille ¢ d'ensembles on a P, by,
. puisque, en développant le produit d’'un nombre fini d’ensembles
de la famille ®,, on obtient une somme d’un nombre fini d’ensem-
bles dont chacun est un produit d’un nombre fini d’ensembles de 1a
famille ®. ‘

Pour démontrer que @4 P,q, désignons par 4’ la famille de
~ tous les ensembles qui sont complémentaires ('L des ensembles E
de la famille ® par rapport a la somme S de tous les ensembles de
la famille ®. 11 résulte des formules de De Morgan que, si Eed,,
ona CEe®y. Or, d’apres P4 (C P4, on a CEe®jy, d'ott en passant
aux complémentaires (et en vertu des formules de De Morgan)
EG(I)sd. On a donc (I)dsccbkrh )

La formule (1) est ainsi établie. Il en résulte que (pour toute
famille ® d’ensemb]-es) (bstls——-""([)dsn:([)(ls: (bml, d’olt (l)a(lnri::q)kddm(bnd-
Pour toute famille ® d’ensembles, les termes de la suite

(I): (1)5’ (l)sd: (l)sd::; <l)ﬂ(/5(/; (bsrlsll.v, .

sont donc égaux a partir du troisiéme.
(de familles d’ensembles)

Pareillement  pour la suite

(I), (I)d, (])ds, (I)(lsd, (l)dxds, f[)d.':(h«(l,

Une famille ' d’ensembles, poub lagquelle on a @ ==Py=0>,
est dite anneau d’ensembles. Pour quune famille ® d’ensembles
soit anneau, il faut et il suffit que la somme ainsi que le produit

de chaque paire d’ensembles de la famille appartiennent a cette
famille.
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Une famille ¢ d’ensembles, pour laquelle ®,=®, est dite
(simplement) additive et la famille, pour laquelle ®,==®, est dite
(simplement) multiplicative. Un anneau d’ensembles est donc une
famille d’ensembles (simplement) additive et en méme temps (sim-
plement) multiplicative.

by est le plus petit anneau d’ensembles contenant la famille ®
(c’est-a-dire que ®,q est un anneau d’ensembles contenant la famille
® et qui est contenu dans tout anneau d’ensembles qui contient P).

Soit I une famille (simplement) additive d’ensembles. On peut
donc effectuer, sur les ensembles de la famille F, 1'opération ,,--”
qui est commutative, associative et telle que, pour tout élément a
de la famille F, on a a--a==a.

Soit maintenant I un ensemble quelconque, tel qu'une opé-
ration désignée par le symbole - est définie pour ses éléments.
Supposons que cette opération est commutative, associative et véri-
fiant la relation a--a==a pour ael. On peut faire correspondre
4 tout élément a de K un sous-ensemble S(a) de E, de sorte qu'on
ait S(a)£S5(b) pour aell, bell et ab, et que, pour aek, beE et
cekE, Végalité a=b+c¢ soit équivalente a T'égalité S(a)==S(b)+S(c).

Pour obtenir une telle correspondance il suffit de faire corres-
pondre 2 tout élément a de I I'ensemble de tous les éléments de E
qui ne sont pas de la forme a--x, olt xe¢L. Or, il est & remarquer
que, si Uon faisait correspondre i tout élément a de E I'ensemble
P(a) de tous les éléments de I qui sont de la forme a-+x, o xek,
on aurait P(a)s:P(b) pour ael, bell et as£b, mais, pour aelk,
bek et cell, Végalité a==b-¢ serait équivalente a I'égalité P(a)==
= Pb) Plc).

Désignons, pour toute famille ¢ d’ensembles, par ®p la famille
de tous les ensembles qui ou bien appartiennent & @ ou bien sont
des différences de deux ensembles de la famille . On a évidemment,
pour toute famille ¢ d’ensembles,

4] C (j)P,

11 existe des familles ¢ d’ensembles, pour lesquelles toutes les
familles
P ‘[’p, ([)PPP:

’ (I)PP »

sont distinctes; ainsi par exemple la famille ¢ formée de I'ensemble
de tous les nombres naturels et de tous les ensembles formés d’'un
seul nombre naturel.
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Si ®=®p, on a =P, puisqu’on a AB=4—(4~1B),

11 peut arriver  cependant "que l'on ait P=P; et O£P,
(par exemple pour une famille formée de l'ensemble vide et de
deux ensembles disjoints non vides). Il existe aussi des familles ®
d’ensembles, pour lesquelles on a ® =Py et P #Pp (par exemple la
famille ®. formée d’'un seul ensemble non vide, ou bien la famille ®
formée de deux ensembles non vides dont I'un est une partie aliquote
de l'autre).

Une famille ¢ d’ensembles pour laquelle on a ® = Py= P, est
dite corps d’ensembles. Pour qu’'une famille ¢ d’ensembles soit corps,
il faut et il suffit que toute somme et toute différence de deux en-
sembles de ¢ appartienne a ¥. Exemple: la famille de tous les sous-
-ensembles finis (ensemble vide y inclus) d'un ensemble donné.

EXERCICES. 1. Démontrer que, si ® est la famille de tous les
intervalles a<{x<<b (a et b réels), la familles P, est un corps
d’ensembles.

2. Démontrer que les ensembles des points de l'intervalle (0,1)
qui sont des sommes d'un nombre fini d’intervalles ouverts et d’un
ensemble fini, forment un corps d’ensembles.

La multiplication d'un nombre fini d’ensembles se réduisant
aux soustractions (§ 16), on voit que tout corps d’ensembles est un
anneau d’ensembles, mais pas inversement. Ainsi par exemple la
famille formée de deux ensembles distincts dont l'un est un sous-
-ensemble de l'autre, est un anneau d’ensembles sans &tre corps d’en-
sembles. On peut démontrer que Ppsps (aussi Ppas) est le plus petit
corps d’ensembles contenant la famille ¢ d’ensembles) !). On peut
~aussi démontrer que, si 'on désigne par W= ®, le plus petit anneau
contenant @, Wps est alors le plus petit corps contenant @ ?),

Théoréme 3. Si la famille ® densembles est un anneau,
bpo est la famille de toutes les sommes de deux ensembles de la
famille ®; %),

) Voir ma note dans Fundamenta Mathematicae 30, p. 14, Il existe des
familles finies d’ensembles, telles que ‘I’{”P“ % <1)p sp» bar exemple la famille
formée de trois ensembles {1,2,3), {1, 4,5} et {2,4}; voir S. Piccard, Fun-
damenta Mathematicae 26, p. 265.

9 F. Hausdortf, Grundzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 16,

¥ W. Sierpinski, Fundamenta Mathematicae 3, p. 119, lemmes 1 et 2.
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Démonstration. Si Kedyp, on a

E=(k,~—E)—(l,—E,)
ot Fie P pour i==1,2,3,4. Or, on a lidentité
(E1 "“]'4‘2)”“‘(1'33—"1':4) = ‘”':.1 "—(Ez + ’:s).l"‘l' (1'31 ‘3‘4‘”“ ’;z)'

i @ est un anneau d’ensembles, on a E,+FE,e P et E E, ¢ ®;
il résulte donc de notre identité que K est une somme de deux

ensembles de la famille ®p. -
D'autre part, soit £ une somme de deux ensembles de la fa-

mille ®p; nous pouvons donc poser
B = (I, — E,) + ey — E))
ott Ined, pour i==1,2,3,4. Or, on a l'identite
(By—E) + (Iy—E) == (E, 4 Eg) — Ey Ey] — [(Ey+-E,) — (B, E,A4E, Ey)].

& étant un anneau d’ensembles, les ensembles El—l—Es, E,E,,
E,+E, et E,E,+E,E, appartiennent & ¢. On a donc E e ®gp. Notre
théoréme est ainsi démontré.

§ 33, Familles ®; et ®3 et leurs propriétés. Désignons,
pour toute famille & d’ensembles, par ®s , respectivement par @3, la
famille de tous les ensembles F de la forme
(1) E=E+E,+E,+..,
respectivement de la forme
2) E=EEE,..,

ot E, L, ... est une suite d’ensembles de la famille ® (suiv.ant la
notatibn ordinaire des fonctions, on devrait écrire o (P) au lieu de
Ps et 3(P) au lieu de ¥3). ] N .

Quelle que soit la famille ¢ d’ensembles, nous avons évidemment:

3) ST D et PC P,

puisque dans les formules (1) et (2) on peut poser E,=FE pour
n=1,2,.., ou I est un ensemble donné de la famille P. "

Il existe des familles ¢ d’ensembles, telles que D Do =Pt
(éxemple: la famille finie ® du paragraphe précédent, pour laquelle
([)#;([)s__—-z cpd)_
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I] existe aussi des familles ¢ d’ensembles, telles que = Pg- @y
(exemple: fzmille formée de trois ensembles (1,2}, {1,3] et {1,2,3))
ainsi que des familles P, telles que ® = P3 Po (exemple: famille
formée de irois ensembles 0, {1} et {2}).

On voit sans peine que (Po=Pp == D) (P = D),

Quelle que soit la famille ¢ d’ensembles, on a

Peg=Ps et Dp3 = O3,

)

En effet, si Ee®, il existe une suite infinie I E@ L Gen-
sembles de @3, telle que E=EMWE® .. Puisque EWe®ds pour n
donné, il existe une suite infinie E{", E{,.. d’ensembles de P, telle
que EW=FEMEM ... On a donc

=[]
n=<1 =1
Les ensembles formant la suite double
B, EY, B, ..
P, ED, B, ..

CEP, Ep, B, ..

(5)

..........

peuvent &tre rsngés par la méthode de la diagonale en une suite
simple
- AP .
EM, E@, EQ, EP, E@, EO E® .

ol l'on a écrit d’abord le terme unique E{", pour lequel la somme

des indices (supérieur et inférieur) est 2, ensuite les deux termes de

la deuxiéme diagonale EP? et E{Y, pour lesquels la somme des indi-

ces est 3 (en les ordonnant d’aprés les indices inférieurs croissants),

ensuite les 3 termes de la troisiéme diagonale E{P, E®, L, pour

lesquels la somme des indices est 4, et ainsi de suite. ’ b
D'aprés (5) nous avons évidemment

._‘_1-1 9y 1 PR Sy Y .
E=E{QER EP EP EY KO KW

(puisque le produit des ensembles ne dépend ni de leur ordre ni de
leur groupement), donc Ee®3. Dot $a(” ¢3. D'autre part, d’aprés
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$(Cds on a Pz Pm. Alnsi Gy== P35, On démontre pareillement
la premidre des formules (4).

$gy est évidemment la famille de tous les ensembles If

la forme

"::1 N7 . N "
IJ=I] }_J LW oty IWed pour n==1,2,..; k=1,2,..,

ayant

et ®3s est la famille de tous les ensembles It ayant la forme

e em

=) []rp

el ksl

ot Ee® pour n=1,2,.; k=1,2,...

On peut démontrer qu'il existe des familles ¢ d’ensembles,
telles que ot Do (exemple: la famille ¢ de tous les segments
fermés d'une droite ')), mais cette démonstration n'est pas facile.

On démontre sans peine que, pour tout anneau ¢ d’ensembles,
Bog=Ps et on en déduit & Laide des formules de De Morgan que,
pour tout anneau P d’ensembles, Py == D3

Il existe des familles ¢ d’ensembles, pour lesquelles

P o Pg == Pad

(la famille ®=={0,{1},{2}} par exemple), ainsi que les familles ®

pour lesquelles
P £ Og 7 Doy = Do

(la famille ® ={{1},{2}} par exemple). Or, sans utiliser Phypothése
du continu, nous ne savons pas démontrer Pexistence des familles ®
d’ensembles, pour lesquelles

bgy == Dedo == Poded 2);

dans 'état actuel de la science nous ne savons pas décider (méme en
utilisant Ihypothése du continu) s'il existe une famille ® d’ensem-
bles, pour laquelle

Do # Poded == Doddis *).
- On peut démontrer que J’ensemble de tous les nombres rationnels
appartient ici A la famille dpg—Pgh.
) Voir ma Note dans Recueil Math, Moscou 43, p. 303.
" Voir A. Kolmo gor off, Fundamenta Mathematicae 25, p. 578 (Pro-
bléme 65) et, W. Sierpifiski, Fundamenta Mathematicae 30, p. 65.
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On peut démontrer que, si ¢ est une famille d’ensembles dont
- les éléments sont des nombres naturels, on a

(bg‘o‘ = (I)Eg 1), (I.)pgpgp === (I)PUPG 2), (I)papap = (I)papa 3), (I)p':?)c: _ (bpcap _— (l)pg'r_‘, ‘1).

® étant une famille donnée, il existe toujours des familles W
pour lesquelles W (C ® et W=Ws=W3, par exemple la famille 1"
de tous les sous-ensembles de I’ensemble ZE Le produit P de

Ee¢ P
toutes ces familles W est Ia plus petite famille contenant la famille I’
et pour laquelle toute somme et tout produit d'une suite infinie
d’ensembles de la famille ® appartient a la famille P (en d’autres
termes, P est la plus petite famille d’ensembles pour laquelle
& P=P,=P;). Désignons cette famille P d’ensembles par ¢,
Quelle que soit la famille ¢ d’ensembles, on a

PCPp="=Ppg=Ppy = Ppp

et, quelles que soient les familles ¢ et ¢’ d'ensembles,
(® C ) — (05 C ).

" On peut démontrer que Pps est la plus petite famille ¥ d’en-
sembles, telle que PC W =U,=1Ts. Or, il existe des familles ®
d’ensembles, telles que ®pp7 Ppp, la famille P=={{1}, {1,2}, (1, 2,3}}
par exemple (puisque {1,3}ePpp— Ppp).

La famille ®p peut &tre décomposée en sous-familles dites
classes'de Borel comme il suit.

Soit M le plus petit ensemble de familles d’ensembles, pour
lequel 1° PeM et 2° si W=, 4+, ..., ot W,CV,C.., et si V,eM
pour n=1,2,.., alors WoeM et WseM. L’ensemble M existe et il
est unique; c’est le produit de tous les ensembles M satisfaisant aux
conditions 1° et 2°.

Les éléments de I'ensemble M sont les classes boréliennes dé-
terminées par la famille ® d’ensembles %)

) Voir W. Sierpinski, C. R. Acad. Bulgare 53 (1935), p. 187, formule
(18). Cf. aussi le théoréme 9de A. Kozniewski et A, Lindenbaum dans
Fund. Math. 25, p. 353 (pour o, ==a,==8, =By =r=1).

) W. Sierpinaski, L ¢ p. 182, formule (3); aussi S. Piccard, Fund
Math. 26, p. 265.

) W.Sierpifsk], L c, p. 191, formule (24).
9 W.Sierpiaski, L c, p. 190,

% Cf C.Kuratowski, Fundamenta Mathematicae 3, p 22§ 1.
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Les classes W pour lesquelles on a Us=W (respectivement
U =) sont dites dénombrablement additives (respectivement mul-
tiplicatives). ,

Les classes boréliennes pour la famille ¢ sont les familles
suivantes:

¢, ¢, g3, Paia, ...,

b3, Do, Pics, ...,

g == (P + P 4 O3 + Qoo+« Yo, Vo, Lo, ...,
U5, Wae, aea, ...,

Og == (V' + W+ Vs - )a, Ocd, ...; €3, Gsg, oy

(P~ Wa~ g4+ )g, (P4 Vo @405, ete.

On peut démontrer que (D;gmz\.lf .
: WYen

On peut aussi démontrer, ce qui n’est pas d’ailleurs facile, qu'il
existe des familles ® d’ensembles, pour lesquelles toute classe boré-
lienne est = ®p (exemple: la famille ¢ de tous les segments fermés
d’une droite).

Désignons maintenant par @y, respectivement ®,, la famille de
tous les ensembles qui sont des sommes, respectivement des produits,
d’'un ensemble quelconque d’ensembles appartenant i la famille ®.
On démontre qu'on a, quelle que soit la famille ¢ d’ensembles,

Pyy = Oy, Pypy= Py, Ppy=Pyy

(donc Pyyy=Pyy et Ppyy= Ppy)
et i )
(l)pEpEp = (I?pEpE )

(Ppspx est. la plus petite famille W d’ensembles, pour laquelle
PeW =", ="Vy).

L’idée la plus simple de démontrer la formule ®gp= P,y est
la suivante. Soit ¢ une famille donnée d’ensembles et soit E un
ensemble de la famille Py, . Il existe donc une sous-famille ¥ de
la famille ®y, telle que
@) E=[]x.

Xl

) Voir S. Piccard, Fund, Math. 26, p. 264, Th. IL
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D'aprés W (C ¥y on a, pour Xel', X¢Py; lensemble X est done
la somme d’une famille Oy d’ensembles de la famille P, ainsi

) X= DV on 0xC®

 (pour Xe¥).

Soit F' la famille de toutes les fonctions f(X) qui font corres-
pondre 4 tout ensemble Xe¥ un ensemble de la famille ®x. Soit f
une fonction donnée de la famille I; on a donc f(X)e®x pour XeW

et, d'aprés (2), f(X)C X pour XeWl', donc, d’aprés (1), ,nf(X)CE
pour fel’; on a donc Xelt

3) MTTroce.

fel Xel"

D’autre part, soient p un élément donné de l'ensemble IV et X
un ensemble quelconque de la famille . D’aprés (1) on a donc peX
et, étant donné XeW, la formule (2); nous en concluons qu’il existe
un ensemble Y, xe¢®@x, tel que peY, x. Posons f,(X)=Y, x pour
XeW; on aura évidemment f,el et pef,(X) pour XeV, donc

pe Hf,, (X), d'ou peZ ”f(X) pour pell, ce qui donne

XeW fel XeUr

@ ECy [[fw.

felt Xe\U'

Les formules (3) et (4) donnent I’égalité

5) E=D [[F®).

el' Xell'

Or f(X)eOx(C ®, done f(X)e P pour XeW, fel. La formule (5)
prouve que Ee®,y. Ceci étant démontré pour tout ensemble arbi-
traire de la famille ®y,, on a (I)EA C (I)AE . ‘

Soient S la somme de tous les ensembles de la famille ® et ¢
la famille de tous les ensembles S—FE ot EKe®d. La formule
Pyp C Py étant démontrée pour toute famille @ d’ensembles, on a
aussi Py (C Pjy. Or, d’aprés la formule généralisée de De Morgan,
Ee®yy donne S—Ee®g,, done §—Le®hy; en appliquant encore
une fois la formule de De Morgan, on a Ie¢®Py,. On a donc

®u5 (C Pyy et, comme nous avons trouvé ci-dessus Iinclusion inverse,
on a Py =05, c q.f d
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Il est & remarquer que cette démonstration utilise Paxiome du
choix, puisque, pour tout ensemble XeW, nous avons choisi un terme
Y, x de la somme (2) sans fixer une loi de tels choix. Pour éviter
I’appel 4 axiome du choix, on pourrait modifier notre démonstration
comme il suit ).

Soit Il¢®Pyy; on a donc la formule (1) ot W'(C Py. Désignons
par P,, pour pekE, le produit de tous les ensembles Ye®, tels que
peY. Nous aurons évidemment P,e P, pour peE. Je dis que

() E=NP,.

pels

Soit en effet ¢¢lf. D’aprés (1) il existe donc un ensemble XeW

tel que geX et, puisque XeW (C Py, il existe un ensemble Ye®,
tel que ¢e¢Y. L'ensemble Y est donc facteur du produit P,, d'ol

(vu la définition de ce produit) ¢e P, donc quPI,. Nous avons
démontré que pek
(1) EC NP

pek

D’autre part, soit qez.l’,,. Il existe donc un élément pelk,
pek '
tel que ¢e’,. Soit un ensemble quelconque X ¢ W. Etant donné que

pek, on a daprés (1) peX; comme XeW (C Py, X est une somme
d’ensembles de la famille ® et il existe un terme Y de cette somme,
pour lequel peY. On a donc peYe® et ¥ est un facteur du produit
P,, doit P, ("Y; d’aprés e Py, ¢qeY (T X, ce qui donne geX. On a
donc qeX pour XeW, d'ou d’aprés (1) gekE. Nous avons démontré
que EP,, (I et la formule (7) donne l'égalité (6).

pels .
Vu que P,e®, pour pekL, I'égalité (6) prouve que Ee Py,
Il est ainsi démontré que la formule Ee Py, entraine Fe®yy. On a
donc ¥y (C Puy; nous avons démontré cette inclusion sans faire
appel 4 l'axiome du choix. Or, nous avons vu auparavant que la dé-
monstration de la formule (Pyy C Pag)— (Pyy C Pyy) n'utilise pas
laxiome du choix. La formule Py, = Puy est ainsi démontrée sans
qu'on ait fait appel & 'axiome du choix.

Si @ est une famille d'ensembles, pour laquelle Py =&, = @,
il existe une famille W d’ensembles disjoints, pour laquelle ® =Wy,

Y ¢f. A, Tarski, Fundamenta Mathematicae 16, p. 239, th. 47.
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c’est par exemple la femille W de tous les atomes de la famille @,
D’autre pert, si ¥ est une femille d’ensembles disjoints qui contient
I’ensemble vide et si @ =Wy, on a Py==P, =P,

Les femilles ¢ d’ensembles, pour lesquelles ®y=®, sont dites
complétement additives et celles pour lesquelles Py =® — comple-
tement multiplicatives.

On démonire facilement que (Py =(er = P) —> (P = P),

On peut démonirer ') que les atcmes de la famille ¢ coincident
avec les ensembles de la famille @y, qui ne contiennent aucun
autre ensemble de cette famille.

Désignons, pour une femille ¢ d’ensembles, par @y la famille
de tous les ensembles de la forme lim Ky olt Kye® pour n=1,2,..

T emr
On peut démontrer (ce qui n’est pas facile) que si la famille b J'en-
sembles est un anneau, on a ¢, = O by, 2).
Si la famille ¢ d’ensembles est un anneau, on a
o

ad = (l)o

(ce qui résulte de la formule ZA,” -2[3n= Z ZA'" B, et dela
m=1 n=1 m=:1 pel

remarque qu'une suite double d’ensembles An B, peut étre, par la

méthcde des diegcnales, rangée en une suite simple).

‘Soit maintenant ® un anneau d'ensembles et soit k==,
Désignons par @’ la famille de ‘tous les ensembles qui sont complé-
mentaires des ensembles de la famille ¢ par rapport a la somme S
de tous les ensembles de la femille ®. & étant un anneau, &' est
également un anneau, d'ot ®¢;,=®;. Daprées Ledy, et vu les
formules de De Morgan, nous trouvons que S—FEe®,,, donc
S—Ee®], doli, en prenant les complémentaires par rapport i S et
vu les formules de De Morgan, Ee¢®;. On a donc Gy, (C Dy e,
comme ®; C ®;,, on a &, == {5, .Donc:

Si la famille ® densembles est un anneau, on a

(I)ud = (bc et (*l)Bx = (153.
) 8. Piccard, Fund. Math. 26, p. 264 265.

Y) Voir W. Sierpiniski C. R Acad. Scienc
, C. R. . es Paris 192 (1931), p. 1626;
cf. Fund. Math. 18, p. 21 (formule 81) ( " ,
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§ 33.

EXERCICES. 1. ¢ étant une famille quelconque d’ensembles,
telle que tout ensemble de ¥ est une somme de deux ensembles
distincts de ¢, démontrer que tout ensemble de ¥ est une somme
d’un nombre fini quelconque et aussi une scmme d'une série infinie
d’ensembles distincts de <.

Démonstration. Si Ee®, ona E=E+H,, ott E,e®, Hed
et I, H,. S'il était a la fois £'\—H,=0 et H,—E, =0, on aurait
E,=H,, ce qui est impossible. Une au moins des formules E,—H, 0
et H—UE 0 est vrale et nous pouvons supposer que c’est la pre-
miére. De méme nous pouvons poser Hy=E,~+H,, ot E;e®, H,e P,
E,—H,50 etc. On a évidemment, pour n naturel, E,.;( H,, donc
E—Ew1 DE—H DE —H,5%0 ot E,.1#E pour n naturels.
D'autre part, on a pour n et k naturels In. C H,, En— H,50,
donc Iuiir 7 En. Nous voyons que les ensembles E,,E,, E;, ... sont
tous distincts (mais IV et I, ne le sont pas nécessairement!). Or, on a
évidemment les formules F=I,+H, E=E+E,+I;+..+E,+H,
pour n=1,2,.... L'ensemble I’ est donc une somme d’un nombre
fini quelconque d’ensembles distincts de la famille ¢. Or, comme
E=H+E, et ExCE pour k=1,2,..., on trouve E=H +E, +
+E,+E,+ ... et, les ensembles E,, F,,... étant tous distincts, l'en-
semble II; est égal & un au plus d’ensembles de cette suite. On en
déduit immédiatement que F est une somme d'une série infinie
d’ensembles de la famille &.

2. & étant une femille quelconque d’ensembles, telle que- tout
ensemble £ de ¢ est une somme de deux ensembles de & distincts
de E, démontrer que tout ensemble de ¢ est une somme d’une série
infinie d’ensembles de ¢ distincts de I et distincts entre eux.

Démonstration. Si E¢®, ocna E=E+H, ou Ee®, He®,
E,s=E et H #E; il en résulte que E,;H,. Nous pouvons supposer,
comme ci-dessus, que E,—H,#0. On a pareillement H,=E,-+H,,
ot E,e®, Hye®, Iy H, et H,= H;; nous pouvons supposer que
E,—H,#0 etc. On démontre ensuite que E=FE,+H,+E;+E,+ ...
et que K E,, H,, I, E,, I, ... sont des ensembles distincts de ®.

3. Donner l'exemple d'une famille ® d’ensembles, telle que
tout ensemble de ¢ soit somme de trois ensembles disjoints de @,
mais qu'aucun ensemble de ¥ ne. soit somme de deux ensembles
disjoints de <.

W. Sierpinski. Algehre des Fnsembles, 12
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Réponse. Telle estla famille de tous les ensembles E,,l,nﬂw,,n,
ol a,as,..,8n est une suite finie quelconque formée de nombres
0,1 et 2, et ot Eua,..a, désigne l'ensemble de toutes les suites
finies ayant au moins n termes, formées de nombres 0, 1 et 2 et
dont les n premiers termes sont &y, dag, .., an -

4. Démontrer que, si ® est une famille quelconque d’ensem-
bles de nombres naturels, telle que tout ensemble de P est une
somme de deux ensembles disjoints de @, tout ensemble de @ est
somme d’une série infinie d’ensembles disjoints de ®.

Démonstration. Si Ee®, ona E=E,+H,, ot E,e®, Hed
et E, H, = 0; nous pouvons supposer que F; contient le plus petit
nombre de E. Pareillement, étant donné que H,e®, on a H,=FE,+H,,
ot E,e®, Hye® et E, Hy,=0; nous pouvons supposer que I, contient
le plus petit nombre de H;, et ainsi de suite. On voit que Iy, Iy, I, ...
sont des ensembles disjoints de ® et que E=E,+FEy+E;+ ... (puis-
que E,+E,+..+E, contient les n premiers nombres de E-rangés
d’aprés leur grandeur).

1l est 4 remarquer qu'il existe des familles ® d’ensembles, telles
que tout ensemble de ® est somme de deux ensembles disjoints de @,
mais qu’aucun ensemble de ® n’est somme d'une infinité d’ensem-
bles disjoints de ®. On peut démontrer que telle est par exemple
la famille de tous les ensembles Ea],az,,,,ﬂl”,, ol &y, &g, ..., &n est une suite
finie quelconque formée de nombres 0 ocu 1, et ol Ifl,‘,z,;,.,.,ll,L désigne
Tensemble de toutes les suites infinies formées de nombres 0 et I,
dont les n premiers termes sont a;,d&s, .., an .

5. Démontrer que, si ® est une famille d’ensembles, pour
laquelle tout ensemble de la famille ® est une somme de trois en-
sembles  distinets de P, tout ensemble de ¥ est aussi une somme
de deux ensembles distincts de .

Démonstration. Si Ee®, on a E=E +E,+L, ou E,FE,
et E, sont des ensembles distincts de ®. Un au moins d’entre eux,
soit E,, n'est pas égal & E et on a évidemment E=E-+E,, ce qui
prouve que E est une somme de deux ensembles distincts de @,

6. Démontrer que si ¢ est une famille d’ensembles telle que’

®={X¢}t,p (Cest-a-dire si ¢ est la famille de tous les ensembles

Xg, ot £eK), si ensemble E est une somme disjointe d’ensembles,.

E-—~_Z1 En, et si I' est la famille de tous les sous-ensembles (i de E
meH

iom
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qui ont un et un seul élément commun avec chaque ensemble B,

ott 1eH, alors
[I X x=3 []x».

6l ﬁaE«q Gel'Ee@

7. Démontrer que la proposition de Iexercice 6 peut étre
généralisée comme il suit:

Si @ est une famille d’ensembles, telle que Q= {Xe}e,p, si E

est une somme (pas nécessairement disjointe) d’ensembles E "’—-‘EEVJ:

. . ell
et si I' est la famille de toutes les fonctions f () définies poug ne H

et telles que f(7) eIy, on a I'égalité

1] }_7 Xy =2 ”le)’

61l Eelz‘aq - [eF weH

ainsi que l'égalité qu’on en obtient en remplacant le symbole [ par X
et inversement.

(Cf. la démonstration de la formule ®yy = Py, p. 173).

§ 34. Un théoréme sur les anneaux d’ensembles.

Théoréme 4. Si ¢ est un anneau d’ensembles et si Ion a
Eed,, Hedy et HCE, il existe un ensemble P, tel que Pe®, &,
et HCPCE.

Lemme. Si E, et H, (n=1,2,..) sont deux suifes infinies
d’ensempbles, telles que

(1) E,CE,C.. e¢ HHDOH ..,
et

(2) E,+E,+..OH H,H, ...,

on a

(3) Ey H,+Ey Hy+ ... = Hy (E,+ Hy) (Ey+Hy) (B, +H,) ...

Démonstration du lemme. Soient E, et Hn (n=1,2,..)

deux suites infinies d’emsembles, satisfaisant aux conditions (1) et (2);
posons

) R. Vaidyanathaswamy, 7reatise on Set Topology, Part I, p. 10, Madras
1947, L'auteur appelle cette formule loi distributive générale de I'Algébre des
ensembles.
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(4) P=E H+LE,H,+ ..
(5) Q= H, (E,+ H) (E,+ Hy) (Ey+ H,) ...

Soit p un élément de Iensemble P. Daprés (4) il existe ur
indice n, tel que peE, H,, d'ott il résulte d'aprés (1) que

peEr pour klzn et peH, pour k<In,

ce qui donne ‘ '
peH, et peEir+ Hiyy pour k=1,2,..

et, d’aprés (5), pe Q. On a donc PC Q.-
D’autre part, soit ¢ un élément de I'ensemble Q. Posons

©) | H=H, H,H, ..

et distinguons deux cas.

1° geH. Daprés (2) et (6) il existe un indice n, tel qu
geE,, et daprés (6) on a qeH, donc ek, H, ce qui donn
d’aprés (4) geP.

2° ¢eH. D’aprés (6) il existe un indice k, tel que e Hy; soitn
le plus petit de ces indices k. On ne peut pas avoir m =1, puisque
d’aprés geQ et (5), on a ge H;. On a donc m=n-1, oll n est wr
nombre naturel, et il résulte de la définition du nombre m que
qe Hu1, donc que qeH, Or, daprés (5) et vu que ¢e¢Q, on :
qeEn+ Huy1, ce qui donne, vu que ¢€¢Hp=Hut1, geEy On:
donc geE, Hy,, et d’aprés (4) geP.

On a donc dans tous les cas Q(C P et, puisque nous avon
établi ci-dessus que P(_ Q, on a P=Q. Vu les formules (4) et (5)
la formule (3) est vraie. Notre lemme est ainsi démontré.

Démonstration du théoréme. @ étant un anneau d’en-
sembles, soient E et H deux ensembles, tels que Ee®,, He®y, HCE
D'aprées Ee®; et He®; il existe des suites infinies d’ensembles M,
et No» (n=1,2,..) de la famille ® et telles que

™ E=M1+Mz+ wy H=N, Ny Ny ...

Posons

(8) EIL=M1+M2+ e +Mn, Hn=N1N«3 ---Nu, pour Il‘:].,z, .

@ étant un anneau d'ensembles et vu que M,e® et N,e® pow
n=1,2,.., nous trouvons E,e® et H,e® pour n=1,2,..; d'aprés
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(8) on a les formules (1); d’aprés (7) et (8) on trouve
(9) t=F+FE,+ .., H=H HH,..,

ce qui donne, d'aprés H(E, la formule (2). D'aprés notre lemme
on a donc la formule (3). Définissons maintenant l'ensemble P par
la formule (4). D’apres (3) nous aurons

(10) P=H, (E,+H) (Ey+H,) (Ey+H,)....

Les formules (4) et (9) donnent P(C E et les formules (9) et (10)
donnent H("P. On a donec HC PCE.

Enfin, vu que les ensembles E, et Hn (n==1,2,..) appartiennent
4 Tanneau P, on conclut que les termes de la série (4), de méme
que les facteurs du produit (10), appartiennent a ®, done, d’aprés
(4) et (10), on a Pe® et Pe®y. Notre théoréme est ainsi démontré.

§ 35. Théorémes sur la séparabilité des ensembles. Si @
est une famille donnée d’ensembles, si E et H sont des ensembles
donnés (appartenant ou n’appartenant pas a4 ®) et s'il existe des en-
sembles P et Q, tels que

Pe®, Qe®, PQ=0, ECP et HCQ,

nous disons que les ensembles £ et H sont séparables ®. (En d’au-
tres termes, les ensembles E et H sont séparables @, si on peut les
couvrir par des ensembles disjoints de la famille D).

Théoréme 5. Si ® est un corps d’ensembles, chaque paire
d’ensembles de la famille ®y est séparable @ - ;.

Démonstration. Soit ® un corps d’ensembles et soient
M et N deux ensembles disjoints de la famille ®;. On a donc
M=M,M,M,... et N=N, Ny Ny..., ot Mpe® et Nye® pour n=1,2,....
Posons Q=M,+N,, H=M et E=Q—N. La famille ® étant un
corps d’ensembles, on a QNI’ et, d’aprés Noe® pour n=1,2,..,

ona E=Q—N=Q— HN S‘(Q-N ¢ de. Or, daprés H=M,

n=1 n=1
E=Q—N, MN=0 et MCM (CQ, ona HCE, He®;, Ee®,
et la famille ¢, étant un corps, est un anneau d'ensembles. Il existe
donc d'aprés le théoréme 4 un ensemble Pe®; @y, tel que HCPCE,
done M(” P Q—N, d'ot1, d’aprés NCN,(CQ, on trouve NCQ—P.
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D'aprés Pe®,-®; et Qe®, vu que ¢ est un corps, nous concluons
que Q—Pe®;-P;. On a donc MC P, NCP—Q, ott Pet Q—F
sont des ensembles disjoints de la famille ®,-®;, ce qui prouve
notre théoréme.

Théoréme 6. Si ® est un corps d’ensembles et si E,, E,, ..., E,
(m>>2) est une suite finie d'ensembles de la famille @y, il
existe des ensembles H,, H,, ..., Hn de la famille ®_ - ®;, tels que
H H,..Hy=0 et ExC H; pour k=1,2,..,m.

Démonstration. Pour m=2, notre théoréme coincide avec
le théoréme 5. Soit maintenant m un nombre naturel =2 et sup-
posens que notre théoréme est vrai pour m ensembles. Soient
Ei, Es, ... Em, Emy1 m+1 ensembles de la famille ®; tels que
E\E,...EnEns1=0. Etant donné que E, e ®; et que Lpi1edy, ona
aussi Em Eny16®;. Notre théoréme étant vrai pour m ensembles, il
existe des ensembles L, Ly, ..., Ln de la famille ¥, ®; pour lesquels
LiLy..Ln=0 et EkCLk ot k=1,2, wom—1, et E, Em+1CLm .
© étant un corps d’ensembles et, vu que Ene Py, Epnyre®y et Lne @,
les ensembles En — Ly et Enyi— L appartiennent a @ et, d’aprés
EnEni1(C Lm, sont disjoints. D’aprés le théoréme 5, il existe des
ensembles M, et M, de la famille @, - @3, tels que M, M,=0, E,, M,
et Eni(C M,. Posons

Hk:Lk pour k:]wz; ...,"'l'—l, Hm =Lm + Mly Hm»}—l:Lm + ]MJ

Or, les ensembles L,,L,,..,Ln appartiennent a O, - Dy et Oy, =D,
(puisque @ en tant que corps, est anneau, voir p. 168 et p. 176), donc
les ensembles Hy, H,,..., Hn, Hni1  appartiennent a G, -P;. On a

H H,..Hy Hoyy=L, Ly... Loy (Ln+ M,) (L + M) =
= L1 Lg o Lm + Ll Lz o Lm—1 M]_ Mg == 0

(puisque LyLy..Ln=0 et M, M,=0). Finalement on a

ExC Ly=H; pour k=1,2,.,m—1, E.CM, C Hpn,

Em+1CM2CHm+1-
En supposant que le théoréme 6 est vrai pour m ensembles,

nous avons démontré qu’il est vrai aussi pour m -1 ensembles.
11 est donc démontré par induction.
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Remarquons que l'on peut démontrer un théoréme plus général

que le théoréme 6, 4 savoir le

Théoréme ?. Si ® est un corps d’ensembles et E* (k=1,2,..)
une suite infinie d’ensembles de la famille ¥y, pour laquelle
E'E*E? ...=0, il existe une suite infinie d'ensembles H*(k=1,2, o)
de la famille ®;-®, pour laquelle H' H*H?*..=0 et E*(_ H* oi

Ck=1,2,... :

Ce théoréme résulte sans peine du lemme suivant.

Lemme'). Si EF (k=i,2, ) est une suite double

d’ensembles, telle que

y n=1,2,..

EFTER . pour k=1,2,.; n=12,..,

et si, en posant

[* = I I E® pour k=1,2,..,
n==1
on a

alors, en posant

oo

H"=Z Ek— Hﬂ‘k pour k=1,2,..,
n=1 i<n+1

ek

on a

Hi=E [T EBs,y + (E6— [] E pour k=12, ..,
= S
EXC H* pour k=1,2,..

et
[[H:=0.
=1

Pour obtenir du théoréme 7 le théoréme 6, il suffit de poser
E¥=FE, pour k=m+1, m+2,... :

1) Jai démontré ce lemme dans Fund. Math. 23, p. 296—298.
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Théoréme 8. Si @ est un corps d’ensembles et si E et H
sont des ensembles de la famille @y, les ensembles E—H et H—E
sont séparables ®,..

Lemme. Si E, H M, N, E, et H, (n=1,2,..) sont des en-

sembles quelconques, tels que

@ EOEDED. @ HDHDHD.
) E—=E,EE,.. 4 H—=HH,H,..
) M= (E,— H)) + (Ey By — H) + (E, B, — Hy) + ..
®) N—(H,—E,) + (E; Hy—Eq) + (Ey Hy—E)) + ..,
(171)0 " iN—o, ©® E—HC M, © H—ECN,

- Démonstration du lemme. Soient E, H M, N, £, et H,
des ensembles satisfaisant aux conditions (1) — (6). Admettons qu’il
existe un élément pe MN. 1l existe donc d’aprés (5) et (6) des nom-
bres naturels k et [, tels que peEy—H, et pe H— K. Or peky,
peH:, peH, peE;. Si k<{l, alors d'aprés peE, et d'aprés (1)
on a p€Ey, ce qui est impossible (puisque pekEy); si k>, alors
d’'aprés pe Hy et d’aprés (2) on a peH,, ce qui est aussi impossible
(puisque pe H). La formule (7) est donc vraie.

Soit maintenant peE—H; on a donc peH et dapres 4) i1
existe des nombres naturels m tels que peHu: soit m le plus petit
d’entre eux. Si m=1, on a peH,. Or, daprés pe E— H et d’aprés
(3), on a pek;, donc. peE,—H,. Si m>1, on a, vu la définition
du nombre m, pe Hu—y, peHn et, daprés pe E— H( E et d’apras
(3), on a peEn, donc peEn Hyy—H,,. D’aprés (5) on a dans chacun
de nos deux cas pe M. La formule (8) est donc vraie. On démontre
pareillement la formule (9).

Démonstration du théoréme 8. Soit ¢ un corps d’en-
sembles et soient E et H des ensembles de 1a famille ®;. Il en résulte,
comme nous le savons (cf. la démonstration du théoréme 4), qu’il
existe des suites d’ensembles E, et H, (n=1,2,..) de la famille @,
pour lesquels on a les formules (1), (2), (3) et (4). Définissons ensuite
les ensembles M et N par les formules (5) et (6). ® étant un corps
d’ensembles, il résulte des formules E,e¢® et H,e® pour n==1,2,..
que les termes des séries (5) et (6) appartiennent a @, d’ol IMeP, et

§ 36. Opération (/) et ses propriétés. 185

Ne®,. Or, daprés les formules (1)—(6) et d’aprés notre lemms,
on a les formules (7), (8) et (9). Les ensembles E et H sont donc
séparables ®, et le théoréme 8 est démontré.

Rémarquons qu’on peut démontrer un théoréme plus général
que le théoréme 8, & savoir le

Théoréme 9. Si ® est un corps d’ensembles et E',E2, .., E™
une suite finie d'ensembles de la famille ®;, il existe une suite

HY, H?,..,H™ densembles de la famille ®_ pour laquelle on a
H*H:..Hm"=0 et

Et—FE'E* E»(C H*, pour k=1,2, ...,'m.
Ce théoréme est une suite facile du

Lemme '). Sim est un nombre naturel >1 et EX (k=1,2,..,m;
n=1,2,..) sont des ensembles tels que

EXDEr . pour k=1,2,.,m; n=1,2,..,

alors, en posant

EF —-—-Hl’,n, pour k=1,2,.,m
n=1
et

H’“*—( H Ei ) + v(p H]Ln__i HE;), pour k=1,2,.,m
n=1 ik

ik

(ott I I Z: désigne le produit Z,Zs ... Zx—t Zi1... Zm), o0 a
ik

m .
——HEiCH", pour k==1,2,..,m
i=1
et
m

[[ H=0.

k=1

§ 36. Opération (4) et ses propriétés. Si l'on a fait corres-
pondre a toute suite finie de nombres naturels ng, n,, ...,ne un
ensemble F,,n,..n,, on dit quon a un systéme déterminant
S=|Ey, n,..n.]. L'ensemble

hJ ’d1 démontré ce lemme dans Fund. Math. 23, p. 300—303, Lemme III.
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N(S) = .ZV [En,,nz,,..,nk] = Z L]l Ifnt,ng,...,nk

Ny, Mgy oo K

ou la sommation 2 s’étend a toutes les suites infinies de nombres
Ny, Moy oe

naturels n,ny, ..., est dit noyau du systéme déterminant S.
~ Donc, pour qu’on ait pe N(S), olt S=[En, n,...nl, il faut et il
suffit qu'il existe une suite infinie de nombres naturels n,n,,...,

telle que N
pe En, En,, n, En,,n,,nn vee e

$ étant une famille d’ensembles, désignons par @, la famille de
tous les noyaux des systémes déterminants formés d’ensembles de
la famille ®.

Dans le cas particulier ott @ est la famille de tous les segments
d'une droite, ®4 est la famille de tous les ensembles analytiques
linéaires. Les ensembles analytiques, découverts par Michel Souslin
en 1917 et étudiés surtout par N. Lusin et plusieurs autres auteurs,
jouent un réle essentiel dans la théorie des ensembles de points et
dans la théorie des fonctions d’une variable réelle. N. Lusin a con-
sacré un livre ') aux ensembles analytiques.

Quelle que soit la famlle ® d’ensembles, on a

(1) @ (CDy,

puisque tout ensemble E est évidemment noyau du systéme déter-
minant [E, s, ..nJ, o0, pour toute suite finie n,,n,,..,n;r de nom-
bres naturels, on a Eq, n,,...n, =E.

Théoréme 10. Quelle que soit la famille ® d'ensembles, on a
(2) Dyy=0=Dy.

Démonstration. Soit F un ensemble de la famille $44.
I’ensemble E est donc le noyau d'un systéme déterminant formé
d’ensembles de la famille 4, soit

(3) E=N [Er” r”“"’s] —_ Z ﬁEr,,r,....,rx_

Ty Tay e 8=1

) N. Lusin, Legons sur les ensembles analytiques et leurs applications,
Paris 1928. Voir aussi W. Sierpiniski, Les ensembles projectifs et analytiques,
Mémorial des Sciences Mathématiques, Fasc. 112, Paris 1950, o, p. 30, se trouve
la bibliographie ultérieure.
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Soit ry, 1y, .., s une suite finie de nombres naturels. L’ensemble
E™™""s en tant qu’appartenant 4 la famille ®4, est le noyau d’un
systéme déterminant formé d’ensembles de la famille @,

-
Fayeee ey Tl Tyy Tay viey T
4) Ertets— N (Epmon] = O[] B
k=1

Ny, Ny, ooe

Nous savons que pour tout nombre naturel k il existe des nom-
bres naturels pr et ¢ bien déterminés par le nombre k et‘tels que

(5) k=2""(2q—1).

D’aprés (5) on a
(6) gr <k pour k=12,...

D’apreés (6) et (5), si ny,ny,..,n; est une suite finie de nombres
naturels, les nombres naturels

p"l’ an’ wrey p”qk et (1’12(1’\:_1’ qn2 (2(”5“1) y weny (111217}\-“-1&(”:*1)

sont bien déterminés (par ny,ng,..,nx). Nous pouvons donc définir
un systéme déterminant [Eq, n,...n.], en posant pour toute suite finie
ng, N, ... N de nombres naturels

\PnpPng - Pn
E = e g :
(7) Ty Moy eaey Ny 11"2 flk’—l, qn? @ (lk_l)‘ .‘.,(1"2111‘____1 @ (Ik—l)
Je dis que
(8) E = ]V-[En,, n;.,.A.,nk] = Z n ILnu Rgyeeny N *

Ny Ny, .00 k=1

En effet, soit x un élément de N[En,n,..n]. Il existe donc une
suite infinie n,,1n,,.. de nombres naturels, telle que

(9 x6En ny.ng, pour k=1,2,...
Posons (
(10) re =pas, pour s=1,2,..

et soit s un nombre naturel donné. Posons

(11) Jn=ngl—1p,_q) pOUr h=1,2,...
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Or, d’aprés (7), (10) et (11), nous avons

Evynaycmh—g gy =L 5% pour h=1,2, ...
(puisque, d'aprés (5), on a poh—tge—yy=~h et @h—-lpgey=3, pour
h=1,2,..), ce qui prouve d’aprés (9) que

]*7‘1,7'2...‘,7‘5
VN :
J1,02, 0000

Xe. pour h=1,2,..

r

donc, d’aprés (4), que xeE™™""". On a donc

(12) xeE™™ s pour §=1,2,..

?

ce qui prouve d’aprés (3) que xeE.
Nous avons démontré ainsi que

(19) N[Enny..n,] E.

. Soit, d'autre part, x un élément de l’ensemble E D’aprés (3)
il existe donc une suite infinie de nombres naturels ry,r,, ..., pour
laquelle les formules (12) sont vraies.

D'aprés (12) et (4) il existe pour tout s naturel une suite infinie

de nombres naturels m{, m{, .., telle que
0 SR
(14) XE E":(ls): m(;‘),s..., mg) pour k =12, ...
Posons ;
rp—1
(15) n, = 2" (ng;’l)—l) pour h=1,2, ...

3 by :
Vu que d’apres ((53 Py—tp, y=T €t (y—1,, =S5, On @
— o lap), s i—1
Py =Tnr G, =m,,"; si h=2"" (2¢q,—1), on a donc grn=qs et pp=i.
(ax . X ‘
Donc (1n2i~1(2qk_1)=miq”, d’ott d’apres (7)

E — TisTyrvens T
s My ey Emg‘lk), mgq B m[(]‘lkk)

et, d’aprés (14) (pour s==qy),

X Ehnl,na,..., n. pour k= 1,2,...
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Donc x ¢ N[En,n,..n]. Nous avons démontré que
ECNIEu, n,.m]s

ce qui donne d’aprés (13) la formule (8).

Or, d’aprés (7) les ensembles E"],nz, ..n appartiennent tous a la
famille ®: la formule (8) prouve que Fe®4. Nous avons ainsi dé-
montré que P4 P4, et puisque d’aprés (1) P4(CPas, on ala
formule (2). '

Notre théoréme est donc démontré.

Corollaire 1. Quelle que soit la famille ® d’ensembles, on a
(16) o P, et ©CO,.

Démonstration. Si E=H +H,+ ..., ou H,e® pour
n=1,2,.., posons, pour toute suite finie ny,n,,...,Nk de nombres
naturels,

1
) bnl, Ny, oy i = Adn, -

On voit que E=N[Eu,n,, .., n]-
Si E=H, H, H, ..., posons, pour toute suite finie ny,ny,..,n. de
nombres naturels,

Enl, Ry on "k= Hk .

On voit que E = N[Enl, Ny s "}:]‘
Tes formules (16) sont établies.
D’aprés (16) et le théoréme 10, nous avons pour toute famille ®

d’ensembles
(’I)Ac C(I)A et (I)AB C(I)A;
d’aprés (1) la famille ¥'=2, satisfait 4 la formule
4+, C¥

et, comme P, est la plus petite famille ¥ d’ensembles satisfaisant
A cette formule (voir p. 172), nous avons Py (C ®,. Nous avons donc
le suivant corollaire:

Corollaire 2. Quelle que soit la famille ® d’ensembles, on a

®,CP,.
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Un systéme déterminant [En1’"z""’ n.] est appelé systéme d’uni-
cité, si, my,my,.. et ny,n,, .. étant deux suites infinies différentes
de nombres naturels (c’est-d-dire des suites telles qu’il existe au
moins un nombre k pour lequel my % ni), on a toujours

oo
-’ ' 1 ~
A —
Lml, My, .. My bn.l, Ry ey g T 0.
k=1

Désignons, pour toute famille ® d’ensembles, par ®, la famille
de tous les ensembles qui sont des noyaux des systémes d’unicité
formés d’ensembles de la famille ®. On peut démontrer que, quelle
que soit la famille ® d’ensembles,

[
b vu

= (I)U n.

On peut aussi démontrer que, quelle que 'soit la famille ®
d’ensembles, toute somme d’une suite finie ou infinie d’ensembles
disjoints de la famille $, appartient a ¢, 2) et que tout produit
d'une suite finie ou infinie d’ensembles (disjoints ou non) de la
famille ¢, appartient a @ %).

§ 37. Forme abstraite du Théoréme de Souslin. Nous dirons
que deux systémes déterminants [En,n,,...n] et [Hn, n,,..,n] sont en
relation R, §il existe pour chaque paire de suites infinies de nom-
bres naturels p;,ps, ... et q1, ¢z - Un nombre naturel s, tel que

.
bpl, Pys i Pg qu, Qo gs= 0.

Théoréme 11¢), (Forme abstraite du théoréme de Souslin).
Si E et H sont des noyaux des systemes déterminants formés d’en-

sembles d'une famille ® et qui sont en relation R, les ensembles
E et H sont séparables ®p.

Lemme. Si EE, .. et H,H, .. sont deux suites infinies

d’ensembles, ftelles que pour tout m et n naturels les ensembles
En et H, sont séparables ®p, les ensembles

) Voir Fundamenta Mathematicae 21, p. 255, Théoréme III. La démon-
stration est assez longue (pp. 256—261).

f) L.c p. 251, Th. I et p, 253, Th. Id,
% L.ec,p 253, Th. II.
H Cf W. Sierpinski, Fundamenta Mathematicae 25, p. 29,
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(17) E=E,+E+.. e H=H +H,+..

sont aussi séparables ®pg.

Démonstration du lemme. Soient E,E,,... et H, H,, ...
deux suites infinies d’ensembles, tels que pour tout m et n naturels
les ensembles En et H, sont séparables ®z. Il existe donc pour tout
systéme (m,n) d’indices deux ensembles Mp . et Nun, tels que

(18) ]”m,na (-I)B 3 -Nm,n6 (I)B, Mm, n -Nm, n= O, Em C ]um,n, Hn C Nm., .

Posons : )
(19) 1”22 HMm,n, NZS [ Nm,n
m=1 n=1 n=1 m==1

D’aprés (18) et (19) nous trouvons immédiatement M e‘<I>B, Nve Py et
MN=0, et d’aprés (17), (18) et (19) EC M et HC N. Les ensern-
bles E et H sont donc séparables ®p, et notre lemme est démontré.

Démonstration du théoréme 11. Soient E=N[E; .., n;]
et H= N[H,,u,..n] les noyaux de deux systémes déterminants
formés d’ensembles de la famille ® et qui sont en relation R. Posons

pour tout systéme fini ry,r,,..,rs de nombres naturels

T N
(20) ElvTeeTs — Er1 Erl, r _,,E,.l‘ Tyr e T Z Erl',:‘, s T 'llhrx"'z' s T Ty Ty e

2
Ny, Ng, e

et .
(21) HNlw o Ts — L[r1 H, STyt er’rz’ o Tg Z H"r’z’ s Tgs rtIHr

) o Tg Ty By eees
1y, Ny

1T

Il résulte des formules (2‘0) et (21) que

(22) - E=E+FE+., H=H'Y H*+..

et, pour toute suite finie ry,r,,...,rs de nombres naturel;,

23) JoTv T e T y EvTe ot ETpTy s = 2 HTom = Te
H )
n=1 n=1

Admettons, contrairement 4 1’énoncé du théoréme, que les en-
sembles E et H ne sont pas séparables ®g. 11 résulte immédiatement
de notre lemme et des formules (22) qu'il existe deux nombres
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naturels p; et g, tels que les ensembles L't et H% ne gont pas
séparables ®¥g. Or, d'aprés (23), nous avons

Eli= D E"" et Hi= ) H&"

n==1 n=1

et nous concluons (d’aprés notre lemme) qu'il existe des nombres
naturels p, et ¢, tels que les ensembles E'vP: et HY% ne gont pas
séparables ®jp.

En raisonnant ainsi de suite, nous obtenons deux suites infinies

de nombres naturels p;,p, ... et ¢, ¢y, .., telles que pour s$=1,32,..
les ensembles
(24) ' EPvPeenls o H ot

ne sont pas séparables ©j.
Or, d’apres (20) et (21)

PysPysvees Ly aens
(25) E 1Py Py C E[’l,l?,‘, by et [](’[vflgr O C 1:1(11, Uy oens Gy »

Si, pour un s naturel, les ensembles Ep o ppn, et H,
étaient disjoints, les ensembles (24) seraient d’aprés (25), séparables
® et, a plus forte raison, séparables Pp, ce qui est impossible.
On a donc

Epl,ng. wly Hq‘,q, w57 0 pour s==1,2, ...

contrairement 4 Uhypothése que les systémes déterminants |K
et [Hu,n,..n] sont en relation R.

L’hypothése que les ensembles E et H ne sont pas séparables dy
implique donc une contradicticn. Le théoréme 11 est ainsi démontré.

ny, Ry "k]

§ 38. Le crible de Lusin. Soit R I'ensemble de tous les
nombres rationnels (respectivement de tous les nombres rationnels
contenus entre 0 et 1). Si 4 tout pombre r de K on a fait corres-
pondre un ensemble E,, cn dit qu'on a défini un crible [E:]. On
appelle noyau du crible [E,| 'ensemble de tous les éléments p pour
lesquels il existe une suite infinie décroissante de nombres de R
(dépendant de p)

I N S e

)

telle que

pek, pour n=1,2, 3, ...

Uy s @s

icm

§ 39. _ Les opérations de Hausdorff. 193

On peut démontrer que le noyau du crible [E,] est noyau
d'un systéme déterminant H,n,..n, formé d’ensembles E, consti-
tuant le crible [E;}Y). La proposition inverse nest pas vraie (par
exemple le systéme déterminant {Hy, n,,..,n}, olt Hyony.ooymy={(—1)%}
pour tout systéme fini de nombres naturels n,,n,,..ni, a comme
noyau l'ensemble vide. Cependant 1’ensemble vide n’est pas un noyau
du crible formé seulement des ensembles {1} et {—1}).

' ® étant une famille d’ensembles, désignons par Px la famille
formée de tous les noyaux des cribles formés d’ensembles de la
famille .

On peut démontrer que, si la famille ® est (simplement) mul-

tiplicative (c’est-a-dire si ®==®,), on a '

Px=7=>4%) et Prx=x

(ces formules peuvex;t étre en défaut pour les familles @ quelconques
d’ensembles) ).

§ 39. Les opérations de Hausdorff, Soit N un ensemble de
suites infinies ny,n,,... formées de nombres naturels. Posons, pour
toute suite infinie d’ensembles E,,E,,..., -

Hy(Ey Ey,..) =D En Eq By ...
N

ou la sommation s’'étend 4 toutés les suites infinies ny,n,,... formant
T'ensemble N.  Hy est donc une opération sur les suites infinies
d’ensembles. Les fonctions Hy dites fonctions de Hausdorff*) dé-
pendent d'une suite infinie de wvariables.

On peut démontrer que la famille de toutes les fonetions de
Hausdorff est la plus petite famille @ de fonctions d’une suite infinie
d’ensembles satisfaisant 4 deux conditions suivantes:

1° chacune des fonctions
fi(Ey, Eyy ) = Ex,
olt k==1,2,..., appartient a ®;

') Voir W. Sierpifiski, Fundamenta Mathematicae 11, p, 17—18.

9 Lec,p 18 ‘

%) Voir W, Sierpinski, Fundamenta Mathematicae 34, p. 71.

) F. Hausdorff les appelle fonctions 35 voir par exemple Fund.
Math. 20, p. 100.

W. Sierpiniski. Algébre des Ensembles, ' . 13
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20 la somme et le produit d'un ensemble quelconque de fone-
tions de la famille ® appartient a & ). ’

Désignons, pour toute famille ® d'ensembles, par Hy(®) la fa-
mille de tous les ensembles Hy(E;, E,,...), ot Exe® pour k=1,2,....
On a alors pour toute famille ® d’ensembles et pour tout ensemble
non vide N de suites infinies de nombres naturels

O Hy (),
(@ CY)->[Hy(®)C Hy(¥)].

Il est facile 4 démontrer qu'il existe une opération de Hausdorff
Hy, telle que pour toute famille ® d’ensembles

et

Hy (®) = (Pa4);

il suffit de prendre comme N I’ensemble de toutes les suites infinies
Ny Ny, ..., telles que la suite infinie n,;, n,—n,, Ng— Ny, Ny—1y, ...
sqit une suite extraite de la suite géométrique 1,2,4,8, ... 2)
En effet, si entre les ensembles E,,E,, ...
systéme déterminant {Hy, .. .} on a la relation

E

et les ensembles du

on,—1 Jotrtne—ly | Lomit et tap—1= Hnl, Ryyery R s

quelle que soit la suite finie de nombres naturels Ny, Ny, ., Nk, alors

HN(Ey E2: ) = 2 Hnl Hnl, n, Hnl, g, Ry e s

ny, ny, ...

On peut donc considérer I'opération (4) comme cas particulier
de l'opération de Hausdorff. :

Or, on peut démontrer qu’il n’existe aucune opération de
Hausdorff Hy, telle que I'on ait pour toute famille & d’ensembles
Hy(®) = &z 3), .

On peut démontrer que, Hy et Hy étant deux opérations quel-
conques de Hausdorff, il existe toujours une opération de Hausdorff
Hp, telle que pour toute famille ® d’ensembles on a

Ho(®)= Hu (Hn(®)) 4.

f) Vo%r ma note dans C. R. Soc. S¢. Varsovie 19, Classe III (1927) p. 463.
%) Vofr F. Hausdorff, Mengenlehre 1935, p. 93.

%) Voir W. Si erpinski, Fundamenta Mathematicae 10, p. 427.

‘) Fundamenta Mathematicae 15, p. 201.
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On peut aussi démontrer que, szi, HNQ, ... étant une suite infi-
nie quelconque d’opérations de Hausdorff, il existe une opération de
Hausdorff Hp, telle que

Ho(®) D Hy,(®), pour k=1,2,..,

quelle que soit la famille ® d’ensembles ).

Une fonction d’'une suite infinie d’ensembles f(E,, E,,...) est
dite d’aprés Kantorovitch et Livenson ?) fonction analytique
positive, si les formules .

@) pef(Ey ) et qef (Hy, H,.)
entrainent toujours I'existence d'un au moins nombre naturel k, tel que
) peEr et qeH;.

On peut démontrer que les fonctions analytiques positives coin-
cident avec les fonctions de Hausdorff. ‘

En effet, on vérifie que toute fonction de Hausdorff est une
fonction analytique positive. D’autre part, f étant une fonction ana-
lytique positive donnée, on peut démontrer que, pour tireuver une
fonction de Hausdorff Hy pour laquelle f= Hy, il suffit de prendre
comme N l'ensemble de toutes les suites infinies n,,n,, .. de nom-
bres naturels, telles que EnlEanns...C f(E,, Ey,...), quelle que soit
la suite infinie d’ensembles E,, E,, ....

Kantorovitch et Livenson appellent une fonction d'une
suite infinie d'ensembles f(E, Es, ..) fonction™ analytique, si les for-
mules (1) entrainent toujours l'existence d’un nombre naturel k, tel
qu'on a ou les formules (2) ou bien les formules

peE:r et qeHe?d).

Soit f(E,, E,,...) une fonction d’une suite infinie d’ensembles,
qui est égale a la somme de tous les' produits En En En, ..., oit la
sommation s'étend a toutes les suites infinjes croissantes de nombres
naturels ny,n,,..., pour lesquelles on a E, D) En D E, ... On peut
démontrer qu’elle n’est pas une fonction analytique (et, & plus forte
raison, qu'elle n’est pas une fonction de Hausdorff). Mais alors la

) Fundamenta Mathemazticae 16, p. 1.
%) Fundamenta Mathematicae 18, p. 225.
%) 1 ¢, p. 224—225.
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famille de tous les. ensembles f(Eq, Es,...), .00 Ey; Ey .. sont des
ensembles linéaires fermés, est la famille ‘de tous les- ensembles
analytiques linéaires *). ‘

EXERCICES: 1. Soit E un ensemble quelconque. Posons, pour
ACE, fa(x)=—1 si xed et fa(x)=1 si xeE—4, et convenons
d’écrire fc=1f4-fs pour exprimer que fc(x)=fa(x)fr(x) pour xeE.
Démontrer que, pour ACE, BCE et CCE, ona

(fe="fa4-fa)=[C=(4—B) + (B— 4)].

9. Soient E un ensemble non vide et f(X uyne fonction qui
fait correspondre & tout ensemble XCE un ensemble f(X) telle
qu'on a

1) fO—fX¥)CA pour XCE, YCE.

Démontrer que la condltlon (1) équivaut a la condition

2) fmCA+HTEperCE

ZCE

3. Soit f une fonction qui fait correspondre aux sous-ensem-
bles d'un ensemble donné E des ensembles. Démontrer que, pour
que f soit (simplement) additive, c’est-a-dire telle que

€3) fE4+Y)=fX) +f(¥) pour XCE, YCE,
il faut et il suffit que la formule |
@ - ICX+YCE

entraine toujours la formule |

G  F@CI®+)

Démonstration. Supposons que la fonction f est additive,
cest-a-dire qu’on a-la formule (3). En posant T=(X+Y)— Z, nous
avons d'aprés (4) X+Y=Z-+T et, la fonction f étant additive,
fR+FX)=fX+Y)=F(Z+T)=Ff(Z)+f(T), ce qui donne la for-

mule (5). La condition est donc nécessaire.

) Voir ma noté dans Fundamenta Mathematicae 6, p.. 100.
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" Supposons d’autre part que la formule (4) entraine la formule (5).
Pour Z=X-+Y nous avons donc f(X-+Y)C f(X)+F(Y) et nous con-
cluons, pour X=Y=1T, que la formule Z( T entraine la formule
fZ)CF(T), d'ot, pour Z=X et T=X+7Y, nous voyons guwon a toujours
FX)CF(X+Y). De méme f(Y)CFX+Y), dou fF)+f(V)CHX+Y).
Puisque nous avons déja trouvé que f(X+Y)Cf(X)+f(Y), nous
obtenons 1'égalité (3). La condltlon;est aussi suffisanté.

" 4. Soit f une fonction qui fait correspondre aux sous-ensembles
d’'un -ensemble donné E des ensembles. Démontrer que, pour que la
formule )

(6) : EDZDX+Y
entraine toujours la formule

o @D+,

il‘faut et il suffit que la fonction f soit monotone, c’est-a-dire qu’on ait
(8) f@DOHT) pour EDZT.

Démonstration. Supposons que pour la fonction f la for-
mule (6) entraine toujours la formule (7). Soit E_)Z DT} en posant
X=Y=1T, nous avons la formule (6) ce qui d’aprés I’hypothése
entraine la formule (7), et, dans notre cas, la formule f(Z) Df(T)
On a donc la formule (8) et la condition est nécessaire.

D’autre part, si la fonction f remplit la condition (8), et si les
ensembles X, Y et Z satisfont 4 la formule (6), on a ZDX et ZDY,
d'ott d’apres (8) f(Z) D) f(X) et f(Z) Df(Y), ce qui donne la formule
(7). La condition est donc suffisante.-

5. Soit f une fonction faisant correspondre aux sous-ensembles
d’'un ensemble donné E des ensembles. Démontrer que, pour que la

" fonction f soit dénombrablement additive, c’est-a-dire pour quelle

vérifie la formule
f X 4+Xo+ X+ ) =F XD +F Xo) +F (X) +
pour X CE ou i=1,2,..,
il faut et il suffit que la formule

XCX+X+.CE

entraine la formule

FXC &)+ fXe) +
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6. Soit f(X) une fonction qui’ fait correspondre aux ensembles
XCE des ensembles. Supposons qu'elle vérifie la condition

9) XCf&X pour XCE

et supposons qu'il existe pour tout ensemble Y(T E au moins un
ensemble X(CE, tel que f(X)=Y. Démontrer qu'on a pour les
ensembles finis X(CE la formule f(X)=2X, et que cette formule
peut étre en défaut pour les ensembles X infinis.

Démonstration. Comme O0(CE, il existe un ensemble
XCE, tel que f(X)=0 et, d’aprés (9), on a X f(X), donc X=0.
On a donc f(0)=0. Supposons qu'il existe des ensembles finis
Xi CE, ayant k éléments pour lesquels f(Xi) s Xi. Supposons que n
est le plus petit nombre naturel pour lequel a lieu la derniére iné-
galité, et que 'ensemble X, la vérifie. Or, d’aprés ’hypothése sur la
fonction f, il existe un ensemble X E, tel que f(X)=2X,; on a
done X+ X, et, étant donné que, d’aprés (9), X f(X)=2Xa, on conclut
que I'ensemble X a au plus n—1 éléments. Il résulte donc de la
définition du nombre n qu'on a f(X)=2X, donc X=1X,, ce qui est
impossible. ' )

Nous avons ainsi démontré qu'on a f(X)=X pour les ensem-
bles finis X CE. |

Soit maintenant E l'ensemble de tous les nombres naturels et
définissons, pour X (_E la fonction f(X) comme il suit. Si XCE et
I'ensemble E—X est infini ou vide, posons f(X)=2X et, si '’ensemble
E —X est fini non vide, soit f(X) I'ensemble formé de I’ensemble X
et du plus grand nombre naturel appartenant a4 l'ensemble E—X,
On 3 évidemment f(E —{1})=E=#E—{1}.
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