CHAPITRE IV
FONCTIONS. IMAGES D’ENSEMBLES. RELATIONS.

§ 23. Fonctions; correspondances. Soient donnés deux en-
sembles A et B et un ensemble S(C A X B. il existe pour un
élément x de 4 un et un seul élément y de B, tel que (x, y) €,
nous dirons que l'ensemble S fait correspondre univoquement.l’é1é~
ment y a I'élément x.

Tout ensemble S(C 4 X B fait donc correspondre univoquement
certains éléments de Iensemble 4 (dont l’ensemble peut étre, en
particulier, vide) aux éléments de I’ensemble B. Notamment i cha,que
élément xe A pour lequel il existe un et un seul élément y, tel que
(x,y)eS, S fait correspondre I’élément y. Nous pouvons al}Ji"s écrire
y="s(x). ‘

Soit P I'ensemble de tous les éléments x de l'ensemble A pour
lesquels il existe un et un seul élément y de B, tel que (x ,y)eS
s?t soit () 'ensemble de tous les éléments fs (x), ou xel. ;& téu‘;
elén.lent x de P correspond donc univoquement un élément de QQ
(mais aux éléments distincts de P ne correspondent pas nécessaire-
{nent des éléments distincts de Q), et tout élément de Q correspond
4 un au moins élément de P. On dit alors quon a défini une fon-
ction f (univoque) des éléments de Pensemble P, dont les valeurs
sont des éléments de I'ensemble Q; on appelle I'ensemble Q image
d? ‘l’ensemble P obtenu 4 I'aide de la fonction considérée, et on Lie
des:@e par f(P). Pour que Yensemble SCAXB déﬁ;ﬂsse une
fonction (univoque) des éléments de Pensemble 4, dont les valeurs
appartiennent & B (mais n’épuisent pas nécessairement tout l'en-
sc?mble B), il faut et il suffit que toute paralléle 4 I'axe des abscisses
ait un et un seul élément commun avec Pensemble S. L’ensemble S
est appelé alors image géométrique de la fonction qu’il définit |

’La notion de fonction (univoque) définie dans un ense.mble
donné se réduit ainsi 4 la notion d’ensemble.

icm

§ 23. Fonctions; correspondances. 113

On pourrait aussi appeler fonction (univoque) tout ensemble
de paires ordonnées, dans lequels il n'y a pas deux paires ayant le
méme précédent *); f(x) est alors le second élément (univoque) de
la paire dont le premier élément est x. Si les ensembles A et B
sont de 1¢* ordre, la fonction définie dans 4, dont les valeurs appar-
tiennent 4 B, sera déterminée par un ensemble de 3¢ ordre, notam-
ment par l'ensemble des paires ordonnées (x,y)= {{x},{x,y}] (les
paires sont alors des ensembles de 2¢ ordre).

Les notions'de correspondance et de fonction peuvent ainsi étre introduites
4 laide de la notion d’ensemble, Sans intervention des notions non-mathéma-
tiques. Il est & remarquer que dans 1'Encyclopédie des Sciences Mathématiques
(1904, fascicule 1, tome I, volume .1, p. 2) on trouve la soi-disant définition
suivante de la correspondance, utilisant des notions non-mathématiques.

,Dire qu'a un objet d'une collection correspond un objet déterminé d'une
autre collection, c’est dire que la pensée de l'objet de la premiére collection
éveille la pensée de 'objet de la seconde collection”.

Dans I’Algébre des propositions (§ 5), nous avons introduit la
notion de correspondance, qu’on doit considérer comme plus générale
que celle de fonction. Il n’existe pas par exemple une fonction dont
les arguments seraient tous les ensembles et dont les valeurs seraient
les ensembles de tous les sous-ensembles des ensembles-arguments,
puisque l'ensemble de tous les arguments, c’est-a-dire l'ensemble
dans lequel la fonction est définie, serait I’ensemble de tous les en-
sembles ce qui, comme nous le savons, implique une antinomie.
Cependant il existe une correspondance qui fait correspondre a tout
ensemble lensemble de tous ses sous-ensembles. Cette correspon-
dance est déterminée par la fonction propositionnelle:

,,X est un ensemble et y est I'ensemble de tous les sous-en-
sembles de l'ensemble x”.

Pour cette notion de correspondance, plus générale que celle
de fonction, Mirimanoff ét Fraenkel ont introduit (indépen-
damment 1'un de lautre) ' Axiome de substitution: Si a tout élément
d’un ensemble donné correspond un objet, les objets correspondants
ainsi forment un ensemble 2). :

1y Cf. A. Tarski, Fund. Math. 6, p. 58, Déf. 5. )

%) Axiom (VIII) der Ersetzung; voir A. Fraenkel, Zehn Vorlesungen..,
p. 115. Si I'on remplace dans l'énoncé de cet axiome la notion générale de
correspondance par la notion plus étroite de fonction, considérée ci-dessus, on
obtient une proposition qui est une conséquence d’autres axiomes de la théorie
des ensembles.

W. Sierpifiski. Algéhre des Ensembles. 8
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"Si P(x,y) est une fonction propositionnelle de deux variables
et si 4 et B sont deux ensembles donnés, ’ensemble '

E[ZP(x,'y)

xed LyeB

est la projection de ’ensemble: E [P(x,y)] sur Iaxe des abscisses.
En effet, on a ved, yeB

B <x0 e[ [Z"P(x, !/):,) E [_(x"e“l)'z P(x,, ‘llj,)_l _

i

xed LyeB T yeB

=Y (<xo,y>e Pyl

yeB xed, yeB

Soient f une fonction définie dans un ensemble A et f(4) son
image, c'est-d-dire l’ensemble de tous les éléments f(x), ot xe A.
Au lieu de f(4), on écrit aussi {f(x))xea. On a

[T{wercor= Sieed w=re).

Il en résulte linterprétation géométrique de I'ensemble f (A4):
c’est la projection sur l'axe des ordonnées de l'image géométrique
de la fonction f (c’est-a-dire de I’ensemble - E [x;efl? y=71(2)]).

] (x,p)
Une suite infinie peut &tre considérée comme cas particulier

d'une fonction, ol I’ensemble des arguments est I’ensemble de tous
les nombres naturels.

L’ensemble de toutes les fonctions univoques, définies pour
tous les éléments de I'ensemble 4 et dont les valeurs appartiennent
4 I'ensemble B, est désigné par B4. '

Pour toute paire d’ensembles non vides A et B, la puissance
B4 est donc un ensemble non vide bien défini.

Deux fonctions f et g définies pour les éléments d’un ensemble A
méme différemment, sont regardées comme égales (ce qu'on écrit:
f=g) dans ce cas (et seulement dans ce cas) o l'on a f(a)==g(x)
pour tout xe 4. L’affirmation que deux fonctions f et g, définies

dans 'ensemble A, sont distinctes, équivaut donc 4 la proposition
suivante: . ’

| E e A)(F(x) g ().
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Soit, en particulier, 4 l'ensemble formé de trois éléments
distincts, 4 ==lay,a,, a5}, et soit B 'ensemble formé de deux élé-
ments distincts, B==1b,, b,].

L’ensemble B4 est formé ici de 8 fonctions distinctes dont les
valeurs pour a,a,,da, sont respectivement by, by, by, ou b, by, by, ou
by, b, by, ou by, by, by, ou by, by, by, ou by by, b, ou by by, b, ou
b,, by, bs. L’ensemble A® est alors formé de 9 fonctions distinctes dont
les valeurs pour by et b, sont respectivement a;a,, ou a;a,, ou
a,,ay, OU &y, a;, OU dy, &y, OU &y, dy, OU &y, 8;, OU &y &y, OU ay,dy.

Si les ensembles A et B sont finis et si l'ensemble 4 a m
éléments et lensemble B n éléments, I'ensemble B“ est formé de
n™ fonctions distinctes.

En particulier, il peut &tre 4 ==B. Si par exemple X désigne
I'ensemble de tous les nombres réels, X¥ désigne l'ensemble de
toutes les fonctions réelles d’une variable réelle; si N désigne l'en-
semble de tous les nombres naturels, XV est l'ensemble de toutes
les fonctions réelles d’'une variable naturelle, ou, ce qui revient au
méme, l'ensemble de toutes les suites infinies aux termes réels.

§ 24. Propriétés des images. Si une fonction f(x) est définie
dans un ensemble 4, elle est définie & plus forte raison dans tout
sous-ensemble E de A. Pour tout ensemble E (_ A l'ensemble f(F)
est alors bien défini.

Remarquons que, quelle que soit la fonction (univoque) f dé-
finjie dans 'ensemble 4, on a

fE,+E)=FfE)+ () pour E,C4d, E,C A ‘
et, généralement, quelle que soit la famille I d’ensembles contenus
dans 4, on a
(2 E)=2re.
Eel EeF .

Donc: l'image d’une somme est toujours la somme des images.
L3
Quant a I'image d'une différence de deux ensembles, on peut
affirmer seulement que

fUy—E) DfE)—[(E) pour kK, (4, k(A

cest-a-dire que l'image d'une différence contient la différence des
images. .
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Or, on a évidemment
f(E)CF(Ey) pour B, CI,(C 4,

c’est-a-dire que limage d’'un sous-ensemble d’un ensemble est un
sous-ensemble de I'image de cet ensemble. 1l en résulte que, quelle
que soit la famille F de sous-ensembles de A, on a

@ f(HE) c I,
Fel EelF

c’est-a-dire que [l'image d'un produit est contenu dans le produit
des images.

Soit 4 I'ensemble de tous les points du plan et soit, pour tout
point p du plan, f(p) la projection de ce point sur I’axe des abscis-
ses, paralléle 4 I'axe des ordonnées. f(p) est donc une fonction uni-
voque, définie dans tout ensemble 4. Si E, est l'ensemble de tous
les points de l'axe des abscisses et I, I’ensemble de tous les points
de la circonférence x*+y?=1, on a

FE—E) #fE)—F(E) et [(E E)#F(E)] )

Or, si E;'et E, sont des ensembles de points intérieurs de
deux cercles dont le second est a Iintérieur du premier, on a

f(Ei_E-z) # f(EJ)—f(Ez): mais f(El fa)xf(E])f‘(Ez)-

D’autre part, on peut 'démontrer que, si f est une fonction
(univoque) définie dans un ensemble 4 quelconque, on a, quels que
soient les ensembles E, (C A et E,(C 4,

[f(Es = E) =f(E)—f(E)] — [f (B, E)=f(E) f (E).

On a, en effet, k,=(E,—E,)+FE, E,, dou FE) =f(E,—E,)+
+f(E, E,), vu I'additivité des images.
Or, si f(E;—E,)=f(E,)—f(E,), on en trouve

FIE)=[f(E)—F(En)] + f(E, Ey),
d’ol, en multipliant chague cté par f(E,), et vu que
FEFE)—FEN =0 et f(E)f(E, E)=Ff(E, L)
(puisque f(E, E,) C f (E.)), on trouve FEENF(E)=Ff(E, E,), ¢ q.f d.
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Une fonction f définie dans un ensemble A et qui ne prend
que des valeurs distinctes pour les éléments distincts de 4 —
c’est-a-dire telle que [(p;e 4)(pye 4) (p, #p) > [f () # f (P2)] — est
appellée fonction a valeurs distinctes (ou fonction univalente) dans
I'ensemble 4. Une fonction 4 valeurs distinctes dans un ensemble
est, & plus forte raison, une fonction i valeurs distinctes dans tout
sous-ensemble de celui-ci. Mais elle peut ne pas éire 3 valeurs
distinctes dans un sur-ensemble de cet ensemble. Ainsi par exemple
la fonction f(x)=x? est & valeurs distinctes dans I’ensemble de tous
les nombres réels positifs, mais elle n'est pas 4 valeurs distinctes
dans l'ensemble de tous les nombres réels, puisque f(—1)=7F(1).

Une fonction a valeurs distinctes définie dans un ensemble
fini et dont les valeurs appartiennent 4 cet ensemble, le transforme
en lui-méme. Donc, si I'on suppose les éléments de 'ensemble fini
rangés dans une suite, notre fonction détermine une permutation de
cette suite (et inversement, toute permutation de notre suite déter-
mine une fonction a valeurs distinctes, définie pour l'ensemble
d’éléments de cette suite). Il en est autrement pour les ensembles
non finis. La fonction f(n)==2n par exemple est 4 valeurs distinctes
dans I'ensemble de tous les nombres naturels et elle le transforme
dans une de ses parties aliquotes.

Si la fonction f est a valeurs distinctes dans l’ensemble 4 et
si la- fonction g est 4 valeurs distinctes dans l’ensemble f(4), la
fonction ¢ (x)=g(f(x)) est a valeurs distinctes dans l'ensemble A.

Soit f une fonction (univoque) qui est 4 valeurs distinctes dans
Pensemble 4, et posons B=7{(4). Il existe alors, pour tout &lément
Y de 'ensemble B, un et un seul élément x de l'ensemble A, tel
que f(x)=y. Vu que [yef(4)] EZ [(xed)(f(x)=1y)],il en résulte
qu'un tel x existe. L'unicité de cet élément x s’ensuit de la remar-
que que, si xyed, xyed, x;7%x, et f(x;) étaient égaux a f(x,), la
fonction f ne pourrait pas étre 4 valeurs distinctes dans I'ensemble 4.
Désignons cet élément unique x (qui correspond ainsi a 1’élément y
de B) par f~*(y) Y. ) ’

f~* est une fonction univoque définie dans lensemble B et &
valeurs distinctes dans B, puisque, vu la définition de la fonction
/% on a

) Pour distinguer cet élément du nombre 1/f(y) (si f(y) est un nombre),
certains auteurs le désignent par f_, (y). On pourrait écrire aussi f* ).
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(2) | [[(x=1""@l=Ixe DT ) =n)]);

yeB

done, si [~ (y)=x et [~!(yy) =2, on aurait f(x)==y; et [(x)=y,,

d'olt Y, =Y. .
Lla fonction 7, définie dans l'ensemble B = [(A), est appelée

inverse de la fonction f (définie dans A et a valeurs distinctes dans A).

Pour tout élément x de l’ensemble A, il existe un et un seul
élément y de B, tel que f~'(y)=x, & savoir l'élément y==/(x).
En effet, si pour un élément donne xed on pose y==f(x), on a
'f—‘(y)F,x, vu la définition de la fonction [~!; d’autre part 1'élément
y étant unique, la fonction f~1 est, comme nous l'avons démontré
ci-dessus, & valeurs distinctes dans B.

La fonction f(x), définie dans lensemble 4, est donc inverse
de la fonction f~' définie dans I'ensemble B. Les fonctions [ et /!
sont donc réciproquement inverses, Ainsi, outre la formule (2), nous
avons la formule

@) [Ty

xed

= f(x)] = [(y e B) ([~ (y) = x)]).

Nous pouvons écrire aussi:

[ [[y=r)=

xe¢d yeB

[x=/~"()].

D’aprés (3) on trouve tout de suite:

@ [FU(f(x) =x pour x¢d
et d’aprés (2): ’
(5) [~ (y)=y pour yeB.

Nous pouvons donc dire que les opérateurs [ et /~' se détrui-
" sent mutuellement.
D’aprés (4) et (5) nous voyons que

A =4 et f(~ (B)=B;

vu que f(4)=B8, la premiére de ces formules prouve que /=
Signalons encore la formule

D) =F [fx)eT)

xad

(B) =1,

pour tout ensemble T'(C f(A4
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Si la fonction f est univoque et 4 valeurs distinctes dans l'en-
semble 4, V'ensemble B=f(d) est dit ima ge bnunvoque de 1’en-
semble 4, obtenue 4 ’aide de la fonction f. Alors I’ensemble 4— f~4B
est une image biunivoque de l'ensemble B, obtenue & l'aide de la
fonction .

On dit aussi qu’il existe alors entre les éléments des ensembles
4 et B une correspondance biunivoque (ou parfaite). A tout élément
x de A4 correspond un et un seul élément de B, a savoir 1’élément
f(x), et & tout élément y de B correspond un et un seul &lément
de 4, a savoir I'élément f~1(y).

Une correspondance biunivoque peut exister entre les éléments
d’un ensemble et ceux d'une partie aliquote de cet ensemble; ainsi
par exemple la fonction [(n)=2n établit une correspondance biu-
nivoque entre les éléments de 'ensemble de tous les nombres natu-
rels et les éléments de I’ensemble de tous les nombres pairs. On dit
alors que l'ensemble considéré est infini au sens de Dedekind.
Déja Galileo Galilei savait qu'il existe une correspondance biuni-
voque entre les nombres naturels et leurs carrés?!).

Il est & remarquer que laxiome de l'infini, dont nous avons
parlé au § 11, peut étre exprimé comme il suit: il existe un ensemble
qui est en conespondance blunwoque avec un de ses vrais sous-
ensembles 2).

EXEMPLES. 1. Soit A l'ensemble de tous les nombres réels

et posons, pour x¢ 4,

ol |x| désigne la valeur absolue du nombre x. La fonction f est a
valeurs distinctes dans I’ensemble 4. En effet, si I'on pose pour un
nombre donné xe A

X
© y'“—_l——ﬁxl

) Discorsi e dimostrazioni mafematiche (1638); voir Oswald Klassiker 11,
DP. 2% ¢f. Kasner; Bull. of the Amer. Math. Soc. 11 (1905), p. 455; aussi
E. Carruccio: Galileo precursore dells teoria degli insiemi, Bolletino Unione
Mat. Italiana, II s. 4 (1942), pp. 175—189.

¥) Voir P. Bernays, Journal of Symbolic Logic 6 (1941), p. 5.
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on aura |y|<<l. Si x30, (6) donne y(l-+x)=ux, dol (vu que
1—y #0, daprés |y|<1):

Si x<C0, (6) donne y(1—x)=wx, dol (vu que 1-+ y#0,
d’'aprés |y|<<1):
' o= Y

T14y

Vu que, d'aprés (6), les nombres x et y ont toujours le méme
signe, les deux cas peuvent étre réunis dans une formule

= ’/
1—[y|
Le lecteur voudra démontrer ensuite que f(A)==B est 'ensem-

ble de tous les nombres réels intérieurs 4 l'intervalle (—1,1) et que
la fonction

=Y
e 1—1y|

définie dans I'ensemble B est inverse de la fonction f(x) définie dans
I'ensemble 4. Il existe donc une correspondance biunivoque entre les
éléments de V'ensemble de tous les nombres réels et ceux de l'en-
semble de tous les nombres réels intérieurs a lintervalle (—1,1).

2. Soit A I'ensemble de tous les nombres réels situés a Iinté-
rieur d’'un intervalle donné (a,b), cest-i-dire de tels x réels que

a<<x<<b (ol a et b>a sont deux nombres réels ‘donnés). Posons,
pour xed,

La fonction f fait correspondre biunivoquement 4 l'ensemble A
Pensemble B de tous les nombres réels intérieurs & Vintervalle (—1,1).

3. Soit N I'ensemble de tous les nombres naturels et posons
pour tout élément (m,n) du produit cartésien NX N:

f ((m, n)) == 2m=1 (2 —1).

La fonction f fait correspondre biunivoquement 1’ensemble N
a T'ensemble N> N.

icm

§ 24. Propriétés des images. 121

On peut démontrer aisément que la fonction
g((m,n)):-lzv(m—}-n~——1)(m—%—n)——-m+1

jouit de la méme propriéte. . )

Soit f une fonction & valeurs distinctes définie dans 1ensemb1e'-
A, ' sa fonction inverse, définie dans l'ensemble B=/(.), et F
une famille donnée d’ensembles contenus dans 4. Comme‘ nous le
savons, la formule (1) de la p. 116 est alors vraie. Pareillement,
pour toute famille I, d’ensembles contenus dans B, on a la formule

- ( 1 H) c [T

Hel', Hel',

et, en particulier, si I, est la famille de tous les ensembles [(E), ot Eel:
= [Tre)C ],
Eel kel

L’image d’un sous-ensemble d’un ensemble étant le sous-ensemble
de l'image de cet ensemble, on obtient:

Ff- ( I1 f(E)) Cf( [T ¢ <E»),

Eel Eel

d’ol, vu que les dpérations f et f;‘ se détruisent mutuellement:

() 1 f(ﬁ:)Cf(f Il E),

Eel | Ee¢l

ce qui donne, d’aprés (1), I'égalité:

®) F(TE)=]] i
Eel EoF
| C'est-a-dire: poiu' une fonction a valeur distinctes I'image du
produit est toujours égale au produit des images. . \

On peut aussi démontrer la formule (8), pour les fonctions a va-
leurs distinctes, sans avoir recours aux fonctions inverses. D’apres (1)
il suffit de démontrer linclusion (7). Soit ae H f(E) et soit E, un

EeF
ensemble donné de la famille F; on a donc a_ef(Eu) et il existe
un élément x, de E,, tel que a=F(x,). Or, si E est un ensemble
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-quelconque de la famille [, nous aurons aussi ae/(l) et il existera

un élément « de E, tel que a=f(x). On a donc f(x,) =/ (x); vu
que x 64 et xed (puisque xel el et E(C A pour Fel) et que la
fonction f est 4 valeurs distinctes dans 4, on trouve x, = a; d’aprés
xek, on a xyel; x, est 'élément de chaque ensemble F de la
famille F, d'out a ¢ n E et a= f(.x‘,,)ef( [J')). Nous avons ainsi
‘ EeF ' e

démontré l'inclusion (7), ¢. q. f. d.

Nous démontrerons maintenant que, si la fonction / est i va-
leurs distinctes dans I’ensemble 4, on a

O FE—E)=[E)—[E) pour A, B A

c_est—a—dlre. pour une fonction a valeurs distinctes l'image d'une
différence de deux ensembles est toujours la différence des images
de ces ensembles. o
1 3. : r
L'image d'une différence contenant (pour toute fonction) la dif-
férence des images, il suffit de démontrer que

10 fE—E)CFE)—F(E) pour E,Cd, EyC A

Soit donc aef(k,—k,); il existe un élément xe ks, — [, tel
que a=/f(x). 8i xeE;—F,, on a xek, donc a==f(x)ef(E )"’S’il
était aef(E,), il existerait un élément x'¢ kK, tel que a==f (x')1 ‘et on
aurait f(x)=f(x"). Vu que xek, (C A et ¥ ¢L,(C A et vu que la
foncti‘on f est a valeurs distinctes dans 4, on trouverait x = x’, donc
~d’fpre§ x'e¢Ey xek,, malgré la formule xe¢k,—1I, On VOJ;t que’
aef(E,), done, daprés aef(E,), on a ae FlkE)— /'(“If!,). L’inclusion
(10) est ainsi démontrée, et le théoréme est établi. )

On peut démontrer le théoréme suivant !):

. T;n;fe fonction & valeurs distinctes définie dans I'ensemble A
e ([ ond les valeurs appartiennent aussi & A, détermine une (et une
) B
.chu ei{ ‘ .ecomposmon de Pensemble A en une série infinie d’ensem-
es disjoi [ ' jculier, é ] .
' joints (qui peuvent, en particulier, étre vides),

A=A+ Ayt A+,
f(d)=4, et f(d)=Au1 pour n=2,3,..

1

(c'est-a-dire la fonction f transforme biunivoquement l’ensemble 4,

en lui‘meme et fait corres pOndZ € aux autre rm e leurs

. .
) Voir ma note dans les C. R. Soc. Sc. Varsovie 2§ (1935), p. 1.
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En particulier, si s est l'ensemble de tous les nombres réels
et f(x) la fonction définie dans A par les conditions f(0)==0 et

f(a)=1/x pour x+#0, on a A,=4A et Ap==0 pour n=2,3,....

Le résultat est le méme, si f est la fonction définie dans le: méme
ensemble A par la formule f(x)=x+1. Or, si 4 est 'ensemble de
tous les nombres naturels, nous avons, pour la fonction f(x)=x-1,
A,=0 et, pour n=2,3,..., ensemble 4, est formé d'un seul

&lément n—1.

Dans un ensemble fini K de n éléments on a n! fonctions dif-
férentes 4 valeurs distinctes et dont les valeurs appartiennent a K

(en d’autres termes, il existe n! transformations biunivoques pour un
p

ensemble fini ayant n éléments en lui-méme). Comme l'a démontré
M!c Sophie Piccard, il existe parmi ces n! fonctions au moins une
paire telle que chacune de nos n! fonctions est une superposition
(finie) des fonctions constituant cette paire (c’est-a-dire elle est de la
forme ®; @ ... 0k (x), OU @, Poy-eny Pk sont des fonctions appartenant
2 notre paire de fonctions)*).

Le méme auteur a démontré ®) que parmi les n" fonctions uni-

‘voques définies dans un ensemble & n éléments et dont les valeurs
-appartiennent 4 cet ensemble, il existe trois fonctions ayant cette

propriété que chacune de nos n* fonctions est une superposition
(finie) de ces trois fonctions (M. S. Eilenberg 3) a démontré que,
si n>>1, le nombre 3 ne peut pas étre remplacé dans ce théoreme
par un nombre plus petit).

Il est 4 remarquer que l'étude des fonctions de deux (et a plus
forte raison de plusieurs) variables définies dans un ensemble ayant
deux ou trois éléments et ne prenant que les valeurs de cet ensem-
ble, conduit aux problémes non triviaux et parfois difficiles.

I étant un ensemble donné, désignons par F,(E) I’ensemble
de toutes les fonctions de n variables, f(xy, X, ..., %s), définies pour
xieE(i=1,2,..,n) et dont les valeurs appartiennent a E. si E={1,2},
Pensemble F,(E) est formé de 16 fonctions différentes. Or, parmi
ces 16 fonctions, il existe une, soit ¢(x,y), telle que toute fonction
de Pensemble F,(E) s'obtient en superposant un nombre fini de fois
1a fonction ¢. En d’autres mots, I, (E) estle plus petit ensemble d
de fonctions, auquel appartient la fonction o(x,y) et tel que, si la
fonction f(x,y) appartient a ®, les fonctions f(x, ¢ (x,y)), (o> y)Y)

) Fund. Math. 24, p. 298,

H Lo % Fund. Math. 24, p. 212.
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et f(o(x,y),0(x,y) y appartiennent aussi, ainsi que les fonctions:
que l'on obtient en remplacant une des variables &,y par laufre.-

Notre condition est vérifiée par la fonction ¢, définie comme il suit-
’

et aussi par la fonction ¢, ol
?’(l,l):q}’(l,Z):c‘o' (2,1):2’ I_:J, (272) i 1,

M. E. Zylifiski ') a démontré que seulement ces deux fonc—
tions jouissent de cette propriété. On peut démontrer plus généra-
lement que toute fonction de la famille Iy (£), ot n==1,2,..., s'obtient
en superposant un nombre fini de fois la fonction 9 (ou bien la
fonction ¢') dans laquelle il faut remplacer les variables & et y par
des variables choisies convenablement entre les variables a, &y, ..., X
Comme on le- voit, cette proposition n’est qu’une forme mathéma-
tique d'un théoréme de l’algébre des propositions ).

Pour E=/{1,2,3} la famille F, (k) est formée de 19681 fone-
tions. Ici encore on peut démontrer (ce qui n'est pas d’ailleurs faciley

qu'il existe une fonction ¢ (x,y), telle que toute fonction de I, (E)

est une superposition (finie) de la fonction ). La fonction ¢ peut
étre définie, par exemple, comme suit: :

"p (1;2) = 4’ (1’3) = 'EJ (2:2) =1
$(2,3) =¢(3,2) == §(3,3) =2
(1,1 =0(2,1)=19(3,1)=3.

Les recherches analogues concernant les ensembles finis quel~
conques sont encore plus difficiles.

" Soit m un nombre naturel donné =1 et soit [ = {1,2,..m].
Posons F(E)=TF,(E)+ Fy(E) + ..... En utilisant un résultat de E.
L. Post?®), Donald Webb a démontré Y qu'il existe une fonction.
p(x,y) de la famille F,(E), telle que toute fonction de la famille
F(E) s’obtient en superposant un nombre fini de fois la fonction e

) Fund. Math. 7, p. 203,

) Cf§4 ‘

%) Amer. Journ. of Math. 43 (1921), pp. 180—181,

‘) D. Webb, Amer, Jour. of Math, 58 (1936), pp. 198—194. CL. M. Wajs—
berg, Wiadomosci Matematyczne 43 (1936), pp. 166—167.
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:§ 24,

Autrement dit, I'(F) coincide avec la plus petite famille S de fonc-
tions 4 laquelle appartient la fonction p(x,y), et telle que si les
fonctions f(xy, %y, ..., %) et g(Xk41, Xeq2, x,) appartiennent 2 S, la
fonction p(f(xy, Xy, .., X0), £ (Xk41, Xpa2..., X)), ainsi que toutes les
fonctions que l'on obtient en échangeant ou en identifiant entre
-lles certaines des variables x,,x,, ..., x,, appartiennent 4 S.

Les démonstrations de E. L. Post et D. Webb utilisent les
.symboles de la logique & m valeurs. Le théoréme en question peut
&tre démontré en symboles mathématiques comme suit:

Désignons par p(x) le reste de la division de lentier x par le

‘nombre m et posons
(1) p (o, y) ==p [min (x, y)|+1, pour xek, yek.

Pour démontrer que la fonction p(x,y) jouit des propriétés
«désirées, posons
(2) p(x)=p(x)+1,

pour xel et

(3) $(x,y)=min(x,y), pour xek, yel.
D'aprés (1), (2) et (3) on trouve

(4) ¢(x)=f(x,x), pour xekE

(5) Y, y)=¢"""[f(x,y)l, pour xel, yek

(ol 9% (x) désigne la k-iéme itérée de la fonction ¢ (x)), ce qui prouve
que peS et ¢S, D'aprés (3), la fonction min (x,y) appartient donc
24§, et, comme on a évidemment pour k>1 et x;eE (i=1,2,..k)

min (xy, Xy, ..., ) = min (min (x;, 2, ..., Xk), Xr41),

on conclut par induction que la fonction min (x,, &, ..., X%) appartient
a S pour k=2,3,4,....

Posons ¥, (x)=x pour xek et, pour k==1,2,..
{(6) e ()= & (gt (), 9% (2));

or, d'apres (2), la fonction ¢ (x) représente la substitution

1,2,.,.,m—1,m)
2,3, ..y m, 1 '
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Done la fonction ¢* (x), ou k==1,2,..,m—1 représente la sub-
stitution
1, 2,..,m—k, m——k—{—l,...,rn)
(k+1’,k+2, . m, 1,.. k
On démontre par induction que pour k=1,2,...,m, ¥ (x) re-

présente la substitution

1,2,...; m—k, m-—k—}—lrv, m——7k+2,...,m)
(1,2,...,771.——};,‘ 1, 1,..,1

et on en déduit que

b (x)=1, pour xel.

Vu que ¥, (x)=x pour xel, il résulte de (6) et de ¢¢5 que
m et pour xelf, la fonection.

wm €5. Or, on vérifie que, pour ¢ =1, 2,.,,

(M 7q () =g b (" (@ i (x), X), 97 (%))

1, 2,.,m}\
qg,m,..,m

Posons, pour n naturel

reprééente la substitution

(8) Q‘n (21, 23y ovy 200) = ? [mln (%1, Xy ooy xn)]-

On aura alors [Lneb

- Vu la proprlete de la fonctlon (7) on conclut que la fonction
Tq [n (20 209, ey
X4, Xg,...,%n de E sauf pour x; =2, ==..=x,=m, oll t4[pa(m,m
(puisque, d’aprés (2), on a ¢p[min (xy, X, ...
Xy =x,=..=x,=m). Il en résulte que la fonction

o) |==¢

O Ve by by q (001, Xgy ey Xn) =T o [9MH5 (), ™R (), ., MR ()]

est égale & m pour tous les systémes de nombres xy,xy,...
sauf pour le systtme x,=k,, x,=k,,..,
Yk, by sy kn.q(kh ky, ...,
pour x ==k).

Or, d'apres (7) et (8), la formule (9) prouve que Vi, k.
pour ki, ks, .., ks, ¢ naturels <Im.

xn==ky, pour lequel on a
k)=¢q (puisquon a @ *(x)==m seulement

xn)] est égale & m pour tous les systémes de nombres.

,xn)|=1 seulement pour-

ay de I,

e S
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Soit maintenant f(xy,xy,...x4) une fonctmn quelconque de la
famille I'. On a, pour xyeli, 1,_-.1 2,. ,
(10) f(xh Yo ‘7‘") — ?—Ez vy ML vkl’k‘.*""' "'nr ,U\.l’kit""’ kn) (.xq,xg, ey x"»)
i =1,2..,m

puisque, d'apres la propriété de la fonction (9), on a

Vi Ky, ) k) (g, 20, o

Ko J (ks kg,
. (!

,Xn) =m
pour tous les systémes xy,x, ..

;xn de nombres de E, sauf pour le-
systéme x, =k,

Xy =k, .. ,x,,hl,,, pour lequel
-"'v}\'L) (k17 k‘)’ sery ,\"n) = f(k“ 0y ieey n)

Vu que Vi ,k,.k,q€9, la formule (10) prouve que feS, On a
donc F(CS et la propmete desirée de la fonction | (x, y) est démontrée.

On peut démontrer que les fonctions de plusieurs variables,.
ou toutes les valeurs des variables ainsi .que celles des fonctions
appartiennent 4 un ensemble donné (fini ou infini), se réduisent par-
superpositions aux fonctions de deux variables (pour les ensembles.
infinis la démonstration utilise 'axiome du choix) ).

Vi ko ki [k K,

Envisageons encore le théoréme suivant:

fi), £, @), ... étant une suite infinie de fonctions définies
dans un ensemble infini quelconque E et dont les valeurs appar-
tiennent également & I, il existe deux fonctions de la méme nature,
telles que toute fonction de la suite considérée est une superposition
([inie) de ces deux fonctions 2).

Une simple démonstration de ce théoreme a été donnée par
S. Banach ®). :

EXERCICES. 1. Démontrer que la fonction g(x,y)=x-+y
(pour x et y réels) peut é&tre exprimée 4 l'aide de la fonction
f(x,y)=x—y (et de ses superpositions).

Réponse. On vérifie qu'il y a pour x et y réels:

g, y)=Ff(x, f(f(x, %), ).
) Voir ma note dans Fund. Math. 33, p. 169.

) W.Sierpinski, Fund. Math. 24, p. 209.
% Fund. Math. 25, p. 5.
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Rémarque. On peut démontrer que la fonction f ne peut
pas étre exprimée a l'aide des superpositions de la fonction g.

' 2. Démontrer que, si f(x) est une fonction (univoque) définie
dans un ensemble E et telle que f(E)CE, et si ff(x)==x pour x¢E,
alors f(x) est une fonction & valeurs distinctes dans [ et on a
f(E)=E et f~' (x)=/(x) pour xek. v

3. Démontrer que, si f(x) est une fonction univoque définie
dans un ensemble E, telle que f(I)=LF, la fonction [/ peut ne pas
stre 4 valeurs distinctes dans It (mais seulement dans ce cas, ol
Tensemble E n'est pas fini).

4. Démontrer que, si f(x) est une fonction (univoque) définie
dans un ensemble E et telle que [(E)(C E et fff (x)=x pour x¢E,
alors f(x) est une fonction & valeurs distinctes dans I/ et on a
f(E)=L et f~'(x)=/f(x) pour xek. '

5. Démontrer que la fonction f(x)== i définie dans l'en-
semble E de tous les nombres réels distincts de 0 et de 1, satisfait
aux conditions de l'exercice 4.

6. Soit £ un ensemble donné quelconque. n étant un nombre
naturel, nous appelons famille I'; toute famille non vide /' de fonc-
tions f(x) définies pour xell et vérifiant les conditions suivantes:
1Y si fel,, alors f(x) ne prend que les valeurs 0,1 et 2; 2 pour
fel,, lensemble H;= E [f(x): 1] a n éléments; 3" [ et g étant

xelk
deux fonctions distinctes de la famille E,, il existe toujours un élé-
ment x de l'ensemble E (dépendant de [ et de g), tel que l'on a
F) <1, 800 <1 et [(x)# g().

Démontrer le théoréme suivant:

Quel que soit le nombre naturel n, toute [amille I, contient
tout au plus (n+1)! fonctions.

Démonstration. Notre théoréme est évidemment vrai pour
n==1. Soit n un nombre naturel >1 et supposons que notre théo-
réme est vrai pour le nombre n—1. Soit F une famille I, et soit
f1(x) une fonction de la famille F. L’ensemble Hy, a donc n éléments,
soit Hy={a,ay,...,as}; vu la. définition de la famille I, il existe
pour toute fonction f de la femille /'— {f,} un indice i de la suite
1,2,..,n, tel que f(a) <1 et que f(a;)=# T/, (a).

Si la famille I' avait plus que (n+1)! fonctions, la famille
F—{f,} contiendrait au moins (n+ 1)! fonctions. Il existerait alors
au moins un indice k de la suite 1,2,..,n, tel que la famille (i de
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toutes les fonctions / de la famille F'—{f,}, pour lesquelles f(ar) <1
et [(a)5 [, (ar), aurait au moins (n+1)!: n, éléments; elle aurait
donc plus que n! éléments. Vu que f,(a) 1 (puisque ape Hy,),
flar) =1 et [(ar)#f,(ax) pour fe(, toutes les fonctions f de la
famille (¢ ont pour x=a; la méme valeur. Désignons maintenant,
pour toute fonction f de (4, par f' telle fonction que f'(a)=2 et
[/ (x)==f(x) pour xel —{ar}. Soit (' la famille de toutes les fonc-
tions [’ appartenant 4 (. Les familles G’ et (7 ont évidemment le
méme nombre de fonctions; il en résulte que la famille ' a plus
que n! fonctions. Cela est impossible, puisque G’ est évidemment
une famille F,—1 et nous avons admis que notre théoréme est vrai
pour n—1. :

Notre théoréme est ainsi démontré par induction.

Il est 4 remarquer que nous ne savons rien sur les familles
Fy, (c'est-a-dire telles que pour f¢E l'ensemble H; est formé d’une
suite infinie d’éléments); en particulier nous ne savons pas s'il existe
des familles Fy, dont la puissance dépasse celle du continu.

7. Appeldns courbe tout ensemble plan superposable (par trans-
lation ou par rotation) a4 l'image géométrique d'une fonction d'une
variable réelle. . ;

Démontrer qu'il existe une courbe passant par tous les points
du plan aux coordonnées rationnelles.

Démonstration. On voit sans peine que, pour qu’il existe
une courbe passant par tous les points d'un ensemble plan E, il faut
et il suffit qu'il existe une droite D situé dans le plan et telle que
chaque droite du plan paralléle 4 D ait au plus un point commun
avec lensemble E.

Si, en particulier, E est I’ensemble de tous les points du plan aux
coordonnées rationnelles, toute droite paralléle i la droite y=xV{ 2
a au plus un point commun avec l'ensemble E. En effet, si 'on avait,
pour (xy,y,) 7 (%, ¥a), OU Xy, Y;, X, €t Y, sont des nombres rationnels,
y,=x1\/.—2_+ c et y,==x, \/E—{—c, on ne pourrait pas avoir x;==x,,
puisqu'on aurait alors y, =1y, donc (x,y,)= (xy, Ys), contrairement
4 I'hypothése. On aurait donc &, x,, d'oit V 2=Z’:Zz, ce qui est
impossible, le nombre {2 étant irrationnel. e

Remarque. On peut démontrer (ce qui n’est pas d’ailleurs
facile) que le plan n’est pas la somame d’un nombre fini de courbes !).

) Voir S. Mazurkiewicz Fund. Math. 214 (1933), p. 43—45.

W. Sierpifiski, Algéhire des Ensembles. ) 9
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D'autre part, en admettant I'hypothése du continu on peut
démontrer que le plan est somme d’une suite infinie de courbes').
Les ensembles ! (H) n'ont été définis jusqu'a présent que pour
une fonction f 2 valeurs distinctes dans 'ensemble A et pour H (C f(A).
On peut les généraliser en posant ex definitione, pour toute f(?fl(‘:tion
univoque f définie dans l'ensemble A et pour tout ensemble H (_ f(4),

=1 (Hy= [ 17 x)eHI.

xeA

Il est facile & vérifier que pour toute famille I d’ensembles.
contenus dans f(4), on a les formules

—1 [ Vgl — ¥t o —TT (1
f (QH)—”%/ @), (1[ FH) [ an,

Hel

ainsi que la formule
1 (H,— Hy) = f~ (H)— [~ (), powr H,C[(A), H,(C [ ()

(quelle que soit la fonction univoque [ définie dans. A, pas nécessai-
rement 4 valeurs distinétes dans A).

§ 25. Produit cartésien de plusieurs emsembles. Revenons
au produit cartésien des ensembles (§ 22). Nous savons déja que le
produit cartésien de deux ensembles n’est pas commutatif. Or, il est
facile d'établir une correspondance biunivoque entre les éléments de
T'ensemble E, X E, et ceux de l'ensemble F, X I, en faisant corres-
pondre & tout élément (a,b) de E; XX E, (qui est une paire ordonnée,
ot acE, et bekE,) I'élément (b,a) de E, X E..
~ Nous savons aussi que le produit cartésien des ensembles n’est
pas associatif. Or, il est facile d’établir une correspondance biunivoque
entre les éléments de l'ensemble (E, X E,) X E, et ceux de I'ensem-
ble E, X (E;XE,), en faisant correspondre i tout élément ((a,d),c¢)
du premier ensemble, I'élément (a, (b, c)) du second.

Si A, A4, et B sont trois ensembles non vides et si A, 4, =0,
il est facile d’établir une correspondance 'biunivogque entre les élé-
ments des ensembles ot

BAtdn et BAX B,

). Voir mon livre Hypothése du confinu, Monografie Matematyczne . IV,
Warszawa—Lwow 1934, p. 11.
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en faisant correspondre a toute fonction f qui appartient a4 I’ensemble
B4:+4s la paire ordonnée (¢,¢), ot % et  sont deux fonctions telles
que e B4, e B o(x)=f(x) pour xed, et h(x)=f(x) pour xeA,.

Si 4, B, et B, sont des ensembles non vides, on peut établir
une correspondance biunivoque entre les éléments des ensembles

(B X Byt et BiXB{.

Enfin, si A, B et (' sont des ensembles non vides, il est facile
d’établir une correspondance biunivoque entre les éléments des en-
sembles

(BYC et BaxC,

La notion de produit cartésien des ensembles peut &tre généra-
lisée aux produits infinies, en entendant par produit cartésien infini

d’ensembles )
, E X E,XEX. ..
’ensemble de 'toutes les suites infinies

(D1, Pas Py ),

ot preEr pour k=1,2,....

Il est évident que, si n est un nombre-naturel et si les ensembles
Ey sont non vides pour k==1,2,...,n, ensemble E, >} E,X....XE, est
non vide. Or, sans faire appel 4 'axiome du choix nous ne savons
pas démontrer que, si chaque ensemble [, est non vide pour
k=1,2,.., Pensemble I, X E, X E,X ... est non vide.

Soit I une famille non vide quelconque d’ensembles Z, et dé-

signons par P 7 vensemble de toutes les fonctions f (Z), définies pour
Zel . ,
Zel' et telles que f(Z)eZ pour ZelF. Dans le cas ot M={Z;,7Z,},
nous avons évidemment ;
Pz = Pz
Ze{Zy L}y  Ze{Zn Z}
(puisque {Zi,Z,} = |Z,,Z.}), d’otr il résulte que le produit considéré
ne coincide pas avec le produit cartésien Z; X Z, (lequel, comme nous

le savons, n'est pas commutatif). _
Il est évident que, si la famille I est finie (non vide) et si les

‘ensembles 7 de la famille ¥ sont non vides, 1’ensemble P 7 est non

Zel
vide. Or, nous ne savons pas démontrer sans faire appel & l'axiome -
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du choix qu'il est de méme pour les familles I' non vides queleon-
ques. On peut méme démontrer gu'une telle assertion équivaut a
Taxiome du choix. ‘

Une autre modification du produit cartésien présente le produit
extérieur d’une famille M d’ensembles disjoints que l'on représente

par ¥ ” 7; cest l'ensemble de tous les ensembles contenus dans
ZeM

N7 et qui ont un (et seulement un) élément commun avec chaque

id

ZeM
ensemble Z de la famille M. Le produit extérieur est commutatif et

associatif, contrairement au produit cartésien qui, en général, ne jc;uit
pas de ces propriétés. ‘

La proposition: ,le produit extérieur de toute famille non vide
d’ensembles disjoints non vides est non vide”, mise en doute par
certains mathématiciens, porte le nom d'axiome du choix ou d’axiome
de Zermelo"); les auteurs anglais lappellent mulfiplicative axiom.

On peut énoncer l'axiome du choix autrement, en disant qu’il
existe une fonction qui fait correspondre 4 chaque ensemble non vide
un élément de cet ensemble. :

M. K. Gédel a démontré que l'axiome du choix n’est pas con-
tradictoire aux autres axiomes de.la théorie des ensembles (si ces
axiomes ne sont pas eux-mémes contradictoires) ?).

" On connait plusieurs propositions dont on sait démonirer qu’elles
sont équivalentes 2 l'axiome du choix. Telle est la proposition 7' de
M. Tarski: .

T. E étant un ensemble non fini quelconque, il existe une
correspondance biunivoque entre I'ensemble I et son carré com-

binatoire E X E ®).

Appelons chaine toute famille I’ d’ensembles telle que, si 4 et B-

sont deux ensembles de F, on a soit 4 (B, soit B(C 4. Appelons
fermée toute famille I d’ensembles telle que, I, étant une chaine
contenue dans F, la somme de tous les ensembles de /| est un en-
semble de la famille F.

) Zermelo, L c, p. 266; Axiom VI (der Auswahl).

) The Consistency of the Axiom of Choice and the Generalized Conli-
:nuum Hypothesis, Proceedings National Acad, Sciences 24 (1938), p. 556--5517,
Voir aussi le livre de K. Gédel paru sous méme titre dans Annals of Math.
Studies Princeton 1940.

%) A. Tarski, Fund. Math. 5 (1924), p. 147.
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Le théoréme de Zorn') peut étre exprimé comme il suit ).

Z. Il existe dans toute famille fermée d’ensembles au moins
un ensemble qui n'est pas contenu dans aucun autre ensemble de
cette famille.

On peut démontrer que la proposition 7, est équivalente & I'a-
xtome du choix ¥).

Nous dirons qu'une famille I d’ensembles jouit de la propriété T,
si la condition Ee ' équivaut 4 celle que tout sous-ensemble fini de
E appartienne a I,

On peut démontrer que l'axiome du choix équivant 4 la pro-
position suivante de O. Teichmiiller:

Dans toute famille d’ensembles jouissant de la propriété T il
existe au moins un ensemble qui n’est .contenu dans aucun autre
ensemble de cette [amille *).

On connait plusieurs autres propositions équivalentes 4 l’axiome
du choix, mais leurs énoncés ne sont pas si élémentaires.

§ 26. Relations définies dans un ensemble. Principe d’ab-
straction. On dit qu'une relation R est définie dans un ensemble E,
quand il est déterminé, pour chaque paire d’éléments x et yde k&
(distincts ou non), si 'on a xRy ou non; dans ce dernier cas, on
écrit non (x Ry), x¥non Ry, (x Ry) ou bien xR'y) 9.

Deux relations R, et R, définies dans un ensemble E sont con-
sidéerées comme égales, si I'on a, quels que soient les éléments x et Y,
(x Ry y)==(x Ry y).

Chaque relation R définie dans I’ensemble £ détermine un sous-
ensemble P(R) du carré cartésien KX E, a savoir celui qui est formé
de tous ces éléments (x,y) de £ X E, pour lesquels x Ry. Récipro-
quement, il existe pour -tout sous-ensemble Z du produit cartésien
EXLE une (et une seule) relation R définie dans l'ensemble E et
telle que P(R)=Z, & savoir la relation ,x Ry signifie que (x, y)eZl’.
) M. Zorn, Bull. Amer. Math. Soc. 41 (1935), p. 667—670.
¥ Cf P. Bernays, Journ. of Symbolic Logic 8 (1943), p. 92.

) Voir P. Bernays, L c. p. 93 (Remark) et G. Birkhot#f Latlice
Theory, New York 1948, p. 44 (Th. 10); cf. la note de T. Szele On Zorn's
lemma, Publicationes Mathematicae I, Debrecen 1950, p, 254—256.

') Deutsche Mathematik 4 (1939), p. 567—577; voir aussi P. Bernays,
L e, p 938 G. Birkhof#, L c, p. 42 th. (AC 3), attribue cette proposition
aJ W. Tukey.

%) CL § 5. ‘
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_ 11 en résulte qu'il existe 2" relations différentes dans un en-
semble 4 n éléments, puisque le carré combinatoire d’un ensemble
4 n éléments a 2" sous-ensembles distinets (nous n’excluons ici ni
la relation qui ne subsiste pour aucune paire d'éléments de l'ensem-
ble considéré, ni la relation qui subsiste pour chaque paire d’éléments
de cet ensemble). ‘ |

La relation I définie dans l'ensemble IV est dite réflexive dansg L,
si I'on a xR pour xeli; symétrique dans E, silon a (xRy)==(y Rx)
pour xekE, yel; asymdtrique dans E, si (xRy)-(ynon R x), pour
xek, yek; transitive dans E, si |(xRy)(yR2)| >(xRz) pour xek,
yekE, ze¢E; connexe dans I, si, x et y étant deux éléments distinets
de E, on a toujours (xnon Ry)-(y R x).

Pour qu'une relation R, symétrique et transitive, définie dans
un ensemble E, soit réflexive, il faut et il suffit qu'il existe pour
tout élément a de K un élément b de £ (distincts de a ou non),
tel que aRb. '

Voici l'exemple d’une relation symétrique et transitive, non réflexive,
définie dans I’ensemble de tous les mombres naturels: , a Kb signifie qu’aucun
des nombres a et b n'est pas =1”. On a ici 1non R1.

Une relation. qui n’est pas vérifiée par aucune paire d’éléments d'un
ensemble donné, est dans cet ensemble  symétrique, transitive et non réflexive,

Une relation qui n'est pas symétrique est dite non symétrique;
une telle relation peut ne pas &tre asymétrique (ainsi la relation -~
pour les nombres naturels).

Une propriété plus forte que l'asymétrie est [l'acyclicité, Une
relation R définie dans l'ensemble K est dite acyclique, 81l n’existe
aucune suite finie py, py,...,p» d'éléments de I, telle que

P1Bpa, Dy Rpy, s pu—y Rpn et pu Rp, ).

Qn voit quune relation acyclique et connexe est transitive.
Si R est une relation définie dans l'ensemble I, T'ensemble
J‘L; [Z(ny)] est appelé domaine de la relation R, l'ensemble

¥
y@ [Z(ny)] — son contre-domaine, et la somme de ces deux
ensembles est dite champ de la felation R. |
Si }(.)n regarde comme paralléles deux droites qui coincident,
le parallélisme des droites (dans le plan ou dans lespace) est alors
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une relation réflexive, symétrique, transitive et non connexe. La per-
‘pendicularit'é des droites dans le plan est une relation symétrique,
non réflexive, non transitive et non connexe.

Dans l'ensemble de tous les nombres réels la relation x <<y est’
asymeétrique, transitive et connexe; la relation x|y (y est divisible
par x) est une relation réflexive, transitive, non symétrique, non
asymétrique (puisque par exemple —2/2 et 2/—2) et non connexe.
Dans l'ensemble de tous les sous-ensemble d'un ensemble donné I,
la relation (_ est réflexive, transitive, non symétrique et non con-
nexe, et la relation ,8tre une partie aliquote” est asymétrique, tran-
sitive et non connexe. Dans 'ensemble de tous les hommes la relation
»& est pére de y” est asymétrique, non transitive et non connexe,
et la relation ,,x est femme de y” est non réflexive, asymétrique
et transitive (puisque Phypothése que x est femme de y et qu'en
méme temps y est femme de z, est fausse, quels que soient x,y et 2).

Soient R une relation définie dans 'ensemble £ et R, une re-
lation définie dans I’ensemble F,. On dit que les relations R et R,
sont semblables (ou isomorphes), s'il existe une correspondance biu-
nivoque f (x) entre les éléments de 1’ensemble E et ceux de I'ensemble
I, telle que, pour xek et yek, les formules xRy et f(x)R, f(y)
sont équivalentes.

EXERCICES. 1. Définir, dans l'ensembles E a 6 éléments,
une relation symétrique R qui vérifie les conditions suivantes: il
existe pour chaque élément a de £ 3 éléments distincts de a avec
lesquels a est en relation R, mais il n’existe pas 3 éléments distincts
de IY qui soient deux & deux en relation R (probléme de M. K.
Zarankiewicz).

Réponse. La relation R entre les éléments de l'ensemble
E=1{1,2,3,4,5,6} qui a lieu entre les nombres a et b dans ce cas
(et seulement dans ce cas) ot un de ces nombres est <3 et l'autre > 3.

Une autre solution fut donnée par M. A. Mostowski: c'est
la relation R entre les sommets d’'un hexagone régulier, qui a lieu
entre deux sommets a et # dans ce cas (et seulement dans ce cas)
ou ils sont voisins ou bien opposés.

2. Définir, dans un ensemble IY 4 100 éléments, une relation
symétrique R qui vérifie les conditions suivantes: il existe pour tout
élément a de E au moins 66 éléments de £ qui sont en relation R
avec 4, mais il n'existe pas 4 éléments de I dont chaque paire soit
en relation K. ‘
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Réponse. La relation R entre les éléments de I'ensemble
E={1,2,..,100} qui a lieu entre & et b dans ce cas (et seulement
.dans ce cas) ob {a,b} —{1,2,..,33} 40, {a, b} —[34,35,...,66) 5£0 et
{a, b} —{617,68,...,100} 0. (K. Zarankiewicz)').

Remarque. On peut démontrer que, si lon a dans un
ensemble E 4 100 éléments une relation symétrique R telle qu'il
existe pour tout élément a de I au moins 67 éléments de K qui
sont en relation R avec a, il y a 4 éléments de K dont chaque paire
est en relation R (K. Zarankiewicz).

3. Combien de relations symétriques y a-t-il dans un ensemble

fini & n éléments? :
n(ntd)
Reponse: 2 °?

4. Démontrer que, si I est une relation symétrique et réfle-
xive définie dans un ensemble FE, on peut faire correspondre a tout
élément a de E un ensemble T (a) de sorte qu’on ait:

(aRb)y=(T(a) T(b)=40) pour -ael, belk.

Démonstration. I suffit de désigner par 7'(a)(a¢E) l'en-
semble de tous les ensembles {a, ¥} ol x est un élément pour lequel
la formule aRx est vraie.

5. Démontrer que, pour gu’une relation R soit symétrique et
pour quon n’ait jamais xRx, il faut et il suffit qu'il existe une
famille I’ d’ensembles non vides, telle que la relation de disjonction
(EyE,=0) considérée dans F soit semblable & R 9,

" Principe d’abstraction®). Si R est une relation réflexive,
symétrique et transitive, définie dans I'ensemble 0, I est une somme
d'ensembles disjoints, telle que pour deux éléments x ot y de It la
formule xRy est vraie dans ce cas (et seulement dans ce cas) o
x et y appartiennent au méme terme de cette somme. '

Démonstration. Posons

)  T@=F lakyl.

yek

) Cf K Zarankiewicz, Colloquium Mathematicum I (1947), p. 18.
Y Voir E. Marczews ki, Fund. Math. 33, p. 305,
~ % VoirL.Couturat, Les principes des Mathématiques, Paris 1905, p. 49,
H. Scholz H. Schweitzer: Die sogenannten Definitionen durch Absirakiion,
Leipzig 1935, V108 p. ’
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La relation R étant réflexive, nous avons d'aprés (1) ae T (a)
pour a¢ll. Or, si ack et bek, on a soit T'(a)=T(b), soit T'(a) T(b)=0.
En effet, si 7'(a)-T(b)#0, il existe un &lément xe7 (a) T (b) et, vu
la définition des ensembles T'(a) et 7'(b), on a aRx et b Rx. Soit Y
un élément quelconque de I'ensemble 7'(a); d’aprés (1) on a aRy.
La relation R étant symétrique et transitive, les formules bRx,
aRx et aRy donnent tout de suite bRy, ce qui prouve que yeT ().
On a donc 7'(a) C7T'(b). On démontre pareillement que T(b)CT(a).
Ainsi T(a)=T(b). Nous avons démontré que [7(a)T(b)=0]-
~|T(@=T®), c. q. £ d. :
Désignons maintenant par K Iensemble de tous ces sous-en-
sembles (et seulement de ces sous-ensembles) Z de E, pour lesquels
il existe au moins un élément x de F, tel que T(x)=7 (nous
pourrions évidemment écrire: K= {7'(x)}s.r). Puisque a&7 (a) pour
aell, il existe pour tout élément a de F un ensemble 7 de la
famille K, tel que aeZ (i savoir ensemble Z=17(a)). On a donc
ECEZ; vu qu'on a aussi ZZCI‘) (puisqu'on a Z (_E pour ZeK),
Ze K ZeK
on trouve E=2Z. Les termes de cette somme sont disjoints. En
etfet, 7, et Z, éﬁt;nt deux termes distincts de la somme considérée,
ona ZeK, ZyeK, Z,#Z,; vu la définition de 'ensemble K, il existe
des éléments a, et a, de l'ensemble E, tels que T(a,)=2,, T(ay)="2,.
Or Zy5Z,, donc T'(a,)# T (ay), ce qui donne, comme nous le savons,
T'(a,) T(ay) =0, donc 7%, Zy=10.
Supposons maintenant que x et y sont des éléments du méme
terme 7 de notre somme IL‘:Z Z. On aici ZeK, il existe donc
Ze¢E
un élément a de E, tel que Z=T(a). D'aprés (1), vu que xeZ et
yeZ, on trouve aRx et aRy. D'ol, la relation R étant symétrique
et transitive, on a xRy. .
Si enfin les éléments x et y appartiennent aux termes distincts
de notre somme, donc respectivement aux sous-ensembles disjoints
Z, et Z, de l'ensemble K, il ne peut pas étre xRy, car il existerait
alors des éléments a, et a, de K, tels que 7Z,=171 (a,), Z,==17 (ay),
xel'(a;) yeT (a,). Do, d’aprés (1), on aurait a,Rx, a,Ry; vu que
xRy et que R est une relation symétrique et transitive, on ob-
tiendrait a, Ra,, donc aye 1'(a)) et, vu que ayeT (a), T'(a)) T'(a)#0,
C'est-i~dire 7,7, 0, ce qui est impossible, les termes de notre
somme étant, comme nous l'avons vu, disjoints.
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Notre somme jouit ainsi de toutes les propriétés désirées et ]
principe d'abstraction est démontré.

1l existe une seule décomposition de I’ensemble [2 postulee dany

_le principe d’abstraction, si Pon ne considére pas comme distincte
deux décompositions qui ne différent que par I'ordre de leurs termes
11 est & remarquer que N. Lusin considere le principe d’abstractior
.comme un nouvel axiome (axiome du partage)').

En rapport avec le principe d’abstraction, il est encore A remar.
-quer que, si un ensemble [ est une somme disjointe d’ensemble
et si I'on désigne par I la relation entre deux éléments de K con
.sistant en cela qu’ils appartiennent au méme terme de la ‘somme
.considérée, la relation R sera réflexive, symétrique et transitive
L’étude des relations réflexives, symétriques et transitives définies
dans un ensemble donné se réduit ainsi a I'étude des décomposition:
-de cet ensemble en termes disjoints.

On peut donc définir dans un ensemble donné /5 tant de rela
tions réflexives, symeétriques et transitives (dites relations d’équiva-
lence), qu'il y a de décompositions de Tensemble F en une somme
-d’ensembles disjoints et non vides, pourvu qu'on ne considére pas
-comme distinctes les décompositions qui ne différent que par Pordre
-de leurs termes 2).

EXERCICE. 1. Combien de relations réflexives, symétriques
et transitives y a-t-il dans un ensemble A 4 é&léments? Déterminer

toutes ces relations.
Réponse. 15; cf. Pexercice 5 au § 17.

Soit ' une famille d’ensembles et posons S == ‘ L, Soit R la
relation définie dans l'ensemble S comme suit: i

Ry)=] [ [(xe E)=(y¢ )]

E6F

pour e, yed.

La relation R est réflexive, symétrique et transitive. D’aprés
le principe d’abstraction, l'ensemble S se décompose donc en une
§omme disjointe, telle que deux éléments du méme terme sont tou-
Jours en relation R et deux éléments des termes différents ne le

) Voir Fund. Math. 10 (1927), p. 83,
%) Un mémoire détaillié a été consacré aux relations d’ équivalence (dans

;e(f;:ls) précisé tout & I'heure) par M. O: Ore dans Duke Mathematical Journal,
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sont jamais. Les termes de la somme S obtenue ainsi s’appellent
atomes de la famille I d’ensembles ).

11 est clair que tout élément a dela somme S appartient 4 un
et un seul atome (de la famille F); désignons ce dernier par A4 (a).
Pour ae¢d, désignons par S(a) le produit de tous les ensembles de la
famille I auxquels appartient a, et par () (a) la somme de tous les
.ensembles de la famille I auxquels a n’appartient pas. Nous aurons

alors
A@)=Pa)—Q(a)

. pour aeds.
11 est facile & voir que
E= Y A(a) pour 0#Eek.
aels
En effet, si Eel, agl et xeA(a), on a (vu que aeA(a) et vu
la définition des atomes) xRa, d'ol, vu la définition de la relation R,
xell. On a donc A (a)(C E pour aek, d'ou ZA(a)CE. L’inclusion

ael
inverse est évidente, puisque ae¢A(a) pour aeS et puisque E(CS.

Donc: tout ensemble non vide de la famille I est une somme
datomes de cette famille.

On peut démontrer que, si I est une famille d1s301nte d’ensem-
‘bles telle que tout ensemble de la famille ' est une somme d’en-
sembles de la famille I, tout atome de la famille [ est une somme
.d’ensembles de la famille F*®), ‘ :

Si chaque atome de la famille I’ est un ensemble de cette
famille, celle-ci est dite afomique. On peut démontrer que tout
ensemble linéaire est un ensemble de tous les atomes d'une famille
formée d’une suite infinie d’ensembles linéaires.

Encore quelques mots sur la structure des atomes. Le lecteur
‘démontrera facilement que, pour qu'un ensemble A soit atome de
‘la famille /' d’ensembles, il faut et il suffit qu’il soit un ensemble
non vide de la forme

[[E— 3 E

Ee&l, Eelf—F,

A=

ott I, est une sous-famille de F.
En particulier, soit F={k,, E,, ..., I;,} une famille finie d’en-
sembles Demgnons par ("I lensemble I/ et par (' K 'ensemble

') Cf A. Tarski, Fund. Math, 16, p. 236 et ibidem 24, p. 191. La notion
«d'atomes est due & M. Fréchet, Fund, Math. 5, p. 210 (§ 2).
%) Voir S. Piccard, Fund, Math. 26, Théoréme L
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(EyEut . +E

bles non vides de la forme

1)

o S

(ol &y, as, ., an est une suite formée de nombres 0 et 1) et cheque
ensemble de cette forme sera un atome.

Il en résulte tout de suite qu'une famille formée de n ensem-

bles a au plus 2"—1 atomes distincts. Or, il existe des familles
formées de n ensembles qui ont précisément 2¢-—1 atomes; ainsi
par exemple la famille F=={FE E,,.., K}, ot I’ est I'ensemble de
tous les sous-ensembles de l'ensemble 1, 2, ..., 1 contenant I’élément k.,

Tout ensemble non vide de la famille I* est une somme d’atomes.

de cette famille. D’autre part, de p ensembles non vides et distincts

on peut former (en prenant certains d’entre eux) 2’ —1 sommes.

différentes non vides. Done, si une famille /* d’ensembles non vides
quelconques a p atomes (ol p est un nombre naturel), cette famille
a tout au plus 2? —1 éléments distincts. Pour le nombre p, d’atomes
d’une famille formée de n ensembles non vides, on obtient Iinéga-
lite n< 2" —1, d’oﬁ, en désignant par (/(x) le plus petit entier
> x, on trouve p, > G(lgs(n-+1)). Or, il existe des familles de n

ensembles, pour lesquelles précisément p, =G (Ig, (n 1)), ainsi par

exemple la famille de tous les n==2" —1 sous-ensembles non vides
de 'ensemble {1,2,..,p}, pour laquelle les atomes sont les ensembles.
{1}, (2}, {o)-

" "'Le nombre d’atomes d’'une famille de 1 ensembles est donc
compris (inclusivement) entre les nombres (7 (g, (n 1)) et 2"—1,

dont chacun peut étre achevé pour certaines fam11 les formées de n
ehsembles.

Le nombre p d'atomes d'une famille de 2" ensembles non vides
satisfaisant 2 I'inégalité 2™ -l 2" —1, on trouve p=-m. Une famille
de 2™ ensembles non vides a donc au moins m-+1 atomes distincts..
Il en résulte que toute somme de 2" ensembles non vides distincts
est une somme de m-1 ensembles disjoints non vides, ce que nous
avons démontré d’une autre manidre au § 17.

Nous pouvons maintenant, pour chaque somme [5, -} I, - ... 4+ Fyn
de 2™ ensembles distincts non vides, déterminer cffc,cuvcmcnt une
décomposition de cette somme en une somme de mn- 41 ensembles
disjoints Hy+H,+ ..+ Hp41. Cette décomposition résulte du fait que,.

I’ seront les ensem-

icm

§ 27, Théorémes de Banach et de Cantor-Bernstein. 141
pour toute famille finie d’ensembles donnés I, E,, ..., E,, nous savons
ranger effectivement en une suite tous leurs atomes. En effet, ils sont,
comme nous le savons, de la forme (1), et nous pouvons les ranger
selon la valeur croissante des nombres a+2a,+2%a,+ ...+ 2+ 1a,.

I1 est & remarquer qué l'on peut définir effectivement une suite
infinie d’ensembles linéaires K, E,,.., telle qu'en désignant par F
la famille de tous les ensembles de cette suite, nous ne savons pas,
a l'état actuel de la science, nommer aucun atome de la famille .

M. Tarski') appelle idéal d’'un corps?) donné K d’ensembles
toute famille non vide d’ensembles J(CK, telle que -

si Xef et JeY, X+ Ye]
si XeJ, YeK et Ye).

alors
Y(CX,

Ainsi, par exemple, tous les ensembles finis d'un corps donné
‘densembles forment un idéal de ce corps. Tout corps est son pro-
pre idéal. »

M. Tarski®) appelle un idéal J/ d'un corps K idéal premier
de ce corps, si J5£K et si [ satisfait 4 la condition suivante:

si XeK, YeK et XYe], soit Ye].

M. Tarski a étudié plusieurs propriétés des idéaix %).

et
alors

on a soit AXeJ,

§ 27, Théorémes de Banach et de Cantor-Bernstein. Soit
f(E) une fonction dont les arguments I sont des sous-ensembles
d'un ensemble donné M et dont les valeurs sont des ensembles.
Pour tout ensemble K (C M, f(E) est donc un ensemble déterminé.
On dit alors qu’on a une fonction de sous-ensembles de I’ensemble M.
Si, en outre, on a toujours f(E,)C f(E,) pour E,(E,(C M, on dit
que la fonction f est non décroissante.

Voici l’exemple d'une fonction qui est non décroissante. Soit
@(x) une fonction définie pour les éléments x d'un ensemble donné M,
dont les valeurs sont des ensembles non vides; on dit alors que ¢
est une fonction multivoque définie dans I'ensemble M 9).

‘) Fund Math. 32, p. 50.

¥ On appelle corps d’ensembles une famille F d’ensembles, telle que la
somme et ladifférence de deux ensembles de F appartlent a F. Cf. § 30,

»' L ¢, p. 56. Lo

%) On obtient une fonction univoque, définie dans l'ensemble M, dans
le cas ol chacun des ensembles @(x) (oit xel) est formé d'un seul élément et
ol l'on fait correspondre A x cet élément unique au lieu de l'ensemble ¢(x).
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Posons

f(F)=Zgo(x) pour EC M,

~ xekl

f(E) est alors une fonction non décroissante de sous-ensembles de M..

1a fonction f est, de'plus, absolument additive, c’est-i-dire, quelle
que soit la famille F de sous—ensernbles de M, on a

(ZL) I‘al (I‘

Eel

On voit que toute fonction additive (méme simplement addi--

tive) de sous-ensembles de M (c’est-a-dire satisfaisant & la condition

f(E,+E)=f(E)+f(E,) pour E, C M, E,C M) est non décroissante..

La notion de fonction additive d’ensembles peut &tre généralisée
comme suit. Soit M un ensemble formé d’éléments quelconques, dans.

lequel on a défini arbitrairement la somme a-+b de deux éléments.

appartenant & M, de sorte que a-b soit toujours un élément de M
(bien déterminé par les éléments a et b de M) et que cette somme soit
toujours commutative et associative (c’est-a-dire qu’'on ait a-+b ==b--a

et (a-+b)+c=a-+(b+c), pour aeM, beM, ceM). Soit maintenant &

un ensemble donné et supposons qu’a tout ensemble E (S on fait
correspondre un élément f(E) de M, de sorte que, 4 et B étant deux
sous-ensembles disjoints de §, on ait toujours f(A-+B)=f(4)+f(B).

Soit n un nombre naturel et soient K, E,,..,
donnés. Formons' tous les produits Ej E,... i (pas nécessairement
différents) ol i;,1, ..., ix est une suite croissante de nombres naturels.
< n. Il existe 2"—1 de tels produits. Divisons tous ces produits en
deux classes, en rangeant dans la premidre fous ceux ol k est un
nombre impair, et dans la seconde tous ceux ol k est un nombre-

pair. La premiére classe contient (?) + (g) + ('g) + .= 21 pro-.

duits, 1a seconde ('zl) + (2) + ...=2"1—1 produits (dont la forme

est distincte, mais dont la valeur ne l'est pas nécessairement). Dé—
signons ces produits respectivement par

E. n ensembles

Nl: Ng, ey Nzn—l et l)zn—-1 o

PP, ..,
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On peut démontrer le suivant
Théoréme "): Soit E,, E,, ..., E, une suite finie d'ensembles dont
Ja somme est S. Soit (L) une fonction qui fait correspondre a tout
ensemble E(C .S un élément f(E) d'un ensemble M dans lequel on a

" défini une addition de deux éléments de M, qui est commutative:

et associative, et supposons que, A et B étant deux sous-ensembles
disjoints de S, on a toujours f(A+B)=f(4)+f(B). On a alors:

[ AL+ o +E) + [ (P) 4 [(P) + o+ f (Pt )=
=f (V) +[(N) + ... + [ (Non—t).

En particulier, cette égalité a lieu (pour toute suite finie
E, E,, ..., d’ensembles), lorsque f(E) est une fonction d’ensembles
définie pour I (__l* +E,+ ... +E, et dont les valeurs sont des en--
sembles, telle qu'on a toujours f(A+B)==f(4)-+ f(B) pour 4 et B
disjoints. On obtient un autre cas particulier de notre théoréme, en
supposant que I, L, ..., E, sont des ensembles finis et que f(k)
désigne le nombre d’éléments de l'ensemble E; il résulte alors de-
notre théoreme que

fE)Y—[Es+ Eyt . + B =F(B)— f(N) — f (Ny) — .
+F P+ (P + - +f

pour tout ensemble fini IL_DE1+I§2—I— . +E,.

On peut exprimer ce résultat de la fagon suivante.

Etant donné un nombre fini m d'objets quelconques, soit m,
le nombre de ceux d'entre eux qui jouissent d’'une propriété a,,m, ,,
le nombre de ceux qui jouissent a la fois des propriétés o, et J,,ﬁ
et ainsi de suite.

Le nombre de ceux de nos objets qui ne jouissent d’aucune
des propriétés oy, a,, ..., 0, est

— f (Non—1) +

n—-l_]

m-—"mg — Mg, ... — My, Mg g, + My g+ - + My gy —

— My g0, =+ My, 5y on 2)'
') Voir ma Note qui paraitra dans les C. R. de la Soc. Sc. de Varsovie, 1949..
% Cf J.J. Sylvester, C.R. Paris 96 (1883), p. 463; U. Yule, An intro-
duction to the theory of stalistics, London, Griffin 1916; G. Pélya et G. Szegd,
Aufaaben und Lehrsiitze aus der Analysis II, Berlin 1925, p. 119 (probleme 21)-
et pp. 326~327. Ces derniers auteurs regardent cette proposition comme appar--

tenant a la logique formelle.
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On peut définir une correspondance biunivoque entre les fone-
tions d’ensemble définies pour les sous-ensembles d'un ensemble
donné M et ne prenant que les valeurs 0 et 1, et les ensembles de
fonctions définies dans M et ne prenant que les valeurs 0 et 1
A ce but, il suffit de faire correspondre 2 toute fonction f(I) définie
pour E(CM et ne prenant que les valeurs 0 et 1, Pensemble de
toutes les fonctions caractéristiques 9r(x) correspondant aux ensem-
bles E (M, pour lesquels on a f(E)=1. Ainsi I'étude des fonctions
d’ensemble ne prenant que 2 valeurs équivaut i I’études des ensem-
bles de fonctions ne prenant que 2 valeurs.

Ce résultat est faux pour les fonctions ne prenant que 3 va-
leurs. Ainsi par exemple dans 'ensemble M formé d'un seul élément,
il existe 9 fonctions. de sous-ensembles de M (le sous-ensemble vide
¥ inclus) ne prenant que les valeurs 0, 1 ou 2, tandis qu’il n'existe
que 8 ensembles (I'ensemble vide y inclus) de fonctions définies dans
M et ne prenant que les valeurs 0,1 ou 2.

Dans le cas de 4 valeurs, nous retrouvons la situation constatée
pour les 2 valeurs. Ainsi, pour tout ensemble M, on peut définir,
(d’ailleurs d'une facon artificielle) la correspondance biunivoque dé-
sirée; nous le laissons au lecteur. Remarquons que, pour les fonctions
ayant un contre-domaine fini, le cas de 2 et de 4 valeurs est excep-
tionnel.

Une fonction d’ensemble f(E) (définie pour K (M) est dite
soustractive, si 'on a f(E,—E,)=f(E,)—f(Ii,) pour E\CM, E,C M.
On démontre qu'une fonction soustractive est additive '); or, comme
l'a démontré M. Ulam ?) a l'aide de 'axiome du choix, il n’est pas
nécessaire qu’elle soit dénombrablement additive (c’est-i-dire on n’a
pas nécessairement f(E,+E,+ ..)=f(E,) + f(E,) + ... pour I (C M,
k=1,2,..). ’

On peut aussi définir des fonctions non croissantes de sous-
-ensembles d'un ensemble donné M: ce sont les fonctions vérifiant la
formule f(E,) D f (E,) pour E, C E,( M. On démontre gu'une fonc-
tion d’ensemble définie dans l’ensemble de tous les sous-ensembles
d'un ensemble donné qui est en méme temps non décroissante et
non croissante, est constante (c’est-a-dire que 'on on a ) = f (L)
pour E,CM, E,C M. Or, il existe des fonctions d’ensemble définies

) Et multiplicative, c'est-a-dire que f(Fy E)=f(£) [ (E) pour EICM,

E.CM; of. C. Kuratowski et T, Posament, Fund. Math, 22, p. 280.
%) Fund. Math. 14, p. 231.
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dans une famille d’ensembles; qui sont non décroissantes et mnon
croissantes et cependant non constantes pour les ensembles de cette

famille (ce cas se présente par exemple, si chaque paire d’ensembles

 de cette famille est disjointe).

Lemme. Si f(E) est une /_"onc:tion non clc5g*1*oissa111‘e de sous-
-ensembles de l'ensemble M et il existe un ensemble X (M, tel
que f(X)(CX, il existe un ensemble Q(C M, tel que f(Q)= Q.

Démonstration.
tels que

1)

Il existe des sous-ensembles E de M,
) CE,

l'ensemble I/ == X par exemple. Désignons par () le produit de tous
les ensembles K (T M vérifiant la formule (1). On aura donc Q (C M
et, pour tout ensemble F pour lequel on a la formule (1),

QCE

(puisque le produit des ensembles est contenu dans chaque facteur);
d'oli, la fonction f étant non décroissante, on trouve d’apreés (1)

.

FQCFECE,
done f(Q)(C E pour tout facteur E du produit QQ; d’out
(2) f(QCQ.
Posons
3 T'=f(Q

d’aprés (2), nous aurons 1T'(C Q, dou f(T)C f(Q) et, d'aprés (3),
F(TYCT, ce qui prouve que E=T est un des ensembles E(C M
vérifiant la formule (1), donc un des facteurs du produit Q; d’ou
Q (T, c’est-a-dire d’aprés (3)

QCFQ.

Les formules (2) et (4) donnent la formule f(Q)=Q.

Notre lemme est ainsi démontré. Il est 4 remarquer que l'en-
semble () satisfaisant 4 'équation f(Q)==Q est défini effectivement
(pour chaque fonction f vérifiant les conditions de notre lemme).
W. Sierpifiski. Algéhre des Insembles. ’ i0

(4)
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Théoreme 11). Si A et B sont deux ensembles el © el b deux
fonctions non décroissantes de sous-ensembles de A, respectivement

de B, et telles que
(5)

nous savons définir les décompositions

A=d, + A, B=B,+ By,

w(d)CB et $(B)C A4,

(6)

qui satisfont aux conditions
(7 A, A,=0, B By=0, 9(A4)=DB;, $(By)= A,

Démonstration. Posons, pour E C 4,

(8) fE)=A—d(B—e L))
ce sera une fonction de sous-ensembles de A4; d’aprés (8), nous aurons
(9) fd)c A.

¢ étant une fonction non décroissante de sous-ensembles de A, on a

o(E)Co(E,) pour I, CE,C A4,
donc
B—o(E)DB—¢(E,) pour E,CE,CA,

ce qui donne, ¢ étant une fonction non décroissante de sous-ensem-
bles de B,
$(B—o(E)DI(B—o(ky)) pour E,Cl,C A4,
d’ou ) )
A—$B—oE)CA—d(B—o(Ey) pour Iy CE,CA
et d’aprés (8)

(10) f(ED)Cf(E,) pour E,CE,CA.

') Ce théoréme, trouvé pour les fonctions univoques par S. Banach
(Fund. Math. 6 (1924), p. 236, cf. mon livre Legans sur les nombres (ransfinis,
Paris 1928, pp. 90—93), fut ainsi généralisé par M. M. Knaster et Tarski
cf. Ann, Soc. Polonaise Math. 6 (1927), p. 133. Une démonstration du théoré¢me
de Banach a été donnée aussi par J. M. Whittaker, Proc. Edinbourgh
Math. Soc. Ser. 2, vol. I, 1 (1927), p. 47. .
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La fonction / de sous-ensembles de A est done, d’aprés (10),
non décroissante et satisfait d’aprés (9) aux conditions de notre
lemme (pour M== A, X==4A). D’aprés ce lemme il existe un ensem-
ple 4, C 4, tel que [(4,)=A4,"), donc d’aprés (8)

(11) A—4 (B0 (4,))=4,.
Posons: ‘ ’
(12) A— A4, =A,,
(13) ¢(4)) =B,
(14) B—B, = B,.
*  En tenant compte de (12) et de 4, C 4, nous avons
(15) A==4,+ A,.

Daprés A, A et (5), nous trouvons B, =o(4,)Co(d) B,
donc B, C B, et la formule (14) donne

(16) B=B, -+ B,.
D'aprés (12) et (14) on trouve ensuite
A, dy,=0 et B, By=0.

Enfin, d’aprés (13) et (14), on a B—o(4,)=2>5B, et la formule (11)
donne A—(By)=4,, d’ol, vu que 4, C A4, on trouve ¢(B,) =A—A4,
et, d’apres (12),
(18)

amn-

b (Bg)= 4.

Les formules (15), (16), (17), (13) et (18) donnent les formules
(6) et (7), ce qui prouve gue notre théoréme est vrai.
1 11 résulte du renvoi') et des formules (12), (13) et (14) que
es décompositions (6) qui vérifient les conditions (7) peuvent étre
définies effectivement pour tout couple d’ensembles 4 et B et
pour tout couple de fonctions ¢ et ¢ satisfaisant aux conditions
de notre théoréme. v

Corollaire. Si Pon a défini dans I'ensemble A une fonction
& valeurs distinctes qui sont des éléments de Iensemble B, et si
Pon a défini dans B une fonction a valeurs distinctes qui sont des
éléments de A, on sait définir une correspondance biunivoque f
entre les éléments de A et ceux de B.

) Lensemble .[, peut étre défini effectivement, ce qui résulte de la
démonstration de notre lemme.
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Démonstration. Soit ¢ une fonction & valeurs distinctes
définie dans A et telle que ¢(4) C B, et soit ¢ une fonction 4 va-
Jeurs distinctes, définie dans B et telle que ¢ (B) < A. Les fonctiong
o(E) et ¢(E) de sous-ensembles de A, respectivement de B, véri-
fierons les hypothéses du théoréme; nous savons dong déterminer

les décompositions vérifiant les formules (6) et (7).
‘ Posons ‘
xed,

f(x)=12(x)
f (o) =1~ () pour

pour

et
xe gy,

ol ¢! désigne la fonction inverse & la fonction ¢; P! existe dans
Tensemble 4,, puisque ¢ est une fonction & valeurs distinctes dans
B, et, d’aprés (6) et (7), on a ByC B et ¢(By)= A4, La fonction f
est ainsi définie dans lensemble A= A,+ A,. Elle est & valeurs
distinctes dans cet ensemble, puisque la fonction ¢ est 4 valeurs
distinctes dans l'ensemle $(B) D A,, et on a @(A,) ¢~ 1(Ay)==BBy==0.
Finalement, on a f(4)=f(4,+d)=F(4,) +[(ds)=0(A;) +4"(4y) =
=B,+B,=B. La fonction f transforme donc, d'une fagon biuni-
voque, I'ensemble 4 en B. Notre corollaire est ainsi démontré.

Voici une démonstration directe de notre corollaire. Posons
(19) R=A—1{(B)
et i
- (20) Ai=R+4e®)+dodg(R)+dedodo(R) 4 ..

et définissons les ensembles 45, B, et B, par les formules (12), (13) et (14).
L’image d'une somme ‘d’ensembles étant la somme de leurs
images, la formule (20) donne de suite

R+do(4;))=A4,.

¢ étant une fonction 2 valeurs distinctes dans B,

@1

D’aprés (14),
nous frouvons

(22) $(B) =9 (B—By)=¢(B)—¢(B,).

~ Puisque $(B) C 4, on a, d’aprés (19), ¢ (B)==4— R; or, d’aprés
- (13), on a_q:(B1)=¢<p(A1). En tenant compte de (22), on a donc

$(By)=(A—R)—bo(4)=A—[R+do(4))],
ce qui donne, d’aprés (21) et (12),
' ‘P(Bz)=A"‘A1 ""'=A2'
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La démonstration  ultérieure coincide avec la démonstratioﬁ du
corollaire ci-dessus.

Voici une application de notre corollaire. Soit A 'ensemble
de tous les nombres réels £, tels que 0-~lf -1, et soit B==_4 X A.
Les éléments de B sont donc des paires ordonnées (x,y), ot xeA
et yed. Posons, pour fed, ¢(f)=(t,1); ce sera évidemment une
fonction & valeurs distinctes définie dans A4 et telle que 9(d4)C B.
Soit z==(x,y) un élément de B; x et y sont donc deux nombres
réels, tels que O0-2x -1 et 0.y 1. Développons les nombres
x et y en fractions décimales illimitées, contenant chacune une infi-
nité de chiffres non nuls; nous savons que tout nombre réel >0
et <1 n’a qu'un seul développement pareil, & savoir

N==0,00 0,5, et y=0,y,Yy Yy....

Posons ensuite

P (2) == 0, %1 Yy Xy Yy X3 Yy 5

ce sera un nombre de Vensemble 4, bien déterminé par z. La fonc-
tion $(z) est & valeurs distinctes dans B et on a $(B)C 4 ).

On sait donc définir, d’aprés notre corollaire, une correspon-
dance biunivoque entre les éléments de A et ceux de B, donc entre
les points du segment 0-<Cf-1 et ceux du carré 0<Zx =<1, 0<Zy<1l.
On en déduit l'existence d'une correspondance biunivoque entre les
points d'une droite et ceux d'un plan. Soit, dans cette correspondance,
fo(x,y) le point de la droite, correspondant au point (x,y) du plan,
et soit (p(f), ¢(f)) le point du plan, correspondant au point ¢ de la
droite. On aura évidemment, pour x et y réels,

(#)

"P(fu(v\"’y))‘:x, s’)(fo(x,y))=y«

Or, soit f(x,y) une fonction réelle quelconque de deux varia-
Posons, pour f réels,

Fty=[(e(), $)

ce sera une fonction réelle d’une variable réelle (déterminée par la
fonction f). D’aprés (wx) et (#), nous trouvons pour x et y réels:

F(fy (e, y) ==/ (tP (fo ey )y b (Fo ey ) = f (%, ).

) On a ici $(B)=% ., puisque par exemple 10/11==0,909090...c.1—¢(B).

(%)
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Donc: il existe pour «toute fonction réelle [ (x,y) de deux varia-
bles réelles une fonction réelle [ (f) d’'une variable réelle, telle quon
a pour x et y réels:

f e, y) =I(fy ().

Nous pouvons donc dire qu'il existe une fonction réelle [, (x,y) de
deux variables réelles, telle que toute fonction réelle de deux varia-
bles réelles est une fonction d'une variable réelle de la fonction f,1).

Quant 4 la fonetion f, qui intervient dans ce théoréme, on
pourrait méme démontrer qu’elle peut avoir la forme g (x)-+h(y),
ol g et I sont des fonctions d'une seulé variable *).

Soit maintenant f(x,y,z) une fonction réelle quelconque de
trois variables réelles. f,(x,y), ¢ () et ¢ (f) étant les mémes que les
fonctions ci-dessus, posons, pour u et v réels, g(u, v)==[(u, ¢ (), (v)).
D’aprés (*) nous trouvons pour x,Y,z réels

g, fo(y, 2) =1 (x,0(f, (y,2)), b (fs (y, 2)) = [ (2, y, 2).

Donc: il existe une fonction réelle f(x,y) de deux variables
réelles, satisfaisant & la condition suivante: pour toute fonction réelle
f(x,y, z) de trois variables réelles, il existe une fonction réelle g (wx, Y)
de deux variables réelles, telle qu’on a pour x,y,z réelles

f("v",y,z):g(x; fl) (.l/,z))-

Pareillement, f(x,y,z,t) étant une fonction réelle quelconque
de quatre variables réelles, si I'on pose, pour u et v réels, h(u,v)=
= (@), $(u), (), $(v)), on trouve, daprés (+), pour x,y,z,1 réels:

f(x: Yz, t) =h (fu (.X‘, y): /f(l(zy i))

Il en résulte que les fonctions de trois ou duatre variables se
réduisent, par superpoSitions, aux fonctions de deux variables ).
Il est & remarquer que l'on peut démontrer 4 l'aide de I'hy-
pothése du continu, qu'il existe une fonction réelle fy(x, y) de deux
variables réelles, satisfaisant 4 la condition suivante: pour chaque

) Cf L. Bieberbach, Journ. f reine u. angewandte Math. 165, p. 92;
A. Lindenbaum, Fundamenta Mathematicae 20, p. 26, W. Sierpinski
Prace Matematyczno-Fizyczne 4, p. 171.

%) Voir A. Lindenbaum, 1 c. p. 27 et W. Sierpinski, L c p. 173,
renvoil).

% W. Sierpinski, Prace Matematyczno-Fizyczne 41, p. 174.
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fonction réelle [ (x, y) de deux variables réelles, il existe une fonction
o(f) d’'une variable réelle & valeurs distinctes et telle que pour x et y
réels on a o ‘

/‘ (x: .l/) == /‘0 (CP (J(‘), P (.ll)) 1)'
11 résulte du corollaire de la p. 147 le théoréme suivant:

Théoréme 2 (de Cantor-Bernstein). Si l'ensemble B est
une image biunivoque d'un sous-ensemble de 'ensemble A et si A
est une image biunivoque d’un sous-ensemble de B, I'ensemble B
est une image biunivoque de Fensemble A.

Lorsque l'ensemble 3 est une image biunivoque de I'ensemble
A, on écrit A~B et on dit que 1’ensemble B a la méme puissance

que I'ensemble A. La relation ~ entre les ensembles est réflexive,

symétrique et transitive. A l'aide de la notion d’égalité des puissan-

. ce, le théoréme de Cantor-Bernstein peut tre exprimé comme suit:

Deux ensembles dont chacun a la méme puissance qu'un sous-
ensemble de lautre, ont la méme puissance.

Il en résulte en particulier que, si 'ensemble 4 a la méme puis-
sance que son sous-ensemble (', chague ensemble B intermédiaire entre
C et A (c'est-i-dire tel que 4 DB () ala méme puissance que 4.

~ Le théoréme suivant de Tarski®) peut étre considéré comme
généralisation de la proposition ci-dessus:
SiADBDC, A, DC,, A~A4, et (~C(,, il existe un ensem-
ble By, tel que A, DB, DC, et B~B,.
Voici I'idée de la démonstration de ce théoréme.
Soit f(A)= A, et g(("=C(,.

M=(B—C) 4 g7HC))- g (B—C) + g~ fg(C) - g fg~(B—C) +
g e g O g g (B—C) 4
N=B—M. L'ensemble cherché est B,=f(M)+ g (N).

Posons

EXERCICES. 1. Démontrer que si A—B~B-—4, on a A~B
(mais pas inversement). : '

) W. Sierpinski, Bulletin de I'Académie Polonaise des Sciences,
1936, p. 8 et Fundamenta Mathematicae 27, p. 9. ‘

% Comptes rendus de la Soclété des Sciences et des Letires de Varsovie,
Classe III {9 (1926), p. 302, Théoréme 15.
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Démonstration. Soit [/ la transformation biunivoque de
A—B en B—A. Silon pose encore f(x)==x pour x¢AB, on voit
que la fonction f transforme l'ensemble A en B d’une fagon biuni-
voque. Or, si 4={2,3,4,..}, B=1{1,4,5,6,..}, on a é&videmment

A~B, mais on n'a pas 4—B~B—A4, 'ensemble A - B ayant deux

éléments et l'ensemble B—A4 un seul. v .

2. Démontrer que si XDV et Y~V47Z, on a X~X-+7.

Démonstration. On a YCY+{Z—X)CY+7. Vu que
Y~Y+7 et daprés le théoréme 2 on a Y~Y+ (Z—X). Or, X+7=
=(X—Y)+|Y+ (Z—X)]; ces ensembles sont disjoints. On a donc
X4+Z2~X—Y)+Y=X,c. q. £ d.

Les propositions concernant la relation ~ sont parfois difficiles
4 démontrer, surtout si l'on veut se passer de l'axiome du choix.
A titre d'exemple, nous citerons sans démontrer les propositions
suivantes. . ‘

Si M, N, P et Q sont quatre ensembles, tels que MN==/’()==0,
M~N, P~Q et M+N~P+Q, et si 'on a déterminé les correspon-
dances biunivoques ¢, ¢ et O établies respectivement entre M et N,
Pet Q M+N et P+Q, on peut déterminer une correspondance
biunivoque entre M et P1).

S’il existe deux décompositions différentes de l’ensemble FE,
a savoir E=M+N ot MN=0 et E=P+Q ou PQ=0, et s'il
existe une transformation biunivoque o(x) de M en N et une tran-
sformation biunivoque ¢(x) de P en Q, alors les ensembles M et (O
se décomposent en 4 parties disjointes de sorte que M=M,-+ M,
+M+-M,, Q=0Q+Q,+Q;+Q,, Qi=M,;, Q= q’(Me)» Qa = (M,),
Q=499 (M,)?.

Si 4 et B sont deux ensembles tels que A~B, il existe des
ensembles C, C,, D, et D, tels que A—B=C\ (), B—A=D,+D,,
C; Co=D,D,=0, C;~D,, Co+AB~AB~D,+AB ",

Il est encore 4 remarquer, en rapport avec le théoréme de
Cantor-Bernstein, que la proposition suivante est équivalente
a l'axiome du choix: ‘

) Voir W. Sierpinski, Fundamenta Mathematicae 3, p. 1—8: la dé-
monstration ne fait pas usage de Vaxiome du choix. .

%) Voir C. Kuratowski, Fundamenta Mathematicae 6, . 240--242.
La démonstration utilise 'axiome du choix (voir p. 241, renvoi ).

3). Lemme de A. Tarski énoncé sans démonstration dans les Comptes
rendus de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie 19 (1926) p. 301.
Pour la démonstration ne faisant pas appel & 'axiome dy choix, volr W. Sier~
pifski, Fundamenta Mathematicae 34, p. 113.
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De deux ensembles quelconques, un au moins est une image
biunivoque d’un sous-ensembles de lautre '),

On peut demontrer aussi que la proposition suivante équivaut
3 laxiome du choix:

De deux ensembles non vides, un au moins est une image
univoque de Tautre ®). ’

Une autre proposition équivalente a4 I'axiome du choix est que,
M étant un ensemble non fini quelconque, on a (M X M)~M; une
autre encore que, si M et N sont deux ensembles quelconques tels
que (M X M)~ (NXN), on a M~N?.

Soient R Uensemble de tous les némbres rationnels et X len-
semble de tous les nombres réels. L’hypothése de Cantor que; F étant
un ensemble infini de nombres réels, on a soit £~R, soit E~X, est
connue sous le nom de Uhypothése du continu. On ne sait pas si elle
est vraie ou fausse. J'al consacré 4 cette hypothése une monographie *).

En 1938 K. Go6del a démontré que I'hypothése du continu
n'est pas contradictoire aux autres axiomes de la théorie des ensem-—
bles habituellement admis (I’axiome du choix y inclus), s’ils ne sont
pas contradictoires eux-mémes %). ‘ ’

On peutr démontrer que I’hypothése du continu équivaut a la
proposition suivante:

L'ensemble de tous les points du plan est somme d’une
suite infinie d’ensembles E,-4-I5,+ ..., tels que pour n=1,2,... tout
ensemble Ii2,1 a un seul point sur toute paralléle 4 I'axe des abscis-
ses et l'ensemble [y, a un seul point sur toute parallele a l'axe des

ordonnées ).

Y Voir F. Hartogs, Math, Ann, 76 (1915), p. 443; W. Sierpinski,
Legons sur les nombres [ransfinis, Paris 1928, p. 232.

%) Ce théoréme a été énoncé sans démonstration par A, Lindenbaum
dans les' Comptes rendus de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie,
Classe III, 19 (1926), p. 312, théoréme 82 (L) A;; pour la démonstration, voir
W. Sierpinski ibid. 39 (1946), séance du 8 novembre 1946 et Fundamenta
Mathematicae 34, p. 161. .

" Théoréme de A. Tarski, Fundamenta Mathematicae 5, p, 147.

1) W, Sierpinski, [ypothése du continu, Monografie Matematyczne
t. IV, Warszawa—Lwow 1934, X -~ 194 p. _

% Proc. Nat. Acad. Sc. 24, p. 556—557. Voir aussi le livre de K. Godel
cité a la p. 57, renvoi *.

") Voir W. Sierplhski, Bulletin de 'Académie des Sciences de Cra-
covie, séance du. 24 février 1919, aussi Fundamenta Mathematicae 5, p. 179.
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Une autre proposition équivalente a4 I'hypothése du continy est
la suivante:

L'espace euclidien I & trois dimensions est une somme de trojg
ensembles E; (i=1,2,3) tels que, si 'on désigne par OX; (i=1,2,3)
les trois axes des coordonnées de l'espace F, I'ensemble F; est fini
sur toute droite paralléle a axe OX;, pour i==1,2,3 ).

Ainsi, on peut exprimer I’hypothése du continu en termes de Ia
géométrie élémentaire sans utiliser la notion d’infini.

Or, I'hypothése que, M étant un ensemble infini, {/ (M) Y'en-
semble de tous les sous-ensembles de M, et I un ensemble tel que
ECU(M), on a soit E~U(M), soit E~M,, ot M, est un ensemble
tel que M, M, porte le nom de Phypothése généralisée du conting,
Elle aussi, comme 'a démontré M. Gédel ), n’est pas contradictoire
aux autres axiomes de la théorie des ensembles habituellement admis,
S'ils ne sont pas contradictoires eux-mémes.

§ 28. Correspondances multivoques. On dit qu’on a nommé
une correspondance m-n-voque entre deux ensembles A et B, si
Pon a défini une loi d'aprés laquelle & tout élément p de A cor-
respond un sous-ensemble B (p) de B formé de n éléments distinets,
de sorte que, ¢ étant un élément quelconque de B, il existe m
€léments distinets p de 4, tels que qe B (p).

En utilisant Y'axiome du choix, Dénes Kénig a démontré )
que, sl existe pour un nombre naturel n une correspondance
#-n-voque (autrement: bi-n-voque) entre deux ensemble A et B,
1l existe aussi une correspondance biunivoque entre 4 et B, qui ne
fait correspondre deux éléments que si ces éléments correspondent
Tun & Yautre par la correspondance bi-n-voque donnée. Comme je
I'ai démontré *), I'emploi de Paxiome du choix dans la démonstration
de ce théoréme est, dans I'état actuel de la science, inévitable méme
pour n==2. Or, la démonstration du théoréme de D. K&ni g (A laide
de l'axiome du choix) n’est pas facile, méme pour n==2; elle est
difficile pour n=3. Remarquons quelle n'est pas triviale méme
pour les ensembles 4 et B finis. '

Le théoréme de D. Kénig équivaut au théoréme suivant:

) Voir W. Sier pifski, Comptes rendus de I'Académie des Sciences
«de Paris 232 (1951), p. 1046.

3 1 c .p. 153, renvoi .
) Fundamenta Mathematicae 8, p. 114.
Y wW. Sierpinski, Fundamenta Mathematicae, 34, p. 39.
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1§ 28,

Soient n un, nombre naturel, AX B le produit cartésien de
deux ensembles A el B, et P un ensemble C AXB, tel que toute
erull&ha a Paxe des abscisses ou & Uaxe des ordonnées rencontre P
précisénwnt en n points; il existe alors un sous-ensemble P, de P,
tel que toute paralléle & P'axe des abscisses ou a I'axe des ordon-
nées rencontre Py précisément en un point.

On démontre aisément que, s'il existe entre deux ensembles
finis A et B une correspondance n-n-voque (ol 11 est un nombre
naturel donné), les ensembles A et B on le méme nombre d’éléments.
En effet, il correspond alors & tout -élément a de A4 un ensemble
E(a) formé de n éléments distincts de B, et il existe, pour :cout
lément b de B, n éléments distinets a de 4, tels que belk(a).
'Soit P Uensemble de toutes les paires ordonnées (a,b), telles que
acl et beli(a). Si A a k éléments et B a [ éléments, on peut diviser
‘Tensemble [’ (d’aprés les éléments ) en k ensembles disjoints dont
.chacun a n éléments, et pareillement (d’aprés les éléments b) en [
ensembles disjoints dont chacun a n éléments. Oun a donc kn=ln,
Aot k==1[, c. q. £. d. ’

Or, sans admettre l'axiome du choix nous ne savons pas dé-
montrer que, si A et 3 sont deux ensembles entre lesquels il existe
une correspondance 2-2-voque, on a 4A~B.

§ 29. La Topologie comme chapitre de la Théorie générale
.des ensembles. La Topologie des espaces abstraits est I'étude des
.ensembles K, pour les sous-ensembles desquels on a défini une
fonction [ () (dite dérivée de lensemble E) qui jouit des trois
.simples propriétés suivantes:

19 si I==0, alors f(E)==0,

2 si E,cEcK, alors f(E)Cf(E)CK, _

39 si les ensembles E,C K et I,C K ne différent que par un
‘nombre fini d’éléments, alors f(E;)==f (). ‘
| Notre but n’est pas de développer la Topologie; mais, ahtre
sd’exemple, nous déduirons de ces hypothéses, au moyen de§ défini-
‘tions convenables, deux théorémes importants, 4 savoir celui Cantor
et celui de Borel.

Soient A un ensemble donné et [ une fonction donn'Lée de
sous-ensembles de K jouissant des propriétés 1°, 2° et 3°. ‘,Au 'll‘eu’ de
k), nous écrirons E’ et nous appelerons lensemble E' dérivé de
Jensemble F.
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Définition 1. L’ensemble K K est dit [fermd, si 'c ket

ouvert, si son complémentaire K — I est fermé.

Nous démontrerons que le produit d’un ensemble quelconque

d’ensembles  fermés est fermé. En effet, soit P==I11{ un produit
donné des ensembles fermés L. Nous avons donc I’C K pour tout

facteur E du produit P, d'ou (la fonction f(F)=1IL" jquissant de la.
propriété 2°) P'C E’, done P'C E, puisque, I'ensemble E étant fermé,

on a E'CE. La formule P'CE subsistant pour tout facteur [ du

preduit P, il en résulte que ”CUE, done P'C P, ce qui prouve

que I'ensemble P est fermé, ¢. q. £ d.

En appliquant ce résultat aux complémentaires (par rapport i K),
nous. verrons (moyennant les formules de De Morgan, voir p. 87)

que la somme d'un ensemble quelconque d'ensembles ouverts esi
un ensemble ouvert.

Définition 2. L'ensemble K CK est dit compact s'il est fini, ou

bien si tout son sous-ensemble infini a son ensemble dérivé non vide..
I résulte de cette définition qu'un sous-ensemble ’un ensem-

ble compact est toujours compact. :
~ Théoréme de Cantor. Si

L E,DE,DE,D..

est une suite infinie descendante d’ensembles non vides fermés..

compacts et contenus dans C K, leur produit est non vide.

Démonstration. Choisissons dans chaque ensemble I,

(n=1,2,..) un élément p,?) et soit P={py, ps,..}. Si 'ensemble [’
est fini, un au moins des éléments P15 Poy . figure dans la suite-
P1, Py, - une infinité de fois et, d’aprés (1), est un élément de chaque:
ensemble E, (n==1,2,..); ainsi leur produit est non vide. Supposons.
donc maintenant que I’ensemble P est infini. Comme sous-ensemble:

infini de I'ensemble compact E,, Tensemble P a son dérivé I’ non
vide. Soit p un élément de P’ et soit Pu={pu, prs1, puii, ...
n==1,2,... Les ensembles P et P, ne différent que par un nombre-
fini d’éléments. On a de 3° P,/= P’, done pe P, pour n==1,2,.. ..
Or, d’aprés (1), on a évidemment P,CE,, done, d’aprés la propriété-
2° de la fonction f(E)=F", P/CE,. Dautre part, l'ensemble I,
_&tant fermé, on a E,'C E,; done pePCE/CE,, dou pel, pour
n=1,2,... Le théoréme de Cantor est ainsi démontré.

) Notre dén_monstration fait ici usage de l'axiome du choix.

}, pour-
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Théoréme de Bovel. Soit I! un ensemble fermé et compact.
‘S’i Al Al A}

@) B, EyE,, ..

est une suite infinie d’ensembles ouverts, telle que
3) Lk +E+E4 ..,
il existe un. nombre naturel n, tel que

@ ECEA+E+ ..+ E,.

Démonstration. Posons pour n=1,2,...

]':1 "P“‘Ea"l'” e EIL =3, ) K—8p = Fn s EF, = In .

On a évidemment S,,1DS,, done Fo1CF, et Hpyi CH, pour
n=1,2,.., c'est-d-dire que H,, H,,... est une suite descendante. Les
@sembles Sa (étant des sommes d’ensembles ouverts) sont ouverts,
done leurs complémentaires /. sont fermés, de méme que les en-
sembles I, == EI, (étant des produits de deux ensembles fermés)
qui sont aussi compacts (en tant que sous-ensembles de l'ensemble
compact ). Si encore les ensembles H, étaient non vides pour
n=1,2,.., leur produit H serait alors, d’aprés le théoréme de Can-
tor, non vide, et on aurait pour n==1,2,...

HcH,cF,=K—S,,

donc HS,==0 pour n==1,2,.. et, daprés E,CS,, a plus forte
raison HE,==0 pour n=1,2,.., d’ol, daprés (3), HE =0, ce qui
est impossible, puisque H:#0 et HCH,CE.

Il existe donc un nombre naturel n, tel que H,=0, d’ou
EF, =0, ce qui donne K (K—S,) =0, donec ECS,. L’existence d’un
nombre naturel n pour lequel on a Iinclusion (4) est ainsi établie
et le théoréme de Borel est démontré. ‘

Encore quelques mots sur le rapport des espaces abstraits con-
sidérés ci-dessus aux espaces (V) de Fréchet. Un ensemble -
quelconque K est dit espace (V), si 4 chaque élément K on a fait
correspondre une famille non vide de sous-ensembles de K appelés
voisinages de cet élément (cette correspondance peut étre d'ailleurs
tout & fait arbitraire).

I/ étant un ensemble CK, nous appelons élément d’accumula-
tion de I tout élément & de K, tel qua tout voisinage de & appar-
tient une infinité d’éléments de I
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Si I'on désigne par f(I/) ensemble de tous les éléments d’ac~
cumulation de E, on vérifie aisément que la fonction [(F) satisfait
aux conditions 1%, 2° et 3°

D’autre part, soit f(E) une fonction définie pour les sous-en-
sembles E de K et jouissant des propriétés 1°, 2° et 3°. p étant un
élément donné de K, considérons comme son voisinage tout ensem-
ble HCK, tel que peK—f(K—H).

On peut vérifier que, si 'on donne pour I'ensemble K la défini--
tion ci-dessus des éléments d’accumulation, et si l'on appelle dérivé.
' de Vensemble ECK Vensemble de tous les éléments d’accumu-
lation de E, on aura E'=f(E) pour ECK.

Ainsi, pour notre définition des éléments d’accumulation, I'étude-
des espaces (V) de Fréchet équivaut & celle des espaces abstraits
considérés ci-dessus.

Quant aux espaces dits fopologiques, leur étude n’est autre
chose que ’étude de certaines fonctions additives de sous-ensembles.
d’un ensemble donné K (espace topologique), & savoir I'étude des.
fonctions F(E) (fermetures de E) définies pour les sous-ensembles [0
de K et dont les valeurs sont des sous-ensembles de K (c’est-d-dire
F(EYcK pour ECK) et qui satisfont aux trois conditions suivantes:

1) FEA+Y)=F®X+F(Y) pour XcK, YCK;

2) si X=20 ou bien si X ne contient qu'uh seul éléement, on a.
F(X)=X;

3 FEE)=F® pour XCK Y3,

Ainsi la Topologie peut étre considérée comme un chapitre de
la Théorie générale des ensembles.

La théorie des espaces métriques comme chapiire de la Théorie
générale des ensembles. La théorie des espaces métriques (distan-
ciés) est ’étude des ensembles M formés d’éléments quelconques,.
ol I'on a fait correspondre a tout systéme (ordonné) x,y de deux
- éléments de M un nombre réel non négatif p(x,y), dit distance
entre x et y. La distance doit vérifier pour xeM, yeM et zeM
trois conditions suivantes (dites axiomes de distance):

) Voir C. Kuratowski, Topologie I, p. 15.
aux conditions 1°, 20 et 3°) peut étre défini comme celui de tous les éléments.

p de K, tels que peF(E—{p}); on a alors F(B)==E--f(E) pour KCK. Ainsi les
espaces topologiques ne sont que des cas particuliers des espaces abstraits.
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§ 30.
1) on a, pour xeM et yeM, p(x,y)==0 dans ce cas (et seule-
ment dans ce cas) oll x ==y (axiome de coincidence);

2) plx, y)==p(y,¥) pour xeM et yeM (axiome de symétrie);
3) plx,2)<<ple,y)+p(y,2z) pour xeM, yeM et zeM (axiome
de triangle).

A. Lindenbaum ') a remarqué que si 'on accepte l'axiome 1,
les axiomes 2) et 3) peuvent étre remplacés par un seul axiome:

o (x,2) < p(y,x) + p(y, 2).

Les espaces métriques ont été étudiés par M. Fréchet?),
F. Hausdorff?®) et ensuite par plusieurs auteurs.

On a étudié aussi les espaces semi-métriques ol la distance
satisfait seulement aux axiomes 1) et 2) ) et méme des espaces ol
la distance n’est assujettie 4 aucune des conditions 1), 2) et 3)?).
On a finalement étudié des espaces dans lesquels la distance n’est
pas nécessairement un nombre réel ).

_§ 30. Théoréme de la diagonale 7). Etant donnée une fonc-
tion f(t) qui fait correspondre & chaque élément t d'un ensemble

T un sous-ensemble de T, lensemble H,[tef(t)] n'est pas une va-
14
leur.de cette fonction. 1T :

Démonstration. Soit f une fonction qui fait correspondre
4 chaque élément f d'un ensemble donné T un sous-ensemble f(t)
de T et admettons qu’il existe un élément f,e7T, vérifiant la formule

fty=F, [tef@).
{tel

1y Fundamenta Mathematicae 8, p. 211.

%) M. Fréchet, Rendiconti di Palermo 22 (1906), p. 17.

% F. Hausdorff Grunzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 211.

i) K. Menger, Math. Annalen 100, p. 115; Jahresb. d. deutsch. Math.-
Ver, 40; Proc, Akad. Amsterdam 30, p. 710; Chittenden, Trans. Amer.
Math. Soc. 18 (1917), p. 161..

5 P, Alexandroff et H Hopf, Topologie I, Berlin 1935, p. 28.

%) K. Menger, Math. Zeitschr. 33, p. 396. Cf. aussi M. Fréchet,
De Vécart numérique & Uécarl abstraif, Portugaliae Mathematica 5 (1946), et
A. Appert, Fspaces majorés, C. R. Acad. Sc. Paris 232 (1951), p. 1536. '
) Cf C.Kuratowski, Topologie I, p. 175.
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Or, i était f,ef(t), on aurait, d’aprés (1), {,¢f(f,); s'il était
tyef (t), on aurait, d’aprés (1), f,ef(t,). On arrive donc toujours
4 ure contradiction. Ainsi un fye 1" vérifiant la formule (1) n'existe
pas et notre théoréme est démontré.

Corollaire. T étant un ensemble non vide, il 1’existe aucune
transformation - biunivoque de I'ensemble T en lensemble U(T)
(de tous les sous-ensembles de 7).

Démonstration. Soit 7 un ensemble non vide et admettons
qu'il existe une transformation biunivoque / de lensemble 7 en
Tensemble U/(T). L'ensemble F = E [tef(t)], en tant qu’élément

1el
de I'ensemble U(T), serait donc une des valeurs de la fonction f,
ce qui est impossible, vu le théoréme de la diagonale. Notre corol-
laire est ainsi démontré.
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CHAPITRE V

FAMILLES D’ENSEMBLES ET OPERATIONS
SUR CES FAMILLES

§ 31. Tamilles d’ensembles. Familles d’ensembles établis-
sant un ordre. On appelle famille d’ensembles un ensemble dont
les éléments sont des ensembles. Exemple: l'ensemble U (F) de tous
les socus-ensembles de l'ensemble F.

Si ¢ est une fzmille de sous-ensembles d’un ensemble donné E,
nous disons que la famille ® ¢établit un ordre dans l'ensemble E,
lorsqu’elle vérifie les deux conditions suivantes: ')

1) X et Y étant deux ensembles quelconques de la famille @,
on a XCY ou bien Y(C X (les familles ¢ vérifiant cette condition
sont dites croissanfes ou familles d’ensembles croissants);

2) p et q étant deux éléments distinets de l'ensemble E, il
existe au moins un ensemble H de la famille @, tel que I'ensemble
H-{p,q} est formé d'un seul élément,

Soient p et ¢ deux éléments distincts de I et soient H, et H,
deux ensembles de la famille ¢ vérifiant la condition 2). Chacun des
ensembles H;-{p,q} et H,- {p,¢} est donc formé d'un seul élément.
Daprés 1) cn a H;(C H, ou bien Hy(C H,. Donc un au moins des
ensembles H, -« {p,q} et H,-{p,q} est contenu dans l'autre. Chacun
de ces encembles étant formé d’un seul élément, on peut en conclure
quils scnt égaux. On a done H, - {p,q}=H,{p,¢q}. Le produit
H-{p,q} ne dépend donc pas (pour p et ¢ donnés) du choix de
l'ensemble H qui vérifie la condition 2).

Si (pour deux éléments distincts p et ¢ de E) ona H-{p,q}={p},
quel que soit I'ensemble H vérifiant la condition 2), posons p-g.
Done, si pour deux éléments distincts p et g de E on n'a pas p-3q,
on a H-{p,q}# {p}, quel que soit I'ensemble H vérifiant la condi-

) Cf. C. Kuratow ski, Fundamenta Mathematicae 2, p. 161.

W. Sierpidski. Algéhre des Ensembles. 1t
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