ROZDZIAE IT

TEORIA POL

§ 1. Pole w fizyce. Méwimy w fizyce o polu, by wyrazié w jed-
nym s}owm, 76 kazdemu punktowi danego obszaru przestrzennego
przyporzadkowana jest pewna warbodé jakiej§ wielkodei fizycznej.

Rozrézniamy pola skalarne, wektorowe i tensorowe: Mamy np.
do czynienia z polem gkalarnym, gdy hadamy rozkiad !Jemperatury
lub gestofci masy w danym ciele, albo przebieg potencjalu w prze-
strzeni. Przykladem pola wektorowego jest pole predkosci cieczy
i pole sity grawitacyjnej ziemi. Za przyklad pola tensorowego stu-
7yé moze pole napie¢ w ciele sprezystym. P03Q01e pola ma w fizyce
znaczenie podstawowe.

Zajmiemy sie przede wszystkim teorig pol wektorowych. Te-
oria ta zostala stworzona pierwotnie dla hydrodynamicznych pél
predkogei. Dlatego wigkszodé pojeé jakie w niej napotykamy, ma
nazwy zaczerpuigte z hydrodynamiki. I dzi§ jeszeze najbardziej
pogladowa droga do tych pojeé (ktéry i my péjdziemy) wiedzie po-
przez model hydrodynamiczny. Stowa ,model” uzyliémy celowo,

by podkre§lié, ze bedziemy musieli niekiedy przypisywaé cieczom -

takie wiasnodei, jakich nie spotykamy w cieczach rzeczywistych.

§ 2. Gradient pola skalarnego. Weimy najpierw pod uwage .

cafliem specjalne pola wektorowe, mianowicie takie, ktére — jak
powiadamy — maga potencjat., Niech

?=0(2,9,?)

. bedzie polem skalarnym cigglym i majgcym pochodne ciggle. Mo-
zemy przyporzadkowaé mu pole wektorowe o tak, zeby to przy-
porzgdkowanie bylo niezalezne od ukladu Wspéh"zqdnych m,y,lz
Wektorem zwigzanym w ten sposéb z potencjatem ¢ jest np. catka

powierzchniowa po powierzehni zamknigtej ¥
2.1) | f Afnp= f ifg.
‘ . F B

iom
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Przy tym stale zakladamy {tak jak i dla wszystkich dalej roz-
patrywanych catek po powierzchniach zamknietych), 7e % jest nor-
malng zewnetrzng.

Wektor (2.1) nie jest jednak zwiazany z zadnym poszezegdl-
nym punktem przestrzeni. Gdyby$my cheieli takie powigzanie
uzyskaé przez przejécie do granicy, sciagajac powierzehnie F do
pewnego punktu O, to otrzymaliby$my zero, poniewaz obszar cal-
kowania F dazytby wéwezas do zera. By tego unikngé, mogliby$my
(2.1) podzieli¢ przez odpowiednia wielkodé, znikajgca razem z F,

‘a gdyby # w (2.1) nie wystgpowalo —po prostu przez pole powierz-

chni 7. Wynik bylby jednak w tym wypadku trywialny, otrzyma-
libyémy bowiem ¢ w punkcie O. Wektor % w catee (2. 1) powoduje
jednak, ze wyrazenie to znika jeszcze predzej. Przy przejéciu gra-
nicznym F-0 wszystkie wartosei @ na F (ze wzgledu na cigglosé)
daza do ¢ w punkeie O; a dla stalego ¢ catka (2.1) znika poniewas
f ndf=0 (p.I, 13.2)1). Dzielimy przeto (2.1) przez objetosé V
¥ :

obszaru ograniczonego powierzchnia F, dochodzae w ten spos6b
do przejécia granicznego:

1
(2.2) gradcp:]iml—r

F

Jezeli ta wartodé graniczna 1stme]e, to otrzymany wektor
(2.3) nazywa sie gradientem.

Zaznaczamy, ze przy tym przejéciu do granicy wszystkie pun-
kty powierzechni ¥ majs zmierzaé do punktu 0. Przy tym oczywi-
scie znika objeto$é V. Gdybyémy jednak zadali tylko znikania V
(jak to si¢ zwykle czyni), to przy takim przejééiu do granicy po-
wierzchnia F moglaby ulec splaszezeniu w skoriczony element po-
wierzchniowy lub liniowy. Ale wtedy warto$é graniczna (2.2) oczy-
wiscie nie bylaby charakterystyczna dla punktu 0, lecz dla odpo-
wiedniego elementu powierzchniowego lub liniowego; w ogélnosei
wiee réznitaby sie od (2.2). Ze wzgledu na te mozliwosci wartogé

dffiep.

graniczna ]im% f dfrne w ogélnodei nie istnieje, chyba gdyby zalo-
V-0 R

zyé dodatkowo, ze V dazy do zera we wszystkich swych wymiarach.
W ten sposéb jednak dochodzimy wlagnie do Warun]m F-0.

1) Wzory z Rozdzialu I bedziemy odtad oznaczali umleszeza]@c przed
numerem paragrafu Izymska jedynke.
5*
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Najprogeiej mozemy dowiesé, 7o wartogé graniczna (2.2) istnie-
je, jezeli ja obliczymy. W matematyce czgst.o spotykarr}y tego ro-
dzaju dowody istnienia wartoci granicznej. Aby obliczyé (2.2),
rozwijamy ¢ w otoczeniu punktu 0 na szereg Taylora:

— 0Pg 0P, L 0P
(2.3) @ %+am5+ayn+az

Pochodne %,... s3 to pochodne pola ¢ W punkeie O, a &,7,{
or

sa to wspélrzedne wzgledem punktu O:
(2.4) f§=a— Ty, n="Y — Yo,
Dla caltki (2.1) otrzymujemy teraz

(2.5) f dffip = g, f afi+ 22 [ apme+ 20 [ apn +27 f AL 4.
0w ay) - o7
r ya x F b

C::z"'zo-

Pierwszy wyraz po prawej stronie znika ze wzgledu na (I, 13.2).
Aby obliczyé nastepne wyrazy, musiny znad wartodei catek postaci

(2.6)  I,= f df cos(m,z) & 1 I,,= f af cos ()1,
F ' r
bo np. ,
fdf%é:ifdf cos (n,m)§—}—7jdf o8 (n,y)&—i—ﬁfdf cos (my2)f= .
F ¥ e o F _ :
) RS NS S A ,

Aby obliczyé np. catki (2.6), dzielimy powierzchnig F na ele-
menty powierzehniowe df za pomocs graniastostupdw réwnole-

5
Rys. 30. Obliczanie calek Iy, I, itd.

gtych do osi @ (rys. 80). Dla dwu elementéw df, wykrojonych
przez jeden i ten sam graniastostup, wartosel df cos(n,o) rdéinig

[§ 21 Gradient pola skalarnego _ 69

sie tylko znakiem. Rézniczka df cos (n,x) jest bowiem rzutem df
na plaszezyzne yz. Rzut ten dla df, (rys. 30) ma znak -+ (kat
miedzy 7, a kierunkiem dodatnim osi z jest ostry), a dla df, rzut -
ten ma znak —. Stagd wnosimy, ze

(2.7a) 1,=0, - -

poniewaz pod znakiem catki (por. (2.6)) wystepuja df,cos(n,,)
i df,cos(n,,x) pomnozone przez to samo 7. Jezeli jednak df,cos(ny,z)
pomnozymy przez &, to otrzymamy objetos$é tej czefei graniasto-
stupa, ktéra zawarta jest miedzy plaszezyzng yz a df,. Natomiast
df, cos (ny,2) € jest oObjetodcia (ze znakiem---) czedel graniastostupa
zawarte] miedzy df, a plaszezyzng yz. Oba te sktadniki calki I,
s3 wiec réwne objetosei graniastostupa miedzy df, a df;. Zatem
(2.7D) * I,=7V.

Ogélnie: calki I,..., Kkidrych oba wskazniki odnoszq si¢ do
jednej i tej samej osi, dajg V, a pozostale dajq zero.

Mamy wiee '

2.8) fdfme:w, fdf'm=iv, [ajnz=F7V.
F F F
Dla (2.5) otrzymujemy zatem

(2.9) f dfnp= V(ig:{ LUy S AR

oy ow
b

a wiec przejécie do granicy (2.2) daje wynik

(2:10) grad g =129 4597 1 597,
or ay oz »
Patwo sie przekonaé, ze wyrazy wyzszego rzedu w (2.3) nie
majg -zadnego wplywu na granice (2.2). Zamiast catek (2.8) daja

‘one bowiem cafki typu [ @7 lub fdf 7En, ktére w kazdym razie
3 F

predzej dazg do zera niz objetodé V. Mozemy zreszty przeprowa-

dzié te rozwazania zupelnie fcifle, poslugujac sie znanym z ra-
chunku catkowego twierdzeniem o wartodel fredniej.

Sktadowa z wektora grad ¢ jest wediug (2.10) réwna 5?

om

Poniewaz jednak wartof¢é bezwzgledna i kierunek wektora grade
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nie zaleza od wyboru ukladu, w ktérym grade obliczamy, wiec

mozemy of z skierowaé dowolnie, np. tak, zeby miata ona kieru-
nek wektora jednostkowego §. Jedli diugodé tuku na § oznaczamy

przez s, to oy oznacza skladowsa wektora grade w kierunku 3:
a8 -

(2.11) % _ 5 grad g.
os

'rj-;f nazywamy pochodng funkeji ¢ w kierunku 3 lub krécej po-
8
chodng Fierunkowq.

Skiadowa wektora w jego wlasnym kierunku réwna jest jego
wartodei bezwzglednej; w innych kierunkach jest jednak mniejsza.
Oznaczajac przez ¢ wektor jednostkowy -w kierunku grad ¢, a przez
o dlugodé luku, liczona w jego kierunku, widzimy, ze wartods

o . . . 0P

£=| grade| jest zawsze wigksza od wartogdel ?-93{ odpowiadajgcej
do . 08 ’
innemu wektorowi jednostkowemu § o jakimkolwiek kierunku. Zatem

o9 [og].

g0 " |os

Wiynika stad, ze wektor grade — zgodnie zreszty z jego nazwa
— ma kierunek najwigkszego wzrostu potencjalu g.

Mozemy uwazaé, ze wektor gradg powstaje z ¢ przez zasto-
sowanie do @ pewnego operatora. Nazywamy go operatorem Ha-
miltona i oznaczamy przez odwrécony duzg litere delta V.

Zaleznie od tego, czy opieramy sie na réwnaniu (2. 2), czy na
rownamu (2.10), V przybiera postaé

(2.12a) v=tm2 (g
oV
i
lub
(2.12b) v=il15% 152, ,
) or oy ow
W obu wypadkach
(2.13) grade=vg

i w obu wypadkach mozemy tak postepowaé, ze ¢ moozymy for-

icm
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* malnie przez operator V, a nastepnie iloczyn f dfn-@ lub B_d;qa uwa-
F

zamy za calke fdf%q:lub za pochodng 2—99.
# ®

Operator V ma wiec réwnoczesnie charakter wektorowy i cha-
rakter symbolu rézniczkowania. Z jednej strony bowiem przeksztad-
ca on skalar ¢ w wektor grade, a z drugiej zachowuje si¢ jak ope-

‘rator rézniczkowania, np. w przypadku:

(2.14) Voy=¢Vy+yVe
ezyli
(2.14a) grad py = pgrady + pgrad ¢.

Mozemy latwo zwiazek ten sprawdzié, obliczajac skiadowe
z,y,2 dla obu stron (2.14).

Dotychezas nie mieliSmy jeszcze zadnych korzysei z wprowa-
dzenia operatora V, moglibyémy wiec uwazaé je za zupemie zbed-
ne. W § 4 i § 7 przekonamy sie jednak, jak wielkie znaczenie heu-
rystyczne ma operator Hamiltona.

Zauwazmy, ze gdy ¢=const, to grad ¢=0, a jesli grad ®==0,

@ P oD

to z (2.10) wynika, e ——=—=-——= 0, czyli &= const.
ow

oy oz
A wiec: stala jest jedyng funkcjq potem':jal'n,@, ktorej gradient
enika w calej preestrzeni. 7
ZADANIA. 1. Dowiedé, ze
(2.15) grad (g +y) — grad o+ grad v.
2. Dowiedé, ze

(2.16) grad () =1 (1) = =1 ) 7*,

gdzie 7 oznacza wektor wodzacy z punktu statego P.
Przypadki szezegdlne:

(2.163) grad r_;=‘*,
(2.16b) grad r? =27,
7 1
(2.16c) gradX — T 5
r 3 r?
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3. Sprawdzié ze stale pole wektorowe =7, ma potencjal

p= —vo’f

4. Obliczyé hm — f d;fngo, gdy przy V zd@Za]@cym do zera

F przechodzi w element plaskl f.

Rozwigzanie. Jezeli N jest (ktérakolwiek) normalng ele-

mentu f, to
—fdfnrp N f —
rs0V

§ 3. Pola wektorowe majace potencjal. Geometryczne przed-
stawienie rozkladu potencjalu ¢ =g¢(z,y,2) W przestrzeni uzysku-
jemy, wyobrazajac sobie w tej przestrzeni powierzchnie réwnyech
potencjaléw, zwane powierzchniami ekwipotencjalnyms:

3.1) P, y,2)= (n=0,+1,+2,...).

W tym przedstawieniu stale odpowiadajace dwu sgsiaduja-
eym ze Soba powierzechniom réznig sie wiee zawsze o jedng i te sa-
my staly wielko§é AC. Za pomoca tych powierzehni mozemy zo-
rientowad sie nie tylko co do przebiegu funkeji potenCJalneJ @, ale
tez co do struktury pola wektorowego

C+nAl

3.2) . 7= grade
w sposdb nastepujacy :
Ponie-

waz g nie zmienia sie na takiej powierzchni, wiee mamy ~8«(B=:
s

1° 5 jest prostopadle do pozbz'erzchm‘ elwipotencjalnej.

dla kazdego lezacego na niej kierunku 3; a jeZeli znika skladowa
7 w kazdym kierunku na powierzehni potencjalnej, to o jest pro-
stopadte do tej powierzchni;

2" Jak wynika z § 2, koniec wekiora T ewrécony jest w Kie-

runku powierschni ekwipotencjalnej o wighszej wartodei @5

3° Z tegoz przedstawienia geometrycznego mozemy ponadto
odezytaé (przynajmniej w przyblizeniu) wartodé bezwzgledns wek-
tora ». Narysujmy w pewnym punkcie jednej z powierzchni elkwi-
poteneja]nych (3.1) normalng i niech Ao bedzie odmierzong na niej

icm
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odlegtoscia od nastepnej powierzehni ekwipotencjalnej. Wéwezas
mamy (w przyblizeniu)

(3.3) . ep AC
20 Ag

Warto$é bezwzgledna wektora T jest wige (w prayblizeniu) odwrot-
nie proporcjonalna do odlegtosci dwu sqsiadujacych powierzchni ekwi-
potencjalnych. Im wiekszy zatem jest odstep miedzy tymi powierz-
chniami, tym mniejszy jest gradient, a im mniejszy odstep, tym
wiekszy gradient.

Zgodnie z utartym zwyczajem niektére pola wektorowe w fi-

- zyce (ezesto np. pole predkosei potencjalnego ruchu cieczy w hy-

drodynamice) wigzemy z ich potencjalem za pomoca réwnania
(3.2). W innych przypadkach korzystniej jest jednak, ze wzgledu
na znaczenie fizyezne pola wektorowego i potencjatu, wyrazié pole
wektorowe przez ujemny gradient potencjatu:

(3.2a) = — gradp.
‘W takich przypadkach ¥ ma Fkierunek majwigkszego spadku po-
tencjatu @.

‘W dalszych rozwazaniach bedziemy sie- zawsze poshugiwali
zwigzkiem (3.2a). Cheac wiee uzywaé wzoréw tego podrecznika do
rozwazan opierajacych sie na zalozeniu (3.2), trzeba pozmieniad
we wzorach znak potencjatu.

Gdy dany jest potencjal g, mozemy latwo otrzymaé przynalezne
do niego pole wektorowe % przez rézniczkowanie, Niewspolmiernie
trudniejsze jest odwrdcenie tego zadania: dane jest pole wekto-
rowe ¥ szukamy zaf potencjalu ¢. Rozwigzanie odraczamy do § 10
tego rozdzialu, gdzie w twierdzeniu Stokesa znajdziemy odpowied-
nie narzedzie do pokonania wystepujacych tu trudnodei.

Pola majgce potencjat nazywaé bedziemy w dalszym ciggu po-
lami niewirowymi, czyli polami bez wiréw. Nazwe te uzasadnimy
jednak tez dopiero w § 10.

§ 4. Wydajnos$é zrodel. Dywergencja. Wyobrazmy sobie
dowolnie dane pole wektorowe %, ktére interpretujmy jako pole
predkosei cieczy niedcigliwej. Niech F bedzie jakakolwiek powierz-
chnig zamknietg lub majaca brzegi. Pytamy, jaka ilogé cieczy prze-
plywa przez ¥, jezeli mierzymy ja w mierze przestrzennej, a wiee
w cm?, i jezei uwazamy za dodatni przeptyw w kierunku normal-
nej n do F.
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Objetosé cieczy przeplywajacej W czagie di przez e%emem; po-
“wierzehniowy df réwna jest objetosei walca o podstawie .df,‘ kt6-
rego pobocznice tworza wektory v o punktach zaczepienia na
brzegu podstawy df (rys. 31). Jezeli @ jest nor'maln‘ay do -d‘f, to
wysoko§é tego walca réwna jest odt, a wige jego oquto.éé
df (7o) dt =wvdfdt. W jednostee czasu przeptywa wiec przez I' obje-
tosé cieczy -

@1y fdfm:fd‘a:fvndf,
F F Va

gdzie v, jest skladows normalng predkosei . o
Oalke te nazywamy, niezaleznie zreszty od znaczenia fizyocz-
nego wektora 7, strumieniem lub prze-
plywem wektora ¥ przez powierzehnig I
Jezeli F' ogranicza obszar B o objeto-
ei V, a @ jest normalng zewnetrzng do

n

nam nadmiar cieczy wyplywajacej z R
nad cieczg wplywajaca przez F' do I. Dla
" cieczy niedcifliwej wyrazenie (4.1) musia-
loby znikaé, poniewaz ilogé cieczy zawar-

odt

Rys. 31. Strumieh wektora - dfa, doprowadzajace ciecz, jako Zrédia do-
v przez df. datnie do R lub odprowadzajace ja, jako
. : fréda ujemmne czyli $cieki, z tego ob-
szaru. Wtedy przeplyw (4.1) okredla nadmiar cieczy wplywajgcej
do R przez wszystkie zrédla dodatnie nad ciecza wyplywajacs
z R przez Scieki. ) ‘
Wyrazenie (4.1) nazywamy wydajnosciq #Zrédel znajdujacych
sie 'w obszarze R.
Obojetne jest przy tym, czy #rédia w E 33 punktowe, liniowe,
powierzchniowe, czy przestrzenne. ‘
Jezeli mamy do czynienia ze Zrédiami przestrzennymi, to war-
todé graniczna _
(4.2) dive=lim 2 [ dfms .
oV :

okresla wydajnodé Zrédet przestrzennych, przypadajacyech na jed-
nostke przestrzeni, czyli gestosé przestrzenng wydajnodci

i

powierzchni F, to przepltyw (4.1) okrefla

tej w obszarze R nie moglaby ulegaé
zmianom, chyba ze w E istnialyby #ré-

iom
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14

Wyrazenie skalarne (4.2) mozemy obliezyé formalnie dla do--
wolnego pola wektorowego. Nazywamy je wowezas dywergencig
Iub rozbieznodeiq pola wektorowego .

dive istnieje zawsze, gdy skladowe wektora 7 maja pochodne.
Aby si¢ o tym przekonaé, obliczmy diva. Mozemy to uezynié tak
samo jak dla gradgy w § 2. Poniewaz '

7% = cos(n, ) v, + cos(n,y)v, + cos(n,2)v,, -
wiee catka (4.1) rozpada sie na trzy calki:
J af 7v = cos(n,x)vmdf+fcos(n,y)'vydf —i—fcos(n,z)'vzdf.
F F F F

Ale ze wzgledu na
oV, a0, oV,
V=9, —2 —= —=
% z{a+am§+8y77+az€+
(przy oznaczeniach (2.4), str. 68) pierwsza z tych calek réwna
jest

fcos(fn,,m)vmdj—_— V], fcos('n,m)df _}_@ffcos(%,m)édf —+
o -
7 F

F
oy g
4= fcos (nm)ndf 4 hfcos(n,w)&‘ af+ ...
oy o
¥ F
Biorae pod uwage (I, 13.2a) i (2.7a1b), otrzymujemy

f cos(n,m)vzdfr——%% V.o,

7

fdjﬁﬁzv(%-}"é?y-l—@g) -+
J o oy o2

Definicja (4.2) daje wiec ostatecznie:

tak ze .

. av v v
(4.3) dive=—24. ¥ 778,

* Y o + gy *®

Z formalnego punktu widzenia mozemy uwazaé divw za ilo-
czyn skalarny operatora Hamiltona V (por. (2.12a i b)) przez wek-
tor 7, jak to wynika z (4.2) i (4.3).
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7 (2.10) i (4.3) wnosimy, Zé:

. o jog | 0 (op\ , b oy _de B¢ B0,
(4.4) dlvgrad<;u=a—~( ) ~( -) —( """" )—*a'm“z oy ,{)zz"—A(P,

ool oy \ay) T ee\e
gdzie
e
4.4 =t o=V V=V*
(4d2) A= i T =Y

A pazywamy operatorem Laplace’a lub laplasjanem.
7 punktu widzenia fizyki Ap oznacza ‘wydajnodé zrédet prze-
strzennych, przypadajacych na jednostlke przestrzeni pola wekto-

rowego bez Wir6w. )
Pola wektorowe dla ktérych dywergencja znika, nazywany

polami bez #ridet.

Réwnanie
Ap=0

ZNAaczy wiee. ze pole wektorowe potencjatu ¢ jest polem bez zrddel.
Nazywamy je réwnaniem potencjalu lub réwnaniem Laplace'a.
Na moey (2.10) i (4.3) mozemy stwierdzié, ze

(4.5) . divgi=qdivi+ogradg.
Podstawiajac tu 7= grady, otrzymujemy
div(pgrad ) =¢Ayp+grade-grad y =

bp 0 09 2y 59 o9

4.6 =gpA
(.6 v W+8m8m oy oy oR o

Niewgtpliwie w hydrodynamice cieczy niedcisliwych wydaj-
noéé Zrédel mozemy mierzyé wytworzona przez nie objetofcig cie-
czy. Poniewaz jednak w zastosowaniach tej definicji wydajnogei
Jr6det do teorii elektromagnetyzmu wystapitby czynnik 4z wia-
fnie tam, gdzie jest on niepozgdany, wige, aby tego unikngé, okre-
flamy w tym przypadku wydajnodé zrédet nie przez wzdr (4.1),
lecz przez wzoér o ‘

. 1 __ 1 < 1- '

(4.131) — d == f P == .

o 7o o afo o v, df. ,
F F by

Definicje (4.1a) mozemy interpretowaé hydrodynamicznie, za-

kladajac, ze mamy do czynienia z ciecza niedcifliwg o gestogei },
, dm

icm

[§ 51 Tw{erdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego i twierdzenia Greena e
oraz ze mierzymy wydajno§é Zrédet leiagcych wewngtrz F przez
mase, wytworzong przez nie na jednostke czasu.

Jezeli miare wydajnosci okreflamy wzorem (4.1a), a nie
wzorem (4.1), to dla Zrédet przestrzennych okreslié nalezy wydaj-
no$é na jednostke przestrzeni nie wzorem (4.2), lecz wzorem

(4.23) ' e = 1 divw.

4z

W dalszych rozwazaniach bedziemy wiec musieli zawsze do-
brze zwazaé na to, ktérg definicja wydajnofei si¢ postugujemy.

§ 5. Twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego i twierdzenia
Greena. Zalézmy, ze W obszarze R, ograniczonym powierzehnig
F, znajduja sie zrédla przestrzenne o wydajnoéei dive. Na jed-
nostke czasu wytwarzajs one '

fdiv%dr
R

(dv=element -przestrzenny) jednostek objetosci cieczy. Nadmiar
cieczy wyplywajacej przez powierzchnie F' nad cieczy wplywajaca
przez te powierzchnig okreslony jest catks powierzchniows (4.1):

Jezeli ciecz jest miefcisliwa, obie te wielko$ei muszg byé rowne,
poniewaz woéwezas Iagazynowanie (dodatnie lub ujemne) cieczy
w obszarze R jest niemozliwe. W danym razie jest wiec

(5.1) !d‘r divo =E[vndf =de%«7.

Wzér (5.1) nazywamy twierdeeniem Gaussa-Ostrogradzkiego.

Daje ono przeksztalcenie pewnej cadki przestrzennej w catke
powierzchniows. Otrzymalifmy je przez rozwazania fizyczne dla
pola predkosei cieczy niescifliwych. Jest ono jednak prawdziwe dla
wszystkich pél wektorowych ciaglychiréimiczkowalnych. Oto dowéd
matematyezny. _

Obszar R rozeinamy na elementy przestrzenne R, w ksztalcie
kostek. Ograniczenie kostki R, oznaczamy przez F, a normalng
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zewnetrzng do F, — przez 7. Wéwcezas spelniona jest tozsamogcio-
wo réwnosé

(5.2) !dfﬁa:Zfdfﬂﬁ.

Calki wzdluz wspélnych scian kostek znoszg si¢ w sumie (5.2),
poniewaZz normalne # po obu stronach tych fcian maja przeciwne
zwroty a wskutek tego (bo zalozyliémy ciaglodé v) iloczyny skalarne

" r6iniy sig tylko znakiem. W sumie (5.2) pozostaje wiee tylko catko-
wanie po powierzehni F.

Oznaczmy przez Az, objetosé »-tej kostki. Wedlug (4.2) mamy

W przyblizeniu :

' fdfﬁExAr,divﬁ
B,

a tym samym na mocy (5.2) tez réwnogé
(5.3) , fdfﬁq‘;’=ZAr,divﬁ,
F v

gdzie divy oznacza wartodé. dywergencji w pewnym punkeie v-tej
kostki. R6wnodé (5.3) speliona jest tym dokladniej, im mniejsze
83 kostki. W granicy, dla kostek ,,nieskoriczenie matych”, wyraze-
nie (5.3) przechodzi w twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego (5.1).
Piszac twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego za pomoca gklado-

wych, otrzymujemy
v, o,
= % T g —
f<8w+ By+ az) i
R ,

(5.1a)
= f (”x €08 (n, &) +v, €08 (n,y) +v,c08 (n,2) ) daf.
F

Gauss i Ostrogradzki udowodnili (5.1a), obliczajac calke
Pprzestrzenny przez czesci. ‘ '

Twierdzenie . G'a,us,_ga-Ostrbgradzkiego przechodzi w twierdeenia
Grema przez specjalizacje pola wektorowego 3. Po dstawmy 7 = pgrady;
Wwéwezas ze wzgledu na (4.6) i ng to, ze wgrad p= 9_?, otrzymujemy

on ‘

5.4 2y '
(5.4) !dfq)gﬂ_—:f(gmw—{—gradgp-grad v) dr.
R

iom
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Zastepujac w (5.4) @ przez v, a y przez ¢ i odejmujac od (5.4),
otrzymuje sie czesto uzywany wzér

oy ap’
. (8.8 (e ? — p P = | (pAyp— :
- (8.5) !f(sv il ) Rf(tp y—yAg)dr

Przyi’éwnujaec w (b.4) v do ¢ i zakladajac, ze g spelnia réwna-
nie Laplace'a, dochodzimy do wzoru

(5.6) fdfqo.??i:f(gmdq»)ﬂ dr.
P
. F R

Nalezy podkreslié, ze przy stosowaniu jednego z powyzszych
przeksztatcen catkowych trzeba uwazaé, ezy w danym razie spel-
nione sa warunki ciaglodci, konieczne do dowodu prawdziwosci
przeksztatcenia. Np. w twierdzeniu Gaussa-Ostrogradzkiego mu-
sielismy zalozyé cigglo$é i rézniczkowalno$é 7, wobec czego musimy
w twierdzeniach Greena, jako wnioskach z twierdzenia Gaussa-
Ostrogradzkiego, przyjad zalozenia odpowiadajace tym wlasnoseiom.

Jezeli w pewnych miejscach rozwazanego obszaru wystepuja
niecigglodei, np. ¥ w pewnych punktach dazy do nieskonczonosei,
to musimy wykroié te miejsea osobliwe przez powierzchnie F*, prze-
biegajace catkowicie w obszarze regularnym. Dopiero do tak okro-

“jonego obszaru i jego ograniczenia Ilacznie z F*, stosowaé mozemy

twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego lub Greena. W mniektérych
przypadkach mozemy osiggnaé, np. fciggajac F* do pewnego
punktu, ze calkowanie da si¢ przeprowadzi¢ po calym obszarze
pierwotnym, Ale moze sig tez zdarzyé, ze to przejscie graniczne da
nam pewne wyrazenia dodatkowe (por. §§ 16 17 i 18).

Podobnie musimy postepowaé, stosujae twierdzenmia Gaussa-
Ostrogradzkiego i Greena do obszaru nieograniczonego. Nieskoxn-
czonosé musimy odeigé pewna powierzchnig F, tak, by powstat
obszar skoniczony R, Stosujemy wéwezas twierdzenie do obszaru
R, i jego ograniczei Igcznie z F, Ostatecznie usuwamy po-
wierzchnie F,, przechodzac z nig do nieskoriczonosei.

' ZADANIA. 1. Z pomocs (2.2) dowie§é twierdzenia
(5.7) fdf ﬁtp-——fgradcpdr,
F R

postepujac tak samo, jak przy dowodzie twierdzenia Gaussa-Ostro-
gradzkiego.
Dla ¢ =const wynika z (5.7) twierdzenie (I,13.2).
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W twierdzeniu Gaussa-Ostrogradzkiego przyjaé: 1° 7= i,
2°v—r, gdzie 7 oznacza wekbor wodzacy; uzasadnié pogladowo oba
otrzymane w ten sposéb zwigzki, wyrazajace objeto$é przez catki
powierzchniowe.

§ 6. Przedstawienie geometryczne pola wektorowego bez
zrédel. Niech 7 bedzie dowolnym polem wektorowym.

Linig weliorowq nazywamy krzywa, ktoérej styczna ma kieru-
nek wektora 7 w danym punkeie przestrzeni.

Za pomocy takich linii wektorowych mozemy zawsze przedsta—

wi¢ kierunki wektoréw 7, tj. pole kierunkéw, nalezace do pola wek-

torowego . Linie wektorowe w ogélnosei nic jednak nie méwig o war-
tofeiach bezwzglednych wektordw o.

Wazystkie linie wektorowe, ktére prze-
chodzg przez poszezegdlne punkty pewnej
krzywej zamknietej, tworzg powierzchnig
w ksztatcie rurki, tzw. rurke wektorowaq.
Za jej pomoca mozemy przedstawié geome-
tryeznie réwniez wartodei bezwzgledne pola
wektorowego 7, ale tylkow razie pola wekto-
rowego bez Zrédel. ‘Wytnijmy mianowicie
dwoma cieciami f, i f, z waskiej rurki
wektorowej ograniczony kawalek cylin-

twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego (5.1).
Poniewaz dla pola bez Zrédel jest div 7= 0,

Rys. 32. Stato§é momentu ; : ;
wiee otrzymamy |v,df = 0. Na -
rurki wektorowej. ¢ Y Y f=0 & pobocz

nicy walca 7 Jest wektorem stycznym,
przeto v, =0, tak Ze catkowanie nalezy wykonaé tylko mna obu

przekrojach f, i f,
f'vndf—{— f'undf= 0.
% A

Jak widzimy na rys. 32, normalna jednego przekroju (tu f,)
tworzy z kierunkiem linii wektorowych kat ostry, a drugiego prze-
kroju (mianowicie f,) — kat rozwarty. Odwréémy w ostatnim przy-
padku kiernnek normalnej; zmienimy przez to znak calki i otrzy-
mamy dla nowego kierunku na f,

f’vndf =fvndf'.
1‘1

Ty

dryczny (rys. 32) i zastosujmy do niego

iom
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Nazwijmy catke M = |v,df momentem rurki wektorowej. Na
1
podstawie ostatniej réwnodei mozemy powiedzied, ze dla pola wek-

torowego bez #rédet moment rurki wektorowej jest wielkodcig stala,
niezaleéng od przekroju.

W rozwazaniach tych nie poczynili§my zadnych zalozehd co do
przekroju rurki. Moze on by¢ dowolnie nachylony wzgledem linii
wektorowych, przeprowadzony w dowolnym miejscu, a nawet nie
musi byé plaski. Jezeli jednak dobierzemy w szezegélnosei prze-
kroje prostopadle do linii wektorowyech, to dla bardzo waskich
rurek bedzie v,=v i wéwezas otrzymamy

(6.1) M =of = const.

Bezwzgledna warto$é wektora 7 rosnie wiee, gdy rurka sie
zweza 1 odwrotnie.

Aby przedstawi¢ w danym obszarze nie tylko kierunki, ale
takze wartoei bezwzgledne wekforéw pola wektorowego, nalezy
wypelnié caly przestrzen takimi bezpofrednio stykajgcymi sie rur-
kami wektorowymi oraz nadaé im wszystkim jeden i fen sam mo-
ment M. Osiggamy przez to, ze we wszystkich punktach przestrzeni
mamy

‘0= M/f.

Rurki wektorowe nie mogg ani zaczynaé sie, ani korezyé
w punktach przestrzeni, gdzie pole wektorowe bez zrédet jest skon-
czone. W takim punkecie musiatloby bowiem znikaé f, a wiec & rosngé
do nieskoriézonofci, wbrew zalozeniu. W polu wektorowym bez
srédet, ktore jest wszedzie skoriczone, rurki wektorowe muszg byé
zamkniete w sobie albo zaczynaé si¢ i kofezyé na powierzchniach
ograniczajacych dany obszar, lub w nieskoriczonosci.

Poniewaz wlasnofei pola wektorowego bez Zrédel mozemy
przedstawié za pomoca rurek (po grecku ¢ cekiy) wektorowyech,
wiec niektérzy autorowie nazywaja takie pole polem solenoidalnym.

.Za pomocy rurek wektorowych i réwnoczesnie powierzchni-
ekwipotencjalnych mozemy przedsta,mé jedynie takie pole wekto-
rowe, ktére jest bez zrédet i bez wirdw, a wiee ktérego potencjat
czyni zado§é réwnaniu Laplace’a (§ 4). Oba te rodzaje powierzehni
Iacznie dziely caly przestrzer na poszezegélne komérki. Oznaczajae
przez Az objetosé takiej komérki i mnozge (3.3) przez (6.1), otrzy-
mujemy
6.2) o p2A1 = M AC = const.

‘W. Rubinowicz, Wektory i tensory.
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Im mniejsza jest wiec objetodé komérki, tym wigksze v* i od-
wrotnie.

§ 7. Rotacja pola wektorowego. Przyporzadkujemy obec-
nie kazdemn punktowi dowolnego pola wektorowego ¥ pewnsg wiel-
ko#é wektorowa, ktéra nazywa sie rotacjq danego pola i ktéra ozna-
cza sie przez rot®. Niektérzy autorowie (np. Maxwell) .uzywaja
tez oznaczenia curl 7 (curl po angielsku znaczy lok wlosdw).

Pojecie rotacji wprowadzimy w sposéb, ktéry by uwypuklat jej’

znaczenie kinematyczne. Nawiazemy wiec do ruchu ciata sztywnego.
Najprostszymi ruchami ciata sztywnego sa: ruch postepowy i obro-
towy. Przy ruchu postepowym, czyli przy translacji wszystkie pun-
kty ciata sztywnego majg jedng i te samg predkosé %, Pole predko-
gci dla obrotu okredlone jest natomiast wediug (I,12.13) przez
%X 7. Przy rachu dowolnym oba te ruchy skladaja sie tak, Ze pole
predkodei okredlone jest wéwezas wzorem

(7.1) D=7+ 9 XF.

Postawmy sobie obecnie bardzo proste zreszty i elementarne
zadanie: obliczyé z pola predkofei (7.1) wektor predkogei katowej
%. By dojsé do pojecia rotacji, zadanie to rozwiazemy jednak w gpo-
80b mieco okdlny. Obliczmy mianowicie tzw. krqéenie pola © wzdhuz
krzywej zamknigtej K. W. hydrodynamice krazenie pola okresla

sig przez catke hmoway f vds. Dla pola (7.1) otrzymujemy ze wzgle-

du na «(I,13.1) i (L,13. 4)
(7.2) fadg:aofd§+afr7 X ds =27 Fy,
K K : K

gdzie Fyr jest wedtug (I,13.3) wektorem powierzechniowym, przypo-
rzgdkowanym krzywej K. Oznaczajae wektor jednostkowy w kie-
runku Fp przez N, a warto$é bezwzgledna wektora F. przez Fy,
otrzymujemy

() | 2aN=§1;ﬁd:§.

W ten sposéb osiagnelismy cel bezposredni: obliczenie wek-
tora 1. By wymaczyé @ wystarczy mianowicie obliczyé (7.3) dla
trzech kiernnkéw N, np. wzgledem siebie prostopadiych.

Wizystkie kr7ywe K, do ktérych nalezy jeden i ten sam wek-
tor Jednostkowy N, daja w tym szezegblnym przypadku jedno i to

iom

ul

[§ 71 Rotacja pola wektorowego S

samo iy niezaleznie od tego, gdzie w przestrzeni znajduje sie krzy-
wa K i jaki jest jej przebieg.

Wzér (7.3) stanowi rozwiagzanie calkiem specjalnego zagadnie-
nia, ktére datyczy jedynie pola 7 da]@eego sie przedstawié¢ za pomocg
(7.1) przy stalym 4.

Dla dowolnego pola wektorowego nie mozemy jednak przy-
porzgdkowaé wyrazenia (7.3) pewnemu punktowi w przestrzeni,
chyba ze zdecydujemy sie przejsé do graniey, podobnie jak w § 2
i § 4 przy okreflanin gradientu i dywergencji. Musimy w tym celu

- Sciagnaé krzywa K do pewnego punktu O i to tak, by kierunki wek-

toréw Fpg, ktérych dlugosei przy przejéciu granieznym daza do
zera, zblizaly sie do pewnego kierunku granicznego, okreslonego
np. przez wektor jednostkowy 7.

Twierdzenie. Warto$é gramiczna wyrazenia (1.3) istnieje dla
pola wektorowego T, majaecego. pierwsze pochodne przestrzenne (a wiec
ciagtego); okresla ona pewien wektor, rot, kidrego sktadowa w kie-
runku 7, mianowicie rot, s, dana. jest preez wzdr:

1
(7.4) rot, 5= lim _— jf 5ds.
k-0 Fy
N-+7 K
Dowdd tego twierdzenia otrzymamy najprosciej, obliczajac
warto$é graniczng wyrazenia (7.4). W tym celu rozwiniemy, tak jak
w § 4, wazystkie skladowe wektora ¥ na szeregi potegowe:

av, oty .
0y =gl + ~~s+ PRA L

boed

(7.5) 'vyz’b | + yE_Ldby +?§§!C+'"
V=7, ]o 5‘5—]——— ; :032-’5—{-...,
o%

Uzywamy tu tych samych oznaczen co w § 2 i § 4. Jest jasne,
ze mozemy uwazaé¢ 9 pierwszych pochodnyeh, wystepujgcych
w (7.5), za skladowe tensora (p. I, § 11), w ogélnosei niesyme-
trycznego. Mozemy go wedtug (I,8.6) rozlozyé na dwa’ tensory:
Symetryczny i antysymetryczny, ktérych skladowe dane sg przez
(1,8.10). Oznaczmy % w punkcie O przez 7, czesci za§ ¥, pocho-

6*
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dzgce z tensoréw symetrycznego i anbysymetrywnego, odpowied-
nio przez 7, i 7,. Otrzymamy woéwezas:

(1.6) T =70y + 0 +7,.

Wedtug (1,9.2) mozemy przedstawié 7, ze wzgledu na (1,8.10)
i(I,9.1a) jako gradient ujemny

(7.6a) 7, = —grad g
potencjatu
1lja

i St 1/2 52
-

e e B B 2

Obecne wzory réznig sie od wyzej wspomnianych tylko znakiem
oraz tym, ze czynnik 1/2 polgezyliémy obecnie z potencjalem.
Dla %, ofrzymujemy ‘natomiast wedlug (I,8.4 i 10) wyrazenie

(7.6D) 5,= U XF,
gdzie U okreglone jest wzorem
- - o, o, - {ov ov = 100 oY
(7.8) 20 — ( _7 ) (..i_._i) 7 (wz w)
T+ o o t o oy
7 zag jest wektorem o skladowych ¢&7,¢.

y
Dla krazenia, wystepujacego w (7.4), mamy wiec wedtug (7 .6),
(7.6a) i (7.6b) wyrazenie

(7.9) fﬁd§=b‘ofd§wj(gradtpd§—I~Z7f7><d§+.;
’ K K K K

Pierwsza catka po stronie prawej znika na mocy (I,13.1). Tak
samo znika i druga. Mamy bowiem

an p=—

F Py
N Pt
fgradqadﬁr— f’gdL?:‘PPf-“PPz-

Poniewaz ]ednak calkujemy po krzywe] zamknigtej, a ¢ (wedtug |

(1.7)) Jjest' funkcjs jednoznaczny wspohrzednych przestrzennych,
wiec otrzymujemy zero. Pozostaje zatem po stronie prawej wzoru
(7.9) ]edyme catka trzecia, tak Ze ze wzgledu na (1,13.4) mamy

foas=207,.

K

icm
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Ostatecznie dostajemy wiee

j:vd 2 Un,
K—»o F

Non
poniewaz przy przejiciu do granicy znikajs oczywidcie wyrazema
pochodzace od wyzszych poteg w rozwinieciach (7.5).

Réwnanie (7.10) wykazuje, ze przez przejseie graniczne (7. 4)
okreflony jest rzeczywidcie pewien wektor, ¢. b. d. o.

Poniewaz wektor ten jest identyezny z 27 (por. (7. 8)), wiec stwier-
dzilidmy, ze

rorp=i( 22 ) (e P g0 o)
oy oa% a7 ox -\ om oy
rot ¥ uwazaé mozemy formalnie za iloezyn wektorowy opera-

tora Hamiltona v i wektora 7. Widzimy to bezpodrednio, przyj-
mujge dla y wyrazenie (2.12b) i poréwnujac wyznacznik

(7.10)

(7.11)

| % i &
(7.12) rotv:vx5=|li 8 2
O

o

/ wyznaczmluem (I,6.3) (por. tez (7.13)).

Rozkiad (7.6) wektora 7 mozemy wykonaé ‘dla dowolnego pola
wektorowego i zinterpretowaé w nastepujacy sposéb.

‘Dowolne pole wektorowe ¥ mozemy uwazaé¢ w najblizszym
sgsiedztwie jakiegokolwiek punktu O (a wige w obszarze ,,nieskon-
czenie*’ matym) za superpozycje pola bez zrédet i pola bez wiréw;
pola te okredlone sg np, przez 7, i 5, +7%,. Na podstawie wzoru (7.14d),
podanego w zadanin 3, i definicji (7.6b) pola wektorowego 7,
mamy mianowicie div 3,=div (U Xx7)=7Frot U — Urot 7. Poniewaz
jednak rot U=0 (U =const) i rot7=0 (co wynika wprost z (7.11)),
mamy div #,=0, a wiec pole 7, jest polem bez Zrédel. To, ze
B, + 7, jest polem bez wirdéw, znaczy natomiast w dotychczasowej
terminologii przez nas uzywanej tylko to, ze oba te wektory majg
potencjal (por. § 2, zadanie 3 i (7.7)).

Pole %, jest zresztyg zaréwno bez Zrddet jak i bez wirdw, tak
zZe mozemy je polgezyé nie tylko z 7, ale tez z 7,.

Zobaczymy nastepnie w § 15, ze udowodnione twierdzenie
o rozkiadzie dowolnego pola na pole bez wiréw i pole bez zrddet
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zachodzi nie tylko w obszarze ,nieskoliczenie” malym, ale tez dla
calego obszaru, w ktérym pole wektorowe jest okredlone.

Kinematyezne znaczenie (7.6) jest nastepujace: w najblizszym
sgsiedztwie kazdego punktu O mozemy zlozyé dane pole predkodei 7:

19 z pola predkofei ¥,+7,=70,+ UXF, tan. (wedlug (7.1))
z pola predkosei ciata sztywnego. Przy ruchu tym nie nastepuje
zmiana wzglednych polozed poszezegélnych czasteczek, a wiee gro-
dowisko materialne nie doznaje zadnych odksztalcen. Przy tym
jest wedlug (7.8) i (7.11)

U 1 rot 7.
2

Predkosé katowa obrotu poszezegélnych czgsteczek jest wiee

réwna polowie rotacji. Uzyskaliémy w ten spos6éb kinema-
tyezne znaczenie rotacji pola predkogei.

2" z pola predkofei 7,.

Mozemy nazwaé o, predkoécia odksztolcenia. Samo T, okreslone
jest przez tensor symetryczny i mozemy je traktowaé jako wynik
nakladania si¢ trzech pél predkosei (por. I, § 9, tekst po réwnanin
(1,9.5)), majacych kierunki osi gtéwnych tego tensora. W kazdym
z tych pol czastki, lezace na plaszezyZnie réwnoleglej do pozosta-
fych dwu osi gléwnych, poruszaja sie z predkodcig proporcjonalng
do jej odlegtofci od punktu O. Ruch taki zmienia ksztalt danego
elementu objetosciowego, element ten jednak nie wykonuje zad-
nego ruchu postepowego ani obrotowego.

. ZADANTA. 1. Dowiedé, ze rot o=V X 5, gdzie operator Ha-
miltona V ma postaé (2.124), a wiec:
(7.13) rot 7=Yx 5=lim > [ df7 x 5.

Fs0 V.
n

" Rozwi%zajnie otrzymujemy przez obliczenie (por. § 2 i § 4).

2. DOV{leéé, ze rotacja danego pola wektorowego znika w kas-
dylp punkgle p.rzestrzeni, jQZeli znika krgzenie pola dla kazdej krzy-
wej zamknigte], lezgeej w polu; w szozegblnodei znika rotacja pola.
jednorodnego 7=congt. '

3_. Za pomocey (2.10), (4.3) i (7.11) potwierdzié rachunkiem na-
stepujace zwigzki:
(7.144)

(7.14D)

rot (grad.p) =0,
div (rot7) = 0,
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(7.14¢)
(7.144)
(7.14e) rot ¢ v =@rot 74 grad ¢ X 7,

(7.14f) grad (vw)=(wgrad)s + (vgrad)® 4w X rot7 + 7 X rotw,
lub w szezegdlnofei dla W=7

rot (rot%) = grad(divs) — A3,

+div(? X W) =wrot 5— v rot w,

1.

3 grad %* = (v grad) 5+ 7 X 1ot 3,
(7.14g) rot (v X W) = (w grad) v — (7 grad) w -+ 7 divw — @ divy,
gdzie operator 7 grad ma znaczenie '
o o
Ton v 5:‘; +2, a2

§ 8. Twierdzenie Stokesa. Niech K bedzie krzywg zamk-

nigta o okreflonym zwrocie obiegu, a F — jakakolwiek powierz-
chnig, ktérej brzegiem jest K. Kierunek normalnej % na F niech
bedzie przyporzadkowany obiegowi na krzywej K wedlug reguly §ru-
by prawoskretnej. Jezeli pole wektorowe 7 jest ciagle i réimicz-
kowalne, to =zachodzi nastepujacy wzdér na przeksztalcenie ca-
lek, zwany twierdzeniem Stokesa:

(8.1) fﬁd.’s‘:frot,ﬁdf: rotvdf.
K Fa F

Wz6r ten wyraza przez calke powierzchniows krazenie pola
dla krzywej K.

-Dow6d twierdzenia(8.1) otrzymadé mozemy na podobnej drodze
jak dowod twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkiego, jezeli tylko powolamy
siena definicje rotacji(7.4). Rozeci-
namy powierzchnie ¥ dwoma ukla-
dami krzywych na elementy po-
wierzchniowe F, ksztaltu ,,réwno-
legltobok6éw?” o brzegach K, (rys. 33).
Jezeli na F, przyjaé zwrot normal-
nej, obowiazujacy na F i dobraé
do tej normalnej zwrot obiegu
na K, wedlug reguly §ruby prawo-
skretnej, to spelniona jest zupelnie
gcifle réwnodé

vgrad=v -?—-{—v

Kys. 33. Do dowodu twierdzenia
Stokesa.

(8.2)
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Wynika ona stad, ze zwroty obiegu na krzywych K, dobraliémy
tak, iz sg przeciwne na powstalej przez ciecie wspdlnej granicy
kazdych dwu sasiadujacych ze soba elementéw IF,. Poniewaz wraz
ze zmiang zwrotu obiegu zmienia si¢ znak catki liniowej, przeto
catki liniowe wzdtuz wszystkich brzegéw K,, powstalych przez ciecia,
znoszg sie w sumie (8.2) i z calej sumy pozostaje jedynie calka
wzdluz brzegu K. W przypadku granicznym ,,nieskornezenie’ droh-

fEdE przez rot, Bdf (por.
Ky

(7.4)), a znak sumowania przez znak catki; otrzymamy wtedy (8.1),
e.b.d.o.

Na twierdzeniu Stokesa widaé dobitnie, ile zyskujemy na
czasie' i przejrzystofei, postugujac sie znakowaniem rachunku wek-
torowego. Piszagec bowiem to twierdzenie w skladowych, otrzymu-
jemy skomplikowany wzér:

nego podziatu mozemy zastapié catke

(8.1a) f[v'x cos (ds,x) +v,,co8 (ds,y) +v,cos (ds, z)] ds =
a 2 4
_ Ff I(ZZ _%vf)cos(n,w)—{—(% - %)cos(n,y)-}—(%‘—%%)oos (n,z)}df.

Tlekroé méwimy o powierzchni z brzegiem, mamy na mygli —
szezegblnie w przypadku twierdzenia Stokesa — tzw. powierzehnig
dwustronng. Mozemy dokladnie rozréznié obie jej strony, poniewasz
chege dostaé sig z jednej strony na drugg przechodzimy przez kra-
wedz powierzehni. Istniejy jednak tez powierzchnie jednostronne,
gdzie takie rozréznienie jest niemozliwe. By przekonaé sie o tym,
wystarezy z podtuznego skrawka papieru, zabarwionego po jednej
stronie np. na_czerwono, skleié pierdcien teﬂk, zeby tam, gdzie zle-
pilamy korice, istniato przejscie miedzy strong bialty a czerwons.
Jesfi to tzw. wsigga Mobiusa. Powierzchnia taka jest jednogtronng,
~p.0n1ewaz mozemy przedostaé sie z kazdego punktu znajdujacego
8¢ np. po stronie biale] bez przekroczenia krawedzi do punktu
znajdujaecego sie pod nim po stronie czerwonej. -

Jezeli oblozymy caly takg jednostronng powierzchnie, tak jak
na rys. 33, dcidle przylegajacymi do siebie elementami powierzchnio-
wymi F,, to znikng w sumie wszystkie calki powierzchniowe i li-

niowe. Twierdzenie Stokesa przechodzi wiec tu w trywialng re-

lacje 0=0. Aby to stwierdzi¢, nalezy tylko dobraé ,,g6rne‘ i ydolne’
elementy tak, by byly one réwne, i zauwazyé, ze kazda para takich

0 zwrocie obiegu odpowiadajacym zwrotom

- nio przez K, i K,. Przy tych zalozeniach

[§ 8] - Twierdzenie Stokesa 89

elementéw ma przeciwne zwroty normalnych i obiegéw. Xiatwo
tez spostrzec, ze dla takiej powierzchni jednostronnej znika wektor
powierzchniowy (1,13.3). : :

Zauwazmy jeszeze, ze w dowodzie twierdzenia Stokesa mu-
simy zalozy¢, ze pole wektorowe » na powierzchni F jest ciagle
i rézniczkowalne. W przeciwnym razie trzeba powyeinaé miejsea po-
wierzehni ¥, na ktérych lezs niecigglodci i uwzglednié brzegi po-
wstale wskutek tych wycieé. :

ZADANTA. 1. Dowie$é za pomocy (7.13) twierdzenia:
(8.3) ' fdfﬁx@:frotmr,
F R

gdzie K jest obszarem ograniczonym powierzchnig F.

2. Udowodnié zwigzek (7.14b): div rot ¥=0 za pomocs twier-
dzef Gaussa-Ostrogradzkiego i Stokesa.

Rozwigzanie. Rozcinamy powierzechnie zamknieta F, ogra-
niczajacea dowolny obszar R, na dwie cze-
gei Iy i F, (rys. 34), odgraniczone od sie-
bie krzywa K. Na F, i F, dobieramy
zwroty normalnej zgodne ze zwrotem nor-
malnej zewnetrznej na F. Krzywg K

normalnej na F, i ¥, oznaczamy odpowied-

otrzymujemy z twierdzenia Stokesa:

frotnmf—_—fmg,
»KI

FaA

frotn vaf = fﬁd&‘.
&,

.

Rys. 34. Dowéd zwiazku

div rot v=0 za pomoea twier-

dzeh Gaussa-Ostrogradzkie-
go 1 Stokesa.

Dodajae te réwnosei, otrzymujemy

‘frotnfz:‘df=0. »

Vol .

Calki liniowe wzdiuz K, i K, réznig si¢ bowiem tylko znakiem,

gdyz zwroty obiegu na K, i K, sg przeciwne. Poniewaz jednak
wedlug twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkiego

frotn vdf = fdiv rot 7dx,
R

F
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wiec ostatnia cafka znika w obszarze R. Wobec tego, ze R bylo do-
wolne, musi tez znikaé funkcja podeatkowa, ¢.b.d.o.

§9. Uklady krzywoluuowych wspolrzednych ortogonalnych
Za pomocy zwigzkow :

(00)  u=uloyd),  v=0(ny2),

wprowadZmy na miejsce zmiennych w,y,# nowe zmienne u,v,w;
wéwezas polozenie punktu P o wspélrzednych kartezjanskich z,y,z
okre§lone jest przez wielkosei u,0,w, wyznaczone réwnaniami (9.1).
Mozemy zatem uwazaé réwniez u,v,w za wspolrzedne punktu P,
Poniewaz np. réwnanie u(2,y,2)= const przedstawia powierzchnig,
wige wspélrzedne u,v,w wyznaczaja polozenie punktu P jako punktu
przeciecia trzech powierzehni wspélrzednych.

Zakladamy tu, Zze w pewnym obszarze R przestrzeni trzy po-
wierzchnie, nalezace do trzech réznych rodzin (9.1), przecinaja sie
w jednym i tylko jednym punkecie.

Linia przeciecia dwu powierzchni, nalezgcych do réznych ro-
dzin, jest w ogélnofei linig krzywsg. Dlatego tez wspélrzedne (9.1)
nazywamy wspélrzednymi Trzywoliniowymi.

Wspoélrzedne te moga byé ukodnokatne lub ortogonalne, za-
leznie od tego, ezy te trzy krzywe przecigcia tworzg miedzy sobg katy
dowolne, czy proste. Mozemy ograniczyé sie do ukladéw ortogo-
nalnych, poniewaz ich wladnie najezedciej uzywamy w fizyce teore-
tycznej. Za przyklad takich ukladéw moze stuzyé dobrze znany
uklad wspéhrzednych biegunowych r,9,p w przestrzeni. Role po-
wierzchni  (9.1) spelniaja wtedy rodziny kul, stozkéw i pét-
plaszezyzn. Tatwo mozna sbmerdmé ze Wspélrzedne te sa orto-
gonalne.

w0 =10(z,7,7)

W dowolnie danym punkecie O mozemy umiedcié trzy wektory -

jednostkowe 4,%,w, styczne do trzech przecieé powierzehni (9. 1),
i uwazaé je za wektory podstawowe lokalnego ukiadu wspbirzed-
nych ortogonalnych. W szezegélnosei umieszezamy 4 stycznie 'do
krzywe]j przecigeia powierzechni v=const i w =const. Wektor 7
jest woéwezas prostopadty do powierzehni % = const, poniewaz
w niej lezg pozostale dwie krzywe przecigeia, mianowicie krzywe
Pprzecigcia powierzchni u z powierzehniami v i w. Zwrot wektora @
dobieramy zgodny z w rosnagcym. Wektor ten ma Wéwczas ten sam
kierunek i zwrot co grad u. Podobnie postepujemy z % i w, do-
bierajac oznaczenia tak, by ,7,w tworzyly uklad pra,woskretny

iom
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(rys. 35). Réwnoczesnie ze zmiana punktu O zmieniajg oczywiscie
i osie 4,v,w ukladu lokalnego swoje kierunki w przestrzeni. Kazdy
wektor @ mozemy rozlozyé na skladowe Uy Oy, Wzdiuz osi ukladu
wspllrzednych zwigzanego z punktem zaezeplema wektora, np.
a,, = U@ itd. )
Dobér wspéhrzednych gra decydujaca role W rozwigzywaniu

poszezegblnych zadan matema-
tyeznyeh, wystepujacych w fizy- °
ce. Predko i elegancko mozna do-
trze¢ do celu tylko za pomoca
ukladu wspélrzednych, dobranego
odpowiednio do zadania. Aby do-
bér ten ulatwié, wyrazimy obec-
nie grady, diva, Aw i rota
we wspélrzednych ortogonalnych
krzywoliniowych. &

+ Mozemy to wykonaé w pro-
sty sposéb, jezeli wiemy, jak wy-
raza . sie w lokalnym ukladzie
wspolrzednych element liniowy ds.
Gdy poruszamy sie w kierunku i,
to zmienia sie tylko wspohrzedna «.
Odpowiedni element liniowy ds, bedzie przy tym wpierwszym przy-
blizeniu proporcjonalny do du, tak ze

(9.2a) das, = U(u,v,w) du.

wsconst.

gl

Rys. 35. ds* dla krzywoliniowych
wspélrzednych ortogonalnych:
ds* = Udu® 4 V2dv? + W2dwe.

Podobnie, dla elementéw liniowych ds, i ds, o kierunkach %
i w otrzymujemy:

(9.2b) ds, =V (u,v,w)dv, ds,, = W (u,v,w)dw.

Dhugosé hku ds elementu liniowego, majgcego dowolny kie-
runek, mozemy obliczyé z jego skladowych ds,, ds,,, ds,, zZa pomocy
twierdzenia Plhgomsa-

(9.3) dst = U2du? + V2dw? + W2dw?.

Jezeli wiec posiadamy dla danego ukladu wspéhzednych wy-
razenia na ds,, ds,, ds, lub na ds? to mozemy z nich bezpodred-
nio odezytad U v, W

Wzory (9.2a i b) okreslaja tez wektorowy element tuku:

(9.3a) A= aUdu+s5Vdv+wWdw.
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By wyrazié w tych wspélrzednych grad v, zauwazmy, ze jego.

. 8w Loy ot
skladowa o kierunku % dana jest wedlug § 2 przez -—=-_——. Otrzy-
a8, Uou
mamy wiec ‘
_13 _12 _ 1 oy
(9.4) gradp=a- ¥ 15 % 1",

Usu Voo W ow

Przy okreflaniu diva postugujemy sie definicja (4.2). Spraw-
dziliémy, ze ta warto§é graniczna istnieje i Ze nie trzeba pod-
dawaé ciggu powierzehni F zadnym zastrzezemiom poza F-0,
By te wartoéé graniezng obliczyé, wystarczy wiee wybraé¢ dowolny
cigg czefciowy powierzehni F. Dla ulatwienia rachunkéw, mozna
za, B uzyé réwnolegloscianéw prostokatnych o $cianach danych
przez powierzchnie (9.1), ktérych jedno naroze lezy w punkecie O
(rys. 38), a trzy krawedzie przechodzace przez O majs diugodei
Udu, Vdv i Wdw. Normalna zewnetrzna gciany przechodz cej
przez ¥ i W ma zwrot —u, a pole dciany réwne jest VW dv dw. Jej

udziat w calce f a,df jest wiec:
- F

—a, VW dv dw.

Udziat sciany przeciwleglej réwny jest natomiast
(auVW +;.(au VW) du) o du,
] .

poniewaz zwrot normalnej zewnetrznej dany jest obecnie przez
@, a wartosé a,VW musimy wziaé w punkeie -+ du,v,w. Figcezny
udziat obu Scian przeciwlegtych jest wiec

2 (@, VW) dudv duw.
o .

Azeby otrzymaé diva, nalezy jeszeze dodaé odpowiednie wy-
razenia dla obu pozostalych par cian réwnoleglofcianu i podzielié

sume wezystkich trzech wyrazéw przez objetodé réwnolegtoscianu
UVW du dv dw: ‘ :

(9.5)?/ diva 1 - (B(auVW>+a(a,,WU)+a(awUV) '

A AN P "

icm
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Podstawiajac tu &=grady, dostajemy ze wzgledu na (9.4)
Ay = divgrad ¢ = '

0:6) a(ﬂ@) Ly o2 2]
| ~ L AT ATV ol AW ew
T UVW o wo

By obliczy¢ rot,d, czyli skladows w wektora rota, poshigu-
jemy sie definicjay (7.4). Obieramy dla krzywej K na powierzchni
% ==const prostokat, ktérego boki dane
89 przez przeciecia. powierzehni v i w
z powierzchnia % (rys. 36). Zakladamy,
ze przez punkt O powierzehni % = congt
przechodzg boki o dlugodciach Vdv i W duw.
Jezeli wzdluz tych bokéw postepujemy
w kierunku strzalek, to obiegamy réwnole-
globok w kierunku przyporzgdkowanym
normalnej 4. Bok przechodzacy przez 0, po
ktorym poruszamy sie w kierunku —,
wnosi —a,,Wdw do calki f ads. Bok prze-

ciwlegly obiegamy oczywilcie w kierunku

przeciwnym i dlatégo jego udzial jest réwny [ a, W + -di (aw W) dv
, av ;

Rys. 36. Obliczanie rot, a.

dw.

0

.

Oba boki razem daja wiee (awW) dvdw.

Tak samo mozemy wykazaé, ze _° (av V) dvdw jest udzia-
S ow
lem pozostalej pary bokéw. Poniewaz pole prostokata jest réwne
VW dv dw, wiee z (7.4) otrzymujemy

namy by (10D T,
corw oY ow

. Przestawienia kolowe daja nam dalsze sktadowe, tak ze

iy .. 1 B((]/.WW) 'B(CL”V)) = 1 (a(auU)ma(a’wW))
IOME::MVW( v 2w +vWU 2w ou T
(9.7) _.u};_m(a(%V)_'a(auU))'_

ulwaV U v
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Wzér (9.7) jesﬁ stuszny tylko dla prawoskretnego ukladu
wespbtrzednych @,0,%.

ZADANIA. 1. Element liniowy we wspblrzednych bieguno-
wych przestrzennych r,9,p (nalezy zwrécié uwage na kolejnodé, by
otrzymaé uklad prawoskretny) dany jest przez wzlr:

(9.8a) ds? = dr? +r*d* 4 r*sin*d dg.
Oznaczajac przez 4,i,H, wektory jednostkowe, majace kie-
runki gradientu r,4,¢ otrzymujemy :
oy - lay 1 2y
9.8b Tad Y == G, —t b Gy — e e U e e
(8.50) graly Tar+ Braﬂ—l_ Preind o
2 1 v

0.80) divi=—r(rg )+ -im—(sinw )~|- B
) Tt ) rsind 89 *) " rsind op

, , o
(9.80) Ap—1 (yz?_‘/{) Lo 1e (Smﬁ?ﬁ/ﬂ) L L oy
r2or\ er r2gind 99 o/ risin?d o¢?

10t & =1, —E — [—8— (sin ) a,‘p) — %J +
rind [ ¢ a0

_1[1 aa, 2 ] _ 1[8( 0w,
fy— |- _ " ra Ty —|— (7t | ——=].
T Sy [sim? ¢ ar( q’) t "yl xﬂ) at |

(9.8¢)

| Rozwigzanie. Jako przykiad dla
nastepnych zadai podajemy obli-
czenie U,V,W dla wspéhrzednych bie-
gunowych przestrzennyeh. Z rys. 37
odezytujemy ’
ds,=dr, ds;=rdd, ds,=rsinddg.
Stad wnosimy, ze : ,
U=1, V=r, W=rgind 4
2. W przypadku wspélrzednych 4
cylindryeznych g,p,2 jest

(9.92) ds? =dg? 4 % de? + de?.
Oznaczajac przes i,i,d, wektory Rys 7. ds dla wepélrzednych

jednostkowe o kierunkach gradientu biegunowych przestrzennych.
0;95%, Tnamy:

(990  grdy=7,%.1q1 %% g

icm
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e % 0 ap | 2
(9.94) Ayp= 18 (e 0_?/)) 1 22y 4__?31/’_,
e d0\ odp 0% og®  a2?

fotd=11g ﬁlug_jﬁi_% +ﬁw[?gg_%]+
L0 dp 0% . 0% 20
(9:90 yg [ Leles) 1o
e v0 oo

3. Jedynym rozwigzaniem réwnania Laplace’a Aw=0, zalez-

pym tylko od 7 jest y = a._;_OO. Dyskusja!
r

Rozwigzanie. Jezeli p=7J(r), to z (9.84) Wynﬂzag(ﬁ%ﬁ) =0,
7 r

d . .
a stad 7;!;— = — % czyliy = —0— + Cy. Pole dane jest przez s — — grad v,
7 7

a wiec — wedlug (9.8Db) oraz (2.16¢) — przez E:%F*. Powierzchnie
ekwipotencjalne sg wiee kulami wspélérodkowymi, a wektory pola
sg skierowane radialnie, przy dodatnim ¢ w kierunkun od grodka
kuli. Potencjat i pole maja symetrie kulista.

4. Jedynym rozwigzaniem réwnania A'y=0, zaleznym tylko
od odleglosci o od danej prostej g jest p=—Clng4-C,. Dyskusja!l

Rozwigzanie dla y wynika z (9.9d). Wedlug (9.9b) pole wek-
torowe jest 772119-0”,, jezeli %, jest wektorem jednostkowym pro-

stopadtym do g i skierowanym od g. Powierzchniami réwnego po-
tencjatu sg walce wspélosiowe o osi g. Wektory pola sa prosto-
padle do g i przy dodatnim O odwrécone od g. Potencjat i pole
majy symetrie cylindryezna.

5. Jedynym rozwigzaniem réwnania Ap=0, majacym po-
wierzehnie ekwipotencjalne dane przez pélptaszezyzny przecho-
dzace przez pewna prosta g, jest y=ap Db, gdzie p jest katem,
ktéry te pélplaszezyzny tworzg z jedna z nich. Jak wyglada pole
wektorowe %
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Rozwiazanie. Nalezy uzyé wspblrzednych cylindryeznych,

ktérych of # lezy na prostej g. Wéwezasjest p=y(p), tak ze z(9.9d)

2
wynjka%i’;.:o. A wigo p=agp-+b.
'

Potencjal y nie jest jednoznacznie Wyznaczony. Mamy bowiem
w(p +2m) =vp(p) +27a. Przy pelnym obiegu dokota g rofnie wige
potencjat y o 2ma. Mimo to przynalezne pole wektorowe, ktére

wedtug (9.9b) dane jest przez 5:@7,,;,_?., jest wyznaczone jednoznacs-
4

nie. Wektor 7 zalezy tjﬂko od g, tj. od odleglodci od prostej ¢. Kie-
runek 7 jest styczny do kot -

o =const, 2= const.

7 dazy do nieskofczonofci w miarg zblizania sie do g; po-
tencjal p jest jednak na g skotezony, choé nieciagly.

§ 10. Potencjal pola wektorowego. Rozwigzemy ohecnie za-
gadnienie, sformulowane w § 3:

Dane jest pole wektorowe T; wyenaceyé jego potencjal .
Najpierw stwierdzamy, ze zagadnienie nie zawsze ma rozwia-
zanie. Wniogkujemy ze wzoru '

(10.1) 7= —grad g,
ze wedlug (7.14a) ‘
(10.2) rot % ==0.

Warunkiem koniecznym na to, Zeby pole wektorowe dalto
sie przedstawié za pomoca potencjatu, jest wiee znikanie jego rotacji.
Ten warunek konieczny jest zarazem wystarczajgcy. Udo-
wodnié mozna mianowicie, Ze potencjat @ pola wektorowego ¥ isinieje
w kagdym obszarze B, w ktorym rotacja pola © enika, o calka liniowa

f 5.d5 istnicje.

Z_By jednak nie komplikowaé niepotrzebnie dowodu tego twier-
flzema, dlai naszych celow, zakladamy, Ze obszar R jest jednospédjny
1_pozosta,n%e ta@, nawet jesli wytniemy z niego za pomocg odpowied-
nich powierzchni miejsea osobliwe funkeji okrelonej przez caltke

7 ds. .
} Przekonamy sig, ze przy tym zalozeniu dodatkowym potencjal ¢
jest w obszarze B funkejg jednoznaczng. ‘

icm

" w dwu krokach.

. role ograniczenia obszaru R. Te osobliwoci powodujg, ie potencjal ¢ w tym
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Przed przystgpieniem do dowodu musimy jednak zapoznaé
gie z pojeciem’ obszaréw jednospdjnych. Obszar R nazywa sie jed:
nospéjny, jezell na kazdej krzywej K zamknietej i catkowicie leza-
cej w obszarze I, mozemy rozpiagé powierzchnie F, ktéra by nie
przecinala jego ograniczenia. Jednospéjny jest wiec obszar we-
wnatrz lub zewngtrz kuli lub kostki. Nie jest natomiast jednospdj-

.~ nym obszar wewnatrz ani zewnatrz pierdcienia. Jezeli pierseien

jest rotacyjno-symetryczny, to na zadnej krzywej, np. wewnatrz
pierdcienia, otaczajacej jego of symetrii, nie mozemy rozpiaé zad-
nej powierzehni, ktéra by nie przecinala ograniczenia piercienia.
Przechodzimy do dowodu twierdzenia, ktéry przeprowadzamy
Pierwszym krokiem bedzie dowéd, ze W obszarze jednospéjé
nym R calka liniowa .
— f 5 ds

okrefla jednoznacznie pewns funkeje ¢. Mozemy bowiem przez
kazda krzywa zamknigty K przeprowadzié powierzehnie F, ktéra
nie przecinal) ograniczenia obszaru B i na ktore] wszedzié
wedhig (10.2) znika rotacja pola 7. Stosujac twierdzenie Sto-
kesa (8.1), otrzymujemy wiec dla dowolnej krzywej zamkniete] K

fm§=o.

K
Stad wynika jednak, ze dla dowolnych punktéw P, i P, leza-
cych w obszarze R, wartodé catki

: P
— f % ds
Pﬂ .
nie zalezy od drogi laczacej P, i P, jezeli tylko przebiega ona
w obrebie R. Niech K, i K, beda dwiema réznymi drogami, pro-

(10.3)

(10.4)

1) Jezeli powierzehnia F przecina ograniczenie obszaru R, to musimy
przy ‘stosowaniu twierdzenia Stokesa uwazaé za jej ograniczenie, oprécz
krzywej K tes krzywa przecigcia K’ powierzehni F z ograniczeniem ob-
szatu R. 7 twierdzenia Stokesa wynika wéwezas, ze znika suma calek krzy-
woliniowyeh na K i EK’, podezas gdy nasze rozwaszania oparte sa na (10.3),
tzn, na znikaniu caki liniowej na K. :

Zauwazyé jeszeze musimy, Ze osobliwofei pola v (jak np. prosta g
w zadaniu 5, § 9) odgrywaja przy stosowaniu twierdzenia Stokesa (por. § 8)

zadaniu nie jest jednoznaczny, mimo ze obszar jest jednospéjny.

W. Rubinowlez, Wektory 1 tensory. 7
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i do P droga K, i wracajae
wadzac; od P, do P. Idac od.Po ) ) racaj
drogajégjlotrzymlzjemy obieg zamlkniety. Réwnanie (10.3) daje wiee

f’ﬁ g5+ (3d5=0 ezyli

.__fﬁ a3 == -—-f'i)' ds.
£ I K, K,

Dla stalego P, catka (10.4) okresla zatem pewna funkcjfg pux.ﬂ;tu P
znikajaca W P, i niezalezng od drogi catkowania, a wigc ]eqno.

ZNACZNG. : _ .
M(?Zemy wiee potencjal danego pola wektorowego 7 okreslié

przez funkeje:

P
(10.5) PP) =p(Py) — [15,
. i
‘gdzie g(P,) jest-dowolng. staly, oznaczajgcs warto§é potencjalu ¢

w punkeie Py, . . '

Musimy zrobié jeszcze drugi i ostatni krok i poka,za;é,“ze mugdzyf
tak wyznaczonym potencjalem ¢ a polem Wektorovv.ym v zaqhodm
zwiazek (10.1). W tym celu musimy w my§l § 2 dowiedé, Ze ujemna
pochodna funkeji (10.5) w dowolnym kierunku 3* réwna jest rzu-
towi wektora ¥ na ten kierunek: ,

Poniewaz W (10.5) mozemy droge calkowania dobraé dowolnie,

wiee do . obliczenia réznicy potencjaléw dwu punktéw lezacych
w odleglosci As mozemy uzyé drogi prostej, lgczacej oba te punkty,
Wowezas zwigzek Ap= —75%As spetiony jest tym dokladniej, im
mniejsze jest As. Tym samym dow6d dostatecznogei warunku
(10.2) zostal przeprowadzony. . - .

Sprecyzujemy na zakohczenie sens: wyrazenia pole bez wirdw
(por. koniec § 3).

Pole wektorowe 7 w obszarze jednospéjnym R nazywa sie
polem bez wiréw, jezeli dla kazdej krzywej zamknigtej, przebiega-
jacej catkowicie w obszarze R, znika krazenie tego pola.

Przez to wylaczamy na mocy twierdzenia Stokesa wszystkie
wiry przestrzenne, okreslone przez rot7. Ale wylgczamy zarazem
© wiry liniowe i powierzchniowe, jak to zobaczymy w § 14. Rzecz
jasna, ze wedlug obecnej definicji pole pochodzace od - potencjaiu
jednoznacznego nie posiada wiréw.

icm

rowego 7= congt.

- dive=0, a wige
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ZADANIA. 1. Obliczyé potencjal jednorodnego pola wekto-

Rozwigzanie. Potencjal istnieje, poniewas rot ¥ =0. Oznaczmy
wspélrzedne punktéw P i P, przez Ty 1 @,9y,2. Poniewas

ds=1idx+jdy+kde,
wige otrzymujemy z (10.5)
P
?(B) =p(Py) ~ [ (v,d@ + v,dy + v,dz) =
¥
= @(Po) —v,(x — o) — 0y (Y — Yo) —v,(2 —2,).

Potencjat jednorodnego pola wektorowego dany jest zatem

przez wyrazenie liniowe we wspéhrzednych #,9,2 (por. § 2, zadanie 3).

2. Dowiedé, ze pole wektorowe 7, ktére w skoriczonogci jest
wszedzie regularne i nie posiada - zadnych Zrédel ani wiréw oraz

- zalezy tylko od jednej wspotrzednej, np. , jest polem jednorodnym.

Rozwigzanie. Z tego, ze pole nie posiada wiréw i zalezy
tylko od @, otrzymujemy % =35(z) = —grad g, czyli

4 99 oy
amz—' m(w)7 é‘g:_vy(mL é’;=‘~vz($)'
. ) . o O P
Ze wzgledu na pierwszg z tych réwnosei mamy-— 7. — ¢ i =0.
dxay oroz
Uzywajac drugiej i trzeciej, otrzymujemy wiec B_vg(ﬁ =01 dvg(w) = (),
‘ % 2z
czyli v, =const i v, = const. Poniewaz 7 jest bez Zrédet, musi byé

(@)
ow

== 0, czyli v, = const.

Do tego samego wyniku doj'éé mozna tez bez uzywania po-

tencjatu, wychodzac wprost z réwnania rot 5=0 (por. str. 151).

§ 11. Zrodla osobliwe pojedyncze. Méwimy o #érédlach oso-
bliwych w pewnych punktach (liniach, powierzchniach), jezeli pole
wektorowe (lub potencjal) dazy do nieskoriczonogei przy zblizaniu
sie do nich lub jest- w tych micjscach wprawdzie skoriczone, lecz
nieciagle.

Oczywidcie, nie kazda usobliwogé spowodowana jest #rédiami.
Weimiemy wige pod uwage kilka specjalnyeh osobliwoei i zbadamy,
czy odpowiadajg im Zrédla, a jezeli tak, to jakie.

. T*
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Rozrézniamy #rédia pojedyncze i wielokroine. Wydajnodé pierw-
szych jest zawsze rézna od zera, a drugich znika. ; ,

Konsekwentnie uzywaé bedziemy odtgd definicji wydajnosei,
opartej na okresleniu masy (4.1a), a wiee bedziemy wyrazaé wy-
dajnosé zrédel przestrzennych wzorem (4.2a). Wyniki dalszych roz-
wazall majg mianowicie zagtosowanie przede wszystkim w nauce
.0 elektrycznosei i magnetyzmie. \

W kazdym wypadku mozemy wyznaczyé wydajnosé #rédet
osobliwych przez przejécie graniczne za pomocy (4.1a). Wyrazenie
to przedstawia bowiem sume wydajnodei wszystkich Zrédel, tak
przestrzennych jak i osobliwych, znajdujacych sig wewngtrz pewnej
powierzehni zamknigtej F. Udzial Zrédel przestrzennych jednak
znika, jezeli zblizymy sie z powierzehnig F dostatecznie blisko
do Zrédia osobliwego. ' . :

- Zréda osobliwe znajdowadé sie mogg w punktach, liniach i po-
wierzechniach. Mozemy je scharakteryzowaé¢ matematycznie wska-

zujge, w jaki sposéb pole wektorowe lub potencjal dazy do nie-

skoriczonofei lub jaka posiada nieciaglodd, gdy zblizamy sie do
punktéw przestrzeni, w ktérych te Zrédia sa umieszezone. Znaczy
to, ze otrzymamy regularne pole wektorowe lub regularny po-
tencjal w tych punktach przestrzeni, w ktérych znajduja sie Zrédia,
jezeli odejmiemy od danego pola wektorowego lub potencjalu takie
pole wektorowe lub taki potencjal, ktéry opisuje matematycznie
odpowiednig osobliwosé. Mozemy przy tym zatozyé, ze pole wektorowe
rozwazanych zrédet jest polem bez wiréw, a.wiec posiada potencjal.

Zajmiemy sie teraz Zrédlami pojedynezymi.

1. Méwimy, ze w punkcie Z jest pojedyncze zrédto punk-
towe, gdy pole wektorowe zachowuje sie w sasiedztwie tego
punktu jak .

111y p=

a potencjat jak
(111a) | =
gdzie r oznacza odleglosé od Zrédia Z, a 7 — wektor jednostkowy
) kleru:.rfnku F,_ 0}1wrécony od Zréda. Z polem wektorowym (11.1)
spotkaliSmy si¢ juz w § 9 (str. 95, zadanie 3). Pole to jest kulisto-

symetryczne i nie posiada zrédet przestrzennych.
Wydajnosé pojedynczego Zrédia punktowego Z otrzymujemy

z& pomocy (4.1a), otaczajac punkt Z jakakolwiek powierzchnia F |

icm
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i obliczajae calke powierzehniows (4.1a) przy zalozeniu, ze 7 dane
jest przez (11.1). Najprosciej jest uzyé do tego celu kuli ze rod-
kiem w zrédle Z. Wéwezas element powierzehniowy dany jest przez
df =r?d{, gdzie r oznacza promied kuli, a dQ — element kata

) . e
brylowego. Skladowa normalna pola réwna sie po prostu 2, —v=-,

T o

poniewaz normalna zewnetrzna kuli ma kierunek wektora jednost-
kowego 7*. Dla calki powlerzchniowej (4.1a) otrzymujemy wiec

wyrazenie
_ . 17 )
] fvndf;::LL - { -8- ”'2(1!2:: ¢ [ (IQ:; €.

40 tm ) r® 47
i K k;

Calka ] df réwna jest mianowicie powierzehni kuli jednostko-
Ky ' .

wej K; czyli 4o Zatem liczba e jest wydajnoscig pojedynezego
Zrédia punktowego. .

2. Pojedyneze Zrédlo liniowe znajduje sie na krzywej K,
jezeli pole wektorowe. 7 zachowuje sie w jej otoczeniu jak

2e

(11.2) [Ff——_T
o -
a potencjal jak
(11.2a) p=—2¢elnp.

Tu p oznacza odleglogé od krzywej K, a @ jest wektorem jed-
nostkowym na prostej, na ktérej lezy o, 0 zwrocie odwréconym
od K. Wzér (11.2) okrefla zachowanie sie pola wektorowego przy
zblizaniu sig- do krzywej K tylko w wypadku granicznym, tzn.
w takim otoczeniu krzywej K, w ktérym element liniowy ds mo-
zemy uwazaé za odeinek prostej tak krétki, by na nim praktyecz-

. nie ¢ nie zmieniato sie. Nalezy zauwazyé, ze dla pola (11.2) dywer-

gencja, $cifle biorae, nie znika. Zachodzi to tylko wtedy, gdy e

© jest. stale, a K jest prosta. Z wyrazeniami (11.2) i (11.2a) spotka-

lidmy sie juz w § 9 (zadanie 4). Przedstawiajg one pole wektorowe
rotacyjnie symetryczne i potencjal tego samego typu, przy ezym
osig symetrii jest element liniowy na K. ‘ '

By obliczyé wydajnosé pojedynczego Zrédia liniowego (11.2),
otaczamy element linjowy ds krzywej K waskim walcem o diu-
godei ds i promienin p. Poniewaz dla tego walca jest df =pdeds,


pem


102 ROZDZIAE II — Teoria pél

gdzie ¢ jest katem liczonym dokola ds, a vﬂ,r_v:?—s, wige dla
‘ Y

wydajnosei (4.1a) otrzymujemy

2 27
1 1 [2e &
[ df = — — —_ — =
4nfv" f 4n6fggd<pds 2”fd<pds eds.
0

F

A zatem wydajnosé pojedynczego fZrédia liniowego (11.2a)
réwna jest ¢ (na jednostke dtugodei krzywej K).

3. Pojedyncze 7rédia powierzchniowe znajdujemy na
powierzchni f, jezeli skladowe normalne pola wektorowego 7 majg
skok na tej powierzchni. ;

By objagnié to pojecie, odrézniamy obie strony f zapomocg
wskaznikéw 1 i 2. Zakladamy nastepnie, ze normalna % na f ma

' taki zwrot, ze idac wzdluz niej,
przechodzimy ze strony 2 na stro-
ne 1 (rys. 38). Poza tym przyjmu-
jemy, ze pole wektorowe 7 jest
wprawdzie skolczone w otoeze-
nit f, ale moze tu byé¢ nieciagle;
ta niecigglod¢ musi jednak ‘byé
tego rodzaju, by istniaty wartogei
graniczne ¥; i ¥, pola ¥ przy zbli-
Rys. 38. Skok skladowych nor- = Zaniu si¢ do powierzehni f od strony

malnyeh vy, —v9, =420 1iz2. k ‘
Skok skltadowych normalnych
okredlony jest wéwezas przez wzér

(11.3) (P — U)o =0y, — 0y, = dn o0,

g@zie o jest wydajnoscia Zrédel, przypadajacs na jednostke po-
wierzehni f. Mozemy przekonaé sie o tym, jezeli zamkniemy ele-
ment §f powierzehni f w walec W, ktérego poboceznice tworza nor-
mah?e do powierzchni f, przechodzace przez 'brzeg elementu df.
Opr.oez tego powierzchnia W skiada sie z dwu elementéw powierz-
chniowych df, i &f,, réwnoleglych do of i znajdujaeych sie po stro-

nach'1i 2 (rys. 38). W wypadku granicznym yhnieskoriczenie’”” plas- .

l’:it?go walcfm W otrzymujemy za pomocy (4.1a) dla wydajnodei
zrédet, znajdujacych sie na Jf, wyrazenie

. 1 L
(11.4) e f Oy df = 1o (01— a) O

w '

icm
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Calka po poboeznicy walca znika mianowicie, gdy go nieogra-
niczenie splaszczamy, poniewaz v, jest tu skorczone, a obszar cal-
kowania dazy do 0. Pozostaja wige tylko catki po &f; i &f, Nor-
malna zewnetrzna walea W ma na J8f, zwrot ten sam, a na df,
zwrot przeciwny niz 7. Dlatego

[vadt=viast,  [ondf=—oa81,

‘571 ofe
tak ze sprawdza gie (11.4). Jezeli pbnadto wyrazimy w (11.4)
skok skladowych normalnych v, — v,, na moey (11.3) przez w, to
otrzymamy

1
o et =0,
, w '
a wiee o jest rzeczywidcie wydajnodeia Zrédel , powierzehmiowych,
przypadajacych na jednostke powierzchni. '
Jezeli istnieje potencjal, to mozemy zastgpié¢ (11.3) przez

op

ap
on

—_ = —4mww,
1 . Onjs

(11.3a)

oo

gdzie np. 51% jest wartodcig graniczng a—q’, gdy zblizamy sie do
. 1 n

powierzchni f od strony 1.

Zastan6wmy sig jeszcze nad pytaniem, jak wyglada pole wek-
torowe, wytworzone przez 7rédia lezace mna df, W bezpoSrednim
sgsiedztwie tego elementu powierzchniowego. Jezeli cala plasz-
czyzna (np. plaszezyzna ye prostokatnego ukiadu wspihrzednych)
oblozona jest #rédlami powierzchniowymi o stale] wydajnodci o,
to jest ona wéwezas plaszezyzng symetrii pola wektorowego, o ile
poza tym nie wystepuja zadne inne Zrédia. Znaczy to jednak, ze
wektory 7 maja w dwu punktach przestrzeni, lezacych symetrycznie
do tej plaszezyzny, wartodei bezwzgledne réwne, kierunki prosto-
padte do plaszezyzny symetrii, zwroty zas przeciwne. Jezeli np.
w jednym punkcie jest 7=1iv, to w drugim musi byé 7= —,.
Poniewaz poza plaszezyzng yz nie istnieja zadne Zrédla, wige oba
pola wektorowe muszg byé jednorodne, jak to wynika z § 10 (za-
danie 2). Wobee tego jest tez vy, = —vy, =0, Jezeli jednak wata-
wimy powyzsze wartosei do wzorn (11.3), to otrzymamy

(11.5) Dy == = Vg ==V = 27W.
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Jak juz powiedzieliémy, wynik ten stuszny jest ‘oyl'ko W 'przyi—
padku, gdy poza rozwazanymi Zrédiami povivierzchn.lowym1 nie
istnieja zadne inne srédla. W przeciwnym bowiem Tazie pole wek-
torowe, wytworzone przez te inne Zrédla, naklada si¢ na pc?le wek-
torowe #rédel powierzchniowych, tak ze réwnof¢ (11.5) nie moze
byé spemiona. Wydaje sie jednak oczywiste, Ze zwigzek (11.5) za-
chodzi tez dla powierzehni nie plaskiej i dla zmiennego w, jezeli
tylko wesmiemy pod uwage pole wektorowe, wytworzone przez
dostatecznie maly element powierzchniowy d6f W jego Dbezposred-
nim sgsiedztwie (por. § 16, zadanie 1).

Mozemy zalozyé istnienie na danej powierzchni f skoku po-
tencjalu ¢ niezaleznie od skoku pochodnej tej funkeji w kierunku
normalnej do f (ale oczywifcie nie niezaleznie od skoku pochod-
. nyeh w kierunkach stycznych do f). Nie ma wige powodu, by przy
pojedynezych #réditach powierzchniowych na f zakladaé istnienie
" jakiegokolwiek skoku samego potencjalu g. Wobec tego przyjmiemy,

7e na powierzchni f potencjal ¢ jest ciagly, jezeli na f znajdujg
sie tylko zrédia pojedyncze. Znaczeniem fizyeznym skoku poten-
cjalu zajmiemy sie w § 12.

§ 12. Zrédla podwéjne. Po zaznajomieniu sie ze zrédiami
osobliwymi pojedynczymi zapoznamy sie ze Zrodlami ogobli-
wymi wielokrotnymi. Obecnie zajmiemy si¢ tylko najprostszymi
z nich, a mianowicie zZrédtami osobliwymi podwéjnymi. Oméwimy
jednak tylko te spogréd mich, ktérych potrzebujemy dla dalszych
rozwazan, tj. tylko Zrédia podwéjne punktowe i powierzehniowe.

1. Zrédla podwéjne punktowe. Aby skonstruowadé pole
predkosei 7, istniejace w calej przestrzeni, gdy znajduje sig w niej
tylko jedno Zrédlo podwéjne punktowe, zalézmy, ze w calej nie-
skoriczonej przestrzeni dzialaja tylko dwa pojedyncze zrédia punk-
towe Z, i Z,, o wydajnosciach e i —e¢ (réznigeych sie wige jedynie
znakiem). Potencjat pola wektorowego wytworzonego przez oba
te pojedyncze Zrédla punktowe jest w punkcie P odleglym o 7,
od Z, i o7, 0d Z, rébwny

(12.1) L e=St

Przy nieograniczonym zblizaniu sie zrédla Z, do Zrédia Z,
odleglosei 7, 1 r, daza do wspélnej granicy, tak ze ¢ musi

iom
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znika¢. Mozemy jednak otrzymad nieznikajaea wartosé graniezng,
jezeli w miare zblizania sie Zrédet do siebie bedziemy réwnoczegnie
zwigkszad ich wydajnodé. By takie ‘
przejécie graniczne blizej zbadad,
oznaczmy przez §*As wektor,
okreflajacy polozenie #rodiad do-
datniego  Z; wzgledem ujemne-
g0 Zy; §* oznacza przy tym pewien
wektor jednostkowy, a As — odle-
glo$¢ miedzy Zrédiami (rys. 39).
Jezeli Z, zbliza sie wzdluz 3* do
srédla Z,, to 1/r, jest funkeja As.
Mozemy wige 1/r; rozwinaé na
szereg Taylora wedlug poteg As,
tak ze otrzymamy w pierwszym

5

2:/-¢)

Rys. 39. Powstawanie podwéjnego
grédta punktowego.

przyblizeniu :
1 1 o1 1 -1
e o Ag— — - AS2(LL ) = 4+ AgF* — 4+ As?(...),
o 7-2+ Soa r TAS() ?,z-l—.,ss. gradz — +As(...)

Przy tym pochodng wzgledem s i gradient nalezy obliczyé
w punkecie Z,. Wskaznik Z przy gradiencie oznaeza, Ze operator
ten dziala (tak samo jak rézniczkowanie wzgledem s) na wspél-
rz¢dne Zrédla. Wyrazenie w nawiasie, ktbre jest pomnozone przez
As?, ma dla As-»0 w kazdym razie skoticzong wartogé graniczng.
Wobec tego

1
P = eAsE*graJdZ"; +As-eAs(...).

Jezeli przy wzajemnym zblizaniu si¢ obu Zrédet (a wiec przy
As-0) wartodé ¢ rosnie w ten sposéb, ze iloczyn wydajnodei e przez
odlegtodé As dazy do skoriczonej wartodei granicznej m, to przy
tym przejéciu otrzymujemy dla ¢ nieznikajaca warto§é graniczng

* 1 81
(12.2) ‘ (p=m§*gradz; ='7ﬁgmdz;;=m£;;;
gdzie
(12.3) m = m3*,

Dla As-»0 znika mianowicie w rozwinigciu ¢ wyrazenie zawie-
rajgce nawias, poniewaz zawarto§é nawiasu i iloczyn eAs pozo-
staja skonczone, a znika As wystepujace w tym wyrazeniu.


pem


106 ROZDZIAYL II — Teoria pél

Jrédlo, powstajace przy takim przejsciu gra,niiznyx.n, nazy-
wamy zrédtem podwdjnym punktowym, a wektor 7 — jego mo-
mentem. A . )
Welktor 7 skierowany jest od ujemnego Zrédia pojedynczego

mu.
= dgggir:si réiniczkowaé jak w (12.2) wzgledem Wwspélrzednych
fr6dta Z, mozemy uczynié to réwniez Wzgl@dem Wspélrzednyf;h
punktu P, dla ktérego obliczamy ¢. Musimy.Jed.na{k'wéwczas zImie-
nié znak wyrazenia (12.2). Oznaczmy mianowicie wepolrzedne
punktéw P i Z odpowiednio przez &p,Yp,2p i @yYz,%7; WOWezaS

r= ]/(wp — @)+ (Yp—Yz)* + (Bp —22)*

jest funkejg réznic wspbirzednych zp — @, Yp—Yz) #p— z?. .Moz‘emy
jednak latwo przekonaé sie, ze dla kazdej funkeji & réznic wsp6l-
tzednych zachodza zwigzki: :
| 20 b
(12.4) 'a—a; = — 8;3;,, .o
Obok (12.2) otrzymujemy wiec dla ¢ réwniez wyrazenie

1
(12.2a) p=—m gradp e
gdzie grad, dziala na wspéhrzedne punktu P.
Wzér (12.2) mozemy tez przeksztaleié za pomocy (2.16¢) na
' mF_ mCos(7,T)

p=——=—

78 2

(12.2b)

gdzie 7 jest wektorem skierowanym od punktu P ku rédiu Z. War-
toéé ¢ w punkcie P okreflona jest wiec przez kat brylowy, pod
jakim widzimy z punktu P element powierzchniowy, okre§lony
przez wektor dopelniajacy —m. Wyrazenie — mcos(m,7) jest mia-
nowicie rzutem tego elementu powierzchniowego na plaszezyzne
prostopadly do wektora 7, a zatem (12.2b) jest katem brylowym,
pod jakim widzimy z punktu P ten rzut, a wigc i pierwotny ele-
ment powierzchniowy — . '

Zauwazmy ponadto, ze przy zblizaniu sie do Zrédla punlkbo-
wego podwéjnego potencjal, a wiec i odpowiednie pole wektorowe,
szybciej dazy do nieskonczonofei niz w przypadku Zrédia punkto-
wego pojedynezego. '
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2. Wa?stwa podwéjna na powierzchni f znajduje sie wtedy,
gdy potencjal doznaje na niej skoku ‘

(12.5) @1 — pp=4dnu7,

gdzie @, i p, 82 wartodciami granicznymi, do ktérych dazy ¢ przy
zblizaniu si¢ do f odpowiednio od strony 1 i 2; T nazywamy momen-~
tem warstwy podwdine;. .

By zrozumieé powstawanie takiego skoku potencjatu, wezmy
najpierw pod uwage przypadek szezeglny, gdy pojedynezymi
frédtami powierzechniowymi oblozone
83 plaszezyzny réwnoleglte 1 i 2 — 1 h !
i to tak, ze obie majy wydajnodei
state, réznigce sig tylko znakiem: o ) 27
i —w. Gdyby istnialy tylko dodatnie
Zrédla plaszezyzny 1, to wedlug (11.5)
wytwarzalyby one po obu stronach tej
plaszezyzny dwa  jednorodne, lecz
przeciwnie skierowane pola wekto-
rowe o wartosciach bezwzglednych 2mw e
(rys. 40a). Pole wektorowe wytwarzane
przez ujemne Zrédla plaszezyzny 2
otrzymamy, odwracajac zwroty wekto- g o 47w
r6w pola wektorowego plaszczyzny1(rys. e 2
40D). Jezeli #rédia obu plaszezyzn -s3
czynne réwnoczesnie, to pola ich na-
kladaja sie i otrzymujemy — jak widaé 7
z rys. 40c — pole wektorowe, ktére
w obszarze miedzy obu plagzezyznami
ma wielkod§é 4nw, ale poza nim znika.
Oznaczmy przez h odleglo$é miedzy plaszezyznami 1 i 2. Réznica
ich potencjaléw réwna jest wowezas

2 9 ,
op
Pa— 1= ds=— | v,ds = —4dnwh.
i 1

2mew e

ol

b) 2mes e 27’

Rys. 40. Powstawanie warstwy
podwdjnej Zrédek.

(12.6) 5

Znak ,,— jest nastepstwem zwrotu pola wektorowego (por.
rys. 40¢). Poniewaz pole wektorowe znika w obydwu péiprzestrze-
niach poza rozpatrywang warstwa podwdéjna, przeto potencjat musi
mieé tu wartodé stala. Ze wugledu na to, ze potencjal w warstwie
pojedynoezej jest ciagly, tymi stalymi wartodeiami potencjalu mogy
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byé tylko g, i @, Sa to wiee zarazem warbosei graniczne potencjatu -

przy zblizaniu sie do plaszezyzn 1 i 2.z zewnatrz, Rownanie (12.6)
zgodne jest zatem z réwnaniem (12.5), jezeli T =wh. W ten sposéb
ustaliliémy strukture warstwy podwéjnej i znaczenie jej momentu,
przynajmniej w jednym przypadku specjalnym (por. § 16, zadanie 2).,
Wynik ten mozemy jednak natychmiast uogélnié. W przypadku
dostatecznie matego elementu df powierzchni f mozemy uwazaé o
za state, a Of za element plaski. Warstwa podwdjna, istniejaca na
df, wytwarza wigc W swoim bezposrednim sgsiedztwie ten sam po-
tencjal co w rozpatrywanym przypadku spéecjalnym, poniewaz
warstwa ta dziala wowezas tak samo jak plaszezyzna nieskonczona
ze zrédlami podwéjnymi o stalym momencie. Do tej czedei po-
tencjalu stosuje sie wiee réwnanie (12.5). Potencjaly pozostatych
elementéw powierzchniowych na powierzchni f sa jednak na df
ciagle, tak Ze réwnanie (12.5) speinione jest dla calego potencjalu.
Jezeli warstwa podwdjna znajduje sie na powierzchni posia-

- dajacej krawed?, to jej pole wektorowe 7 musi dazyé do niegkon-
czonofei, gdy zblizamy sie do krawedzi. Polaczmy ze sobg miano-
wicie dwa punkty P, i P, lesace na powierzchni f naprzeciwko
siebie w poblizu jej krawedzi, krzywa K o ksztalcie kola, ktéra

nie przechodzge przez warstwe podwéjng otacza {cidle jej kra-

wedZ; ze wzgledu na oh =1, (12.6), mamy wéwczas
%——gol=‘-fvsds = — 4T,
<

Niezaleznie wige od tego, jak maly jest obszar calkowania
po K, calka ta musi mieé zawsze jedng i te sama wartogé. Funkeja
podeatkowa v, musi wiec dazyé do nieskonczonofci, gdy sie zbli-
zamy do krawedzi powierzchni f. .

Mozemy sie o tym przekonaé na przykladzie z § 9 (zadanie 5).
Funkeje y=a¢p-+b mozemy bowiem uwazaé za potencjat warstwy
podwéjnej o stalym momencie (por. obliczenie krazenia w § 14, za-
danie), ktérej kraweds tworzy prosta g, a ktéra zreszta w do-
wolny sposéb przebiega w nieskoriczonogé. .

W koficu zauwazymy jeszcze, ze kazde #rédio osobliwe mozna

otrzymad zageszezajac srodia przestrzenne w odpowiedni sposéb

W punktach, k_rzywych lub powierzchniach. Uwaga ta ma bardzo
wazne zna,czgme.heurystyczne. Powiada nam bowiem, ze mozemy
przez odpowiednie przejicie graniczne dojéé do wzoréw dla #rédel
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osobliwych, gdy posiadamy odpowiednie wzory dla Zrédet prze-
strzennych. :

§ 13; Zrédla punktowe wielokrotne i funkcje kuliste, Po-.

0 ) 4
tencjat #r6dia punktowego podwéjnego @, = v L mozemy otrzymad
. . 8 1 r

7z potencjatn g, = 1 Zrédla pojedynczego, rézniczkujac go wzgledem'
r , : ‘ :

wapblrzednych zrédia w kierunku okre- *
glonym przez wektor jednostkowy 3;. Je-
zeli nastepnie zrézniczkujemy ¢, w tym
samym lub w jakimg innym kierunku §,,

. 2 1
to otrzymamy potencjat %ﬁ’ds;gsz ,
ukladu czterech #rédet. Dochodzimy
misnowicie do ¢, przeciwstawiajge
dwa réwnolegle zrédia podwéjne D, i D, ‘
o réwnych, ale przeciwnie skierowa- Dy
nych momentach m i—m, i to tak, by H
potozenie D, wzgledem D, okreslone
bylo przez 3,*As; (rys. 41). Jezeli od-
leglogé As, obu #rédet dazy do zera,
a réwnoczednie tak zwiekszamy m,
ze mAs, dazy do 1, to otrzymujemy pole wektorowe, ktérego
potencjalem jest oczywicie @s.

3l

Rys. 41 Po‘wstawanie. zrédia,
poczwérnego ze irédet po-
dwéjnych D, i Ds.

A . ) 2 1 t
Mozemy tak samo postepowaé dalej: (ps=5;aa.928§; = przeds a;-»
wia #rédlo odmiokrotne, a ‘
‘ a 1
s Pr = 5,08, g..-08, T

ré6dlo punktowe 2"-krotne. Wydajnosé srédet wielokrotnych utwo-

rzonych w ten sposéb oczywiscie znika. Albowiem, by otrzymaé

srédto 2"-krotne, przeciwstawiamy jedno drugiemu dwa Zrédia

91 krotne (zlozone wiee wladciwie z 2" Zrodel pojedynezych),

réznigce sie znakiem wydajnosei. .
Udowodnimy, ze @, M0oina przedstawié w postaci

@ =(—1)"n! T

(13.2) )
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gdzie ¥, zalezy tylko od kierunku, a wiec jest funkejg punktu na
kuli jednostkowej, czyli funkeja zmiennych ¢ i ¢ (jezeli uzywamy

wspélrzednych biegunowych przestrzennych). WprowadziliSmy tu

statg (—1)n!, aby otrzymaé Y, w pewnych szczegdlnych przypad-
kach, ze zwykle uzywanym wspélezynnikiem liezbowym. Dla do-
wodu wzoru (13.2) poshigujemy sie definicja funkeji jednorodnej
f(#,y,2) stopnia »-tego:

(13.3) f(aw,ay,az) - a”f(m,g/,z),
Jej pochodna np. wzgledem « spelnia zatem zwigzek
of of (B2
5 (48 aysaz) = _ﬁézm_%_%’

jest wigc funkeja jednorodng (v —1)-ego stopnia. Poniewaz po-

chodna kierunkowa jest funkeja liniowo-jednorodns pochodnych
wzglec_lem #y,2 (por. § 2); wige pochodnaskierunkewa funkeji. jedno-
rodnej »-tego stopnia jest funkcja jednorodna (v —1)-ego stopnia.
Ze wzgledu na -

(13.4) : 12 =% | Y% 2?

flmemja, po=1/r jest funkcjg jednorod’nae (—1)-ego stopnia, a wiec
@y, Jest takqz funkcja —(m 4 1)-ego stopnia. Wynika stad, ze

. (—1)"

(13.5) S =,

jest funkcjae Jednorodng zerowego stopnia zmiennych ,Y,%; Moze-~
my ja p:rzgto uwazaé (podstawiajac a=1/r do wzoru (13.3)) za
funkfz]q cosinuséw kierunkowych a/r,y/r,2/r, a zatemn, iJo Wprowa-
dzenin wspéhrzednych biegunowych przestrzennych, tez za funkeje
zmiennych & i ¢. : '

Wyprowadzimy obecnie réwnanie rézniczkowe dla funkeji

Y,(9,9). Wedlug § 9 (zadanie 3) jest A~;~=O§ Dlatego tez

on 1 :
A7=0, 2 wiec

53;,".. .88,
(13.6) Ap, = 0.

. .

(12, o ¥,

nl or  apertl m(n+l)ﬁ%’

¥
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wiec
(—1)" 2 og, 2%, Y
T e g =it
przeto z (13.6) ze wzgledu na (9.8d) wynika nastepujace réwnanie
dla Y, (%e):
0y,
o9

1 #Y,
SInP ag? +n(n+1)Y,=0.

SR
(13.7) Gin 959 dsin & +

Jezeli zastapimy & przez zmienng y= cos¥, to ze wzgledu na
to, ze dy= —sinddd réwnanie (13.7) przybierze postaé
1 Y,

.2
A87a) A gy T e

+n(n+1)¥,=0.

Kazde rozwigzanie tego réwnania rézniczkowego nazywamy
funkeja kulistg ogdlng n-tego ragdu.
Funkcje kuliste okreflone przez (13.5) wyr6zniajs sie tym,

- e s skotczone na calej kuli jednostkowej. Nazywamy je funkcjami

kulistymi pierwszego rodeaju, by odréznié je od funkeji kulistych dru-
giego rodezaju, ktére w pewnych punktach kuli jednostkowej daza
do niegkonczonogci. Funkeje kuliste ogélne nazywamy tez funkejami
Laplace'a. Funkcje kulisty niezalezng od kgta ¢ zwiemy funkeja kulisty
prosta, strefowg ub funkejg Legendre'a. Dla naszych celow wystarczs
funkeje kuliste pierwszego rodzaju. ’

Wezmy najpierw pod uwage funkeje kuliste strefowe; mo-
zemy bowiem otrzymaé z nich w bardzo prosty sposéb funkeje
Laplace’a. Poniewaz funkcje strefowe zalezne sa tylko od 4 (a nie
od ¢), wige dla odpowiadajacych im funkeji ¢, kierunek, od kt6-
rego liczymy kat ¢ (0§ 2), jest osia symetrii. Osiowo symetryczne
funkcje otrzymujemy przez rézniczkowanie wzoru (13.1) wylgcznie
w kierunku osi symetrii

\ ' 1
(13.1a) ‘ ‘Pn—”é'z*n;‘-

Funkeje kuliste strefowe oznaczamy — jak to jest w ZWYCZaju —
przez *’ (cos®). Okreflone s3 one wedlug (13.5) i (13.1a) wzorem

—1)y" o 1

(
(13.8) P, (cos?) = k1 i
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gdzie cosd = z/r. Ich réwnanie réiniczkowe powstaje z (18.7) Tuh.
0%y,

(18.7a) przez opuszezenie czlonu zawierajgcego Py .

Dla zbadania wielu wiasnodei lub obliczania funkeji ‘strefowycll
bardzo dogodna jest tzw. funkcjo tworzqea. : e

Okre§lamy ja przez szereg potegowy, w ktérym jako “Wwsp6t
czynm]u wystepujg funkeje P,, mianowicie przez sume

E P ’

ktéra w mysl (13 8) réwna ]est

2(—4)” n "1 '
— Y o

Suma ta przedstawia jednak — jak to bezposrednio mozemy
sprawdzi¢ — szereg Taylora dla funkeji 1/ R, gdzie B? = a? - 4% (2 —p)2.

Ze wizgledu na (13.4) i cosﬁ:% jest R2==y%--p* —2rp cos ¥, skad

1 e, ¢ NN
Po7+P1r_2+P2¢_3'+~--=2Pn(7);ﬁﬁ =5 =
n==0 ' )

(13.9) R S

]/r2+ 0 »—27’9 cos ﬂ

P gdzie R jest odleglodcig punktu P
od Zrédla Z, znajdujacego sig
po stronie dodatniej osi 2 w od-
legtodei o od poczatku ukladu
wspoOirzednych (rys. 42); r jest
odleglodcia P od O, a ¢ katem
miedzy ¢ i . Funkeja tworzaca
(13.9) przedstawia zatem rozwi-
niecie potencjatu zrédla Z w sg-
siedztwie punktu P przy uzyciu

0 , strzennych o poczatku ukladu
Rys. 42. Interpretacja fizyczna w punkcie 0.

funkeji tworzace] strefowych funkeji Z (13.9) otrzymujemy funkcje
kulistych. strefowe P w Tozwijajac R wedlug

wsp6hzednych biegunowych prze-
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poteg ¢.- W ten sposéb (por. zadanie 15) lub wprost z (13.8) do-
stajemy dla pierwszych szedeiu funkeji strefowych wyrazenia:.

Pyy) =1, Py() =i(5y3 —3y),

(13.10) Pyly) =y, Pyy) == (357} —3092 +3),

oo]p-l

1 | .
Pofy) = 5 B —1), Py(y) =_é~(63y5 —T098 +15y).

P,(y) jest wieec wielomianem n-tego stopnia zmiennej y. Dla-
tego tez nazywamy funkeje strefowe wiclomianami Legendre a.

By otrzymaé funkeje kuliste Laplace’a, musimy rozwigzaé
réwnanie rézniczkowe (13.7a) w przypadku, gdy funkcje Y, zaleig
tez od . W tym celu stosujemy metode rozdzielania zmiennych;
tzn. szukamy takich rozwigzan Y, (d,p), ktére bylyby iloczynami
dwu funkecji: jednej, zaleznej tylko od ¢, drugiej — tylko od
¥ == COR 1

Y., (8,9) = P(p) O(y).

Wetawiajace powyzsze Wyra.z'énie do'(13.7aj), mozemy napisaé to
rownanie rézniczkowe w ten sposéb, aby po jednej jego stronie zna-

lazly sie wielkodei zalezne tylko od y, a po drugiej — zalezne tylko

od ¢ }
1— yd 1ao |

13, " A — . — e
(18.11) = y“’) +n<n+1>( )= =G =

Jak wykazuje pierwsze wyrazenie zalezne ‘tylko od y, ¢* mnie
zalezy od ¢; ale nie moze tez zalezeé od y, jak tego dowodzi drugie
wyrazenie zalezne tylko od ¢. Zatem ¢* musi byé stala. Réwnanie
(13.11) rozpada sie wiec na dwa réwnania. rézniczkowe: jedno
dla &, a drugie dla 6. Co

Pierwsze ma postaé

a jego ‘rozwiadzaniem jest
| P = cos cp lab @ =sgince.

- Ze wzgledu na zWi@Zek Eulera .
(13.12)

W. Rubinowloz, Wektory i tensory.

eti¥=cosa T isina
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mozemy wyrazeniu @ nadaé tez ksztalt @ =et?; liczba ¢ musi
tu byé calkowita, poniewaz ¥, (¢), a wige tez i ¢(p), muszg byé
funkcjami jednoznacznymi na kuli jednostkowej. Woéwezas jest
D(p +27) =D(p), to znaczy .
et iclotin) =eiic¢’ CZyli PEXITL
To réwnanie jest jednak tylko wtedy spelione, gdy ¢=m
gdziem =0, 41, £2, +3,... Ostatecznie jest wige -
(13.13) L D) =& (m=0,+1,42,43,...).

Jezeli w (13.11) zamiast 4-¢* wstawimy —¢?, to dla @ otrzy-
mamy funkeje wykladnicza @ =%, dla ktérej réwnodé (g -+2m)=
=@(p) nie moze zachodzié.

Przyréwnujac ¢ do m, otrzymu]emy z (13 11) nast@pujqce réw-

nanie rézniczkowe dla O: ,
d ae 2
(13.14) _(1-y2)-&;+ [n( ]@_—_0.

Jest to réwnanie rézniczkowe tzw. ;funkcyz kulzstych przypo-
rzqdkowanych. Oznaczamy je przez

P2(y) =P7(cos ).
Aby rozwigzaé réwnanie (13.14), podstawiamy:
O =P(y) =(1—y%)™ TUm(y)

i bez trudu otrzymujemy dla U™ réwnanie rézniczkowe

@y
a—p=r
(1315) [ (n+1) m(m+1)]U’"—0

ktorego rozwigzanie jest latwe. Rézniczkujge je mianowicie WZng—

avm
dem y dostajemy dla y * réwnanie rézniczkowe postaci (13 15)
.y
ale na U™  Moiemy wi i6 gmt _9Un gose;
n + Mozemy wige podstawié U™ === Jezeli zagty-
-y m—1, to dostaniemy

pimy tu kolejno m przez 0,1,2,.

n

I . . . .
Um = dy”" . Réwnanie (13.15) jest jednak dla m=0 identyczne

z réwnaniem rézniczkowym dla P,, tak ze U,=P, i dlatego tes
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da™Pp
U;n= 'n(y) .
Ostatecznie mamy wige réwnanie
(13.16) PR = T

Jezeli przyjaé je za definicjg funkeji P, to mozna by ja stoso-
waé tylko dla dodatnich m, poniewaz dla u3emnych m rézniczko-
wanie nie moglo by byé wykonane. Dlatego dla ujemnych m wielu
autor6w okredla P™ wzorem ‘

(n—m)!
(nrm)itn
waznym tak dla dodatnich, jak i ujemnych wartodci m.
Poniewaz m wystepuje w (13.14) w kwadra,cle, wiee funkeje

kuliste okreslone przez (13.17) spelniajg réwniez dla ujemnych m
réwnanie rézniczkowe (13.14).

Funkecje kuliste mozemy wige dla wezystkich  m catkowi-
tych okreglié wzorem

(13.18)

(13.17) P =(—1)"

YDy p) = eim"’Pm(cos 9).

Zawsze musimy Jednak zakladaé 26 n>|m|, albowiem P, jest
wielomianem n-tego stopnia i znika, jezeli go rézmezku]emy wiecej
niz » razy.

W nowszej teorii kwantéw, gdzie funkeje kuliste o , dodatnim
i ujemnym wekazniku m wystepuja réwnie czesto, uzywa sie
obecnie coraz powszechniej przyporzadkowanyeh funkeji kulistych
P™y) w unormowaniu C. G. Darwina. S3 one okreglone réwnaniem

L BTRO)=(—m)! PR(y) |
niezaleznie od znaku wskaznika m. Dla tych darwinowskich funkeji
kulistych wzér (13.17) przyjmuje bardzo prosta. i symetryezng
postadé

P () =( ‘Bn(

ZADANTA, 1. ‘Przy pomocy funkeji tworzapce] (ob. (13.9))
pokazaé, ze:

@ R(=p=l=UR),
(B) P,(1)=1,. - L

8*
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1:3-5... (20 —1)
(Y) P2n+1(0) =.0’ P‘Zn(o):(—' ) o 2,4 6 2’)?: )
: B (zmx'( e B
| (3 Pal?) = Gty 2en—1)
+ nn—1)(n—2)(n—3) ., )z
9-4-(2n—1)(2n—3)
(2n—2s)! n—2s
_Z 2”3' s)!(n—~2s)!y !
“ ' —~1 |
gdzie o= l;— tzn. a=% lub a=»’{7’~§—- zaleznie do tego, ktéra

z tyeh liczb jest liczba calkowitag.

Rozwigzanie. («)
przez —v, to otrzymujemy

oo Qn
S Pn('—‘ 7’) 7.n+1_ N
n=0

Przy tym R przechodzi w ]/7‘2+92‘+2’r‘900819'. Przyjmujge,
ze zmiana znaku wyrazenia 27pcos? spowodowana zostala zmiang
znaku p, dostajemy zamiast (13.9) rozwinigeie

ZP"'(?} / n+1 )

(B) Dla y=1 jest R~rf-g, tak ze

1 = o"
R ;2 il

n=0

(y) Dla y=0 jest R= ]/72—}-@2 tak ze

2( » )72"“ 22 7n+]

n==0)

Jezeli w. (13.9) zastapimy cosd =y

]//1+-v

1
R

(3) W celu obliczenia P,(y) postugujemy sie dwukrotnie wzorem
Newtona dla dwumianu w sposéb nastepujacy :

[§ 13] Zrédta punktowe wielokrotne i funkeje kuliste

117

_ 1 . —1s Y (@ \s+s ¥ s
2000 26 e
By uporzadkowaé te sume podwédjna wedtug poteg ?_ wpro-

wadzamy zamiast » nowy Wskaémk sumowania n———v—{-s, tzn.
podstamnmmy v=n—3_:

7= 3 S0 e

n=0

(xranican"li' sumowania wzgledem n 83 0 i -+oo, poniewas -
n=v-~8, a sumujemy s od 0 do »i » od 0 do -4co. Dalej jasne

jest, ze dolng granica sumowania wzgledem s jest s=0. Gérng

granice o wyznaczymy dopiero na ostatku. Poniewas
-
n—s/
(=1 1-3...[2(n—s)—1] _
Togne (n—s)! B

(=1 st (=1 [2(—s)]!
ont " (p—g)!12"S(n—s)! 222 [(n—s)!]?

) (=3 1) =y —(n—s—1)) _
1-2..(n—8) N

(%ws) _ ,___(n— 8) !_}

s/
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wiee otrzymujemy :

o S ot e ‘s [2(n—s)]! n—2s
R —‘,g;v"ﬂ Z(_l) 27g!(n—s)! (%”"23)!y ’

§=0

Pozostaje do wyznaczenia o. Stosujac do dwumianu (WQM ...2;,)
. r ,

wzlr Nevsftona, otrzymujemy y w potedze nieujemnej. Wobec tego

mamy n-—28>0, ezyli :'23\} s, a wiec i %;-g- Zatem ¢ nie moze
byé wieksze od [5_]

Nie moze byé jednak tez i mniejsze, jak to widaé z rys. 43.
Na osi odeigtych umieszezamy », a na rzednych s. Sumujemy przy

7. 14

>y

Rys. 43. Przejicie od sumowania po » i & do sumowania
Po n=1» +sis w,zadaniu 15, § 13.

[§ 13] Zrédta punktowe wielokrotne i funkeje kuliste 119

statym' » ‘wzgledem wskaznika s od 0 do ». Pary (»,s), ktére wy-
stepuja w sumie, oznaczone s3 na rys. 43 malymi kélkami. Jedli
zastgpimy sumowanie wzgledem » sumowaniem wzgledem 7=y s,
to przy stalym n bedzie »+s=mn =const, a wigc sumowanie mu-
simy przeprowadzié po prostych pochylych, uwidoeznionych na
rys., 43 jako proste kreskowane. Nalezy wykonaé to sumowanie
wzgledem s od s =0 az do punktu P, lezjcego na prostej v —s=0
lub tuz przed nig (przy punktach tych podano na rysunku wartosdel
liczb n, do ktérych naleza odpowiednie proste kreskowane). Ponie-
waz v =n — 8, wige dla punktu polozonego na prostej » —s=0 dane

jest s przez n — §—8 =0, czyli s=-g'. Zatem o’=[——721], ¢.b.d.o.
2. Dowiedé, ze Ar"Y,(d,¢)=0.

Rozwigzanie wynika z (9.8d) i (13.7).
3. Ortogonalno$é funkeji kulistych. Dowiedd, ze

n 27

fYkY,dw =ffykyl sinddddp=0  dla k1.
K 00

K jest tu kuly jednostkowa, a de jej elementem powierz-
chniowym.

Rozwigzanie. Stosujemy twierdzenie Greena (5.5) do
wnetrza kuli - jednostkowej oraz do funkeji p=7"Y, i 1p=r’]':t,.
Poniewaz wedlug zadania 2 jest Ap=0 i Ayp=0, a mnastepnie

ay . .
Lt =—kY,i-—=—1Y, przy czym do dane jest
n or s L » PIZy Czy

 wzorem dw =sinddd de, wiee z (5.5) wynika, ze

w27

(l——k)ffYlesin-ﬁdﬂdgv=0.
00 .
Ze wizgledu na zalozenie, ze k=1, calka musi znikad.
n 2%

4. Dowieé, ze f f Frymsinodddp=0 dla m=m',
00 )

f,':‘ oznacza tu funkcje sprzezong z Y.


pem


120 ROZDZIAL 11 — Teoria pél

. Rozwigzanie. Mozemy catkowaé osobno po ¢ i po 4. Dla
m=m' catkowanie po ¢ daje jednak '

27 ot '—m)p | 2n

Hm—m) g e — | = 0.
of ¢ P =M —m)|,
5. Sprawdzié za pomoecg wzoru na P,(y) (zadanie 13), ze funkeje
te mozemy tez przedstawié w postaci

m -

Po(y) = —— (= 1)

2"l dy”

Jest to taw. weér Rodrigues’a.

Rozwigzanie. Rozwijajac (y*—1)" wedlug wzorn Newtona,

otrzymujemy ‘

. "

(,yz ___1)11 . Z(’;") ( _1)3,})21»——-23_
=0 ‘

Poniewaz jednak

dn?m:m(m-—l) [fm—-(n—i)] m~”=__.ﬂw- e
wiec. mamy
1 gr 1 X, (2n—2s)!
—— 2_ 1V e — s —28t
I LS T8 dy"(y 2 Z"n!zl(s)( b (n—28)! P =

8=0

K (‘—1)3 (27),—23)‘!7;“"““2s '
N Z 2"l (n—s)! (n——23)!.

8=0

a

§ 14. Wiry osobliwe. szy wirach pola wektofowego B, tak

samo jak przy wydajnodei; wprowadzamy wspotezynnik 4z i okres-

lamy natezenie wiréw przestrzennych przez

(14.1) ‘ E=—1—rot .
‘ - A4n
Czynimy tak, by ‘otrzymaé wzory. w postaci dostosowanej do
ukladu miar Gaussa w nauce o elektromagnetyzmie.
]iPomewa,z wedlug (7.14b) pole wekforowe ¢ nie posiada #Zrédel,
czy’ ‘

(14.2)  dive=0,

icm

[§ 14] Wiry osobliwe 121

wiee wedlug § 6 mozemy przedstawié ¢ przez rurki wektorowe, ktére
nazywamy rurkamsi wirowyms. ,

Jezeli pole wiréw nie posiada osobliwosci, to rurki wirowe
muszg byé albo zamkniete w sobie, albo zaczynaé i kohezyé sie
na ograniczeniach obszaréw lub w niegkoriezonofei. Moment rurki
wirowej jest staty dla kazdego z jej przekrojéw f i okreflony wzorem

1
(14.3) x:fan df=— | rot,vdf.
i 4

Na mocy twierdzenia Stokesa mozemy ten moment wyrazié
przez krazenie

‘ 1 .
(14.3a) \ =iz vds,
7T
gdzie K oznacza krawedZ powierzehni f, 1ezagcay'na poboceznicy rurki

wirowej. Zeby y nie bylo ujemne, nalezy kierunek obiegu -na krzy-
wej K przyporzadkowaé zwrotowi wektora ¢ wediug reguly Sruby

_prawoskretnej.

Rurke wirowa nazywamy odosobniong, jezeli poza nig nie
istniejs zadne wiry przestrzenne, a wiec jezeli poza nig ¢ znika.

Moment rurki wirowej odosobnionej okreslony jest przez (14.3a)
nawet w tych przypddkach, gdy K jest jakakolwiek zamknieta
krzywsg obiegajaca jeden raz rurke wirows, nie za§ krzywg znaj-
dujaca si¢ koniecznie na pobocznicy tej rurki. Jezeli bowiem prze-

ksztaleimy przy pomocy _twierdzenia Stokesa krazenie f vds w catke

% ‘
powierzchniows, to otrzymamy dokladnie wzér (14.3), poniewaz
¢ znika poza rurkg wirows. ‘

Wiry osobliwe ofrzymujemy przez odpowiednie zageszezanie
wiréw przestrzennych. Z tego punktu widzenia rozpatrzymy obecnie
tzw. wi6kna i warstwy wirowe.

1. Wiékno wirowe. Jezeli wiry, znajdujace sie w rurce

- wirowej odosobnionej sttoczyé do jednej krzywej L w ten sposéb,

" by moment wirowy yx= f e, af zachowat przy tym swoja wartosé,
1

to otrzymuje si¢ twoér, ktéry nazywamy wiéknem WIrowym.
Widzimy wprost, ze przy takim przejéciu granicznym wiokna

wirowe dziedzicza po rurkach wirowych nastepujace wlasnogei:
10 Moment y jest wzdluz kazdego witkna wirowego staly.
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20 Przy brakn wiréw przestrzennych moment y dany jest
wzorem (14.3a), gdzie K jest dowolng krzywg zamkniets, okrg-
zajaca jeden raz widkno wirowe. ‘ :

3% ‘Wiékno wirowe jest albo zamkniete, albo zaczyna sie i kon-
czy na ograniczeniach obszaréw lub w nieskofczonosei. ‘ ‘

Za zwrot obiegu widkna wirowego przyjmujemy zwrot wek-
tora ¢ w rurce wirowej, z ktérej witkno powstaje. Wéwezas suma
wektorowa natezen wiréw, wtloczonych przy wspomnianym przejseciu
granieznym do elementu liniowego ds, okre§lona jest przez xds.
Wytnijmy mianowicie z rurki wirowej dwoma prostopadtymi do
niej przekrojami f walec o diugodci ds, a wige o objgtodei fds. Za-
wiera on wéwezas wiry o natezeniu bezwzglednym |G|fds = yds,
poniewaz wektor ¢ jest prostopadly do f, a wiee |E|f=y.

Przy przejéciu granicznym jednak y, a wiee i yxds, jest state.
Diatego tez yds przedstawia wektor natezer wiréw zgeszczonych
w ds, a yds — jego wartodé bezwzgledna.

W bezposrednim sasiedstwie wiékna wirowego L pole wekto-

rowe, przez nie wytwarzane, dazy do nieskonczonogei. Przyjmijmy .

mianowicie w (14.3a) za K kolo o promieniu g, lezgce w plaszezyZnie
prostopadiej do elementu liniowego ds wlékna wirowego L, i to
tak, by jego frodek lezal na ds; niech nastepnie v, bedzie (wspél-
rzgdne cylindryezne!) rzutem wektora 7 na element liniowy kola K;

dla dostatecznie matych ¢ otrzymamy wéwezas z (14.3a) y = %anvw,
. T
czyli
(14.4) 1 ‘ ”w=”21'
. e
Nalezy zauwazyé, ze to samo pole wektorowe wystepowato
w §9 (zadanie 5), a w §12 interpretowaliémy je jako pole wek-
torowe warstwy podwéjnej o stalym momencie. Zgodnodé ta nie

jest przypadkowa. Jak sie nastepnie przekonamy w §20, nalezy
Ja racze] uwazaé za zapowiedz pewnego twierdzenia ogélnego.

R 2. Wiry powierzchniowe (Wa,rstyvg pojedyneza wiréw) po-
siada pole ‘wektorOWe v na powierzehni f, jezeli jego . Skladowe
styczne majg na f skok, Skok ten mozemy podaé réwnaniem

(14.5) X (0; — ) =4dnf,

gdzie .We—ktor ﬁ.(ze wzgledu na to, ze W,iloczynie’wektorowym wy-
stepuje .n) musi byé prostopadly do n, & wige lezeé w plaszezyznie

-
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stycznej do f. Wektor % jest normalng do powierzehni f, okre§long
w §11 (por. rys. 38). Chege najpierw pokazaé, ze (14.5) okredla
skok skladowych stycznych, rozkladamy wektory 7, i 7, na skla-
dowe normalne i gtyczne do f, tak ze

V1 =Tyt Ty i Uy = Vg, + Upy-
7 (14.5) otrzymujemy wéwezas
T X (By — By) =T X (Byy — Tgy) = 4.

Poniewaz 7 jest wektorem jednostkowym prostopadlym do
Dy — Dy Wiee WX (T —7y,) jest wektorem, powstajacym ze skoku
17/&,—«72, skladowych stycznych przez obrét o kat prosty dokola 7%
jako osi, majacy zwrot okreflony przez regulg éruby prawoskretnej.

Aby podaé znaczenie fizyczne wektora §, pomys$lmy sobie,
ze wiry powierzchniowe powstajg przez catkowite stloczenie wiréw
przestrzennych w powierzchnie f. Element powierzchniowy Jf na f
otaczamy nastepnie walcem W tak, jak to uezyniliémy w§ 11 (rys. 38),
i gtosnjemy do powierzchni walea oraz do ograniczonego przez nig
obszaru R twierdzenie calkowe (8.3). Ze wzgledu na (14.1) otrzy-

mujemy . :
| fdfﬁx’u'=f1‘0tﬁd1:=4nf6dt.
w R R

Niech ¢l bedzie wysokodcia walea W. Objetodé tego walca jest
wtedy réwna &f 61; dla dostatecznie matych df i &l zwiazek ten
przechodzi w -

(14.5a) 7 X (y— y) Of =4t Of Ol. _

Jezeli wiec przy przejéciu granicznym 6l-0 natezenie wiréw
przestrzennych ¢ tak wzrognie, ze ¢8l=g pozostanie skoriczone,
to zwigzek (14.5a) stanie sie identycznym z (14.5). Iloczyn géf.=
=0dfol jest zatem natezeniem wiréw znajdujacych sie na elemencie
powierzchniowym &f, a przeto § jest natezeniem wiréw przypada-
jacych na jednostke powierzehni f. _ _

7 zupelnego stloczenia wiréw przestrzennych w powierzchnie f
wynika, 2ze kazda rurka wirowa przestrzenna stloc?ona zosta‘la.
w pewne pasmo wirowe lezace na powierzehni 1. Wnosnn.y sitadc}, e
w przypadku granicznym kierunki wiréw, a wige i natezenie g, 53
styczne do powierzehni f. ‘ o

Ale do tego znanego nam juz wyniku dolaczyé mozemy jeszcze
nowy. Jest rzeczg jasng, Ze pasmo wirowe na f nie moze przeci-
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naé krawedzi powierzehni f, a wigc musi byé do niej réwnolegle:

(14.6) gllds  na krawedzi powierzchni f.

Zauwazmy, ze ze wzgledu na (14.2) nie mozemy podaé nate-
zenia ¢ dowolnie, lecz tylko w postaci natezenia pola wektorowego
bez zrédel. Zupelnie tak samo musi tez § podlegaé na powierzchni f
pewnym ograniczeniom, wynikajacym stad przy przejsciu do gra-
nicy. Niestety nie mozemy si¢ tu zajmowad blizej tymi sprawami.

ZADANIE. Obliczyé krazenie pola wektorowego podanego
w §9 (zadanie 5) o potencjale y=ap-+b dla przypadku, gdy
krzywa K okraza prosty g, oraz dla przypadku, gdy tego mnie czyni:
Dowiesé, ze to pole wektorowe jest wytworzone przez widkno wi-

« . a .
rowe o momencie y=-- Dna prostej g.
-

Rozwigzanie. W mysl (9.92a) element wektorowy liniowy ds
okreslony jest (we wspéhrzednych cylindryeznych) przez réwnanie

ds =1, dg + i, 0 do + i, dz.

Poniewa,? T %f. , Wwiee f 7di=a f dp. Przy dodatnim obie-
e x x

gu dokola g (jako osi 2) otrzymujemy wiec 47 x = f 7ds=2ma, czyli

a o ) ) Fiq
x:—?:-. Jedli jednak nie okrgzamy g, to qug =0, a wige i f?’jdg: 0.
g g

§ 15. Twierdzenie o jednoznacznoéci pola wektorowego, Jezeli
fiane jest pole wektorowe 7, to wydajnodei jego Zrédel i natezenia
jego wiréw sg jednoznacznie okreSlone i dajg sie latwo obliczyé
(88 4, 7 111—14). Bez poréwnania trudniej jest rozwigzaé odwré-
cenie tego zagadnienia: dane sy wydajnodei Zrédel- i -natezenia
wiréw, wyznaczyé pole wektorowe. .

I"r_a,wie wszystkie nastepne paragrafy, poswigcamy temu naj-
W‘a,zme]szemu chyba zagadnieniu teorii pol wektorowyeh. Zacz:
niemy ‘od okazania, ze przy pewnych zatozeniach dodatkowych
zaga,dplenie to ma tylko jedno rozwiazanie. Dla prostoty dowodn
ogre!,n}czym.y'sig do przypadku, gdy mamy do czynienia jedynie
ze zrédlami i wirami przestrzennymi. Mimo to bedziemy stosowali
otrzymane wyniki takze do przypadku zrédet osobliwy(;h.
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Sformulujemy najpierw twierdzenie o jednoznacznosci dla
obszarw skoriczonego. Obszar R, w ktérym pole wektorowe 7 mamy.
wyznaczyé, jest ograniczony powierzchnia zamknieta o, lezgca
callcowicie w skonczonofei, oraz przez inne powierzehnie zamkniete
lezgce wewnatrz Iy, a ktére wuzystkie razem oznaczamy przez F.

Twierdzenie.. Isinieje co najwyszej jedno pole wektorowe 7,

~ spelniajace mastepujqce tray warunks:

(A) W obsearze R pole wektorowe T jest skoticzone, ciggle i réz-
nicekowalne.

(B) Zrédta © wiry preestrzenne okreSlone sq wzorami
(15.1) dive =dmp,
gdeie ¢ 1 T 8q damymall funkcjomi punktow praestrzent.

" (C) Na powierzchniach-F i F,, ograniczajqcych obszar R, skia-
dowe normalne v, wektora © majg okreslone & géry wartosci.)

rotv=4n=c,

Dowéd. Przypudémy, ze przeciwnie, istnieja dwa pola wek-
torowe @, i @, spelniajace warunki (A), (B) i (C). Ich -réznica
7* =7, — P, spelnia wowezas nastepujace warunki:

(A*) W obszarze R pole 7* jest skoniczone, ciagle i rézniczko-
walne. ' .
(B*) 7* jest polem bez Zrddel i bez wirdw:

(15.2a) dive* =0,
(15.2b) . rotv* =0.

(C*) v,* znika na powierzchniach F i F,. ‘

Aby dowie$é, ze T, =0, tzn. ze 7* znika wszedzie W R, za-
uwazmy, ze na mocy (15.2b) pole v* posiada potencjat ¢*:

\ 7* = — grad ¢*, '
ktory ze wzgledu na (15.2a) jest rozwigzaniem réwnania Laplace’a
Ag* =0. Wobec tego mozemy ze wzgledu na Warunek (A*) zasto-
sowaé do potencjalu ¢* twierdzenie Greena (5.6)

. £OP*
(15.8) ‘ f’(grad p*)dr= f‘? o daf.
‘ R F+Fy

1) Twierdzenie zachodzi jednak réwniez W przypa.é!ku,‘gdy dla Un okre:
done sy jedynie wartofei graniczne przy zhlizaniu sie do powierzchni
i Iy, -
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‘ ' ag* L
Calki powierzchniowe znikajg, bo v}¥= — “é(%- znika na F i F,

wediug warunku (C*). Otrzymujemy zatem

(15.4) [ (grad gty ar=o.
R

Funkeja podeatkowa w (15.4) jest kwadratem wartodei bez-
wzglednej wektora, jest wiec wszedzie dodatnia jezeli nie znika,
Aby catka (15.4) znikala, musi byé wiec (grade*)?=(v*)2=0
we wszystkich punktach obszaru R, czyli #* =0, ¢.b.d.o.

Stad wynika ¢* =const, a wiec ¢, =@, 4 ¢*. - Potencjal jest
wiec okreflony tylko do dowolnej statej addytywnej.

Jezeli powierzchnig F, odsuniemy w nieskodczonodd, to
obszar R stanie sie nieskoriczony. By przeprowadzié dowéd dla
tego przypadku granicznego, zakladamy, ze 7 czyni zadodé wa-
runkowi : ) :

(D) ¥ 2znika w nieskoriczonofei przynajmniej tak szybko,
. . const
Ja:k — 1)'

3

Dla 9* wynika stad warunek ’
(D*) »* znika w nieskoriczonofei przynajmniej tak szybko,

jak const

1-2

Warunek (D) nie podaje wartosci stalej const, a wice
dla obu pél %, i 7, moglyby wystepowaé réine stale. Ze
wzgledu na to, Zze v* = —grad ¢*, wnosimy z (D*), Ze ¢* znika
const

w nieskonczonodci jak .
r

To, ze dla. pél nieskoriczonych wprowadzié' musimy nowy wa-
rul}ek, wynika juz stad, ze nie majae warunku (D), nie mogliby$my
tW}erdzié, iz cafka (15.4) jest zbiezna W obszarze nieskoriczonym.
R'owna,nie (15.4) nie mialoby wéwezas sensu i nie moglibysmy na
nim oprzeé dalszych wnioskéw. Jezeli jednak zalozymy warunek (D),

') Zalozenie to wymaga, jak wynika z (‘15 1, b i i
L ‘ende . . 5.1), by w nieskoniczonodci
]e;l ¢ H(;{dpc')@edmo zmka&;_r. Chege unikngé wezystkich zwigzanyech z tym
omplikacji, w dalszym ciagu zawsze zaktadamy, ze Zrédia i wiry lstnieja

tylko w skohiezonokei, tak £ 5 o )
skofiezonym. ak ze ¢ i ¢ nie znikaja tylko w pewnym obszarze
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const

to (grad ¢*)* zachowuje si¢ w nieskorczonosei jak , tak ze

catka (15.4) jest zbiezna. Précz tego dopiero przy pomocy (D) mo-
zemy pokazaé, ze (15.3) przechodzi w (15.4), gdy F, dazy do nie-

" gkoriczonofei. W tym Wypadku¢ mianowicie funkeja podeatkowa

w calce powierzchniowej (15.3) znika jak E‘%lﬁ?’ a df rofnie jak
‘ r

r2dQ, tak ze calka po powierzehni F, znika w wypadku granicz-

nym. Poniewaz przy zatozeniu (D) zachodzi wzér (15.4), wiec mamy

?*=0 réwniez w obszarze nieskoriczonym. Dowéd twierdzenia

jest tym samym zakoriczony. ‘ '

Zwréémy uwage, Ze przy rozwiagzywanin zagadnienia szuka-
lidmy wladeiwie trzech funkeji v,v,v, wspélrzednych przestrzen-
nych @,y,2, ktére spelnialyby uklad réwnand réiniczkowych czast-
kowych (15.2aib), warunki brzegowe (C), a w wypadku obszaru
nieskoliczonego tez warunek (D). Mamy tu wieec do czynienia z za-
gadnieniem brzegowym dla ukladu réwnan rézniczkowych czast-
kowych. - : . :

Zauwazmy jeszcze, ze dowdd twierdzenia o jednoznacznosei
polegat np sprowadzeniu do niedorzeczmofei przypuszczenia, ze
istniejg dwa réine rozwiazania rozwazanego zagadnienia brzegowego.

‘7 tego jednak, ze moze istnieé co najwyzej jedno rozwiazanie, nie

wynika jeszcze, ze choéby jedno naprawde istnieje, tj. ze istnieja

‘pola wektorowe spetniajace warunki (A), (B) i (C), a w przypadku

obszaru nieskoriczonego warunek (D). Ogélny dowdd istnienia ta-
kiego pola trzeba wige uzyskaé na innej drodze. Poniewaz wymaga
on bardzo skomplikowanych rozwazani, nie mozemy si¢ nim tu zaj-
mowaé. W kaidym jednak przypadku szczegblnym, w ktérym
potrafimy obliczyé odpowiednie pole wektorowe i udowodnié, ze
spelnia ono warunki (A)— (D), istnienie tego pola jest tym samym
dowiedzione.

Bardzo duze znaczenie ma przypadek szczegélny, w ktérym K
jost po prostu caly przestrzenia nieograniczona R... Wowezas mamy
do czynienia z nadzwyczaj prostym zagadnieniem, poniewaz nie
wystepuja zadne warunki brzegowe. Spotykamy sie z nim bardzo
czesto w zastosowaniach. .

Twierdzenie o jednoznacznofei pél wekborowych umozliwia
rozdzielenie powyzszego zagadnienia na dwa prostsze, z ktoérych
kazde rozwigzaé mozemy niezaleznie od drugiego. Zalézmy, iz udato
nam gie znalezé dwa pola wektorowe 7' i B, ktére oba spelniaja
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warunki (A) i (D), warunek (B) zad w ten gposéb, ze T’ jcst, polem
bez wirdéw i posiads #r6dla przepisane dla 7, natomiast o'’ jest po-
lem bez #rédet z wirami pola 7. Warunek (C) jest wtedy zbedny,
poniewaz w zagadnieniu nie wystepuja powierzchnie F i Fy. TLatwo
mozemy stwierdzié na mocy warunkow (4), (B) i (D), ze suma obu
pél 5=7"-+7" spelnia wszystkie te waronki. Mozemy wiec otrzy-
maé ‘rozwigzanie zagadniénia przez to, Ze ‘nakladamy odpowiednie
dwa pola na siebie.

Réwniez przez nakladanie pol mozemy otrzymaé rozwigzanie
zagadnienia w przypadkach, w ktérych wystepuja Zrédia i wiry
osobliwe. Mozemy natozyé na rozwigzujace zagadnienie pole
z cigglymi zrédtami i wirami rozwiazania, odpowiadajace poszeze-
gélnym Zrédtom i wirom osobliwym. T3 metods nakladania roz-
wigzal bedziemy postugiwali sie bardzo czegsto. Korzystalismy
zreszty z tej mozliwodel juz kilkakrotnie w rozwazaniach poprzed-
nich, np. przy wytwarzaniu #rédel podwéjnych w §12.

§ 16. Pola wektorowe bez wiréw, wytwarzane przez zré-
dla przestrzenne. Zbadamy obecnie pole wektorowe 7, spekniajace
warunki (A), (B) i (D) z §15, nie posiadajace jednak -wiréw (tzn.
dla ktérego ©=0) i okreflone w catej przestrzeni R... Ze

wzgledu na to, ze pole takie posiada potencjal, a zatem = —grade,

warunek (B) div 7 =—4mp przechodzi w réwnanie Poissona
(16.1) S Ap =— 4mg.

Jedli zatozymy, ze istnieje rozwigzanie zagadniemia, a wiec
i odpowiedni potencjat ¢, to -latwo mozemy stwierdzié, jakg ma on
postaé. W tym celu postugujemy sie twierdzeniem Greena (5.5),
przy ezym jako funkeji ¢ uzywamy wiasnie potencjatu ¢, ktéry
mamy podaé, a jako funkeji y—potencjatu #rédla punktowego
1

=—, gdzie r oznacza odleglodé od péwnego punktu stalego O.
Wedlug §9 (zadanie 3) jest
(16.2) Ap=0.

Poniewaz y dazy do nieskoriczonofei przy zblizaniu sie.do 0,
wycinamy ten punkt z przestrzeni R.. za pomocg powierzchni ku-

listej F“ o rodku O i o promieniu #'. Tak samo usuwamy (por. §5).

punkty w nieskoriczonofei z pomocg powierzehni F,. Stosujae twier-

icm

{§ 16) Pola wektorowe bez wiréw - 1929

dzenie Greena (5.5) do obszaru Ry, ogramczonego powierzchniami F,
i F', otrzymujemy na mocy (16.1) i (16. 2)

21 1
(16.3) fdf (‘P““~ - —B—lp) =4nf—gdt.
7, onr - ron w7
Calki powierzehniowe tego r6wnania mozemy latwo obliczyé,
gciagajac F' do punktu O i usuwajae F, do nieskoriczonogei. Catka
po F, dazy przy tym do zera, pomewaz wedlug warunku (D) z §15

funkeja podca&kowa znika jak - nst’ a elementy powierzchniowe F,
rosng tylko jak r2.

By obliczyé w przypadku granicznym, gdy 7'+0, catke po
powierzchni kuli #’, podstawiamy df=dr2dQ (42— element kuli

jednostkowej K,). Wyrazenie
_ f 1 E)tp df = 1o¢
o r’ om

znika, poniewaz ostatma, catka po calej kuli jednostkowej ma
wartodé graniczng skoriczona, wedlug bowiem warunku (A) z §15

jest skoticzone, a wige i v, = _gg.
n
Natomiast z pierwszego wyrazu catki po F' w réwnanin
(16.3) otrzymujemy

f‘i”'a;;;;"df f?’

7 jest tu normalng zewn@trznay obszaru R, i dlatego tez skiero-

1 d 1 1
tak ze —ai—_—_—__m,._.____.
omr dr r

ao

r'2d0Q= “r’f%qi

M e

=y’

pole ©

~—-r

'wane jest do wnetrza kuli P,

Ze wzgledu na’ f AQ=4n calka f 7 _ dQ dazy w granicy do

4:.77:970, gdzie g, ]est wartodcig potencja&u ¢ w punkeie 0. Ostatecznie

- otrzymamy wiee z (16.3) zwigzek

(16.4) Po= f P
Roo

Ten zwigzek wiagnie mieliémy znalezé.
Stwierdziliémy tym samym, ze jezeli istnieje potencjal ¢ spel-
niajacy warunki zagadnienia, to jest on okreSlony wzorem (16.4).

‘W. Tublnowijoz, Wektory 1 tengory. 9
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Nie znaczy to jednak, ze rozwigzanie zagadnienia (czyli taki po--

tencjal @) istnieje. By to okazaé, nalezaloby jeszcze stwierdzié, ze ¢
okrelone przez (16.4) spelnia wszystkie warunki lag,mdmema
w szezegdlnodei réwnanie (16.1).

Rozwigzanie (16.4) mozemy tak interpretowaé, ze pole wek-
torowe wypadkowe powstaje przez superpozycje pél elementar-
nych, wytwarzanych przez zrédta o wydajnosei edw, znajdujace sie
w poszezegélnych elementach przestrzeni dr. Potencjal takiego Zrédia
dany jest, jak to wynika z (16.4), przez ,prawo elementarne’ Q_f:» R
w zupelnej zresztg zgodnodei z potencjatem (11.1a) Zrédla punk-
towego. Mozemy wiee stwierdzié, ze w rozpatrywanym przypadku
pole wektorowe powstaje przez dziatanie prawa elementarnego.

Jezeli dany obszar jest ograniczony réwniez przez pewne powierz-
chnie F, to musimy po lewej stronie (16.3) catkowaé tez po I, tak
ze otrzymujemy dla ¢, zamiast (16.4) wyrazenie

1 91 1 0P
%=f%dr—ffdf((pé? r ram
) o w '

Wzér ten moze byé uzyty do obliczenia ¢ jedynie w tym przy-

(16.5)

. .0
padku, gdy na powierzehni F znamy réwnoczesnie ¢ i ;g W ogél-

nofei jednak nie znamy réwnoczesnie obydwu tych danych. W przy-
padku zadania hrzegowego wystarezy np. podaé na F wartodci

v,‘———”—Z—: (por. §15, warunek (C)), by jednoznacznie okregli¢ pole

wektorowe %, a przez to i potencjal ¢, az do pewnej statej addy-
tywnej. Wzoru (16.5) mozemy. wiee uzyé do obliczenia ¢ dopiero
po rozwigzaniu zagadnienia brzegowego. Réwnanie (16.5) odgrywa
jednak bardzo wazng role jako punkt wyjsciowy do dalszyeh roz-
wazan.

ZADANIA. 1. Model makroskopowy warstwy poje-
dynczej plaskiej. Nieograniczona plyta ptasko-réwnolegla. o gru-
bodei 2 wypeliona jest Zrédtami przestrzennymi o statej wydaj-

nofci ¢. Podaé pole wektorowe % bez wirdéw, wytworzone przez
te Zrédia.

" Rozwigzanie. Niech o§ . bedzie prostopadia do plyty.
Prébujemy znaleZé pole Wektorowe T=70(x), zaleime tylko od x

[§ 16] Pola wektorowe bez wirow 131

ispelniajace wazystkie warunki zadania. Z rot 5= 0

dv, dv )
tij:ﬁf:m tzn. v, =10 i v, =0, gdzie o) i o sq stale. We-

4

(por.(7.11)) wynika

R - dv
wnatrz ptyty jest dive=4mp, tzn. Zimf =4mp, a wiee v, = dmoz + L.

W przestrzeni poza plyty jest dive=0, tzn. v, =const. Na plasz-
czyznach ograniczajacych plyte v, musi byé ciaggle, poniewaz nie
istnieja tu zadne Zrédla powierzechniowe. Jezeli umiejscowimy
plagzezyzne yz w plaszezyinie symetrii plyty, to na plaszezyz-
nach ograniczajacych plyte bedzie v, = - 2mw 403, gdzie o= ho.
Liczbe o moznaby nazwaé ,,gestoscia powierzehniowq” wydajnodei

piyty. W trzech obszarach
' |

8] w(‘;;s«:_w\«t'-—--g-, (IT) —g <@l + g-, (1) -+ ; Lot
dane jest wiec v, (poza staly addytywnsg »%, majaca we wszystkich
obszarach jedng i te sama wartoéé), odpowiednio wzorami
@) v,=—2mw, () v,~ +4nw%~, (1T v, = 4270

Na zewnatrz, po obu stronach plyty, pole v, jest wiec jedno-
rodne, przy dodatnim o skierowane od plyty, i ma wartodé bez- -
wzgledna 27w, tak jak (por. §11) dla pojedynezych #rédet po-
wierzchniowych. Wewnatrz plyty v, zmienia sie liniowo.

Roéwniez skladowe v,‘} i v) musza mieé je&nag i te samg war-
todé we wszystkich trzech obszarach (I), (II) i (III), poniewsaz
w przeciwnym przypadku 1stma1yby skoki ; skladowych stycznych
pola wektorowego 7, a wige wiry powmrzchmowe (por. §14), ktérych
obecnogei nie zakladamy. Pole 92,0500 jest zatem jednorodne i mo-
zemy je obraé zupelnie dowolnie, a wigc me mozesbyé wytworzone
przez #rédla wewnatrz plyty. :

Pole #rédet plyty okresloné jest m@c przez Wyzej podane o,

. ofaz przez v, =1v,=0.

: 1 .
B
* Ozytelnik obliczy pot,encja:l @ = -~ f v, dr, zakladajac, ze ¢ jest

ciggle na powmrzchmaeh ograniczajacych plyte, poniewaz nie mamy
tu zadnych warstw podwojnyech. Graficzne przedstawienie pola v,

| podajemy w zadanin 2.

g*
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2. Model makrogkopowy warstwy podwéjnej ptas-
kiej. Dwie nieograniczone plasko-réwnolegle plyty o grubos-
ciach h, i hy, ktérych plaszezyzny symetrii oddalone sg o I, zawie-
rajg frédia przestrzenne o statych wydajnosciach o, =—;—;’— i gzz—%,

‘ 1 2
tak ze ich wydajno$ci ,,powierzchniowe‘* +w réznia sie tylko znakiem.
Podaé wytworzone przez te zrédia pole wektorowe bez wirdéw i wy-
kazadé, ze potencjal zmienia sie o 4nlw przy przejéciu przez obie plyty.

Rozwiayzan‘ie. Rys. 44 przedstawia pola wektorowe o i v,
wytworzone przez zrédla w plytach (1) i (2) (por. zadanie 1), oraz

(2) . )
pe L
| |
i h, ' | h,
’ l v
I ' I 2w
11
-2710) | I
|
| | ,
vy | I
27T | 'I
‘ I~
I ) I -2
I .
' |
£ a ! | B~ ,
| i ERDIS
) ‘ -4t
| € D ‘
1 |

Rys. 44. Model makroskopowy plaskiej warstwy podwdjnej.

icm
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pole v, =" 4+ powstajace przez superpozycje obu pél. Pole v,
jest rozwigzaniem zadania. Spostrzegamy, ze pole znika na zewngtrz
makroskopowej warstwy podwéjnej, wystepuje zad tylko pole we-
wngtrzne, jednorodne miedzy plytami, a linjowo zmienne wewnatrz
kazdej z nich. Réznica potencjaléw migdzy punktami P, i P,, lezg-

_cymi po réznych stronach calego ukladu Zrédel, okreflona jest
f

przez
P, B

. P’Btp
¢1~¢sz%dm= — vzdwzf(o— ),
P, A

2

a wiee przez pole 4nlw trapezu AB(D. Moment warstwy podwoéjnej
jest zatem na mocy (12.5) réwny 7=wl.

Czytelnik sam poda przebieg potencjatu.

Pola wektorowe w zadaniach 1 i 2 ni¢ czynia zado$§é warun-
kowi (D) z §15, poniewaz wystepuja w nich Zrédia w nieskonczo-
nofei, ktére (D) wylacza. Jezeli mimo to uzylibysmy formalnie
do obliczenia potencjatu réwnania (16:4), to napotkalibysmy na
te same trudnogei, ktére wystepuja w zadaniu 2 z §17 (stala calko-
wania niegkonczona).

3. Kula wypelniona zr6dlami. Kula K o promieniu a
wypelniona jest Zrédtami o stalej wydajnodei ¢. Podaé potencjat ¢
odpowiedniego pola wektorowego bez wiréw oraz samo pole.

Rozwigzanie. Niech » bedzie odleglodcia od frodka kuli K.
Staramy sie znalezé rozwigzanie kulisto-symetryczne, dla ktorego ¢
zalezy tylko od r. Wewnatrz kuli ¢ spelnia réwnanie A= —d4mg,

d [ d ) i
czyli wobec (9.8d) réwnanie — (ra-?) = —4mgr?. Stad wynika, ze

dr\ dr
d 4 o
EI;:: "3% er ‘l“;;; , & wigoe ostatecz?je
27 ¢
= e 2 _ cl R
4 e +

W przestrzeni poza kulg ¢ jest rozwigzanien kulisto-symetrycz-
nym réwnania Ag=0, a wice wedlug zadania 3 z §9

‘ [
p=-+¢;

¢ posiada wige tu postaé potencjalu punktowego #rédia po-
jedyneczego. :
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Stale ¢,c,e,e’ wyznaczamy w sposéb nastepujacy :
¢=0, poniewaz wyraz — - odpowiadailby nieistniejacemn
7

zrédtu punktowemu w grodku kuli; ‘
¢' =0, poniewaz jest to dowolna stala addytywna potencjalu .

. d
Na ograniczeniu' kuli, tzn. dla r =a, musza byé ¢ i d{j ciagle,

poniewaZ nie istnieje' tu ani warstwa podwéjna,; ani pojedynecza.
Stad wynika, ze »

e 47 ¢
— @ o = ———pl= — -,
e a’ 39 a?
a wiee
7
o= —ga"g, ¢ =2matp.

Rozwi%a;nié zagadnienia ma zatem postaé nastepujaca:

4 1
Y S
ag’r

3 dla 2> a,

27
(30" — 1)

T dla a7,

Odpowiednimi polami wektorowymi sg wiec

% 2 o
= dla 7> a,
d(p 3 r=
V== — =
dr 47 .
3 or dla a7,

Widzimy, ze Zrédla o stalej wydajnogei 0, znajdujace gie¢ we-
woatrz kuli K, dzialajy poza nia tak, jak #rédlo punktowe o wy-
dajnofei réwnej catkowitej wydajnofei Zrédel przestrzennych
w kuli K.

‘Wiyrazenie dla v, wewngtrz K interpretowadé mozna w ten
8posdb, ze w punkeie o odleglodci 7 od $rodka O kuli X nie lzia-
tajg 7rédia znajdujace sie na zewnatrz kuli K, o promieniu 7.

Natomiast Zrédla wewngtrz K,, o lacznej wydajnbéci 4;7%, dzia-

{§ 161 - Pola wektorowe bez wiréw, 135.

laja tak, jak gdyby byly skupione w g$rodku O kuli K,, tzn.
4n 1 4= i . ,
V=g 3 Q;—E =5 Te. Pole wzrasta wewnatrz K liniowo. Rozwig-

zanie PoOwWyzsze spelnia wszystkie warunki z §15; w szezegélnosei
warunek (D).

4. Obszar ograniczony dwiema wsp6lérodkowymi
kulami K, i K, o promieniach odpowiednio a i b (a>>b), zawiera
7rédia przestrzenne o stalej wydajnodei o. Podaé odpowiednie pole
wektorowe ). .

Rozwigzanie. Na pole wektorowe z zadania 3 nakladamy
pole wektorowe v,, odpowiadajace kuli K, i Zrédlom o wydajno-
dei —p. Nalozone na siebie wydajnosci pél v, i v, daja odpowia-
dajacy warunkom zadania rozklad wydajnosei. Poniewas

| —%’fbsg% dla 7>,
v, ==
' _%fgrk dla b2,
otrzymamy wiee dla v)=w, -}, nastepujace pole wektorowe:
| flgf(as—ba)g—;; dla  r>>a,
= ?("“ %)g Cdla a>r>d,
0 dla b=

Ozytelnik sprawdzi, ze to pole wektorowe spelmia wszystkie
warunki -naszego zadania (w nieskonczonogei, na powierzehniach
kul K, i K, oraz w punkcie O).

Dyskusja. Dla r>>a pole wyglada tak, jak gdyby wszystkie
wydajnoéei skoncentrowane byly w punkcie O. W obszarze a>7>b,

. - 1
w ktérym znajdujg sie zrédla, dziala jedynie wydajnosé -—3~(7~a — o

kuli o promieniu 7. Wyobrazmy sobie, ze skupilismy ja w punkcig 0;
otrzymamy wtedy podane wyzej 0. Wewngtrz kuli K, pole znika:

Mogliby$my rozwigzaé zadanie to jak i poprzednie za pomoca
rownania (16.4) przez obliczenie odpowiedniej catki. Droga ta
bytaby jednak bez poréwnania bardziej uciazliwa.
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5. Walee wypelniony zrédtami. Nieskonczenie dhugi
walee W o promieniu ¢ wypelniony jest zrédlami przestrzennymi
o stalej wydajnodei 5. Podaé potencjal y i pole wektorowe %, wy-
tworzone przez te zrddla.

Rozwigzanie. Poslugujemy si¢ wspélrzednymi eyh'ndi‘ycz-
nymi . g,p,2, ktérych of z lezy na osi g walca. Ze wzgledu na sy-
metrie zagadnienia, prébujemy znalezé potencjat ¢ zalezny tylko od o.

~ Poniewaz wewnatrz W jest Ay= —4ny, wiec otrzymujemy na
mocy (9.9d) ’
1 d( dy)) q
0 dg\"dg) T

d
a stad g%:—&rmg“ﬁ—c, tak ze

= —ane?-+clnp +¢'.
Na zewngtrz walca W, gdzie = 0, mamy Wedlug zadania 42z § 9
p=elngte. ”
Poniewaz na osi g nie ma #rédet liniowych, wiec ¢=0. Nastepnie

m.ozemy przyréwnaé ¢’ do 0, poniewaz okreflamy przez to tylko
wielkos¢é dowolnej stalej addytywnej potencjatu. Na ograniczeniu

LAy
walca dla g=a sg v i TZ ciggte, poniewaz nie ma tu zadnych po-

wierzchniowych, Zrédet podwéjnych ani pojedynezych. J estuﬁ wiec

—mna®4-¢'=¢lna,
Stad wynika

e
—2m@ = — ,
2 2

= —2maty, ¢'=naty(l —2 Ina),

tak ze

o { —ane? +naty (1 —21na) wewnatrz W,

—2za*nlng zewngtrz W, e

. dy .
Jedynie skladowa V= — —d—g— pola 7 (por. (9.9b)) nie znika. Pole

wektorowe okreflone jest wige wzorem

2nne wew}n@trz W,

2matyfo zewngtrz W.

(§ 17] Obliczenie pola wektorowego bez wiréw 137

Podobnie jak w przypadku kuli, mozemy interpretowaé pole
wektorowe v, zewnatrz i wewnatrz W w ten sposéb, ze w punkcie
odleglym o0 ¢ od osi walca W dzialaja jedynie Zrédla znajdujace
sie wewnatrz walca W, (o promieniu g) i to tak, jak gdyby umiesz-
czone byly ma osi g (por. § 9, zadanie 4).

§ 17. Obliczenie pola wektorowego bez wiréw, majacego
grédla osobliwe. Stwierdziliémy w § 16, ze potencjat Zrédet prze-
gtrzennych otrzymujemy przez superpozycje potencjatéw, odpowiada-
jacych —wedlug prawa elementarnego (11.1a)—zZrédlom poszczegél- i

» nych elementow przestrzennych. Z punktu widzenia fizyki wydaje sie

rzeczy jasng, ze tak samo mozemy tez postepowad przy ,,zgeszezonych®

" grédlach przestrzennych, tzn. przy Zrédiach osobliwych. Jefli mamy

do czynienia mnp. z warstwg powierzchniows Zrédel pojedynczych,
to Zzrodia lezgce na elemencie powierzchniowym df maja wydajnosé
w df, & wiec ich potencjal jest okrelony wedlug prawa elementar-

d
nego (11.1a) przez %—i Nalezy przeto oczekiwaé, zZe

(17.1) f %df
!

jest potencjalem wszystkich Zrédet pojedynczych na f.

Jezeli oprécz tego znajduje sie na f warstwa podwéjna o mo-
mencie 7, to ze wzgledu na (12.2 i 2a) oczywiste jest, ze wytwarza
ona potencjak

" 1 1 3 1
. — [ emgmadp—df= [ aaf = [+2 ap.
(17.2) ff-mgmdprf , rngm‘&r f jranr f

Znak momentu v jest przy tym dodatni lub ujemny zaleznie
od tego, czy w danym punkcie powierzehni f moment warstwy
podwéjnej ma ten sam zwrot co normalna 7, czy przeciwny.

Jezeli obszar R zawiera jednoczeénie Zrédia przestrzenne oraz

4rédla powierzchniowe pojedyncze i podwdjne, to. potencjal 1')ola
wazystkich tych Zrédel réwny jest wediug (16.4) oraz (1711 2)

e ©uif 2t
(17.8) quj —dv +J?df+[78%,.df‘_

Przez f malezy tu rozumieé wezystkie poWierzchnie obloz-one
srédiami. Powierzehnie f mogg posiadaé krawedzie lub by¢é zamknigte.
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Wyrazenie (17.3) mozemy otrzymaé tez na drodze uZy.tej

w § 16. Jezeli mianowicie na f dane s3 warstwy podwoéjne
i pojedyncze, to wedtug (12.5) lub (11.3a)

wystepuja na f skoki potencjalu lub jego

F pochodnej normalnej (zagadnienie sko-
kowe). . Jezeli jednak  wytniemy po-

wierzchnie ,,skokéw* f za pomoey od-

powiednich powierzchni F, to mozemy

zastosowadé (16.5) do obszaru R, ograni-

.czonego przez F. Oznaczajac przez N

normalng do powierzchni F. (rys. 45), ~

Obliczani to stwierdzamy, ze catka powierzchnio-

Rys. 45. czanie poten- 4 A

ejZ;u powierzchni foblgionej wa wystepujaca w (16.5) przybierze po-
wirami, staé

(17.4) 1 df( ¢ 1 18"”).

T4 NN Ty
Jezeli powierzchnie F dciggniemy do f, to (17.4) przechodzi w

17 a1 21 1 (aqz 0P )]
(17.4a) “;;J df_[qolﬁ;wzam e e el
poniewaz F zbliza sie od strony 1 i 2 ku powierzchni f. Uzywajac
zamiast N, i N, na f normalnej %, majacej ten sam zwrot co N,,
a wiec przeciwny do N,, otrzymamy

8N,r oN,r onr’ N,  om

o 1 g 1 a1 ;’dqz 2| gp rd(pf

tak ze (17.4a) daje ze wzgledu na (12.5) i (11.3a)

1 81 13 og [ ¢ 1 cg)
“;:,fdf [z =S G, eé%L)]”J ez 5]

W ten sposéb sprawdziliémy rozwazania fizyczne na drodze
matematycznej. Nalezaloby jednak jeszeze uzupelié je dla po-
wierzchni f majacych brzeg. Nie uwzgledniliémy mianowicie faktu,
ze w przypadku warstwy podwoéjnej wektor = - grade dazy do
nieskoniezonosei, gdy zblizamy sie do brzegu powierzchni f.

icm
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Jezeli wykonamy w ostatniej calce, wystepujacej w (17.2), r6z-

niczkowanie wzgledem =, to otrzymamy potencjat warstwy podwéj-
nej w postaci

" COR(7,F)
(17.2a) - ,j 2,

opartej] na prawie elementarnym (12.2b). Tu 7 oznacza promien
wodzacy z punktu P, w ktérym potencjal obliczamy, do punktu
na warstwie podwéjnej. Szezegélnie prostg postaé przybiera (17.2a),

A . cos (7,r
jezeli uwzglednimy (por. §12), ze %Z’Q df jest katem brylowym

a2, pod ktérym widaé df z punktu P. Element katowy dQ ma
ten sam znak co cos(%,F); jest wiec dodatni lub ujemny zaleznie
od tego, czy @ i 7 tworzg kat ostry, ezy rozwarty. Mozemy wiec
przedstawié potencjal warstwy podwéjnej w postaci

(17.2D) — j 9.
f

Jezeli moment 7 na powierzchni f jest ‘ staly, to méWimy

o warstwie podwéjnej jednorodnej. W tym przypadku potencjat
ma postad .

(17.2¢) —0,

gdzie 2 jest katem brylowym (zaopatrzonym w odpowiedni znak)
pod ktérym widaé caly warstwe podwéing z punktu P.

’

ZADANTIA. 1. Podaé potencjal warstwy podwéjnej jednorod-
nej o momencie 7, znajdujacej si¢ na powierzchni zamknietej .
Zwrot normalnej % na f przyjmujemy zgodnie ze zwrotem nor-
malnej zewnetrznej powierzchni f.

Rozwigzanie. Poniewaz nie ma Zrédet przestrzennych, wiec ¢
jest rozwigzaniem réwnania Laplace’a Ap=0 wewnatrz i zewnatrz f.
Latwo przekonaé sig, ze juz przy pomocy najprostszego rozwigza-
nia tego réwnania, mianowicie @ =const, mozemy doj$é.do celu.
W przestrzeni  zewnatrz f musimy ze wzgledu na warunek (D)
z §18 prayjad, 4e @=0. Poniewaz w my§l przyjetego okreslenia

~ (por. rys. 38) stronie f, w ktérs skierowana jest normalna %, odpo-

wiada wskaznik 1, wiee g, =0. Na mocy (12.5) jest jednak ¢, —@,=
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=4n7, tak ze @, = —4ar. Potenc]al @ wewngtrz povnerzchm I jest
wiee ¢ = —4n7.

Czytelnik sprawdzi, ze to samo rozwigzanie otrzymu]e sie przy
pomocy (17.2¢).

2. Potencjal Zroédla
oblozona jest jednorodnie zrédlami o wydajnoSei ¢ na jednostke
dhugodei. Podaé potencjal, obliczajac odpowiednig catke.

Rozwigzanie. Zalézmy, ze Zrédlo liniowe lezy na osi =z
i oznaczmy przez ¢ odleglogé punktu P, znajdujacego si¢ w plasz-
czysnie zy, od Zrédta. Woéwezas ¢ dane jest podobnie jak w (16.4),
przez wzlr:

¢P——8 —maf]/g+z2.

Ze wzgledu na trudnodei, na jakie sie niebawem natkniemy,
~ catkujemy w granicach skoriczonych od —a do 4+ a(a>0)?). Obli-
czamy wiec wiadciwie potencjal Zrédia liniowego o dlugofei 2a,
i to tylko w punktach plaszczyzny, polowigcej prostopadle #Zrédio
linjowe. Jak latwo stwierdzié

* ehll/‘;;:lj} te_ em(V“2+ ¢+a)

(p:aln(]/z2+92+z) B vt a o

— —2elnp+ 2eln (1 +]/ 1+ ?3;) +2elna.

Pierwszy wyraz w tym wyrazeniu nie zalezy od ¢ i jest iden-
tyezny z potencjatem (11.2a), opisujacym pole wektorowe, ktiére
otrzymujemy przy przejéciu do granicy, gdy a— - co. Drugi wyraz
zalezy wprawdzie od p, ale dazy do wartodei statej 2¢In2, gdy
a-> -+ oo. Trzeci wyraz dgzy jednak do m'eskoﬁczonoéci, tak ze lim ¢

aron
nie istnieje. Wyrazajac sie wprawdzie niepoprawnie, ale za to do-

bitnie mozemy stwierdzié, ze otrzymujemy oczekiwany potencjal,
ale z nieskonczong stalg addytywna. Z trudnodci tej mozna jednak
wybrnagé wykorzystujac fakt, ze ¢ okreflone jest w omawianym
przypadku tylko do dowolnej stalej addytywnej. Dodajac do ¢ przed
przejéciem granicznym staly —2eIn2 —2:In @ = —2¢ln2a otrzymu-

Y} Rozwigzanie mozemy tez uzyskaé, uzywajac granic —a i b.

liniowego. Prosta nieskolriczona

icm
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jemy jako wynik lim (p —2eln 2a)= —2¢Inp, a wiee potencjat
a—y-+toeo
oczekiwany (11.2a).

W przypadku, gdy w nieskonczonoei wystepuja Zrédla o skon-
czonej gestosel, a ¢ obliczamy za pomocs (16.4) lub (17.1), zawsze
mozemy spodziewaé si¢ podobnych trudnodei. Catki, jak (16.4) lub
(17.1), 83 bowiem tylko wéwezas zbiezne, gdy wydajnosci: znikaja
dostatecznie szybko w nieskonczonofei. Mimo to — jak w poda-
nym przykladzie — odpowiednie pole wektorowe % moze istnieé,
tak ze rozbieinogé catki dla ¢ mozemy klagé na karb nieskoniczo-
nej statej addytywnej. Nie napotykamy natomiast zadnych trud-
nofei, jezeli uzywamy odpowiednich wyrazerr dla pola wektoro-
wego 7, jak to si@ okaze w nastepnym zadaniu.

3. Pole wektorowe #rédla liniowego. Obliczyé pole
wektorowe z zadania 2 za pomocy prawa elementarnego.

Rozwigzanie. Poniewaz pole wektorowe #rédita punkto-
wego o ‘wydajnodei e okreglone jest w my$l (11.1) przez %7, wiee
re .

ze wzgledu na ?:ﬁeg —Hz 2 jest

+oo +o0
edz dz  _ dz
= | —— r—ne Qg F—l-u” ZF .

Podstawmy 2z =ptgu; wtedy r ——]/92+z2 ___g___ a de=—2du.

cosw’ cos® u
Otrzymujemy wugc dla pierwszej calki wyrazenie ’
+ (2

f‘ f sinu|*¥? 2

—— == | CO8U du~_~— =—

—mj2 07

-—wn/2

Druga calka znika, poniewaz funkcja podcatkowa jest nie-
2¢
parzysta. Jako wynik ostateczny otrzymujemy wige ¥ =1, E

To samo wyrazenie daje nam oczywidcie takze i potencjal ¢ z za-
dania 2.

§ 18. Funkcja Greena a zagadnienie brzegowe dla
p6l wektorowych bez wirow w obszarach ograniczonych.
W przestrzeni nieograniczonej przy zatozeniu, ze innych Zrédet
nie ma, pobencjal #rédla punktowego o wydajnosci 1, zwanego


pem


142 ROZDZIAE II — Teoria pél

2rédlem jednosthowym, réwny jest 1/r, Natomiast w obszarze ogra-
niczonym R funkeja 1/r nie moze byé potencjatem Zrédia jednost-
kowego, poniewaz funkeja ta nie spelnia warunkéw brzegowych
na ograniczeniach obszaru R (por. § 15, warunek (C)). Potencjat
Zrédta jednostkowego — tzw. funkcja Greena — musi wiec byé bar-
dziej skomplikowany. Funkcja ta musi oczywidcie zalezeé od wspol-
rzednych Zrédla Z i punktu P, dla ktérego ja obliczamy. Mozemy
ja wiec oznaczyé przez G(Z,P); jej znaczenie fizyczne zmusza do
poddania jej, jako funkeji punktu P, nastepujacym warunkom
(por. §15):

(A) Funkeja G(Z,P) jest w obszarze R wszedzie skoxiczona
1 ciagla 1gcznie z jej pierwszymi pochodnymi, wyjawszy przypadek,
gdy P dazy do Z. Jej drugie pochodne istnieja.

(B) Poniewaz w R nie ma Zrédel przestrzennych, wiec ¢ jest,
jako funkeja punktu P, rozwigzaniem réwnania Laplace’a?)

ApG(Z,P)=0.

Ze wzgledu na to, ze w punkcie Z lezy #r6dto jednostkowe

mozemy przedstawié G wedlug §11 w- postaci

1
(18.1) G(Z,P): ; +g(Z:P)5
gdzie r jest odleglodcig P od Z, a g — funkejy regularng punktu P.
(C) Na powierzchniach F, ograniczajacych obszar R funkecja G
spelmia warunek brzegowy
86 (Z,P)
m

0.

(18.2) (@) KZ,P)=0 Iub (B)

const
(D) W nieskoriczonosei @& znika przynajmniej jak —

Przyjmujac warunek (D) zakladamy tym samym, ze R je;st

obszarem muieskonczonym, a wiee lezgecym na zewnatrz wszystkich

powierzchni F. E

Blizszych wyjadnieri wymaga tylko warunek (C). Warunek,
Jaki musi speniaé funkeja Greena na powierzehniach F, zalezy od
wlagnogei fizycznych tych powierzchni. Warunki () i (B) sa tylko
dwoma szezegdlnymi wypadkami, ‘bardzo waznymi dla dalszych
rozwazan. W obrazie hydrodynamieznym warunek (B) wyraza

Y} Wskaénik P przy Ap oznacza,
. punktu P. : ‘

Ze operator tem dziala na wspélrzedne
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znikanie na F skladowej normalnej predkodci. Zachodzi to w przy-
padku seiany nieprzenikliwej dla cieczy i pozostajacej w spoczynku.
Wowezas czasteczki cieczy, stykajace sie ze fciang, moga mieé
jedynie predkoei o kierunkach styeznych do §ciany. Warunek (B),
czyli v,==0, znaczy tez, ze na powierzchniach F nie znajduja sie
zadne Zrédla powierzehniowe. Podobnie warunek («) wylacza istnie-
nie warstw podwdjnych na F. Przy tej ostatniej interpretacji wa-
runkéw («) i (B) zakladamy, ze réwniez wewnatrz F znajduje sie
ciecz niedci§liwa, i to w stanie spoczynku.

Funkecja Greena stanowi rozwigzanie pewnego zagadnienia
fizycznego. To jednak nie wyczerpuje jej.znaczenia. Jest ona réw-
noczeénie poteznym narzedziem matematyecznym do rozwigzywania
zagadnien brzegowych dla potencjaléw pél wektorowych bez wirdw.

Postawmy sobie zagadnienie: znaleZé potencjal ¢ w obszarze
ograniczonym’ R, w ktérym znajduja sie Zr6dla przestrzenne o wy-
dajnodei o. Na ograniczeniach F obszaru R niech ¢ spelia jeden
7 warunkéw brzegowych :

L op

(18.3) (¢) g=—4nzr, Iub (B) 55,:47“0’

gdzie v i w sg z géry danymi funkejami na F. Oznaczamy je przez
7 i w, poniewas — tak jak w przypadku funkeji Greena G(Z,P) —
mozemy v interpretowaé jako moment warstwy podwdéjnej, a w jako
wydajnogé warstwy pojedynezej. Znaki ,,+i,,—” w (18.3) pochodza
stad, ze jako normalnej #» na F uzywamy normalnej zewngtrznej
obszaru R, a wiec skierowanej ku wnetrzu obszaru ograniczo-
nego przez F. Ta strona powierzchni F, ktérg oznaczamy wskaz-
nikiem 1, znajduje sie zatem wewngtrz F, tak ze '

o 39‘0' 44
Ppy=0, P2= @y oml; ) only  on

Z (12.5) i (11.3&) wynika wowezas (18.3). .
Jak obliczyé potencjal takiego pola, latwo sie domysle¢ po-

' ‘ 1
slugujge sie interpretacja fizyeznzy. Role prawa elementarnego -

w przestrzeni nieograniczonej R.. obejmuje dla obszaru ograniczq-
nego funkeja Greena @. Prawem elementarnym dla Zrédet podw6j-

nyceh jest pray tym vy G(Z,P). Wedlug (17.3) i (18.8) nalezy si¢
A
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spodziewaé, ze w przypadkach () i (B) otrzymamy odpowiednio
nastepujace potencjaty : ‘ ‘

: 1 9G(Z,P)

(1840)  @(P)= Rf Q(Z)'G(Z:P)d"z“z;? Ff o =g,
1 rog(Z)

(184)  @(P)= Rf Pyt [ S0 ar,

Calkowanie nalezy tu przeprowadzié po punktach, w ktérych
lezg #rédla — jak to zreszty zaznacza wskaznik Z. Nalezy pod-
kreglié, ze w obu przypadkach () i (8) mamy do czynienia z réz-
nymi funkejami Greena. ‘ ,

Aby ofrzymaé (18.4«) i (18.48) na drodze poprawnej pod wzgle-
dem matematycznym, stosujemy twierdzenie Greena (5.5) do
funkeji p=@(P) i p=g(Z,P), gdzie ¢(P) jest potencjalem, ktérego
szukamy, a g — funkeja okre§lona przez (18.1). Calkujemy przy
tym po punktach P. Poniewaz Apg (P)=—4nmo(P), a z Ap G=0

- 1 ‘ .
i AP; =0 wynika Ap g=0, przeto otrzymujemy
29(2,P)

ohp

P
~92.2) 27N o

Np

1 «
| e®ra@ iz~ [, o)

Gdy dodamy to réwnanie do réwnania (16.5), oznaczajac
przez P punkty, po ktérych catkujemy a przez Z—punkt, dla kté-
rego obliczamy ¢, to dochodzimy, ze wzgledu na (18.1), do zwigzku

(18.5) ¢(Z)=

B 1 9G(Z,P) 2p(P)|
= | o(P)6(4,P)dry — — [ af, | (@) 2FEE) _ 9PN
- [ piin— - [alon 00 6a,p) 225

W (18.5) zawarte sa obie relacje (18.4x) i (18.4P), poniewaz G
spelnia. na F jeden z warunkéw brzegowych (i8.2). Nie widaé
jednak tego na pierwszy rzut oka. Jezeli mianowicie zamienimy
W (18.5) oznaczenia obu punktéw P i Z, by w ten sposéb zblizy¢
sig do oznaczehd W. réwnaniach (18.4x) i (18.4{3), to otrzymamy
W'pl‘-f:l:WdZ.ie. te wzory, ale w funkcji Greena punkty Z i P zmienig
swoje miejsca.

Okazuje sie jednak, ze réznica ta jest nieistotna. Dla funkeji
Greena bowiem zachodzi tzw. twierdzenie o wrajemnosei. W mysl
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tego btwierdzenia funkeja Greena nie zmienia swojej wartodei, je-

zeli zmienié w niej wspolzedne punktéw P i Z jedne na drugie

(18.6) Z,P)=GQ(P,Z).
Zrédlo jednostkowe w punkcie Z wytwarza wiec w punkcie P

~taki sam potencjal, jaki wytworzyloby w punkcie Z rédio jednost-

kowe znajdujace sie w P. Dow6d twierdzenia o wzajemnogei otrzy-
mujemy bezpofrednio z twierdzenia Greena (5.5), przez podsta-
wienie @=0(Z,,P) i y=G(Z,,P) oraz scalkowanie po punktach P.
Zrédla Z, i Z, musimy jednak wycigé przy tym z obszaru R od-
powiednio kulami Ff i Fy Oznaczajac przez R* obszar ograni-
czony przez F, FY i Ff, otrzymujemy zwigzek

\ 0G(Zy,P) 3G(%,,P)
dfu | G(Z,,PY —220 _@q(Z..P [kl I
(18.7) ,wf“?}[ (Z1,P) oy G (Zy,P) oy ]~

e j' [G(ZI,P) AP‘G(Zz,.P)‘—G(ZQ, P) APG(ZI?'P)] dTP N
R

Calka przestrzenna znika, poniewaz obie funkcje Greena spet-
niaja réwnanie Laplace’a. Tak samo znika catka powierzchniowa
po F, poniewaz w przypadku («) znikaja na F' obie funkeje Greena,
a w przypadku (8) — ich pochodne normalne. W (18.7) pozosbtaja
wige tylko calki powierzchniowe po FF i F¥ . Jezeli fciggniemy
powierzchnie Ff i Y odpowiednio do punktéw Z, i Z,, to w gra-
nicy réwnanie (18.7) przechodzi w twierdzenie o wzajemnosei

4n[6(Z,,2,) — G(Zy,2,)] =O.

Aby obliczyé wartodé graniezng np. calki po Ff, zauwazmy,
7e G(Z,,P) jest, jako funkeja punktu. P, regularna w punkcie Z,.
Natomiast G(Z,,P) mozemy, ze wzgledu na (18.1), zastapié przy tym
przejéciu do granicy przez 1/r, poniewaz funkcja ¢(Z,,P) jest w punk-
cie Z, regularna, i dlatego znika jej wklad do calki po Fy przy
$cigganin Fy¥ do punktu Z;. Udzial funkeji 1/r obliczamy doktadnie
tak samo, jak to uczyniliémy w §16.

ZADANTA. 1. Podaé obie funkeje Greena dla pdlprzestrzeni x>0
ogranjczonej plaszezyzng &=0." ‘ ‘ :

Rozwigranie otrzymujemy metodg odbicia zwierciadlanego.
Pierwotnie danemu #Zrédiu przeciwstawiamy drugie zrédto-obraz
w tej czedel przestrzeni, w ktérej potencjat nie jest okreslony. Wy-

‘W, Rubinowicz, Wektory 1 tensory. v 10
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dajnodé i polozenie 7rédia-obrazu dobieramy tak; by potenecjal
obu Zr6del spelnial zgdane warunki brzegowe. W obecnym przy-
padku umieszezamy naprzeciwko Zrédla jednostkowego w punkeie
% (a,b,c) zrédto-obraz w punkeie Z,(—a,b,¢), tj. w miejscu optycz-
nego obrazu 7rédla Z. Oznaczmy odleglo$é punktu P(v,y,2) od Z
przez 7, a od Z, przez r;. Latwo sprawdzamy, ze funkeje G, =1/r—1/r,
i Gg=1/r41/r; maja wszelkie wlasnogci funkeji Greena odpowiednio
w przypadkach warunkéw granieznych («) i (B). :
2. Obliezyé dla potencjatu ¢=eG,=-e(l/r—1/r;) (por. zada-
nie 1) wydajnosé Zrédet powierzchniowych na plaszezyznie w=0,
zakladajae, ze ¢=0 dla 2<0. Podaé pogladowo-geometryczng
interpretacje dla w i wyznaczyé calkowita wydajnod$é Zrédet po-
wierzechniowych na plaszezyznie z =0. '

Rozwigzanie. Niech normalna do plaszezyzny z=0 ma
kierunek i zwrot ujemnej osi #. W my#l (11.3a) jest (niezaleznie od

a .
zwrotu normalnej) 58 =—4 zm,
- - =0
Poniewaz _
g lz—a 1o+a . opi . 2a
—— =e|—— ) 3 ‘wige — =f— )
o rr r 7 I g T8

. ¢ a o
tak ze w== “onE Oznaczmy przez 7 wektor wodzacy punktu P
ze Zrédia Z(a,b,c). Wowezas ajr= cos (%,7), awiec Wydajhoéé frédet,
znajdujgeyeh sie na elemencie df plaszezyzny =0 réwna jest
¢ cos(m,F)

wdf=— o df. Kat brylowy dQ zad, pod ktérym z punktu Z
widaé element powierzchniowy df, réwny jest dQ— wdf

.

(por. (12.2b)). Ostatecznie ﬁ@c otrzymujemy
e
df = — -— df.
wdf Py ase

Tym sposobem udowodnili$my, ze elementy powierzehniowe na
plaszezyznie = 0, ktére widaé z Z pod jednym i tym samym kg-
tem brylowym, majg réwne wydajnodei powierzchniowe.

- Aby obliczyé wydajnogé powierzchniows calej plaszezyzny

méo, musimy f d obliczy¢ na polowie kuli jednostkowej.- Po-

niewaz daje to nam 2=, wiec f wdf =—e, czyli wydajnosé poWierz~

iom
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chniowa calej plaszezyzny x=0. rézni sie tylko znakiem od wy-
dajnosci Zrédia Z.

3. Podaé funkeje Greena dla kuli o promieniu R w przypadku
warunku granicznego («) dla Zrodia Z, znajdujacego sie zewnatrz
lub wewnatrz kuli.

‘Rozwia_,.za‘nie. Niech Zrédto = jednostkowe Z znajduje sie
zewnayt?z kuli w odleglodci ¢ od jej frodka O (rys. 46). Na prostej
taczacej O z Z obieramy wewnatrz kuli punkt Z; w odleglodei a,
od frodka kuli O. Oznaczamy przez r i r, odpowiednio odleglodei

P

Rys. 46. Funkeja Greena dla kuli.

punktu P od 7 i od Z,. Bada,my, czy’ mozna, nogdhiajge G, (por.
zadanie 1), przedstawi¢ funkecje Greena & dla zewnetrznej prze-
strzeni kuli w postaci »
1. e
G=——,
o :
dobierajac dla Z, odpowiednio d‘dlegloéé a; 1 wydajno$é —e. War-
todei liczbowe obu stalych a, i e otrzymujemy latwo, zadajac,
by funkeja G znikala w obu punktach 4 1 B kuli:

1 e

o—R  R—a,
10*
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Dzielac jedno réwnanie przez drugie, pozbywamy si¢ w ten
gpos6b e i otrzymujemy - SR
_RZ
a1.=~;
(Zj'L jest wiee bieguneni harmonicznym punktu Z, & nie jego obra-
zem optycznym). Nastepnie z ktéregokolwiek z dwu réwnan znaj-
dujemy e¢= R/a. '
R 1

. . i
. W ten sposéb okredlilismy G_»;» s

Musimy jeszeze okazadé, ze G znika w kazdym punkcie P°
powierzchni kuli. Niech 7° i 7} oznaczaja odpowiednio odleglodci
punktu P° od Z i od Z, Trojkaty OZ,P° i OP'Z sy podobne,

. 3
poniewaz maja wspélny kat o; ze wzgledu za§ na a,= E——dla. od-

powiednich ich bokéw zachodzi proporcja 0Z,: OP'=0P°: 0Z. Z po-
dobiefistwa tych tréjkatéw wynika, ze OP°:P°Z,=0Z:P°Z, czyli

1L_E —10— Istotnie wiee funkeja Greena G znika na powierzchni kuli.

? a 7
Funkeje Greena G* dla wnetrza kuli (Zrédlo jednostkowe

a
w punkcie Z,) otrzymujemy, mnozac (dlaczego?).G przez staty %

Przejfcie graniczne R->co przeprowadza G w G?% zadania 1.

§ 19. Pole wektorowe wiré6w przestrzennych. Zagadnienie obli-
czenia pola wektorowego z jego Zrédel i wir6w w przestrzeni nieogra-
niczonej R.., mozemy rozlozyé w mys$l §15 na dwa zagadnienia
czedciowe: obliczeénie pola wektorowego bez wiréw z jego
frédel i pola wektorowego bez Zrédet z jego wiréw. Pierwsze zagad-

nienie rozwigzaliSmy w §§ 16, 17 i 18; drugim zajmiemy sie w pa
" ragrafie niniejszym i nastepnym. ‘

Zaczniemy od przypadku, w ktérym wiry roztozone sa w R..
W 3pos6b ciagly; ich natezenis oznaczamy symbolem 5. Jest to wiec
zagadnienie sformulowane w §15, ale wyspecjalizowane dla prze-
strzeni nieograniczonej R.. i pola wektorowego bez Zrédet (p=0).
Otrzymujemy tym sposobem warunek

(19.1) . dive=0,

icm
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ktory bedzie spelmiony, jezeli 3 jest rotacja pewnego wektora @

(19.2) T=rotd,

poniewaz wedlug (7.14b) dla kazdego @ jest div(rota)=0.

Wektor & nazywamy potencjalem wektorowym.

Dla danego pola % -pole wektorowe @ nie jest okresdlone
jednoznacznie. Jak wynika z (19.2) i (7.14a), mozemy do okreglo-
nego & dodaé grady dowolnej funkeji skalarnej y, podobnie zreszta
jak do potencjalu ¢ dodaé mozemy dowolng stalg. Ale mozemy tez
twierdzié, ze jezeli pewne pole wektorowe 7 da sie przedstawié za
pomocy dwu potencjaléw wektorowych @, i @, to oba moga sie rdz-
ni¢ tylko o gradient funkeji skalarnej. Wé6wezas jest bowiem
rot (8, —a)=0, a to znaczy, ze pole wektorowe d,—a ma potencjat,
& wiee ze @y—d=— grady, ezyli
(19.3) a=a,+ grad y.

Mozemy skorzystaé z tej swobody w okreflaniu @, by narzucié
wektorowi @ warunek dodatkowy :

(19.4)

diva=0.

Niech d, bedzie jakimkolwiek potencjatem wektorowym pola .
Chege wyznaezyé o tak, aby wektor &, okreflony réwnaniem (19.3),
spelnial warunek (19.4), wstawiamy & do (19.4) i otrzymujemy dla p
réwnanie Poissona -

A’l]) = diV@o,A

ktére rozwigzaliémy juz dla przestrzeni nieograniczonej R.. (por.
(16.4)). Warunek dodatkowy (19.4) bardzo ulatwia — jak to zaraz
zobaczymy — obliczenie @, sprowadzajae je do zagadnienia TozZwia-
zanego juz w §16. ;

By podaé potencjat wektorowy @, wstawiamy (19.2) do réw-
nania (15.1): rotv = 4¢ i otrzymujemy rot (rotd@)=4ns. Ze wzgledu
jednak mna (7.14c¢), réwnanie to mozemy napisaé W postac

grad (div &) — Ad==4x¢, tak ze z warunku (19.4) dostajemy

(19.5) AG= —4x@.

Kazda sgkladowa a,a,,a, potencjalu wektorowego @ spehia
wige réwnanie Poissona Aa,= —4mo, itd., ktérego rozwigzaniem
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jest, wedtug (16.4), a,= f % §z; mozemy wiec przedstawié @ w postaci
T -
B e
_ f c
(19.6) i = -jr-dr,,
Reo

Sprawdzamy, ze & épelnia, rzeczywidcie warunek (19.4), wsta-
wiajac (19.6) do (19.4). Oznaczajac przez P punks, dla ktérego

obliczamy @, przez Z zas punkty zrédlowe, po ktérych catkujemy

w catce (19.6), otrzymujemy ze wzgledu na (4.5), (12.4) i na to,
ze wedlug (14.2) jest div,e(Z)=0 '

Z 3 R 1

divpa= fdivpcudrz=f (ﬂ lePo(Z)+c(Z)gradP-—~) dr, =
r 7 . r

Roo Boe '
1. 1 L B(Z)
=[5z gratp ~ =~ [2(2) grad; ~de,= — [ aiv, =,
Sy r s ¥
Ree Reo ‘ Res :

Aby obliczyé ostatnia calke przestrzenng dla przestrzeni R,
ograniczonej przez powierzchnie F,, mozemy jg przeksztalcié we-

¢ .
dhug twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkiego w f;"df. ‘Ale catka ta znika,

F

jezeli zatozymy, ze wiry znajduja sie tylko w skoriczonosei (por. § 16,

str. 126, uwaga). W ten sposéb wykazaliémy, ze potencjal wekto-

rowy (19.6) spelnia warunek (19.4). N '

.. Cheae wyrazié pole wektorowe 7 wprost przez pa.tgzenie wiréw ¢,

wstawiamy (19.6) do (19.2) i otrzymujemy na mocy (7.14e)
i=rotpa= f rotp (@drz = f [i rotp (%) +gmdp-1~ X E(Z)] dvy=

I r . r 7

. i )
= (gradls; X e(Z)dz,,
S Ry .

tak ze ze wzgledu na (2.16¢)

8(Z) X7
(19.7y . v?==f( )3 "y
T

v _ : Boo :
"7 jest tu wekforem wodzacym punktu P z Z. Blementarne prawo
dziatania dla wiréw, znajdujacych sie w elemencie przestrzennym
dr,, wyraza sie wiee przez =~ ‘ ’
c(Z)dry X T

e ’

icm
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‘ Jego zna.(.:zenie geometryczne jest, wedtug (I,12.13), ‘nastepu-
jace: na p9w1erzchn1 kuli 7= const pole wektorowe jest polem
plg?;coém ciala sztywnego, obracajacego sie z predkoscia katowa
E( 97 . . (
=% (niech Czytelnik uprzytomni sobie jej zaleinofé od 7).

4

Zregzty pqdan.e Prawo elementarne jest formalnie identyezne z elek-
trodynamicznym prawem Biota i Savarta.

ZADANIA. 1. Model makroskopowy plaskiej war-
stwy wiréw (plyta wirowa). Plasko-réwnolegla, nieograniczona
plyta o grubodei k wypelniona jest wirami przestrzennymi o nate-
zeniu statym ¢, réwnoleglym do powierzehni plyty. Podaé wypad--
kowe pole weltorowe bez #rodel.

Rozwigzanie. Umieszeczamy of z prostopadle do piyty,
a poczatek ukladu wspéhzednyeh z,y.2 w jej plaszezyznie symetrii,
Zgodunie z zalozeniami przyjmujemy, ze t=jc, Ze wzgledu na sy-
metrie zagadnienia mozna spodziewaé sie, ze pole wektorowe 7
jest funkeja jedynie zmiennej #: D=u(x). Poniewaz % jest polem
bez #rodel, wige divi=0, a zatem

K d’v
=2 0.

dx

Wewnatrz warstwy wiréw jest rotd=4at, a wiec ze wizgledu
na g=7%(w) (por. (17.11))

v,  _dv

M?‘&?J—I_ Iﬂ &'m_yz 4‘7550217
tak ze '
‘ A,

= =( %‘:- —“‘4750”.

dw
| Z tych trzech réwnan otrzymujemy :
v=v)==const, »,=v)=const, v,=—4no,z+) (v‘;:coﬁst).»v‘
:Pozaj plyta musi byé (wedtug §10, zadania 2) F=const. W bl@szf
czyznach,  ograniczajacych w=i~g~ wszygtkie skladowe wektora 17

mﬁsz@ l‘)yé ciggle.
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Stad wynika, ze
.k
+2me,h dla T —5
' h h
V= —47zoyar dla _§'<w<+ 5,
b

W tych wyrazeniach opuciliémy jednak staty }.

7 warunkéw granicznych wynika, ze pole wektorowe ° ze
sktadowymi v%03,0! musi mie¢ w calej przestrzeni jedng i te
gamg wartodé. Poniewaz w danym zagadnieniu mozemy %° dobraé
zupelnie dowolnie, wnosimy, ze pole wektorowe ¥° nie jest wytwo-
rzone przez wiry plyty. Nalezy wiec zalozyé, ze #'=0. Wowezas
catkowite pole wektorowe, wytworzone warstws wiréw, wyraza
si¢ wzorem podanym dla v, oraz v,=v,=0. ‘

Zblizajae sie do plyty od strony dodatnich, a nastepnie od
strony ujemnych wartodel =, stwierdzamy skok fm;kcji v,

v, -7,

I
o lr
F=g | &=

= —~4:w,,h.

ol

Mozemy réwnanie fo napisaé¢ wektorowo w postaci wzorn (14.5)
odnoszacego sie .do wiréw powierzchniowych

7 X (B, — By) == dorj o, h = dmch.

Normalna % ma tu kierunek i zwrot osi , a wektory #, i %,
przedstawiajg wartofei graniczne wektora 7 przy zblizaniu. sie do
plyty od strony dodatnich i ujemnych wartosci x. Wektor éh jest
natezeniem wiréw, przypadajacym na jednostke powierzchni plyty.

"Pole wektorowe 7 poza plyta przyporzadkowane jest kierunkowi
natezenia wiréw ¢ wedlug reguly §ruby prawoskretnej.

2. Walee wypelniony wirami. Walec W o nieskonczo-
nej dlugosei i o promieniu o wypelniony jest wirami przestrzennymi
o stalym natezeniu ¢, réwnolegtym do osi g tego walca. Podaé po-
tencjal wektorowy @ pola wektorowego ¥, wywolanego przez wiry,
oraz samo pole 7. ‘

icm
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Rozwia!taa.nie. Osig 2z cylindrycznego  ukladu wspblrzed-
nych g,p,2, niech bedzie of ¢ walea. Wéwezas jest ¢ =kzn. R6wnanie
(19.5) bedzie spelnione, gdy

a:a:ay=0; Aaz=—4ﬂﬂ.

. Ze W?glgdu na gymetrie zagadnienia mozna spodziewaé sie,
ze a, zalesy tylko od o. Wedhlug (9.9d) mamy wéwezas

%.i( da'f’)_ 4
¢ dg\ag) =T

& wedlug (9.9¢) réwnanie #=rotd, ze wzgledu na a,=a,=0, prze-

chodzi w r6wnanie i:‘::»dq,%%, czyli

_ da,

| S
Poniewaz na W nie ma zadnych wiréw powierzchniowyeh,

. . . ) da,

musimy przyjaé tu cigglodé ¥,y & Wige takze E—Q— Ale réwniez a, mu-
si byé ciagle na walcu W. W przeciwnym bowiem razie istnialby
skok skladowych stycznych wektora @ na W, a wedlug §20 (za-
danie 2) znaczyloby to, Zze na powierzchni W istnieje podwdjna
warstwa wiréw. W danym zagadnieniu nalezy to jednak wylgezyé.

da
Jezeli natomiast a, 1d; 3 na W ciagle, to mamy obecnie — z for-

malno-matematycznego punktu widzenia — do ezynienia z tym sa-
mym ' zagadnieniem, ktére rozwiazaliémy w §16 (zadanie 5) dla
potencjalu vy walca wypeionego Zr6dlami o stalej wydajnosei.

Rozwigzaniem. jest wiee
[ —anp? +maty(l—2 In a) wewnatrz W,

@, == . .
’ | —2ra2q1ne zewngtrz W.

Zatem v, Wyraza si¢ w tym zagadnieniu tym samym wzorem,
ktérym w poprzednim wyrazato sie v, poniewas obecnemu zwigz-
odpowiada poprzedni v, =— % Jest wiec

e

] da
kowi v, =— --*

de

2nne . wewnatrz W,

Vy== ‘ :
? |ona*y/o zewngtrz W.
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Wektory pola obecnego # otrzymujemy wige z wektoréw pola
poprzedniego, obracajac je o kat prosty dokola dodatniej osi 2
w zwrocie obrotu §ruby prawoskretnej. We wnetrzu walca wypet-
nionego wirami v, rofnie liniowo wraz z ¢, a poza walcem maleje
odwrotnie proporcjonalnie do o. Wektor 7=, przyporzadkowany
jest & za pomocy reguly Sruby prawoskretnej. Poza W jestv, po-
lem wektorowym wiékna wirowego (por. (14.4)), ktérego moment
y=maln réwny jest catkowitemu natezeniu wir6w wewnatrz W.

Zagadnienie to ma wazne zastosowania nie tylko w hydrome-
chanice, ale i w elektrodynarmee (magnetyczne pole pradu plyna-
cego w przewodniku o postaci walca).

§ 20. Pole wektorowe wiréw osobliwych. Wyobrazmy sobie,
ze wiry powierzchniowe o natezeniu § powstaly przez odpowiednie
stloczenie wir6w przestrzennych. Woéwezas nalezy oczekiwad, ze
ich potencjat wektorowy okreflony jest przez

(20.1) | a=[7 ot
i
i pole wektorowe ¥ mozemy .obliczyé zupelie  tak samo jak w §19;
<7 «
(20.2) 5= [ rdf

f
Oczywidcie § ma tu to samo znaczenie fizyczne co w § 14.
- Element liniowy d5 wiékna wirowego o momencie y zawiera
(por. §14) wiry o catkowitym natezeniu yd5. Dlatego tez potencjat
wektorowy wibkna wirowego L wyraza sie wzorem

ds
(20.3) a = X P
L
a pole przez niego wytworzone — wzorem
(20.4) m:xj(dsx". ‘

Dla. pewnych rozwazan ﬁzycznych waZne znaczenie ma- ta oko-
licznogé, ze: pole wektorowe wiékna wirowego identyczne jest z po-
lem wektorowym odpowiedniej warstwy podwoéjnej o stalym mo-
mencie. By to stwierdzié, rozpinamy na wiéknie wirowym I po-
wierzehnie f o normalnej, przyporzadkowanej przez regule sruby pra-
-woskretnej zwrotowi obiegu na I. Obie strony f odrézniamy za

icm
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pomocg wskaznikéw 1i2 (por. rys. 38). Poniewaz zalozyli§my, ze
poza witknem wirowym nié istniejg zadne wiry przestrzenne, jego
pole wektorowe » musi mieé pewien potencjat ¢, tak ze 5=—grad .
Oznaczmy przez K krzyws, ktéra laczy pewien punkt P, po stro-
nie 1 powierzchni f z punktem P, polozonym na f naprzeciwko P,
po stronie 2, okrgzajac raz wiékno wirowe I w kierunkn
wymaganym przez regule $ruby prawoskretnej. Poniewaz krg-

P,
zenie f ods wyraza 4m-krotny moment wiékna wirowego L, wiee

P, s
Py P, -
og

4nx_ ?d5=— | grad pds =— B—ds:qal—gvg.
s
. P, Py

W mysl (12. 5) znaczy to, ze na powierzchni f, majgcej okreslony
jedynie brzeg, a przebieg zreszty dowolny, istnieje podwéjna
warstwa Zrédet o stalym momencie y. Poniewaz pole % jest na f
ciggle, wiec nie mamy tu zadnych Zrédet pojedynczych.

7 tego nie wynika bynajmniej, ze pole wektorowe widkna wi-
rowego jest identyezne z polem wektorowym odpowiedniej warstwy
podwéjnej.. Oba pola moglyby bowiem mieé na L rézne osobli-
wodci. By te mozliwosé usunaé, okazemy rachunkiem, Ze oba pola
wektorowe sg identyczne.

Potencjat skalarny warstwy podwdjnej okreglony jest Wedlug'
(17.2¢) przez p=—y2, a wiee jej pole wektorowe—przez 5=ygrad £
gdzie 2 jest zaopatrzonym w odpowiedni znak katem brylowym,

202
pod ktérym widzimy f z punktu P. W szczegélnosei jest v,= v
v ‘P

Zmiana £ przy przesunieciu punktu P o dxzp réwna jest jednak
zmianie przy przesuwaniu wszystkich punktéw Z warstwy po-
dwéjnej o ten sam odcinek, ale w przeciwnym kierunku, a wiec
0 dw,=—duxp. Dlatego
50.5 h E10]
(20.5) | x 20,
Przyrost 2 przy przesunieciu warstwy podwéjnej o- dw,, jest
jednak po prostu rzutem (por. §17) na kule jednostkows o frodku P
pagka powierzchniowego, okreflonego przez kolejne polozenia
brzegu I powierzehni f podezas przesuwania L o dw,. Znak tego
rzutu nalezy przy tym okreflié wedlug zwrotu normalnej do paska,
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ktéry otrzymujemy, uwazajac go Wraz z pomerzchmag f za Jedn@
calo§é. Przy tym zwrocie normalnej wektor odpowiadajacy ele-
‘mentowi pomerzchm powstajacemu przy przesunieciu elementu ds
krzywej L o idwg, réwny jest iloczynowi —(d3 X idxz), co nie trudno
sprawdzié. Rzut tego elementu powierzchniowego na kule jednost-
kows dokola P otrzymamy w mysl (12.2b) mnozac skalarnie wek-
tor elementu powierzchni przez — 7/r®. Rzut ten jest wiec réwny

7 o- - LY S

Tutaj 7 jest —w przeciwienstwie do zalozenia przyjetego
w §12 — wektorem skierowanym od ds ku punktowi P. Catkujac
otrzymane wyrazenie po L i mnozac przez— y, otrzymujemy — jak
nalezalo sie spodziewaé — wzor (20.4), pomnozony skalarnie przez
wektor jednostkowy 7.

ZADANTA. 1. Ptaska warstwa powierzchniowa wi-
réw. Obliczyé pole wektorowe takiej warstwy jako granice pola
plyty zawierajacej wiry (por. §19, zadanie 1).

Rozwigzanie. Jefli h dazy do zera, a ¢ réwnoczesnie tak
wzrasta, ze hc=g=const, to otrzymujemy zgodnie z (14.5)

g

2ng, dla  2<0,
B —2zng, dla 0<a.

2. Ptaska warstwa podwéjna wiréw. W plaszezyZnie
=1, znajduje si¢ powierzchniowa warstwa wir6w o momencie g,
a W plaszezyZnie x=0 taka sama warstwa wiréw o momencie —g,.
Podaé wynikajace stad pole wektorowe v i jego potencjat we-
ktorowy a. Jak zachowuje sie @ w wypadku granicznym, gdy ,

znika, & rownoczeéme g, tak rognie, ze x,g,=0 pozostaje skoriczone?

Rozwigzanie. Przyjmijmy uklad wspélrzednych tak skiero-
wany, by of ¥ (a wiee i g,) byla prostopadla do plaszczyzny
rysunku i skierowana od:niej wstecz (rys. 47a). 'Wowezas rys. 47b
przedstawia - pole warstwy wir6w o momencie g, W plaszezyZnie

=&y, & Ty8. 47¢ pole takiej warstwy o momencie—g, w plaszezyz-’
nie #=0. Nakladajac oba pola, otrzymujemy pole wektorowe %

dla przypadku, gdy obie warstwy s3 czynne (rys. 47d). Pole to .

kznika, poza warstwy podwéjna wiréw, a wewngtrz niej réwne jest
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da,,
20,= const. Poniewaz 7)‘5:# (jak wy-

nika z ?=rotd), wiec przy zalozeniu,
ze a,~0 dla =0 (por. rys. 47e), otrzy-
mamy

0 dla %<0,
a,= 2v,x dla 0o <y,
l 20,2, dla  z<la.

W warstwie podwéjnej wiréw a,
ma  §kok @, —a,,=2v,2; poniewaz
wedtug zadania 1 jest v,=2ng,, wige

(20.6) @, —a,=4mwgr,=4n0 ,
gdzie o=ux,g,

Wskaznik 1 odpowiada tu dodat-
nim, a 2 — ujemnym wartosciom .
Skok bedzie zachowany, gdy obie war-
stwy -wir6w zblizaja sie nieskoriczenie
do siebie (tworza ,,mikroskopows war-
stwe podwdéjnaf‘), jezeli tylko wraz
z ‘malejgeym x, moment wirowy g, tak
wzrasta, ze x,9,=oc pozostaje skoriczo-
ne. Skok skladowych styeznych po-
tencjatu wektorowego a oznacza zatem
istnienie warstwy podwdjnej wirdw.

§ 21. Pola wektorowe plaskie bez
7rodel i wiréw przestrzennych. Pole
wektorowe 7 nazywamy plaskim, jesli
mozemy je przedstawié w postaci

V=10,(%,Y) +7(%,Y)-

Pole 7 jest wiec zawsze prostopadie
do osi 2z i nie zalezy od 2, tj. wszystkie
wektory 7 w poszczegblnych punktach
prostych 2 == const, ¥ = const, réwnole-

gltych do osi 2, sa réwne. Weréd plas-

kich pél wektorowych odgrywaja wy-
bitng role pola nie majgee Zrédeti wi-

] z
Yy
27}
x
v
b)
v,
v,
¢
v
2,
d)
7 " agev,
¢)
20 2,

Rys. 47. Podwéjna warstwa
wiréw.


pem


{58 s ROZDZIAL II — Teoria pél

r6w przestrzennych. Teoria ich pozostaje mianowicie w véeislyx',n
zwigzku z teoria funkeji analitycznych, tak ze do rozwigzywania
zagadnier dotyczacych pol wektorowych plaskich moifemy “uZywaJé
poteznych metod tej pieknej i szeroko rozwinietej teorii mate-
matyezne;j. : )
Aby zapoznaé si¢ ze zwigzkiem miedzy obiema teoriami, po-
trzebne sa pewne wiadomodei z teorii funkeji analitycznych.
Niech (=ax-+7y bedzie liczba ze-
y P je=xsinzpe®® gpolong; jak wiadomo, mozemy ja
interpretowaé geometrycznie jako
punkt P o wspélrzednych = i y
,,plaszezyzny zespolonej*, jaks prze-
biega zmienna (. W tej plaszczyznie
o x nazywamy osia rzeczywista,
a o§ y — wurojona. Warto§é bez-
& : x wigledna |{|=|z+iy| liczby zespo-
0 x-Re) lonej ¢ jest woéwezas odleglodcia
punktu P od poczagtku ukiadu O

(ys. 48), a wiee |f=V o+
Oznaczajac || przez o, kat za$ miedzy osia # a wektorem od O do
P przez a, mamy 2=cosa, y=psina i dlatego tez
t =w4-iy=o(cos a+isin a).
Przy pomocy zwigzku Eulera (13.12), otrzymujemy osta-
tecznie :

Qﬁ'\ ‘ yImit)

Rys. 48. Plaszezyzna zespolona.

(= -iy= 6" .

Kat a nazywamy amplitudg liczby zespolonej ¢.

Jezeli kazdej wartodei ¢ nalezacej do pewnego obszaru G plasz-
czyzny zespolonej przyporzadkujemy drugy liczbe zespolona Z=f({),
to Z jest funkejs zespolong zmiennej {. Funkeja zespolona Z=7({)
jest ciagla w punkeie {, jezeli lim f({+AZ)=f({) niezaleznie od

A0

drogi, po ktdérej A dazy do zera; droga ta wigc moze byé dowolng
prosta, spiraly itd. Jednak wartodé graniczna :
. . f(E+AD—F(D)

211 Him — 2t
( ) £E+0 AL ;
zalezeé moze w ogélnodci od drogi, po ktorej A{ dazy do zera.

Funkcjg analityceng nazywamy funkcje, dla ktérej (21.1) ma
wartodé graniczng, niezalezng od drogi Af. Granice (21.1) nazywamy

icm

(21.4) Ap=0 lub
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v;éwczas pochodng funkeji analitycznej Z =f({) i oznaczamy przez
Z .

— 1 “&).

2 b 1) .

. Poniewaz dla kazdego ¢ z obszaru G wartosé Z =f(L) jest
liczbg zespolona, wige ma ona czesé rzeczywisty ¢ i urojong p, obie
zalezne od « 1 y: E

(21.2) - - Z=1(Q)=p(zy)+ip(zy)

.Z tego, ze warto§é granmiczna (21.1) nie zaleiy od sposobu zni-
kania Af, wnosimy, ze funkcje ¢ i v sg rozwigzaniami ukladu dwu.
réwnal rézniczkowych czgstkowych. Nazywamy je réwnaniami
Cauchy-Riemanna.

Wezmy mianowicie dla AZ raz Az a drugi raz iAy; wéwezas
otrzymujemy

of(£) 1 8f(¢) . 99 Loy lop oy

w7 oy P T Ty T
Ziwigzek ten moze jednak zachodzié tylko wtedy, gdy po obu
stronaich réwnania réwne sg zarazem czedei rzeczywiste i urojone:

’

(21.3) o %y . %

ox oy Yol oy

Sq to wlagnie réwnania Cauchy-Riemanna.

Rugujae z (21.3) p lub ¢, otrzymujemy dla czefci rzeczywistej ’

lub urojonej funkeji analitycznej f({) réwnania teorii potencjahu
na plaszezyznie

Ayp=0.

Rodziny krzywych ¢ (2,y)=const i y (#,y)=const sg prostopadie
Mnozge bowiem stronami oba réwnania (21.3), otrzymujemy

op oy Opdy

bwow oy oy gradg-grady =0,

0, czyli
a grad i grady majy kierunki prostopadie do krzywych ¢ = const
i y=congt.

Gdy badamy zmiane wartodci funkeji analityeznej f(¢) wzdtuz

. krzywej zamknigtej K na plaszezyZnie {, moze si¢ zdarzyé, ze

znajdziemy przy powrocie do punktu {, z ktdérego wyszlismy, te
samg ‘wartodé funkeji lub inng. W pierwszym przypadku nazywamy
funkeje f(¢) jednoenacenq przy danym obiegu K, w drugim przy-
padku — wieloznaczng. ' :
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Funkeja analityczna nazywa sie W pewnym obszarze jeflno-
znaczng, jezeli jest jednoznaczng przy kazdym obiegu w tym obszarze.
Przykladem funkeji jednoznacznej jest

7 = ™ = (€™ = g™ 6" =™ (cos ma +- 1 sinna)
dla n catkowitych. W szczegélnosei (™ jest funkcja jedno_zna.czn@
dla kazdego obiegu dokota punktu ¢ =0. Natomiast funkcja
Z = pHm=plim (cosE +igin g \) (m Lczba calkowita)
m m
powraca do swej warbosci wyjéciowej dopiero po m-krotnym okra-

zeniu punktu ¢ =0, jest wiec funkcja m-znaczng, Innym przykia-
dem funkeji niejednoznacznej jest

In¢ =Inge*=Ing+ia.

Przy kazdym dodatnim (tin. przeciwnym do ruchu wskazé-
wek zegara) obiegu zupelym dokola (=0 funkeja ta wzrasta
0 2mi. '

Punktami rozgalezienia funkeji- nazywamy punkty takie, jak

punkt {=0 w obu ostatnich przykladach. Przy okrazaniu tych

punktéw funkeja f(Z) nie jest jednoznaczna.
' Przejdzmy obecnie do zastosowan w teorii pél wektorowych.
Ze wzgledu na (21.4) mozemy ¢ lub y traktowaé jako potencjal
pola. wektorowego plaskiego, nie majacego zadnych frédet ani
wiréw przestrzennych. Takie pole wektorowe mozemy przedstawié
za pomocs powierzchni ekwipotencjalnych (§3) i rurek wektoro-
wyeh (§6). Jezeli przypiszemy funkeji ¢ role potencjatu, to
w plaszezyZnie ay krzywe ¢=-const beds krzywymi réwnego
potencjatu, krzywe za§ y=const — liniami wektorowymi. Réw-
nie dobrze moglaby speliaé role potencjatu funkeja .
W jaki sposéb mozemy jednak przedstawié skladowe wektora ¢
Wedtug (21.3) jest '

op o oy

P, = —— P, = L= L
| ) vy o]
tak ze
of vp | .oy ‘
&)= = = == 1,
(&) o .3w+ 5 w0y

icm
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Biorac wiee w plaszczyinie‘ w=71({) punkt

(21.8)  w=f({)=—wv,+1iv,, y
otrzymujemy wektor 7 przez odbicie w=f{f) -~
zwierciadlane punktu w na osi urojonej v
(rys. 49).

Mimo, Ze nie wystepujg tu Zrédla
i wiry przestrzenne, pole wektorowe 7 Yy

moze posiadaé Zrédia i wiry osobliwe.
Aby podaé dogodne kryterium ich
istnienia, badamy, jaki przyrost ma
funkeja anmalityczna f({) przy zupel-

nym obiegu krzywej zamknietej K. “Ux *Vne ax
Poniewaz d{=dx+idy, wiec ze wagledu gyq. 49. Zwinzek miedzy w={'(0)

na (21.5) przyrost ten jest réwny . . a wektorem ¥ = — grad .

§1(8) At = f (—v,+ivy) (A + idy) = — § (0,0 +,dy) —
K K K

— i {(v,dy —v,dw) = — §Td5— ik §TX ds.
K. ko 4

Catka f vds = f veds jest tu krazeniem wzdluz krzywej K. Calke
k f ¥x ds natomiast mozemy przeksztalecié w nastepujacy sposéb.

ik .
Poniewaz k f TX ds= f 5(ds x k), gdzie dZX k jest wektorem o kie-
K

runku normalnej zewnetrznej do krzywej K 1 o wartosci bezwzgled-
nej ds, catka ta oznacza fv)nds. Mamy wiec zwigzek
' K

(21.6) 1) d = § vyds +i § v,ds.
K K K

Ujemna czeéé rzeczywista przyrostu funkeji analityeznej f({)
przy obiegu dodatnim po krzywej zamknietej K, daje nam wiec
krazenie pola wektorowego ¥, tzn. 4m-krotne calkowite natezenie
wiréw, znajdujacych sie wewnatrz K. Ujemna cze$é urojona okresla’
natomiast w mierze objetofciowej wydajnosé zrédel wewnatrz K.
Zrédla i wiry moga wiec wystepowaé tylko w wypadku niejedno-
znacznych funkeji f(&).

W teorii tej role potencjalu moglaby spemniaé — jak juz to
zauwazyli§my — réwnie dobrze funkeja y; role funkeji @i y bylyby

W. Rubinowicz, Wektory i tensory. 11
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wéwezas zamienione; zamiane te mO0Zna wykonaé, zastepujac
funkeje f(¢) przez —if(().

PRZYKEAD. f(;)=Aln{=Alng+ida, gdzie A4 jest staly.

Przyrost tej funkeji przy obiegu dodatnim dokola poczgtku
ukladu #=y=0 wynosi 2wid. Przy wszystkich innych obiegach
funkeja f(£) jest jednoznaczna. Zrédla i wiry osobliwe moga sie
wiec znajdowaé tylko w punkecie {=0. Pole wektorowe okreflone
jest réwnaniem

(21.7) w=f'({)=

e—-’ia

=4

o | b

-
Jezeli A jest liczby rzeczywista, to piszac A= — 2¢ mamy

@ = —2¢lnyp, p=—2eaq,

a na mocy (21.5) i (21.7) otrzymujemy
?, 28(3051(1 ) 2ssina
k] 0 ) v 0 ‘
Mamy tu wiec do czynienia z polem radialnym, odpowiada-
jacym Zrédiu znajdujacemu sie w poezatku ukladu. Poniewaz przy-
rost f({) przy pelnym obiegu dokola (=0 wynosi 2ri{d = —4nis,
wiee 4me jest wydajnodcia Zrédia, jezeli mierzymy ja w Imerze
objetosciowej (por: §9, zadanie 4).
) Jedli jednak A jest liczbg wurojong, to mamy do czynienia
z witknem wirowym, znajdujgcym sie w poczgtku ukladu (por.
§9, zadanie b oraz §14, przede wszystkim zadanie).

§ 22. Dywergencja tensorowa. Jezeli w kazdym punkeie
pewnego obszaru dane sg wszystkie skladowe tensora T, to mamy
do czynienia z polem tensorowym.

Skiadowe T,,, T,,... 53 woweczas funkcjami zmiennych w,y,e.
W takim przypadku mozemy dzialaé tensorem 7T tak na wektor 7,
jak tez na operator Hamiltona V: TV. Nie spotykamy przy tym
zadnych trudnofei, nzywajae V w postaci (2.12a).

Tak jak przy kazdym innym mnozeniu tensora przez wektor,

otrzymujemy i tu pewien wektor, ktéry nazywamy dywergencja
tensora T' i oznaczamy przez DivT. Piszemy duze D w celu odréz-

nienia od dywergencji wektora divs, ktéra jest. skalarem.
Mamy wiee

(221) © DivT=limZ [ ajrm.
Fs0 V

icm
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By podaé DivT we wspéhzednych prostokatnych z,y,2, obli-
czamy z réwnama (22.1) sktadowg w klerunku osi . Wed}ug (L,7.7a)
otrzymujemy

Div, T =1lim — n), =
iv, lim f af (T'w),

122.2) = lim — fdf[T cos (n,z) + T, cos (n,y)+ T, cos(n,z)]

oV
Dla poréwnania napiszmy réwnanie (4.2) w sktadowych:

ov v 5 1
85: ?y! 5; =Eﬁv df l:,” cos (n,2) + v, cos {(n,y)+v,cos(n, z)]

Mozemy tu wstawié v,=T,,, v,=T,, v,=T,, pomewaz réw-
nanie to jest prawdziwe dla kazdego pola wektorowego. Otrzy-
mujemy w ten sposéb z (22.2) wzér dla Div, T, ktéry uzupehiamy
natychmiast wyrazeniami dla pozostatych dwu skladowyeh Div7:

o, T oT. .
D- T= xTr xy : xz
Ve am+ay+.az’
ol oT aT,
22.3 Div, T= —¥% v 2
(22.3) ” P + oy +
Div, T_——~—~+- ey —l—

Réwnania te da,ja. odpowiedZ na pytanie, czy mozemy w réw-
nanin v =DivI dla v uzywaé operatora rézniczkowego (2.12h).
Formalne postepowanie daloby nam wynik zupelnie bezsensowny

. 0 2 7
22.4 =T — Sl Z
(22.4) (IV)o=Taz 2 +To po” T
Mozemy go jednak poprawié, dopuszczajac przestawienie skla-
dowych V i T' po prawej stronie réwnania (22.4).
Podobnie jak z okredlenia dywergencji skalarnej (4.2) otrzy-

mujemy twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego (5.1), tak z (22.1)
otrzymujemy twierdzenie

(22.5) [arpive= f df T7.
‘ B z 11*
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Mianowicie, dzielac obszar R odpowiednimi cigeiami na ele-
- menty objetosciowe ksztaltu kostek o powierzehniach F,, stwier-
dzamy, zupelnie podobnie jak dla (5.2), ze

' Ffdff_ﬁ - ;idfT%.

Po obu stronach kazdej powierzchni ciecia, normalne »n do
powierzehni F, maja zwroty przeciwne, a poniewaz wedlug (I, 7. 2a)
lub (I, 7. 7a) jest T(—n)= —T7, to na kazdej powierzchni ciecia
ZNoszy Sie calki powierzchniowe po wszystkich F,.

Definicja DivT przez wzér (22.1) dotyezy pol tensorowych
dowolnej symetrii. Ten sam zasieg ma twierdzenie (22.5), poniewaz

~ wynika ono bezpogrednio z definicji (22.1). Natomiast twierdzenie

(22.6) [av7 x Dive=[aj7 x 75
. R b

zachodzi jedynie dla pél tensoréw symetrycznych. Aby podaé do-
wod tego twierdzenia, bierzemy pod uwage z réwnania (22.6) skia-
dowg wizgledem z:

(22.7) J dr (yDiv,T — #Div,T) '=fdf v (T7), —2 (Tﬁ)y] .
R R
Poniewaz wedlug (22.3) jest

Div,yT =yDiv, T +1T,,

a z (22.5) wynika przez podstawienie %7 zamiast 7T

ferix;yT: fdfy (IT'n),,
R 2l

I
wiee otrzymujemy .
(22.80) f dryDiv, T = f dr(DivzyTsz”)=fdfy(T%)zw f i,
b3 ; R 2 . i
Podobnie mozemy dowiedé, ze

(228})) fdrz DJ'.VUT;— fdfg(’[’ﬁ)v MJ dtTﬂz'
B F it

% (22.8a 1 b) wynika wiec (22.7) tylko wtedy, gdy T jest ten-
sorem symetrycznym.

iom
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ZADANTA. 1. Okazaé, ze dla tensora antysymetrycznego T,
ktéremu odpowiada wektor 7 (por.I,§8), prawdziwe jest réwna-
nie Div T = — rot T'. Dla takiego tensora przechodzi (22.5) w twier-
dzenie (8.3). _

2. Dla tensora (I, 11.5), pozostajacego w Scistym zwigzku z na-
pieciami maxwellowskimi ndowodnié, ze ‘

(22.9) DivT=2%div 7 — 72 grad ¢ —2 (p? X rot?).

Roéwnanie to przeksztatca sily elektromagnetyczne przestrzenne
w napiecia Maxwellowskie. '

- . . . 2 -2 Ad .
Rozwigzanie. Poniewaz y (02—} —v3) =20, pv, — yv?, Wwiec
skladowa DivT wzgledem osi x réwna jest

R _ a 2.,
Div, T = P (20,90, —9pP*)+ gy' 29,0, +8-22 POV, =

P, oYL oYL, S
= ( Y =20, divy®
z p + 2y o % Pv,
0
— 52—1/) + = —7p?grad,yp,
o
) o0 v ov
+29v,—= + 290, —= + 290, —*—
2% 2y 22 — — 2(7 X 10b7),.
ov ov Vs
22.10 — Sy —2 —2ypv, L —2yv, —
( ) Yooy 2V PO

Wyrazenia w pierwszym i drugim wierszu odpowiadaja skia-
dowej wzgledem osi z wyrazen 2vdivy? i —v*grad y. W obu
ostatnich wierszach znoszg-sie pierwsze wyrazy, a pozostale mozemy
ugrupowaé w nastepujacy sposéb:
v, v,

L ] Zvv(
o ay\)+w“

0% or

ov. ov
_21/)171/( i z)
= —2yv, rot, B4 29 v,r0t, ¥ =
= —2(y? X 10t%),.

A wiec dwa ostatnie wiersze (22.10) daja skladowg wektora
— 2(pv X rot7) wzgledem osi .
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