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ROZDZIAY 1
RACHUNEK WEKTOROWY I TENSOROWY
. A. ALGEBRA WEKTOROW I TENSOROW

§ 1. Skalary i wektory. W (fizyce spotykamy trzy rodzaje

-wielkofei fizycznych: skdlary, wektory i ténsory.

Skalar jest to wielkod§é fizyczna okreflona jednoznacznie juz
przez jedny liczbe. Jako przyklady stuzyé moga: temperatura,
masa, objetodé, ladunek elektryczny, gesto$é (np. masy lub la-
dunku elektrycznego), potencjat itd. Nazwa ,,skalar® pochodzi
stad, ze jego wartod§é liczbows mozemy odezytad na skali przy-
rzadu pomiarowego, jak np. temperature na skali termomefru.

Wektor natomiast jest wielkodeig fizyezng ,,skierowans’: aby -
go okredlié, musimy oprécz wartosci liczhowej tej wielkofei po-
daé kierunek w przestrzeni oraz zwrot. Aby np. okrefli¢ predkosé
poruszajacego sie punktu, nie wystarezy powiedzieé, jaka jest
jego droga przypadajaca na jednostke .
czasu, lecz trzeba ponadto oznaczyé A
kierunek i zwrot jego ruchu. Innymi
przykladami wektor6w sg: przesuniecie
punktu, przyspieszenie, sila, natezenie
pola, elektryeznego lub magnetycznego,
ped, moment pedu itd.

Stowo ,,Jderunek® sluzy do scha-
rakteryzowania nie tylko pewnej pro-
stej, ale zbioru prostych do niej réw-
nolegtych, a slowa ,zwrot” uzywamy
dla odréznienia dwu przeciwstawnych Rys. 1. Wektor a.
sobie mozliwofei uporzgdkowania punk-
téw przy poruszaniu sie po prostej lub krzywejl). Fizycy jednak,

1) Np. po osi x mozemy poruszaé sie tak, Ze z roénie lub maleje.

'W. Rubinowicz, Wektory i tensory ‘ 1


pem


2 ROZDZIAY I — Rachunek wektorowy i tensorowy

méwiae o wektorze o danym kierunku, majg zwykle na mygli
wektor o danym kierunku i zwrocie.

Kazdy wektor mozemy wige geometryeznie przedstawié za
pomocy strzatki (rys. 1), ktérej poczatek (punkt O na rys. 1) na-
zywamy poczqikiem lub punkiem zaczepienia wektora, a Xktoérej
koniec (punkt A4 na rys. 1) — kohicemm wektora. Azeby okredlié
wektor, nalezy podaé:

1° jego punkt zaczepienia,

20 dlugodd, zwang wartodciq bezwzgledng wektora i przedstawia-
jaca wartodé liczbowg danej wielkodei fizycznej, ‘

3% kierunek prostej, na ktérej wektor lezy, zwany kierunkiem
wektora,

49 zwrot wektora.

Z tego jednak, ze pewna wielko§é fizyczna da sig geometrycz-
nie przedstawié za pomocy strzatki, nie mozemy jeszcze wniosko-
wad, ze jest ona wektorern. Do tego nieodzowne jest, by wielko§é ta
podlegata wszystkim prawom (aksjomatom) rachunku wektorowego.

Prawem takim jest np. znana regula réwnolegloboku, tj. doda-

wania wektoréw. Mozemy jej uzyé, mimo réznic w interpretacji
fizycznej, np. do wyznaczenia wypadkowej dwu sit, jak i do wy-
znaczenia przesuniecia prostoliniowego, jakie przeprowadza punkt
w to samo polozenie koricowe, co dwa przesunigcia nastepujace
po sobie. Sile i przesunigeie prostoliniowe mozemy wiee uwazaé
z punktu widzenia dodawania wektoréw za wektory.

- Natomiast nie mozemy w ogélnofci stosowaé reguly réwno-
legtoboku do wyznaczenia wyniku dwu obrotéw: ciala sztywnego
-0 katy skoriczone (por. § 10, zadanie 3), mimo ze mozemy taki obr6t
przedstawié jednoznacznie przez strzalke. Strzalki, przedstawiaja-
‘cej obrét skonezony, nie nalezy wiec uwazaé za wektor. Jedynie
obroty o katy dowolnie mate (,nieskoriczenie” male) przyjmuje
_si¢ za wektory.

Pytanie, czy nalézy uznaé dang wielko$é fizycznag za wektor,
fatwo jest rozstrzygnaé, jezeli posiadamy wyklad rachunku wek-
torowego oparty na aksjomatach. Nalezy po prostu stwierdzié,
~ czy odpowiada ona tym aksjomatom. Praktycznie jednak sprawa
g‘:}st zwykle o wiele prostsza. Mozemy bowiem uporzadkowaé Wek-_
ory wystepujace w fizyce w ten sposéb, ze wektor nastepny po-
- wstaje z poprzedniego przez taka operacje rachunku wektoro-
'wego, ktéra wektor przeprowadza znowu w wektor. Jak wynika,
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z dalszyech rozwazan, wektory mechaniki punktu materialnego
moga byé uporzgdkowane np. w nastepujacy sposéb:

_, Przydpieszenie
przesunigeie — predkodé —predkosé polowa
Y > moment pedu
ped gila — moment sity.

s

W tym uporzgdkowaniu wektoréw mechaniki punktu mate-
rialnego wektor liniowego przesunigcia wystepuje wiec jako wektor,
z ktérego wywodza sie wszystkie pozostale.

Wektory, ktérych punkt zaczepienia jest nmiejscowiony, na-
zywamy wektorami umiejscowionymi Iub zwigeanymi. W fizyce
wystepujg jednak réwniez tzw. wekiory swobodme, ktérych punkty
zaczepienia sa dowolnie przesuwalne w przestrzeni, a takze wektory
§lizgajace sig, tj. przesuwalne wzdtuz prostej, na ktérej dany wek-
tor lezy i ktéra nazywa sie liniq deialania wektora.

Prawie wszystkie wektory wystepujace w fizyce sa wekto-
rami umiejscowionymi. Nie wylaeza to jednak, ze w pewnych
przypadkach, przy obliczanin niektérych wielkodei fizyeznych
(a wieec przy wykonywaniu pewnych dziatan matematyczno-wek-
torowych), zachowujg sie one tak, jak gdyby byly wektorami gliz-
gajacymi si¢ lub swobodnymi. Gdy dany jest np. uklad sit ze-
wnetrznych, dziatajacych na cialo elastyczne, i obliczamy napie-
cia. wytworzone przez te sity, to musimy je uwazaé za wektory
umiejscowione. Przesuniecie punktu zaczepienia jakiejkolwiek sity
zmienia bowiem napiecia. Gdy natomiast obliczamy moment wy-
padkowy tego ukladu sit (dla danego punktu przestrzeni), to jego

. warto$é nie zmieni sie, jezeli bedziemy przesuwali poszezegélne sity

po ich liniach dzialania. W tym przypadku sity zachowujg sie wiee
tak, jak gdyby byly wektorami glizgajacymi sie. Gdy wreszcie
obliczamy wypadkows wszystkich sit, to polozenia ich punktéw
zaczepienia sy obojetne. W tym przypadku sity zachowuja sie wiec
jak wektory swobodne. Widzimy zatem, ze wektor sily jest w ogélno-
el wektorem umiejscowionym, ale w statyce i dynamice ciata
sztywnego, tam gdzie uklad sit zewnetrznych zastapié mozemy
ich momentem wypadkowym i ich wypadkows, wektor sily zacho-
wuje sie ostatecznie tak, jak gdyby byl wektorem §lizgajacym sie.
Wektory Slizgajace sie wystepuja zazwyezaj w fizyce tylko

W bardzo specjalnych przypadkach. Znanymi przykladami wek-
l*
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toréw swobodnych sa natomiast: wypadkowa ukladu sit, pred-
kodé ruchu postepowego lub predkosé katowa ciata sztywnego.

Podobnie mozemy rozrézniaé umiejscowione i swobodne wielkodei
gkalarne, jak np. masa punktu materialnego i masa calkowita
ukladu punktéw materialnych.

Méwiliémy dotychezas o punkcie zaczepienia, kierunku i zwro-
cie wektora. Pojecia te maja jednak liczbowo uchwytne znacze-
pie tylko woéwezas, gdy dany jest wkiad -odmiesienia czyli wkiad
wspdlrzgdnych, wrgledem ktérego mozemy oznaczy¢ polozenie pun-
ktu zaczepienia i kierunek wektora. Zakladamy wiec zawsze W ra-
chunku wektorowym istnienie ukladu odniesienia, nawet jezeli
0 tyrh osobno nie wspominamy. ]

Wektory oznaczamy matymi literami z kresks poziomsg u gory,
np. przez &. Wartosé bezwzgledng wektora & oznaczamy przez |
lub przez te samg litere bez kregki poziomej, a wiec przez a. Spo-
sobem tym mozemy sie tez poslugiwaé W pigmie odrecznym.
W druku czesto oznacza sie wektory grubszymi ezeionkami.

Pojecie tensora jest tak fcifle zwigzane z pojeciem wektora,
ze definicje jego mozemy podaé dopiero W § 7 po zaznajomieniu
gie z algebra. wektoréw.

Jak wspomnieli¢my, istnienie rachunku wektorowego uza-
sadnione jest tym, ze wszystkie wektory podlegaja tym samym

prawom rachunkowym. Jest zatem praktyczniej wyprowadzié i ze- -

braé te prawa raz na zawsze, a potem tylko powolywaé sie na nie
w poszezegélnych przypadkach, niz wyprowadzaé je na nowo dla
kazdej z osobna wielkodei fizycznej. Tak tez uczyniono. Dazieki
temu rachunek wektorowy stat sie dyscypling matematyezng.
Réwniez fizyk ma z tego korzy$é nieoceniona: jasne odgrani-
czenie rozwazan fizyeznych od matematyeznych. Majac ponadto
do dyspozycji potrzebne twierdzenia matematyczne, nie jest on
zmuszony przerywaé sobie toku rozwazad fizyeznych wywodami
matematycznymi. Przez to rozwazania fizyczne staja sie zwieflej-
sze i przejrzystsze. O wiele latwiej odnalefé w nich ewentualna
pomyike. ‘

Ale i same rozumowania matematyczne rachunek wektorowy
ogromnie ulatwia dzigki swej symbolice. Umozliwia ona zapisanie
na malej kartce papieru rozwazan, ktére w zwyklej symbolice ma-
tematycznej zajelyby wiele stronic. Pochodzi to stad, ze dla kaz-

. dego wektora uzywamy tylko jednego znaku zamiast oznaczania

osobnym znakiem kazdej z jego trzech skladowych. Jeszcze bar-

i
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dziej przyczynia si¢ do tej zwiezlodei zreczne oznaczanie poszeze-
gblnych operacji wektorowych. Symbolika wektorowa bywa wiee
stusznie poréwnywana do stenografii.

Oczywidcie, nie naleiy ukrywaé, ze opanowanie rachunku wek-
torowego nie jest rzeczy latwa, wymaga bowiem pewnej wyobrazni
geometryecznej, sztuki myélenia przestrzennego. Niemniej jednak
zalety rachunku wektorowego sa tak wielkie, ze trud nauczenia
sie go oplaca sie sowicie. )

§ 2. Dodawanie i odejmowanie wektoréw. Jak wspomnie-
lismy, korzystniej jest przedstawié rachunek wektorowy jako nauke
czysto matematyczng, w ktérej zwyczajem matematykéw wpro-
wadza si¢ poszcezegélne operacje za pomocy definicji. Radze jednak
czytelnikowi interpretowaé operacje i twierdzenia rachunku wek-
torowego postugujac sie wektorami o znaczeniu fizycznym, aby
w ten sposéb ilustrowad je tez od strony fizyki.

Sunia czyi wypadkowa dwu wektordw. Zakladamy,
Ze & 1 b 83 wektorami o wspdlnym :

punkcie zaczepienia. Sumg a@-+b tych
wektoréw nazywamy wektor, jaki
otrzymujemy w sposéb nastepujacy :
przesuwamy wektor & réwnolegle do
siebie tak, by poczatek jego padl na
koniec wektora &. Sumg a5 jest Rys. 2. & + b
woéwezag wektor, ktérego poczatek '

lezy w punkcie zaczepienia wektora @, koniec za§ w koleu prze-
sunigtego wektora b, oznaczonego na rys. 2 przez b’

Prawo przemiennosei dodawania wektoréw. W po-
wyzszej definicji sumy oba wektory & i b graja role niesymetrycz-
ne. Szgzegélnie wyraznie widzimy to, jezeli sprébujemy utworzyé
sume b 4. Wéjvezas nalezy pozogtawié na swoim pierwotnym
miejscu wektor b, a przesunaé wektor 4. Mimo to otrzymujemy
w obu wypadkach ten sam wynik:

2.1) a+b=>0b+a.

Przy dodawaniu dwu wektoréw mozemy wiee, tak jak w zwy-
klej algebrze, przemierié oba dodajniki i, podobnie jak w alge-
brze, nazywamy (2.1) prawem preemiennodci dodawania wekto-
réw. Dla dowodu tego prawa budujemy réwnoleglobok rozpiety
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na obu wektorach @ i b, kreslac przez koniec wektora @ (lub )

réwnolegty do wektora & (lub @) (rys. 3). BO (lub 40) przedstawiaja
przesuniety wektor @ (lub 5). Dlatego przekatnia OC jest réwno-
' czefnie réwna a--b i b + 4.

Dla wiekszej przejrzystosci umiedoei-
lismy na rys. 3, jak i na kilku nastep-
nych, strzatki nie na koreun, lecz w rod-
ku wektordw.

Z rys. 3 widaé ponadto, ze znana

gtoboku dla skladania dwu sit lub pred-
kodei jest identyczna z wyzej podang
reguly dodawania wektorowego.

Jezeli trzy wektory sg zwigzane réwnaniem &--b==¢, to @ i b

nazywamy sktadowymi wektora ¢, a ¢ wypadkowq wektoréw @ i b.

Prawo lgcznodei dodawania wektordéw. Majge trzy
wektory &,bi¢ (ktére na ogét nie lezg w jednej plaszezyznie),
mozemy : .

19 do sumy pierwszych dwu wektoréw a@-+b dodaé wektor &:

(@+0)+¢;
20 do pierwszego wektora & dodaé¢ sume b-¢ dwu pozosta-
" lych wektoréw:
a+4(b+3).

Za pomocy  czworofcianu (rys. 4)
przekonujemy sig, Ze W obu przy-
padkach otrzymujemy jeden i ten sam
wektor wypadkowy O0C. Wystarczy
zauwazyé, ze wektor @ -5 dany jest
przez OB, a wektor b-4¢ przez AC,
tak ze (24b)+t=0B+BC i a+
+ (b 4¢)= 0OA + AC. StwierdziliSmy Rys. 4. (@+b)+e=a-+b+0)-
wiec réwnosé

(@+Db)+c=a+(b+0),
ktérag w rachunku wektorowym nazywamy, tak samo jak w al-
gebrze, prawem lacenosct dodawania. ‘
Sume @ +b+¢+d+... wektorow a,b,%,d,... nalezy rozu-
mieé w sposéb nagtepujacy: ‘

l@+B+ea+a+...,

-

w fizyce elementarnej regula réwnole-.
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tzn. ze do wektora & dodajemy wektor b, do sumy obu — wek-
tor ¢, do sumy pierwszych trzech wektoré6w — wektor d itd.

Jezeli wszystkie wektory leza w jednej plaszezyznie, a doda-
wanie przeprowadzamy graficznie, to zbedne jest rysowanie wek-
tor6w, przedstawiajacych sumy czeSciowe & -+b, (@+b)-+¢ itd.
Wystarezy wykredlié z konca we-
ktora @ wektor b, z jego kotica
wektor ¢ itd.,, a wiec w wypad-
ku trzech: wektoréw linie lamang
OABC (rys. B).

Zamykajaca tego ciagu wekto-
row, czyli w danym przykladzie
odcinek OC, jest wowezas wypad-
kowa.

Rys. 5. Konstrukeja a-+ b-+e.

Gdy dane wektory mnie 53
wspoiplaszezyznowe, to dodawanie grafiezne mozemy wykonaé po-
glugujac sig metodami. geometrii wykreslnej. B

Jezeli taki plaski lub przestrzenny wielobok wektorowy jest zam-
knigty, to znika wypadkowa sumy wektoréw. Mozemy powie-
dzieé, ze jest ona wekiorem zerowym, tzn. wektorem o wartosei
bezwzglednej réwnej zern. Nie mozemy oczywifeie przypisaé wek-
torowi zerowemu zadnego kierunku. Daje sie on tez okreflié przez
te swoja wlasnodé, ze dodany do jakiegokolwiek wektora nie zmie-
nia go. Wektor zerowy oznaczamy znakiem zwyklego zera. Wpro-
wadzenie go potrzebne jest chociazby w tym celu, zZeby np.
w réwnaniu ’

a-+b+c=0,

w ktérym po jednej stronie wystepuje wektor, po drugiej stronie
tez wystepowat wektor, tj. by suma wektoréw zawsze byla wek-
torem. '

Wyrazetr wielobok wektorowy i wielobok wektorowy zamknigty
uzywamy takze w przypadkach, gdy wektory dodawane sg wspdl-
liniowe, tzn. leza na jednej prostej. '

7 prawa Igcznofei i przemiennofei wnioskujemy, ze dodawa-
nie trzech wekioréw daje zawsze jeden 1 ten sam wynik, niezaleinie
od kolejnosei dodawania. Mamy np.:

G+b+e=(@+b)+e=c+@+d)=c+a+b=C+a+b=
= (G4+6) +b=a& +8+b.
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Fatwo dowiedé przez indukeje, Zze twierdzenie to Jest praw-
dziwe dla dowolnej liczby wektoréw.

By odrézni¢ dodawanie wektoréw od algebrzucznego dodawa-
nia liczb, nazywamy je tez dodawaniem geometrycznym.

' Odejmowanie wektoré6w. Tak samo jak w zwyklej alge-

“brze okreflamy tez w algebrze wektoréw odejmowanie jako ope-
racje odwrotng do dodawania. Mianowicie réznica &—b vgekto-
réw @ i b nazywamy taki wektor, ktéry dodany do wektora & daje
wektor 4:

Rys. 6. (a— D) +b=ag

Stad wynika, ze wektor 4 —b jest wektorem lgczacym korice

obu wektoréw @ i b oraz skierowanym od korica wektora b ku kon-

cowi wektora @ (rys. 6). atwo przekonaé sie za pomocy réwno-
legloboku, ktérego jednym bokiem jest b, przylegajaea za§ do niego
przekatnia jest @ (rys. 7), ze _mozemy otrzymaé wektor a—>b, do-
dajac do wektora @ wektor b z przeciwnym zwrotem (Wektor b
na rys. 7).

Oznaczmy ten wektor przez —b. Woéwezas zachodzié bedzie,
tak samo jak w zwyklej algebrze, ré6wnogé

a4+(—b)=a—>a. .
Podobnie jak w zwyklej algebrze mozemy tez nie tylko odej-
mowanie wektoréw uwazaé za odwrécenie dodawania wektoréw,
lecz i na odwrét dodawanie mozemy uwazaé za odwrécenie odej-

mowania. Jezeli bowiem wykonamy te dwie operacje jedna po

drugiej, to dojdziemy do wektora od ktérego wyszliémy. Mamy
przeciez

(a-}—E)-Z:a i (@—b)+b=a.
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Rozklad wektora na skladowe. Rozklad wektora & na
sktadowe polega na wyznaczeniu wektoréw d,,d,,ds,... W ten 8po-
86b, aby ich suma réwnala sie wektorowi & i aby mialy one dane
z goéry kierunki lub lezaly na danych plaszezyznach. Wektory
@y,85,8,,... Nazywaja sie skladowymi wektora a.

Jezeli dane sy tylko dwa kierunki 1'i 2, lezace z wektorem @
w jednej i tej samej plaszczyzme, to prowadzmly przez poczatek
i koniec wektora & réwnoleglte do tych kierunkéw. Obojetne jest
przy tym, ezy np. réwnolegly do kie-
runku 1 rysujemy przez koniec wektora
@ (rys. 8a), czy przez jego poczatek
(rys. 8b).

Powyzsze zadanie ma tylko jedno
rozwigzanie. Chege bowiem zmienié
wielko§é np. wektora @, nie zmienia-
jac oczywidcie jego kierunku, otrzy-
malibydmy ze wzgledu na réwnosé a.
a=a,+a, wektor a&,, nie majacy
kierunku 2.

Gdy cheemy rozlozyé wektor @ na
dwie skiadowe, z ktérych jedna, np.
@;, ma. dany kierunek 1, a druga, d,,
lezy w danej plaszezyZnie p, to pro-
wadzimy plaszezyzne p’ przez wektor &
i kierunek 1, a nastepnie rozkladamy @
w plaszezyZnie p’ na dwie skladowe: .
jedn, o Iierunku 1 i drugg o kierunku Rys. 8. Rozklad wektora &
prostej, wzdiuz ktore] Przeema']@ 8¢ na skladowe o kiermnku 11i 2.
plaszezyzny p i p'.

Gdy plaszezyzna p jest prostopadia do kierunku 1, otrzymu-

jemy rozklad wektora @ na dwie skladowe, z ktérych jedna, a
jest réwnolegla do danego kierunku, a druga, @,, jest do niego
prostopadia: a&=a,+a;.
. Jezeli mamy trzy kierunki 1, 2 i 3, ktére nie leza w jednej plasz-
czyZnie, to mozemy wektor & rozlozyé na skladowe o tych kierun-
kach, rozkladajac ge mnajpierw np. na skladows @, o kierunku 1
i skladowa dy, lezgea w plaszezyzZnie przechodzgee] przez kierunki
213:

A=y + Gy
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Rozkladajac nastepnie @, na skladowe o kierunkach 2 i 3 (leza-
cych razem z &, w jednej plaszezyznie) otrzymujemy :
Bog =05 + (I, ’
tak Ze ostatecznie wektor
0 =08+ Gy dy

roztozony jest na trzy skladowe o kierunkach 1, 2 i 3.

Mozemy sie latwo przekonaé, ze:

1° ostatnie dwa zadania maja tylko jedno rozwigzanie,

20 nie jest natomiast jednoznacznie okreflony wynik rozkladu

wektora @ na wiecej jak dwie skladowe, gdy kierunki dane leZaé'

w tej samej plaszezyZnie co &, oraz na ww_ce] niz trzy sktadowe
w wypadku przestrzennym.

ZADANTA. 1. Dowie§é, ze mozemy zbudowad tré]ka;r z do-
grodkowych dowolnego tréjkata przesuwajagc je réwnolegle.

Rozwigzanie. Zaopatrujae boki dowolnego tréjkata w odpo-
- wiednie zwroty otrzymujemy trzy wektory &, b, & kbtérych suma
znika i na odwrét: z trzech wektoréw &, &, ¢ speliajacych
warunek a'+b'4-¢'=0 zawsze mozemy zbudowaé tréjkat.

Pomewaz dogrodkowe w tI‘O]kﬁ;Cle o bokach d, b, ¢ uwazaé mo-

1% ——CL+— B =b- -

warunek spelniony jest ze wzgledu na G-4-b--5=0.

wiee powyzszy

l\D =

zemy za wektory a'=c+-

2. Bamolot leci po drodze o postaci tréjkata ABC. Znane sg
odleglodei AB, BC, A i czasy przelotu po tych drogach. Zakla-
damy, ze podczas catego lotu wieje wiatr o predkosci , stalej co
do kierunku i wartosei bezwzglednej, a samolot porusza sie wobec
wiatru ze stala co do wartodci bezwzgledne] predkoseia v. Podaé
predkodé i kierunek wiatru @ oraz predkodé samolotu v.

Rozwigzanie. Powyisze dane okreglaja wektory predkosei
lotu po bekach AB, BC, CA: T,5, Bgy, B,,. Poniewaz predkosé
wiatru % i predkogé ¥ samolotu wobec wiatru dodaja sie geome-
trycznie, wiec mamy

¥
U p=W+70;, Vpo =Wy, Vg, =W+Ty,

gdzie 7, , ,, ¥; sa wzglednymi predkogciami samolotu wzgledem
wiatru przy locie po bokach AB, B0, OA, tak ze v,=v,=vz=v.

[§ 3] Mnozenie wektora przez skalar 11

Stad wynika, ze korice wektoréw #,p, gy, o, naniesionych ze
wspoélnego punktu poczatkowego O lezg na kole o promieniu ,
podezas gdy wektor laczacy punkt O ze édrodkiem kola okredla .

§ 3. Mnozenie wektora przez skalar. Wektor mozemy po-
mnozyé przez skalar lub przez wektor. Zajmiemy sie najpierw
mnozeniem wektora przez skalar, wychodzge z okreflenia:

Tloczyn

8$G, = as
wektora & i skalara s jest wektorem o wartodei bezwzglednej |s||dl,
o kierunku zgodnym z kierunkiem wektora @ i o zwrocie zgodnym
ze zwrotem wektora @, gdy s jest dodatnie, przeciwnym zas, gdy s
jest ujemne.

Prawo przemiennodei mnozenia wektora przez ska-
lar narzucone jest omawianemu iloczynowi juz przez definicje.

Yatwo mozemy sie przekonaé, ze spelmione jest tez prawo
lacznodei tego mnozenia w postaci

(81 82) @ =28,(85 &) = 8,84 @),

jezeli tylko uprzytomnimy sobie znaczenie poszezegélnych wekto-
réw wystepujacych w tym wzorze. Musimy przy tym oczywidcie
uwazaé na znaki gkalaréw s; i s,.

Prawo Iacznosei pozwala wykonaé¢ w dwu krokach mmozenie
wektora przez iloczyn dwu skalaréw. Mnozymy wektor przez je-
den skalar, a otrzymany w ten sposéb wektor — przez drugi skalar.

Prawo rozdzielnogci jest prawdziwe dla mnozenia skalara
przez wektor i to w nastepujacych dwu postaciach:

§ (@ +b) =sa+sb, (81+82) E=5,8+5, .

Pierwszg réwnofé udowadniamy, powiekszajac |s|-krotnie w przy-
padku s>0 réwnoleglobok rozpiety na wektorach & i b, a w przy-
padku s<0 féwnoleglobok rozpiety na wektorach —a i —b. Druga
ré6wnofé wynika wprost z definicji iloezynu sa.

Wektor o wartodci bezwzglednej réwnej jednofci nazywamy
wektorem jednostkowym. Wektor jednostkowy o tym samym kie-
runku i zwrocie co & oznaczamy zwykle przez a*. Za pomocy a* .
mozemy kazdy wektor & wyrazi¢ w postaci

a = @ a* = aa*.
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ZADANIA. 1. Zakladajac, ze & b,¢ sa wektorami stalymi
a p, v parametrami dowolnymi, sprawdzié pogladowo, ze

F=aG4+bu i F=a-+bu+ov
g réwnaniami parametrycznymi prostej i plaszezyzny.

2. Dowiedé, ze wszystkie trzy dwusieczne katéw a, B,y tréj-
kata ABC o bokach a,b,c przecinaja sie w jednym i tym samym
punkeie I, ktéry uwazaé mozemy za $rodek trzech mas, umiesz-
czonych we wierzcholkach A4,B,C a réwnych liczbowo dtugo$ciom
bokéw a,b,c. :

Rozwigzanie. Oznaczmy przez 7,7z 7y wektory poprowa-
dzone z dowolnego punktu'P do wierzchotkéw 4,B,0. Jak wia-
domo z mechaniki, wektor o poczatku w punkcie P a koncu
w powyzej okreflonym grodku masy I dany jest wowezas przez

1 S
Fr= o (aF 4+ bFz+-CFg).

Punkty dwusiecinej kata o okre§lone sa natomiast przez

— —7
?:7,4‘{*#(70 b WD p “)—‘m(l—% —_0‘) +"‘B +"c b
gdzie u jest parametrem o dowolnej wartosei . Fo-—f 4 1 Fg—7, 89
mianowicie wektorami o wspélnym punkcie zaczepienia A i punk-
tach kodcowych C i B, a wiec 53 okreflone przez boki b i ¢ ze
zwrotem skierowanym od wierzchotka A. (7o —F,)/b 1 (Fz—7y)/c
s zatem odpowiednimi wektorami jednostkowymi. Suma ich
przeto jest wektorem o punkcie zaczepienia 4 i kierunku dwu-
siecznej kata a. Mnozac wektor ten przez dowolny parametr u
mozemy wiee ofrzymaé wektor o punkcie zaczepienia we wierz-
chotku 4 a kodcu w dowolnym punkeie dwusiecznej kata a.
Jezeli dwusieczna ta przechodzi rzeczywiscie przez punkt I,
to musi byé rzeczg mozliwa tak dobraé parametr u, by F=7;. Po-
réwnujae wspélezynniki wektoréw 7,757, W wyrazeniach dla obu
wektor6w 7 i 7, otrzymujemy wprawdzie az trzy réwnania dla u:

1o (i+i)____“;___ A b e
Mo T o) T atbte ¢ atbre b atbtd

ktére majy jednak tylko jedno wspélne rozwiazanie u=be/(a-+b-+o).

icm
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§ 4. Iloczyn skalarny wektoréw. Zajmiemy sig z kolei mno-
zeniem wektora przez wektor. Mnozac wektor przez wektor, moze-
my jednak otrzymaé badz wielko$d skalarng badZ wielkodé wekto-
rows. Rozrézniamy wiec w rachunku wektorowym iloczyn skalarny
i wektorowy dwu wektoréw. Najpierw zajmiemy sie iloczynem
skalatnym.

Iloczyn skalarny lub wewngtrzny wektoréw @ i b okrefla sie
jako iloczyn ich wartodei bezwzglednych przez cosinus kata mie-
dzy nimi, a wiee jako liczbe

' ~ abcosd,

gdzie 4 jest najmniejszym katem miedzy wektorami @ i b, tak ze ,
zawsze 0 ¥ <. '

Tloczyn skalarny wektoréw & i b oznaczamy przez ab lub G-b.
Mamy wiec na mocy definicji réwnogé

@b =a-b = ab cosd.

Zaleznie od tego, czy ¢ jest katem ostrym, prostym, czy roz-
wartym, iloczyn ab jest liczba dodatnia, zerem lub liezbg ujemna.

a;=a cosd oznacza (opatrzony znakiem) rzut wektora @ na
kierunek wektora 5. Przy tym a, jest dodatnie, gdy kat miedzy
wektorami @ i b jest ostry, u]emne za$, gdy kat ten jest rozwarty.
Analogiczne. znaczenie ma rzut b, =b cos#. Uzywajac tych rzutéw
mozemy napisaé

(4:.1) : d5=abn =a/“b.

Hoczyn skalarny dwu wektoréw moze wige byé okreflony
jako dloczyn wartodei berwzglednej jednego wektora przez rzut dru-
giego wektora na kierunek pierwszego.

Zwréémy uwage na nastepujace przypadki szezegélue.

(1) Gdy oba wektory sa réwnolegle, ich iloczyn skalarny réw-
ny jest iloczynowi ich wartodci bezwzglednych ze znakiem 4 lub —
zaleznie od tego, czy zwroty wektoréw sa zgodne, -ezy przeelwne.
W szezegoinosei -

a2 =d~d=a2.

(2) Gdy oba wektory sg prostopadie, znika ich iloczyn skalar-
ny. Wazne jest odwrécenie tego twierdzenia:

Jezeli iloceyn skalarny dwu wektoréw jest zerem, a ich wcmoscz
berwazgledne nie snikajg, to oba wektory sq prostopadie.

‘Woéwezas bowiem musi byé cosd=0.
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(3) Hoczyn skalarny wektora @ i wektora jednostkowego 7
daje rzut wektora & na kierunek wektora 7. 3

Dla iloczynu skalara s przez iloczyn skalarny ab zachodzi
prawo tgceznodei:

(4.2) s (ab) =8+ b —=a- sb.

Mnozenie iloezynu skalarnego dwu wektoréw przez skalar
mozemy przeto wykonaé w ten sposéb, ze mnozymy przez skalar
ktérykolwiek z wektoréw wystepujacych w iloczynie skalarnym.
Latwo mozna sie przekonad, ze twierdzenie (4.2) jest prawdziwe (w obu
przypadkach s$ 0) na moey definicji iloezynu skalarnego.

Zwracamy uwage na przypadek szezegblny s= —1 prawa
(4.2): , o
' —(@b) = —a-b=a-(—b).

Prawo przemiennogci mnozenia skalarnmego ab=ba
wynika wprost z definicji tego dzialania. Przy mmnozeniu skalhr-
. nym dwu wektoréw nie potrzebuje-
B my wiee zwracaé uwagi na kolejnogé

czynnikow.

Dowéd prawa rozdzielnogei mo-
Zemy oprzeé na nagtepujgcym twier-
dzeniu pomocniczym.

Zatézmy, ze dany jest zamkniety
wielobok przestrzenny z okre§lonym
l | 5! zwrotem obiegu, np. wielobok ABCODA
A D'B ¢ (rys. 9); twierdzimy, ze znika rzut
Rys. 9. Rzut wieloboku 4Bop Yego wieloboku na kazda prosta g, na

na prosta g. ktérej obrano okreglony zwrot.
Dow6d. Boki 4B, BC, (D,... wie-
loboku ABOD... z okreflonym zwrotem obiegu mozemy uwazaé
za wektory d@, b, €,... Poniewaz ABOD... jest wielobokiem zamknie-
tym, wiee
(43) ,,;"' a+b+e+...=0.

; ~ ,
Skisdowe &, by, ¢),... tych wektoréw réwnolegle do kierunku

prostej g, (oznaczone na rys. 9 przez A'B’, B'C, ('D’, D'A’) na-

niefione na prostej g tez tworza wielobok zamkniety, tak ze

(44) % +b 48 + ... =0.

icm
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Niech §* bedzie wektorem jednostkowym na prostej g o zwro-
cie zgodnym ze zwrotem tej prostej. Wektory 4, 5”, G)j-.. MoOZeMy
wéwezas przedstawié wpostaci :

(4.5) @y=g*a, b=g*, g =g*ey, vy

gdzie a, by, 0,... 83 rzutami wektoréw &, &, g,..., tj. bokéw AB, BC,
OD,..., na prosta g ze znakiem -+, gdy kat miedzy danym wekto-
rem, a wektorem F* jest ostry, a ze znakiem —, gdy kat ten jest
rozwarty. Z (4.4) i (4.5) wynika jednak, ze g*(a”'—l—bn +ey+...)=0,
a stad twierdzenie pomocnicze

(4.6) a”-;—b”‘}“(}” +... —_—0.

Gdy przez § oznaczymy jakikolwiek wektor, ktéremu odpo-
wiada wektor jednostkowy gF*, to mnozge (4.6) przez g=lgl,
otrzymujemy
. ga”+gb“+gcu+...=0.

Z twierdzenia pomocniczego wynika zatem, ze jesli spelniona
jest Té6wnodé (4.3), to dla kazdego wektora § zachodzi réwnogé

ga+gb+ge+...=0.

Udowodnione twierdzenie pomacnicze zawiera w sobie jako
szczegllny przypadek prawo rozdzielnogei mnozenia skalarnego :

(b +¢) = ab + az,

Pponiewaz wektory b, &, — (b +¢) tworza wielobok zamkniety (tréjkat).

Z prawa rozdzielnodei wynika bezposrednio, ze iloczyn skalar-
ny dwu sum wektorowych mozemy otrzymaé jak w zwyklej al-
gebrze sumujac iloczyny skalarne poszezegéluych wektor6w. Np.

(@+5)(E+d)=(a+b)e+ (a+b)d = ae + be + ad +- bd.

ZADANTA. 1. Odwrécenie mnozenia skalarnego. W réw-
naniu @b=s dany jest wektor ¢ i skalar s. Jak dalece okreflony
jest wektor 5%

Rozwiazanie. Jezeli do ab=s podstawimy b=5,+5,, gdzie

b, jest sktadows b réwnolegla do wektora d, b, za$ jego skladowa


pem


16 ROZDZIAYL I — Rachunek wektorowy i tensorowy

prostopadla (por. § 2), to otrzymujemy ab=ab,=s. Znaczy to, ze

- a

b”=£—, a Z—)L jest dowolne. Stad wynika ze wzgledu na bllzbll'&”
a :

(gdzie o a*), ze 5::@52—4—5 |- Poniewaz b, jest dowolne, wiec kotice

a
wektoréw b lezs na plaszezyznie przechodzacej przez koniec E”
i prostopadlej do wektora 4. ;

2. Jakie znaczenie geometryczne maja tozsamosei:
(a) (@+Db)2=a®+ b2+ 2ab,
(b) (@ +B)+(a—B)=2(a? +b?)?

Rozwigzanie. (a) Twierdzenie Carnota (uogélnione twier-
dzenie Pitagorasa); (b)) W réwnolegloboku suma kwadratéw
zbudowanych na obydwu jego przekatniach (45 i &—B5) réwna
jest sumie kwadratéw zbudowanych na jego czterech bokach.

3. Dowiedd, ze trzy wysokosei dowolnego tréjkata 4BO prze-
cinajg sie w jednym punkcie 0, zwanym ortocentrum.
£

Rozwigzanie. Oznaczmy przez |=KA, m=KBin=K(C
trzy wektory o wspélnym punkeie zaczepienia w frodku K kola
opisanego na tréjkacie ABC, a koncach we wierzchotkach 4, B, C.
Wartod¢ bezwzgledna  kazdego z tych wektoréw réwna jest oczy-
wiseie promieniowi kola opisamego, tak ze |1|=|®m|=|%][.

Twierdzimy, ze wektor o=I!+7+% 2z punktem zaczepienia
w K ma koniec w ortocentrum O. By dowie$é, ze przez koniec
welktora o, ktéry oznaczamy na razie przez 0, przechodza wszystkie
wysokodci, nalezy pokazaé, ze np. wektor od wierzchotka A do

punktu O, a mianowicie AO':AK—[—JI_O_':—_——i—]—5=“m—I—9"Z jest
prostopadly do przeciwlegtego boku BO = KC — KB=% —m. Ze
wzgledu mna [m|=|%| znika rzeczywidcie iloczyn skalarny
AO0-BC=n?—m?. Poniewas ten sam fakt zachodzi réwniez
dla pozostatych dwu wysokosei, przeto ortocentrum znajduje sie
rzeczywidcie w punkeie O'.

§ 5. lloczyn wektorowy, Zajmiemy sig teraz iloczynem wek-

torowym dwu wektoréw. By jednak nie przerywaé toku dalszych
rozwazati, wprowadzimy na wstepie dwa pojecia: fruby prawoskret-
nej i prawoskretnego ukladu trzech wektoréw.

icm
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[§ 51 lloczyn wektorowy 17

Sruba prawoskreina przyporzadkowuje obrotowi od strony lewej
poprzez gérg do strony prawej (stad pochodzi nazwa), a wiec obro-
towi zgodmemu z ruchem wskazéwek zegara, ruch postepowy
prostopadty do plaszezyzny, w ktérej odbywa sie obrét, i skierowany
poza te plaszezyzne (rys. 10). Sruby,

ktorych uzywa sie dzi§ w technice, sa preez gore

zwykle prawoskretne. Srub lewoskret-

nych uzywa sie tylko w zupehie spe- od, do
cjalnyeh przypadkach, np. gdy kolo strony strony
osadzone na frubie obraca sie w ta- lewej prawe)

kim Kkierunku, ze odkrecaloby srube,
gdyby byla prawoskretna, np. lewy
pedat roweru.

By wprowadzié pojecie ukladu pra-
woskretnego trzech wektoréw &, b i ¢, zakladamy,; ze wektory te
dane sg w kolejnosci, w ktérej je napisaliémy. Méwimy, ze @, bic
tworza ukiad prawoskretny, jezeli kierunek % ruchu postepowego,
przyporzadkowany za pomoca reguly sruby prawoskretnej naj-
mniejszemu obrotowi, jaki przeprowadza wektor @ w wektor b,

tworzy z wektorem ¢ kat ostry.
& b

~_ 7

Rys. 12. Przestawienia kolowe
wektoréw a, b, ¢.

Rys. 10. Regula éruby prawo-
skretnej.

|

Rys. 11. Uklad prawoskretny
wektoréw 4, b, .

Z rys. 11 widzimy, 7e ten zwiazek geometryczny zachodzi

“tez dla wektoréw napisanych w kolejnodci b, ¢, a. Powstaje ona

z pierwotnej kolejnosci a,b,¢ przez tzw. przestawienie - oykliczne
czyli kolowe, ktére na miejsce wektora a wprowadza wektor 5, na
2

‘W. Rubinowicz, Wektory i tensory.
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miejsce wektora b wektor ¢ i na miejsce wektora ¢ wektor &
(rys. 12). Tak samo ukiad pra,wosqutny tworza te wektory w kolej-
nofci &, @, b, powstajacej z b, ¢, @ przez przestawienie kolowe. Dal-
sze przestawienie kolowe przeprowadza ¢, d,b w kolejnogé pier-
wotng &, b,6. Z danej kolejnoseci -trzech wektoréw powstaja wiee
przez przestawienia kolowe jeszeze tylko dwie rézne kolejnofei,
tak Ze ogélem mamy trzy kolejnofci trzech wektoréw, zwiazane
ze soba przestawieniami kolowymi. We wszystkich tych trzech
kolejnodciach wektory tworza uktady prawoskretne. Trzy ele-
menty maja jednak 3!=6 przestawien. Pozostale trzy przesta-
wienia wektoréw &, b, tez powstaja jedno z drugiego przez prze-
stawienia kolowe, ale tworza tzw. uklad lewoskreiny. ‘

'~ By od razu wprowadzi¢ pojecie iloczynu wektorowego tak,
zeby mozna je bylo uwogélnié dla potrzeb teorii wzglednogci, wez-
miemy za punkt wyjécia nieco ogélniejsze rozwazania, Mozemy
sobie mianowicie zadaé pytanie, czy nie mozna by stworzyé ra-
chunku, ktéry by sie opierat na ograniczonych elementach plasz-
czyzn, podobnie jak rachunek wektorowy opiera si¢ na odcinkach
prostych. Na to pytanie mozemy odpowiedzie¢ twierdzaco pod
warunkiem, Ze : :

1° elementy plaszezyzn zaopatrzymy na, brzegu w zwroty obiegu,

2° nie bedziemy zwracali uwagi na kesztalt brzegu elementu,
leez tylkko na wielkofé jego pola, tzn. Ze nie bedziemy czynili zad-
nych réznic miedzy elementami o tym samym polu i tym. samym
zwrocie obiegu, o ile polozone sa na plaszezyznach réwnoleghych.

Takie elementy plaszezyzn nazywaja sie elementami plaskimi
skierowanymi albo zorientowanymi. Dla krétkodei jednak bedziemy
je zwykle nazywali po prostu elementams.

By stworzyé rachunek elementéw plaskich skierowanych,
~ trzeba przede wszystkim okredlié dla tych elementéw operacje
rachunkowe. Zanalizujemy blizej tylko dodawanie dwu. elementéw.
Poniewaz uwazamy ksztalt elementéw za nieistotny, mozemy
przyjaé je w postaci réwnoleglobokéw ABED i ADFC (rys. 13) ze
zwrotem obiegu okreflonym przez kolejnodé liter. Przy tym mo-
zemy jeszeze zatozyé, ze wzdtuz wspblnego boku AD zwroty

obiegu . obu elementéw sa przeciwne. Element BEF(C ze zwro--

tem obiegu oznaczonym na rys. 13 nazywamy sumg obu elementéw.

Skoro to jednak uczynimy, zaraz nasuwaja sie Waytp]iwoéci.
Ozy przyjeta definicja  okrefla sume jednoznacznie? Czy suma
} B

icm
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ta nie zalezy od ksztattu réwnoleglobokéw ABED i ADF(C? Jest
przeciez oczywiste, ze przynajmniej ksztalt réwnolegtoboku BEFC
zalezy od ksztatbtu réwnoleglobokéw ABED i ADFC. Jego pole

i kierunek plaszezyzny, w ktérej sie znaj-

i o zwrocie zwigzanym z obiegiem dokola

jego pole, zwrot jego obiegu i jego kieru- skierowanych elementéw
Okazemy to najpierw dla iloczynu skalarnego dopemienia &

duje, moglyby wiec takze si¢ zmienid. D
Watpliwodei te mozemy jednak usu- ' ’i
E F
elementu wedtug reguly §ruby prawoskretnej.
Taki wektor nazywamy dopelnieniem skie-
nek w przestrzeni. Stworzymy wiec rachu- plaskich.
nek elementéw plagkich skierowanych, je-
elementu plaskiego przez wektor jednostkowy 7:

naé. Przyporzadkujmy kazdemu elementowi
prostopadly do jego plaszezyzny wektor

0 dlugodci réwnej polu tego -elementu

rowanego elementu plaskiego. Oczywidcie, A
okresla on jednoznacznie wszystkie istotne B c
wiasnosei elementu plaskiego, mianowicie gy 13 Dodawanie
zeli pokazemy, ze kazdemu dzialaniu, jakie mozemy wykonaé na
wektorach, odpowiada dzialanie na elementach plaskich, majace
znaczenie geometryczne. -

nd = a cos 9,

gdzie & oznacza pole elementu, a ¥ — kgt miedzy % i 4. Zwraca-
jac uwage na znak liezby cosd, latwo stwierdzié, ze ma jest rzu-
tem elementu plaskiego na plaszezyzne p, prostopadia do % (i ma-
jaca zwrot obiegu zgodny z %), ze znakiem -4 lub' — zaleinie od
tego, czy zwrot obiegu rzutn zgodny jest ze zwrotem obiegu pla-
szezyzny p, czy nie.

Aby udowodnié, ze tak okreflone dodawanie elementéw pla-
skich daje wynik jednoznaczny, posluzymy si¢ nastepujacym twier-
dzeniem pomocniezym, ktére zreszta bedzie nam potrzebne
réwniez do innych celéw.

Zat6zmy, ze poszezegélnym fciariom wielofecianu zamknigtego
przyporzadkowane sg zwroty obiegu, odpowiadajgce jego normal-
nym zewnebrznym. Wowezas poszezegdlne geiany 53 elementami
plaskimi; oznaczmy ich dopenienia przez @, 5, t,... (latwo widzied,

2%
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7e sasiadujace ze sobg elementy maja wéwezas na wspélnej krawe-

dzi zwroty odwrotne); twierdzimy, Ze dla wielodcianu zamknie-

tego znika suma wektoréw: :
aG-+b4+c4...=0. ‘

Dowé6d opieramy na tym, ze prosta g przechodzaca przez
powierzchnie zamkniets, a wiec w szezegdélnosei przez wielodeian
zamknigty W, przecina ja zawsze parzysta ilo§é razy. Postepujae
bowiem wzdiuz g, musimy opuscié obszar R, ograniczony  przez
powierzechnie W, po kazdym wej$ciu do niego. Mozemy mnadto
stwierdzié, ze przy kazdym wejéciu do obszaru R kierunek nor-
‘malnej zewnetrznej i zwrot postepowania wzdiuz g tworzg kat
rozwarty, a przy kazdym wyjéciu z obszaru B — kgt ostry.

Przypudémy teraz, ze twierdzenie nie jest prawdziwe czyli ze

wektor f=a+b+c +...

nie znika. Niech f* bedzie wektorem jednostkowym o kierunku
i zwrocie wektora f, a p plaszezyzna prostopadts do f* ze zwro-
tem obiegu odpowiadajagcym wektorowi f*. Poszczegblne wyrazy
sumy ‘
, fl=F*f=Fa+Fb+e+...
sy wowezas rzutami poszezegblnych dcian na plaszezyzne p. Rzut
ma znak +, jezeli postepujac wzdluz prostej g o kierunku 7* wy-
chodzimy z obszaru R, a —, jezeli wchodzimy do R. O ile wiec
jaki$ element plaszezyzny p pokryty jest rzutami $eian, ‘to znaj-
dujemy na nim zawsze te sams liczbe rzutéw dodatnich i ujem-
nych. Stad wynika, ze {f|, a wiec i sam wektor f, znika wbrew przy
puszezeniu. Udowodnilismy wiec twierdzenie pomocnicze, '
Na podstawie tego twierdzenia mozemy pokazad, ze watpli-
woscl co do okreflenia sumy dwu elementéw plaskich byly bez-
podstawne. Réwnolegloboki ABED i ADFC, ktére zamierzamy
dodaé, uzupelmiamy do graniastostupa ABODEF (rys. 13). Oba
wektory, ktére odpowiadajs tréjkatom ACB i DEF (o zwrocie
obiegu okreflonym kolejnofcig liter), sa niezgodnie réwnolegle,
ale réwne co do wartodei bezwzglednej, tak ze ich suma znika.
Wedlug - twierdzenia pomocniczego znika wieec suma wektoréw,
ktére odpowiadaja trzem §cianom pobocznicy graniastostupa.
Suma geometryczna dwu fcian jego poboceznicy réwna sie wiec
trzeciej Scianie, jezeli zmienimy na niej zwrot obiegu tak, aby od-
powiadal on normalnej wewngtrznej. ‘
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Poniewaz dopelnienie oddaje jednoznacznie obie istotne dla nas
wiasnodci elementu plaskiego, dogodniej jest postugiwaé sie za-
miast elementami ich dopelmieniami, tak jak gdyby byly one
prawdziwymi wektorami, a nie tylko wielkodciami zastepczymi.

W jednym tylko wypadku nie mozemy tego uczynié, miano-
wicie przy odbiciu zwierciadlanym od plaszezyzny. Odbicie &’
wektora @ (rys. 14 a)') w plaszezyZznie 4 B ma mianowicie odwréeong
skladowg o kierunku normalnej do plaszezyzny odbijajace] (@, =—a,),
a niezmieniong skladowa réwnolegla do tej plaszezyzny (dh:d”).
Jezeli natomiast poddamy odbiciu zwierciadlanemu element plaski

a a A & @ A a a
®
- _ -, _
i a, P a;
N
B a;, a&B

Rys. 14a. Odbicie zwiercia- ‘Rys. 14b. Odbicie zwier-
dlane wektora. ciadlane skierowanego
elementu plaskiego.

(rys. 14 b) i uwazamy, ze jego odbicie ma zwrot widzialny
w zwierciadle, to- dopehieniu tego elementu @ odpowiada dopemie-
nie odbitego elementu @' o tej samej skladowej normalnej do plasz-
czyzny odzwierciadlajgcej (@, =a 1), @ odwrotnie skierowanej skia-
dowej réwnoleglej do tej plaszezyzny (d[I = —@,). Przy odzwiercie-
dlaniu dopelnienie elementu skierowanego nie zachowuje sie wiee
tak samo jak wektor. '

Po tych przygotowaniach mozemy przejéé do definicji iloczynu
wektorowego czyli zewnglrznego dwu wektoréw @ i.5 (danych w tej
kolejnosei), ktéry oznaczamy przez d x b2). )

Przyjmujemy mianowicie, ze iloczyn wektorowy @ xb jest
plaskim elementem skierowanym, ktérego pole réwna sie polu

) Rysunki 14a. i 14b. wykonano w plaszezysnie przechodzacej przez
wektory @ i @', prostopadlej do plaszezyzny odbijajacej.

*) Inne oznaczenia, ktérych jednak nie bedziemy uzywali, sa nastepujace:

(@bl @b, a/Nb, Vab.
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réwnolegtoboku ABCD rozpigtego na wektorach & i b (rys. 1B),
a ktérego zwrot obiegu okreglony jest przez wektor @, tzn. przez
kolejnogé liter ABOD. ,

Dla niektérych czytelnikéw wygodniej moze bedzie wyznaczad
zwrot obiegu iloczynu wektorowego
w sposéb nastepujacy. Niech & bedzie
najmniejszym katem miedzy wekto-
rami & i b, tak jak przy okresleniu
iloczynu skalarnego w § 4. Obecnie
jednak zaopatrzmy kat 4 w zwrot
obiegu, ktéry przeprowadza na mnaj-
krétszej drodze kierunek i zwrot we-
ktora & w kierunek i zwrot wekto-
_ ra b. Jak widzimy z rys. 1B, kat @
posiada ten sam zwrot obiegu co element & X b.

Dopehieniem elementu & X b jest wektor prostopadly do pla-
szezyzny wektoréw @ i b, ktérego wartodé bezwzgledna réwna sie
polu réwnolegloboku rozpigtego na tych
wektorach, a ktérego kierunek zwig-
zany jest regula fruby prawoskretnej ze
zwrotem obiegu tego réwnolegloboku.

Identyfikujac element @ X b z jego
dopelnieniem, mozemy powiedzieé:

@ xb jest to wektor o wartoéci bez-
weglednej réwnej polu réwnoleglobolu
rozpigtego ma weltorach & i b, o Kie-
runkw prostopadlym do @ © b oraz o
swrocie zwigranym regulte Sruby prawo-
skretnej = najmmniejseym, obrotem, prze-
. prowadzajacym kierunek wektora & w kie-
Rys. 16. Iloczyn wektorowy rumek wektora b (rys. 16).

jako wektor. Zwrot wektora @ X b mozemy tez
- okreglié tym, ze wektory @, b i @ xb
tworza uklad prawoskretny (por: rys. 16). ' ‘

D c

Rys. 15. Iloczyn wekborowy
jako element plaski.

daxh

Tatwo stwierdzid, ze

(8.1) laxb|=absind=a,b=ab,,

gdzie (w plaszezyznie wektor6w a@ i b) @, = a- sind i b, =bsind
83 odpowiednio rzutami wektora & na kierunek prostopadly do
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wektora b i wektora b na kierunek prostopadly do wektora a.
Stad wynika, ze:

(1) Jeseli wektory & i b sa prostopadle, to wariosé beziwzgledna
ich iloceynu wektorowego réwna sig oczynowi ich wartodci bezwzgled-
nych:

4 |@ X b| = ab.

(2) Jezeli wektory @ i b sq réwnolegle, a wige majq zwroty zgod-

ne Tub preeciwne, to ich iloczyn wektorowy znika. W szezegbinodel
axa=0.

Prawdziwe jest tez odwrécenie tego twierdzenia:

Jeseli znika iloczyn wektorowy dwu mnie znikajecych wektoréw,
to majq one ten sam kierunek.

Wtedy bowiem musi byé sind=0, a wiec #=0 lub ¥ =m.

Czytelnik zechce okazaé samodzielnie, ze dla mnozenia ilo-
czynu wektorowego a X b przez skalar s zachodzi w obu wypad-
kach s Z 0 prawo lgcznosci: : “

(5.2) ‘ 8(@ X b) =8 X b=a X sh.
Zwracamy uwage na przypadek szezegélny s=—1:
(5.3) —(@xXb)=—aX%Xb=ax —b.

Tloczyn wektorowy nie spetnia pfawa przemie;n;noéci. Z jego
definicji bowiem wynika, ze
{(5.4) ' bXa=—(@xb),
gdyz zmieniajac kolejnosé wektor6w w iloczynie wektorowym,
zmieniamy zwrot obiegu réwnolegloboku rozpietego na wekto-
rach @ i b. Dlatego tez przy iloczynie wektorowym musimy zZwra-
caé baczng uwage na kolejnodé czynnikéw.

Wektorowo mosemy wige mmozyé jeden wektor preez drugi badé

lewostronnie, badé prawostronnie.
By pokazaé, Zze spelnione jest prawo rozdzielnofei

(5.8) (@+Db) xe=axt+bXxg,
interpretujemy iloczyny wektorowe wchodzace W sklad tej réw-
nofei, jako §ciany pobocznicy graniastoshipa, ktérego podstawgy

jest tréjkat zbudowany z wektoréw g, bi —(@+b), a krawedzig
poboeznicy — wektor ¢. Niech np. na rys. 13 bedzie:

CA =a, AB=1, BGz—(d+5), AD=BE=(CF=c¢.
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, Wéwezas Sciany pobocznicy graniastostupa okreélone 89
ze wzgledu na (5.3) przez nastgpujace wektory:
CADF przez G X ¢, ABED przez b X €,
(5.6) - BCFE przez — (&+b) X¢.
Poniewaz na mocy twierdzenia pomocniczego znika suma

wektoréw, odpowiadajacych wszystkim pieciu fcianom tego gra-

niastostupa a wektory odpowiadajace podstawie .ACB i réwno-
legtej do niej dcianie DEF znosza sie, musi wige znikaé suma
wektor6w (5.6), odpowiadajacych trzem gcianom pobocznicy.
Toczyn skalarny iloczynu wektoro-
wego @ X b przez wektor ¢ jest réwny
objetosei réwnoleglodcianu rozpigtego
na wektorach &, b, ¢ ze znakiem
+ lub — zaleznie od tego, czy te we-
" ktory tworzg uklad prawo- czy lewo-
skretny (rys. 17). Iloczyn & X b jest
to bowiem wektor o wartodei bez-
wzglednej réwnej polu podstawy réw-
noleglodcianu, .0 kierunku prostopad-
a tym do niej i wreszcie o zwrociﬂe przy-
porzadkowanym wektorom @ i b za po-
Rys. 17. Objetos¢ réwnoleglo- mocy reguly §ruby prawoskretnej. Stad
fcianu rozpigtego na wekto- wynika, ze

rach a, b i e.

(@xb)Cc=|axb| oH,

gdzie ¢, jest rzutem wektora ¢ na kierunek wektora @ x b, a wiee
wysokoscia réwnoleglodcianu opatrzong znakiem.

Wprost z tej interpretacji geometrycznej wnioskujemy, ze
(8.7) (@xBb)-c=(bx¢c) a=(cxa)b.

Powyzsze trzy wyrazenia objetodei przechodza w mebxe za Po-
mocad przestawiell kolowych. ~

Z (5.7) wynika, ze (@Xb)-¢=a-(bx¢). Znaczy to, ze dla

trzech wektoréw &, b, ¢ otrzymujemy ten sam wynik, niezaleznie
od tego, czy znak mnozenia wektorowego umiescimy miedzy wek-
torami @ i b, a skalarnego miedzy b i ¢, eczy tei skalarnego
miedzy @ i b, a wektorowego miedzy 5 i ¢. By uwydatnié te
swobode: réwniezw pisowni powyzszego ,,iloceynu potréjnego”, ozna-
czaja go niektérzy autorzy przez

(5.8) ... : (@be) =(ax b)-c=a- (b x¢).
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Jezeli (4bc)=0, a zaden z wektoréw a,5,c nie znika, to
wektory te sa wspélplaszezyznowe, bo tylko w tym przypadku
znika objetosé rozpietego na nich réwnolegloscianu.

ZADANIE _Podaé dowéd twierdzenia sinusowego trygonome-
trii plask]e]

Rozwigzanie. Mozemy przyjaé, ze dowolny tréjkat zbudo-
wany jest z trzech wektoréw 4, b, ¢, ktérych suma znika. Wéw-
czas z E=—a—b wynka aXt=—ax(@a+b)=—axb, tak ze
|@xt|=|axb|. Oznaczajac katy brzeciwlegte bokom &, b, ¢ przez
a, p, y ‘mozemy zwigzek ten napisadé w postael a¢ sin (180 B)=
=ab sin (180—y) czyli b :c=sing : sin .

§ 6. Przedstawianie wektor6w za pomoca wspélrzednych.
Szczegdlnie wiele korzysei osiggamy z rachunku wektorowego w tych
dziatach fizyki klasycznej, gdzie bardzo czesto wystepuja wiel-
kosci wektorowe, jak np. w mechanice lub W elektromagne-
tyzmie. Fizyk jednak ceni rachunek wektorowy, tak samo zresztg
jak kazdy inny dzial matematyki, tylko jako narzedzie do opra-
cowywania i przedstawiania swoich pomysiéw teoretycznych, nie
widzi jednak w uzywaniu jego zadnego celu nadrzednego. Gotéw
jest zen zrezygnowaé, gdy spostrzeze, ze dojdzie latwiej i predzej
do celu przy pomocy innych narzedzi matematyeznych. By przejié
od rachunku wektorowego do innych dzialéw matematyki, uzywa

-metod geometrii analitycznej, w szczegélnodei przedstawia wek-
" tory za pomocgy wspélrzednych.

Ukosnokgtne i prostokagtne uklady wspéirzednych.
Gdy ustalimy w przestrzeni za pomoca trzech niewspéiplaszezyz-
nowych prostych trzy kierunki 1, 2, 3, to mozemy roztozyé w spo-
86b jednoznaczny kazdy wektor & na trzy skladowe d, @,, @, o kie-
runkach 1, 2, 3:

=0+ a,+a,

Okreflmy nastepnie na kazdej z tych trzech prostych pewien
zwrot przy pomocy wektoréw jednostkowych ¢, g, %; wéwezas
mozemy skladowe wektora @ przedstawié w postaci:

iy = U0y, Qg =], 0z =kay,
gdzie @y, @, a; sa to liczby dodatnie lub ujemne zaleznie od tego,
czy skla,dowe @y, &y, @; maja zwroty zgodne z wektorami jednost-
kowymi 4, §, k, czy nie. Wektor 4@ daje sie wiec wyrazié wzorem:

@=10, -+ ja, + Fa,.
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Kierunki i zwroty okreslone przez i, j, b mozemy uwazaé za
kierunki i zwroty trzech osi przestrzennego, W ogélnogei ukosno-
kgtnego, ukladu wspéirzednych. Liczby ay, a,, a; Nazywamy wow-
czas skladowymi skalarnymi wektora @ wzgledem osi danego ukladu
wsp6lrzednych. Stowa ,,skiadowa” wektora uzywamy wiec w dwu
znaczeniach: w poprzednim dla oznaczenia wektoréw a,, @y, ds
i w obecnym dla oznaczenia wielkogei gkalarnych a,, @y, 5. W ja-
kim znaczeniu stowo ,sktadowa’” nalezy rozumieé w kazdym roz-
wazanym przypadku, wynika juz z faktu, ezy litera oznaczajaca te
wielko$é zaopatrzona jest w kreske pozioma, czy tez nie. W przy-
padkach jednak, w ktérych by mogly powstaé watpliwosei, be-
dziemy méwili o skfadowych wektorowych i sktadowych skalarnych.
Skladowe skalarne nazywa sie tez wspdlragdnymi wektora. By od-
r6snié je od wsp6lrzednych, ktére okreflimy za chwile, nazywamy
je wspdlrdedmymi praeciwemienniczymi.

W ukladzie uko$nokatnym mozemy wektor & wyznaczyé r6w-
niez przez jego rzuty na osie: a, ja, kd. Koniec wektora a
otrzymujemy mianowicie w tym przypadku jako punkt przeciecia
trzech plaszezyzn prostopadtych do osi 7, j, & i przecinajacych je
w odleglodciach id, ja, k& od Ppoczatku ukladu. Odleglosei te
nazywaja sie wspdlrzednymi wspcélemienniczyms.

Wektory jednostkowe ¢, 7, & nazywamy wektorams podstawo-
wymi. Zakladamy zawsze, ze tworza one uklad prawo-
skretny. Jest to wskazane juz choéby ze wzgledu na uzycie reguly
fruby prawoskretnej w definicji iloczynu wektorowego.

W ukladeie prostokatnym czyli ortogonalnym wszystkie trzyv

osie §% \yzgledem siebie prostopadie. Miedzy wektorami podsta-
wowymi 4, 7, k zachodzg wéwezas zwigzki: ‘

(6.1) Z; =;Z} =]—G;=O, 52 =52 =7(‘;2=1,

(6.2) iXj=—(Gx1)=Fk jxk=—(kxj)=4 kFxXi=—(Xk) =],

jak to wynika bezposrednio z definicji iloczynéw skalarnego i wek-
torowego. Z pierwszego spofr6d’ zwigzkéw (6.2) otrzymujemy po-
" zostate za pomocy przestawien kolowyeh.

‘ Ogsie ukladu prostokgtnego oznaczaé bedziemy przez x, ¥, 2.
W takim ukladzie skladowe przeciwzmiennicze a,, a,, a, wekbora
@ réwne 83 jego skladowym wspélzmienniczym i@, 1@, k@, po-
niewaz np. -

0 =i, + ja, + ka,) = a,. ‘
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w daiszych rozwazaniach postugiwaé sie bedziemy wylgeznie
ukladami prostokatnymi, jezeli wyraZnie nie zaznaczymy, Ze uzy-
wamy ukladu ukodnokatnego. :

Tatwo mozemy sprawdzié nastepujace prawa rachunkowe,
opierajac sie po czedci na wzorach (6.1) i (6.2):

Dodawanieiodejmowanie:

@b =i(a,£b,) +ila, £b,) +ka, £b,).
Skladowe skalarne sumy lub réznicy dwu wektoréw sa wige

dane przez sumy lub réznice skiladowych tych wektoréw.
Iloczyn skalarny:

ab=a, b,+a, b,+a, b,
Zwiazek ten jest liniowy nie tylko wzgledem a,, a,, a,, ale tez
wzgledem by, b, b,. Nazywamy go przeto wzorem dwuliniowym.
W wypadku @ =5 mamy:
a=al+a)+al.
Iloczyn wektorowy:
axb=i(a,b,—a,b,) +ia,b,—a,b,)+ka, b,—ay, b,).
_Wystarczy zapamigtaé z tego wzoru wyrazenie pierwsze dla
skladowej wektora & x5 w kierunku osi . Wyrazenia dla dal-
szych skladowych otrgymujemy przez przestawienia kolowe wek-
toréw podstawowych i, j, k oraz wskaznikéw z, ¥, 2.
Wzér dla @ X b mozemy tez napisaé w postaci wyznaecznika
i i
(6.3) axXb= g‘ax a,
: b, b

E.
as‘ H
Yz, v bz‘};

w ktérego pierwszym wierszu wystepuja wektory podstawowe i, §, &
a w drugim i ostatnim skiadowe wektoréw & i b. Wzér ten bardzo

Iatwo mozna zachowaé w pamieci.
Z (6.3) i ze wzoru dwuliniowego wnosimy bezposrednio, Ze

a, O, a,
(6.4) @b Xt =b-(Txa)==c-(@Xxb)=(abe)=|b, b, b,
e, ¢ G

Jezeli wyznacznik ten znika (por. koniec § 5), to wektory
a, b, ¢ sa wspélplaszezyznowe.


pem


28 ROZDZIAL I — Rachunek wekforowy i temsorowy

Bardzo latwo mozna niekiedy sprawdzié relacje wektorows,
obliczajac obie jej strony w skladowych skalarnych. Przyklad: po-
dajemy w zadaniu 1.

Nalezy jednak zauwazyé, ze uZywanie wspélrzgdnych przy
przeprowadzaniu dowodéw nie jest w stylu rozwazan pogladowo-
geometryeznych, ktérymi postugiwaliémy sie dotychezas bez wy-
jatku, a niedotrzymanie stylu jest w naukach matematyecznych
wielkim grzechem. Czar, jaki na nas wywieraja poszczegélne dziaty
matematyki, zawdzieczamy w duzej mierze jednolitemu stylowi
wybtworzonemu przez wylgczne uzywanie pewnego sposobu podcho-
dzenia do zagadnied. Jest rzecza w ogélnodei niedopuszezalng, by
np. w geometrii rzutowej uzywano metod geometrii analitycznej.

ZADANTA. 1. Sprawdzié relacje .

(6.5) @ X (b X €) = b(ag) —&(ab),
obliczajac obie jej strony we wspélrzednych.

Rozwigzanie. Oznaczajac przez (@ X (b X ©)), skladows wek-
tora @ X (bx €), a przez (bx ), skladows wektora bXx¢ w kie-
runku osi @, ofrzymujemy za pomocs wzoru (6.3):

(@ X (b x70), = a,bx8), —%(5 X ©), =

= (b0, —by0;) — a,(b,0, —by0,) =

— ba, +azcz> 6,(a,b, +ad) =

= by(as0s + a0y + a,0,) — 0 @b, +a b, + ab,) =
= b (ac) (ab)

Skladowe w kierunku osi & obu stron réwnania (6.5) s wiec
réwne. Podobnie mozemy stwierdzié réwnogé obu stron réwnama,
(6.5) dla skladowych y i 2. Mnozac te trzy relacje przez Ty §, ki do-
dajac je, otrzymujemy (6. b).

2. Podaé znaczenie geometryczne wyrazenia: .
T=1(@) -+ X (& X 1),
gdzie 7 jest wektorem jednostkowym.
Rozwigzanie. Przy pomocy (6.5) otrzymujemy T =1(a) +

ﬁ—aiz —i(@) =a. Poniewaz i(ai) ma kierunek wektora 7, a wek-
tor ¢ X (@ X1) jest prostopadly do ¢ wiec dane wyrazenie przedsta-

wia rozklad wektora @ na skhdowa w klerunku wektora z,
@ =i(a), i skladows prostopadly do 1, @& =17 X (& X1), (por. § 2).

icm

[§ 6] Przedstawianie wektoréw za pomoca wspéhrzednych 29
- 3. Odwrécenie mnozenia wektorowego. Zakladamy, ze
w réwnaniu & X b==¢ znamy wektory & i pytamy, jak dalece
okreflony jest wektor 5?

Rozwiazanie. Rozkladajac b na sktadowe rownoleglag i pro-

stopadi@ do wektora &:
b=b+b,,
otrzymujemy
GxXb=ax(b +b)=axb+axb,

poniewaz @ X bli znika, ze wzgledu na to, ze a i b” majg ten sam
kieranek. Rozpatrywane rdwnanie przechodzi zatem w a x5 (=0
Mozemy wiec b, dobraé dowolnie, a dla b | otrzymujemy z zadania 2
wyrazenie :

=axb,,

5 a X (bxa)

L a?

(— = wektor jednostkowy w kierunku wektora &), tak ze ostatecznie

9191

EXda
at

5=

Jezeli wezystkie wektory b wykredlimy z jednego punktu 0'
to konice ich beda lezeé na ;plaszczyzme przechodzgeej przez ko-
niec b, i prostopadlej do kierunku tego .

wektora. }i a
4. Poda¢ przy pomocy rachunku
wektorowego dowody wzoréw trygono-
metryeznych :
co8 (a+f) =cosa cosf —sina sin B,
sin (a+p) =sina cos B+ cos a sin g, o i
Rozwigzanie. Wektory jednostkowe A
@ id (rys. 18) przedstawiamy w postaci _
‘ b
@=1 cosa+ 7 sina,
b= cosﬂ-—y sin g Rys. 18. Wzory dla

i tworzymy iloczyny ab i @ x b.
5. Podaé przy pomocy rachunku wektorowego dowdd twier-
dzenia o cosinusach z trygonometrii sferycznej.

cos (e-8) isin (a--g).
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Rozwigzanie. @ b, 1 sa na rys. 19 trzema niewspéipla-
szczyznowyml wektorami ]ednostkowyml Oznaczmy przez ¥, kab
miedzy & i ¢, a przez ¥, kat miedzy b i 2 Symbole 4, i j, ozna-
czaja dwa wekbory jednostkowe, pro-
stopadle do % i lezace W plaszezy-
znach <@ oraz tb. Woéwezas mamy:

)

P>
I\ . @ =1c08 ¥ -+7j, sin &,
5 b =1 cos %, 47, sin 9,.
03 Jezeli oznaczymy kat miedzy @ i b
przez d, a miedzy j; i, Przez ¢, to
obliczajac @b otrzymujemy :

T €08 Py = o8 ¥ co8 ¥, - sin I, 8in I, cos .

D
] . Yoki 9y, &y, 95 sa bokami tréjkata
@ sferycznego, a ¢ — kagtem miedzy bo-
kami 9y i 9.

J.
Rys. 19. Twierdzenie cosinu-
86w trygonometrii sferycznej.

6. Sprawdzi¢ wzér:
(@ xB)x (Exd)=>
—abex d)=c(d(@xDb
Rozwigzanie otrzymujemy wprost z (6.5).

7. Dowie§é, ze kazdy wektor ¥ mozna przedstawié za po-
mocq trzech mewapc’)lplaszczyznowych wektoréw 4, b, &, jak na-
stepuje:

(@6 x8)7=2a(3(b x ) -+-b(5(c x @) +8(5(a X b))

'Rozwi@zanie wynika bezgoéredm’o z relacji podanej w za-
fiamu- 6, jezeli zastapimy tam d przez v oraz uwzglednimy (b.4)
i(5.8). W wypadku, gdy d, b, ¢ 83 wektorami jednostkowymi, po-

- dany wzér przedstawia rozklad wektora v w ukladzie ukognokat-
nym, ktérego osie okreflone sa przez Wektory podstawowe @, b, €.

8. Podaé dowéd  twierdzenia smusowego trygonometrii  sfe-
rycznej
sinoa  sin f  siny
sind  sinB  sn0Q’

gdzie 4, B, oznaczajag boki, a a,B,
sferycznego,

v przeciwlegle katy tréjkata

icm
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[§ 71 Definicja tensora 51

Rozwiazanie. Jedli podamy polozenie wierzchotkéw tréjkata
sferycznego za pomoca ukladu prawoskretnego trzech wektoréw
jednostkowych @, 5,5, to powyisze twierdzenie zawarte jest we
wzorze wystepujacym w zadaniu 6 w przypadku specjalnym d =b.
Ze wzgledu na (¢ x b)=0 wzér ten daje nam zwigzek

(@ % b) X (Ex b)="5(a (¢ x b)).
By go zinterpretowaé oznaczamy katy przy wierzchotkach a,b,¢

przez a,pB,y, & przeciwlegle im boki przez A4,B,C, tak ze [axb|=
=gsinC, |[¢xb|=sinA. Poniewaz oba wektory axb iexb sa

.prostopadie do wektora T i tworza kat rowny katowi S, wiee

latwo stwierdzié, ze (ZXB)X(EXb)= —bsin AsinOsin f; tak ze

sin A sin O sin g =a(b X ©). Poniewaz wyrazenie a(bx c) nie zmienia sie
(por. (5.7)) przy przestawieniach kolowyeh, wiee sindsinC gin f=
—gin B sinA siny=sinC sin B sina. Dzielac to réwnanie przez
sin A sin B sin ¢ otrzymujemy twierdzenie sinusowe trygonometm
sferycznej.

9. Dowie$é, ze jezeli w ukladzie ukoénok@tnym 0ZNACZyIy
skladowe wsp6lzmiennicze wektora & przez af, ad, a), skladowe
za§ przeciwzmiennicze wektora b przez b, by, b to dla iloczynu
skalarnego obu wektoréw otrzymujemy na,stgpu]@cy zwigzek dwu-
liniowy :

@b = alb, + alb, + agb,.

Rozwigzanie otrzymujemy, ‘mno_Z@c b =1b, -+ b, + kb, ska-
larnie przez @ oraz uwzgleddiajae, ze ai=aj, itd.

§ 7. Definicja tensora. Jezeli kazdemu wektorowi & przy-
porzadkujemy inny wektor 7, to wektor ¥ stanie sig funkeja wek-
tora @:

(7.1) 7 ={(a).
Méwimy, ze funkeja f jest lintowa, jezeli dla dowolnego s i

oraz @ i b spelnia ona relacje:
(7.2) - f(sa@ +1b) =sf(a@) +-Hf(B).. .

Zwigzek ten wyraza, ze wektorom niezaleznym, lezacym w pew-
nej plaszezyznie, odpowiadaja wektory zalezne, lezace takie
w pewnej plaszezyZnie. Wynika to stad, ze dla stalyeh aib wek-
tory sa--tb lezs na plaszezyZnie przechodzgcej przez 4 iba Wek-
tory sf(@)+1f(b) — na plaszezyinie przechodzace] przez f@) i #(d)


pem


32 ROZDZIAYL I — Rachunek wektorowy i tensorowy

Z (7.2) otrzymujemy w szczegdlnodei:

(7.3) f(sa) = sf(a).

Zmaczy to, ze wektorom niezaleznym o wspélnej linii dziala-
nia odpowiadaja wektory zaleime réwniez o wspélnej linii dziala-
nia. Wartodci bezwzgledne wektoréw zaleinych sa przy tym pro-
porcjonalne do wartodei bezwzglednych wektoréw niezaleznych.

Funkeje wektorowe liniowe maja bardzo proste wlasnofei, tak
samo jak funkeje liniowe liczb zwyktych. By przekonaé sie o tym,
przedstawiamy wektory w (7.1). przez ich skladowe. Gdy do (7.1)
wstawimy :

(7.4) a=1ta,+ ja,+ ka,
to otrzymamy ze wzgledu na (7.2):
(7.5) (@) ={(ia, + ja, + ka,) = a,f(7) + a,f(7) + a (k).

_Wyst_a.rczy wige znaé trzy wartodei funkeji liniowej (7.1), mia-
nowicie f(1), f(4), f(k), by méc podaé wartosé f(@) dla kazdego wek-
tora d. Podstawmy : : v

f@) =1L+ Ty +ET
(1.6) f(G) =i Ty +F Ty + kT,
I(E)z"_’Twz +;Tyz+ ETzzJV
a otrzymamy f(@) w postaci .
f(d) =;‘(Tmma‘m + l;’wa’a/ +'Twza’z) +
+3(Lysty + Tty + T wele) +
(7.7) + KT a, -+ T 0, +T,a,).
Liniowa funkeja wektorowa jest wiec jednoznacznie okreslona

przez 9 wielkosci T,,, ktére mozemy tez uwazaé za elementy ma-

I~

cierzy
: Toe T | T,
(7.8) T, T, T,
[ T 2z I 2y T 22

’ Poszczegolne skladowe funkeji wektorowej liniowej otrzymu-
]‘t.amy przy pomocy tej macierzy, mnozac elementy T,, znajdujgce
sig w jednym wierszu, przez odpowiednie skladowe wektora a,
F]. g @yy 0, 1 SumMujge ostatecznie otrzymane w ten sposéb trzy
_iloczyny. ' : ;
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Mozemy sobie pomysleé, ze zwiazek wyrazony przez funkcje
wektorows, (7.1) jest wynikiem dzialania, wskazanego przez pe-
wien operator. W' matematyce bowiem operator jest symbolem
nakazujacym dokonanie pewnej operacji. Tak np. symbole

a(,) .
f()d'r’ P +, 3 )

59 to operatory catkowania, rézniczkowania, dodawania, odejmowania
i dzielenia. ,

Zupelie tak samo mozemy uwazaé znak funkeyjny we wzo-
rze y =f(x) za operator, przyporzadkowujacy kazde] wartodei z-
pewna warto$é y. Nic nie stoi wige na przeszkodzie, by uwazaé f
w relacji wektorowej (7.1) za operator. By takie ujecie zwiazku
(7.1) uwidogznié tez graficznie, piszemy:

(7.1a)

gdzie T jest operatorem, przyporzadkowujacym kazdemu wekto-
rowi @ pewien wektor #. Operator liniowy okreflony jest wéwezas
zgodnie z (7.2) przez:

(7.2a)

7 =Ta,

T(sd +tb) = sT& -+t T,

a skladowe wektora Ta (por. (7.7)) przez:

(Ta), =T 0, +T,0,+ Tya,,
(Ta),= Ty, +T 0, + T 0,
- (Ta),=T,e,+T,0,+T,a.

Taki operator Liniowy T bedziemy nazywaé tensorem, zgod-
nie z nomenklaturg teorii wzglednosci, a zwlaszeza mechaniki
kwantowej. Tg samg nazwg bedziemy tez oznaczaé wielkosé fi-
zyezng, odpowiadajaca takiemu operatorowi liniowemu. Wielkosel

T,, nazywamy sktadowymi lub tez przedstawicielami tensora. Wek-
tor Ta mozemy uwazaé za iloczyn tensora T i wektora 4. '

(7.7a)

-§ 8. Tensory symetryczne i antysymetryczne. Dotycheza-
sowe rozwazania wazne sg tez dla dowolnych ukognokatnych ukla-
déw wektoréw podstawowych 4, j, k. Odtad jednak ograniezymy
sie do ukladéw prostokatnych, by zanadto nie komplikowaé dal- -
szych wywodow.

Przede wszystkim podamy definicje tensoréw symetrycznych
i antysymetryeznych.

W. Rubinowicz, Wektory i tensory. 3
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Ta ]est wektorem ; mozemy go wiec pomnozy¢ skalarnie przez
drugi wektor b. Otrzymu3emy w ten sposéb wielkodé skalarng 5T4a,
ktéra jest formg dwuliniowa, tzn. liniows wzgledem skladowyclm
wektora @ i wektora b. Zupelnie tak samo mozemy utworzyé aTb.
Dla dowolnych @ i & wyrazenie bTa b@dme w ogélnofci rézne od
aTb. Z (7.7a) wnosimy np., ze

81) T =(Tf),=T

a na og6l skladowa T, nie bedzie réwna skladowej T,

Réwnanie (8.1) 1 podobne dalsze mozemy zresztzy uwazaé 2z
definicje skladowych tensora.

Jezeli dla pewnego tensora T spelnione jest réwnanie

iTZ =(Ti), =Ty,

(8.2) ‘ bla=alb v :
przy wszelkich & i b, to taki tensor nazywamy symetrycenym.
Podobnie nazywamy tensor 7' antysymetrycznym (lab skoénym)
jezeli spelia on relacje
(8.3) bTa = —alb. ,
W wypadku tensora symetrycznego macierz (7.8) jego skla-
dowych jest symetryczna wzgledem przekatni, tzn. ze T,
Przekonu]emy sie o tym, wstawiajac w (8.2) za @ i b Wektory Jed~
nostkowe ¢, j, k. Otrzymujemy w ten sposéb z @Ih poszczegblne
skladowe tensora (por. (8.1)). .
Tensor symetryczny ma ty]ko 6 zasadmczo réznych sktado-
" wych: 3 lezgce na przekatni, mianowicie 7,,, i 3 pozostale, lezace
poza przekatnig, poniewaz ze wzgledu na symetrie r,=T1,, skla-
dowe znajdujgce sig po jednej stronie przekatni sa réwne skiado-
, wym, polozonym symetrycznie do nich po drugiej stronie przekatni.
Przez takie samo rozumowanie dochodzimy na podstawie
(8.3) do réwnania T, =—T,, dla tensora antysymetrycznego.

w T k
Przy przemianie obu wskaznikéw skladowe zmieniajg wiec swoje

znaki. Dla u=v wynika stad, ze T, = —T,, czyli T,,=0. W ten- ‘

gorze antysymetrycznym znikajg zatem skladowe polozone na prze-
kgtni, skladowe za§ lezace symetrycznie do przekatni majg znaki
-przeciwne,.a wartofci bezwzgledne réwne. Tensor antysymetryeczny
ma. wiee, tak samo ]ak wektor, tylko trzy zasadniczo rézne gkla-
dowe.
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Jezeli przyjmiemy
T,,=—-1,,=—T, itd. (przestawienia kolowe),

to otrzymujemy z (7.7a):
(8:4) Ta=i(T,a,—T,a,)+H(T,a,—T,a,) +FT,a,

Poniewaz ‘to wyrazenie jest wektorem dla kazdego wektora d,
przeto mozemy stwierdzi¢, ze liezby T, T, T, sa skladowymi pew-
nego wektora, ktéry oznaczaé¢ bedziemy symbolem 7. Mozemy
wige zastapié¢ mnozenie wektora @ przez tensor antysymetryczny T
mnozeniem wektorowym wektora & przez wektor T. Z tego po-
wodu tensor antysymetryezny nie odgrywa w fizyce klasycznej
wiekszej roli. . ‘

Jako sume¢ dwu tensoréw T, i T', okreflamy taki tensor 7T, ktéry
zastosowany do dowolnego wektora a daje w wyniku wektor réwny
sumie wektoréw, jakie otrzymujemy przez dzialanie T, i T, wy-
konane na tym samym wektorze @, czyli

(8.5) . Ta=T,a+T,a.

Stad wynika, ze skladowe tensora T sq réwne sumom odpowied-
nich sl_c_ladowych tensoréw Ty 1 Ty, Mnozge mianowicie (8.5) skalarnie
przez b, mamy

T,a,)=T xa.

bTa =>bT, & -+bT, a,
a wstawiajac tu za @ i b wektory jednostkowe 4, j, &, otrzymujemy
wypowiedziane tmerdzeme na podstawie definicji (8.1) sk}a.dowych
tensora.
Kazdy tensor T mosemy rotoiyé jednozmacemie na sume tensora
symelrycznego T, © antysymetrycznego T, : ) ot

(8.6) T=T,+T,

W celu dowodu mnozymy (8.6) prawostronnie przez wektor a,
a wynik lewostronnie przez wektor &: :

(8.7) 5Ta=bT,a+bT, .
Ze wzgledu na (8.2) i (8.3) otrzymujemy nastepnie:
(8.8) arb=al,b+al,b=bT,a—bT,a,

a z (8.7) i (8.8) ostatecznie:
(8.9) 5T8d=~g)l(5:’l’d +aTh) i

3¥*
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Na podstawie definicji (8.1) skiadowych tensora wynika z (8.9),
ze skladowe tensora symetrycznego i antysymetrycznego deme 89
" jednoznacznie przez macierze:
I 1 .
;. Tmm ‘é‘ (Tmy+Tym) ) (sz"k'lzm)

(Tvx+Tmu) Tw 9 ( 1/z+Tzz/

(8.10) |
1o | |

1 7 m 1 i 7
1 1
2 (T “’gym) ) 0 2 (Tz/z sz)
1 1

~ Poniewaz skladowe tensora (por. tekst poprzedﬂj@ey wzor
(7.8)) okreflaja go jednoznacznie, wige twierdzenie (8.6) jest udo-
wodnione.

§ 9. Wlasnoéci tensora symetrycznego. Najblizszym celem
nastepnych rozwazan bedzie interpretacja geometryczna zwigzku

miedzy @ i Ta w przypadku tensora symetrycznego I za pomoca

tzw. kwadryki tensorowej.
Wezmy pod uwage wszystkie wektory @ spelniajace relacje

(9.1) ala =F(ay,a,,a,) = 0 = const.
tj. (w my$l (7.7a)) réwnanie
(9.1a) - ‘ Fla,a,a0,) =
= Ty + Tyt + T +2 T 000, + 2T 00, + 2T 0,0, = C.

Widzimy, ze konce wektoréw & leza na powierzchni drugiego
stopnia, ktéra ma swéj srodek w poczatku wektordw a.

Te powierzechnie nazywamy kwadryke tensorowa.

Okreélamy najpierw kierunek wektora 7. Stmerdmmy na
mocy ' (9. 1&) (7.7a), ze

(9.2) ) T =

B,

BF . oF
7\’ Y
2a, 8 ay sa,

e

[§ 9] Wiasnosel tensora symetryeznego 3

tzn. ze Ta jest wektorem réwnoleglym do normalnej # do powierzeh-
ni F w korieu A wektora & (rys. 20). Normalna 7% ma bowiem —
jak uezy geometria rézniczkowa — taki kierunek, ktdrego cosi-
" eF 2F oF
ea, aaz,’ aaz'
ten mozemy otrzymaé, prowadzac ze frodka O kwadryki tensorowej
normalng OA4’ do plaszezyzny stycznej A4’ w kotdcu 4 wektora a.

By ponadto wyznaczyé wartosé bezwzgledna wektora T4,

Kierunek

zauwazmy, ze wedtug (9.1) i (4.1) jest alfa=a |Ta]=C czyli

9.3 Ta|=—
(9.3) Tal a
|Tal jest wiec odwrotnie proporcjonalne do rzutu a =04’
(rys. 20) wektora @ na kierunek o
normalnej. 7%.
Nalezy wyraZnie zaznaczyé, zZe
wzdr (9.2) zachodzi tylko dla ten-

: -
sora symetrycznego. Dla tensora T A
niesymetrycznego réwnanie (9.3) q
nie wynika z réwnania (9.1). Te i
!

i dalsze nasze rozwazania stosuja
sie wiee tylko do tensoré6w syme-
trycznych.

Co do znaku statej C, to wobee
C =aTa jest 0>0, gdy kat & mie-
dzy wektorami @ i Ta jest ostry, Rpys 90. Konmstrukeja wektora Td
4 0<0, gdy jest on rozwarty.  za pomoecs kwadryki tensorowej.
Jedna stata C wystarcza wiee
w réwnaniu (9.1) tylko wéwezas, gdy 9 jest dla wszystkich kie-
runkéw wektora @ katem ostrym albo dla wszystkich kierunkéw
katem rozwartym. Jezeli jednak tak nie jest, to musimy do-
braé¢ dla kierunkdéw, gdzie 9 jest katem ostrym, 0>0, dla kie-
runkéw zas, gdzie ¢ jest katem rozwartym, C<0. Nic nie stoi
na przeszkodzie, by ¢ mialo w obu wypadkach jedng i te samg
wartosé bezwzgledng. Waszystkie mozliwosel uwzglednimy wiee,
jezeli w réwnaniach (9.1) i (9.1a) napiszemy -+|C| zamiast C. Przy-
kiladem tego rodzaju tensoréw jest tensor napieé¢ Maxwellowskich
(por. § 11, zadanie 4).

Mozemy tez wartos¢ bezwzgledna statej ¢ dobraé dowolnie,

a wieec np. przyréwnaé ¢ do +1. Spowoduje to tylko zmniejsze-
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nie nagzego rys. 20 w stosunku liniowym 1: ]/I_OT Skutek bedzie

taki sam, jak gdyby$my podzielili réwnanie (9.1a) przez |C|, & na-
stepnie wprowadzili nowe zmienne:

’ a$ ’ a,

a g T a 7 = Y a,‘ ::,Ez ..

Lo L) = o,

Viel V1ol Vi
Takie przeksztalcenie nie zmienia kierunku wektora d, ale nie
zmienia. tez kierunku wektora 7'@, poniewaz jego 'skiadowe (7.7a)
sg funkcjami liniowymi zmiennych a,,a,,a, Widzimy wiec, ze
zmieniaja sie jedynie Wartoéel bezwzgledne obu wektoréw w tym

samym stosunku 1: ]/ |C |, zgodnie z réwnaniem (7.3), ktére w przy-
jetej przez nas symbolice ma postad
Tsa =sTa.

W ogélnodei wektory @ i T4 majg rézne kierunki. Jak to jed-
nak wynika z geometrycznej konstrukeji wektora Ta (rys. 20), oba
weltory sa réwnolegle, jezeli wektor @ lezy na jednej z trzech osi
gléwnych kwadryki tensorowej.

Te trzy lwzglgdem siebie prostopadie kierunki nazywamy osia-
mi gléwnymi tensora.

Oznaczmy przez §,m,{ uklad prostokatny, ktérego osie lezs
na osiach gléwnych kwadryki tensorowej. Wowezas
(9.1a) dla kwadryki tensorowej przybierze postaé:

W ukladzie &7, musza. bowiem zmkaé skladowe tensora

o wskaznikach mieszanyeh, jak np. T, =T,. Wynika to z (7.7a),

przez zastapienie wskaznikéw #,y,2 wskadnikami & 7,¢. Jezeli of &

lezy na osi gléwnej, to dla @ majacego ten kierunek wektor 74 musi

gugé ten sam kierunek. To znaczy, ze dla a0 i a —_a;——O mugsi
Y

(T@)e =Ty, +0, (Ta),

’7’7’7

=T, =0,

Stad wnosimy, ze T, i T, muszg znikaé.

Dla kwadryki tensorowej (9.4) wektor Ta przyblera, jak wy-

nika z (7.7a), postad
(9.5) T8 = 1T, -+ 3T 0y - T Ty,

gdzie 1,,7,,7, 83 wektorami podstawowymi ukladu &n, ¢, Jak wi-
daé z (9.5), wektor Ta powstaje z wektora @ w ten sposéb, ze jego

"réwnanie

(Td), = Ty =0.
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skladowe na osiach gléwnych, tj. %8, Zsa,, %0, Wydiuzamy
odpowiednio T-,T,, -, T,-krotnie. Wladnie od Iacifskiego stowa
tendo, tentendi, tentum lub poetycznie tensum (,,wydtuzaé”) pocho-
dzi stowo ,,tensor’.

W dowolnym ukladzie odmesmma, tensor symetryczny okre-
s’lony jest przez 6 skladowych T,=T, . W ukladzie skierowa-
nym wzdluz osi gtéwnych wystepujs wprawdzie tylko 3 skladowe,
ale dla okre§lenia tensora musimy oprécz.tego podaé jeszcze 3
wielkodei (np. katy), wyznaczajace polozenie osi gléwnych. A wige
iw tym wypadku tensor symetryczny okre§lony jest przez 6 wielkosci.

W ogélnosei kwadryka tensorowa ma trzy rézne osie gléwne.
Jezeli jednak dwie osie sg réwne, to przechodzi ona w kwadryke
obrotows. Zalézmy, ze np. T,,=T, ; wéwezas z Konstrukeji geo-
metrycznej wektora 7@ wynika, ze kazdemu &, lezgcemu w plasz-
czyznie &7, odpowiada Ta@ o tym samym kierunku co @ W pla-
szezyZnie tej mozemy wige nadaé osiom gléwnym dwa dowolne,
byle prostopadie kierunki.

Gdy wszystkie osie gléwne kwadryki tensorowej sg réwne,
przechodzi ona w kule. Wéwcezas musi byé¢ Tp=T,,=T; i na
mocy (9.5) jest Td@ =T,a, a wiec Ta jest zawsze réwnolegle do a.
Operator T jest wtedy po prostu czynnikiem liezbowym niezalez-
nym od kierunku. Wéwezas mozemy przyjaé za kierunki osi glow-
nych dowolne trzy kierunki prostopadie.

Wasnym zagadnieniem jest wyznaczanie kierunku osi giow-
nych. Dla takiego kierunku wektor 7@ jest réwnolegly do a. Mnozae
wiec @ przez odpowiedni skalar 1, musimy otrzymaé Td, ezyli

(9.6) | Ta=ia,

gdzie A jest liczba rzeczywista. Ze wzgledu na (7.7a) zwiazek (9.6)
przedstawia nastepujacy uklad réwnan liniowych jednorodnych: .

{ m—}’)az_l— Tmya’y -+ Ta:zaz =0,
(97) T‘yxa:c +(Tyy _A)a’y + Tyza‘z =0)
T,.0, + sz% + (T, — A)a, =0.
Jak wiadomo z algebry, uklad réwnan liniowych jednorod-
nych (9.7) ma tylko woéwezas nie znikajgce rozwigzanie a,a,,d,
jezeli znika jego wyznacznik: ’

\ L1 Ty T,
(9.8) T T,—%+ T, |=0.
K T Tp— A
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Réwnanie to nazywamy rdwnaniem sekularnym czyli wieko-
wym. Tak bowiem nazywa si¢ ono w astronomii, gdzie wystgpuje
w zagadnieniu ruchu planet dokola Slorica. Réwnanie (9.8) jest
réwnaniem algebraicznym 3-go stopnia wzgledem 2. Mozemy je
napisaé w postaci :

(9.9) I — T AT, =0,
gdzie T '
Il‘:Tm'l“T?.IZI"JrTzz!

. 7 .

om =i gl a v
Tow Ty Lo
L= Ty, Ty, Ty

7 7]
. TZJJ '[‘zZI l’zz

Wszystkie trzy pierwiastki 1., 4, 1; réwnania (9.8) musza byé
rzeczywiste. Dia kazdego A, otrzymujemy z (9.7) pewne wartogci
dla stosunkéw a,:a,:a, czyli pewien kierunek wektora &, ktéry
spelnia réwnanie (9. 6) tak ze Ta,= 4,4, Gdyby ktorekolwwk A,
bylo liczba zespolona, to skladowe odpowied'nie-go wektora @, by-
1yby ze wzgledu na (9.7) tez liczbami zespolonymi. Przecho-
dzge w  Ta,=2,a, do sprzezonych wartodei zespolonych (ktére
oznaczamy gwiazdkami) otrzymujemy: T'a,= A d@,. Mnozae réwna-
nie to skalarnie przez d@,, a réwnanie 7a,= A4, przez d,, mamy :

a,Ta,=N&a, i aTa,=Ad5ad,

Poniewaz T jest tensorem symetrycznym, wiec @,7'a, = 0,1, ;
stad wynika 2,=214,, a zatem A, jest liczba rzeczywista.

Kierunek kazdego z trzech wektoréw @, jest kierunkiem osi
gléwnej, odpowiadajgcej liczbie 4, W ten sposéb rozma,zuje sie
zadanie wyznaczenia kierunkéw osi gtéwnych.

Z réwnaniem (9.6) Iaczg sie jednak réwniez zagadnienia, z kt6rymi
dotad nie spotykali$my sie; sa one zwiazane ze wspélezynnikami I,
réwnania sekularnego (9.9) i jego pierwiastkami Ay Zauwazmy, se
pierwiastlki 1, réwnania (9.6) maja wartodci niezalezne od ukladu
odniesienia #,y,2, ktérego uzywamy. Sa to mianowicie wartosei
stosunku wektoréw & i Td, gdy & ma kierunek jednej z osi glow-
nych. Pierwiastki 1, sa wige — jak to matematycy nazywaja —
niexmiennikami (inwariantami) zmiany ukladu odniesienia. Ale tes
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wspotezynniki I, nie moga sie zmieniaé przy zmianie ukladu od-
niesienia, poniewaz jako wspélezynniki réwnania algebraicznego
(9.9) 85 one elementarno-symetrycznymi funkejami pierwiastkéw A,
a wigc s jednoznacznie wyznaczone przez A,

By podaé jeszeze interpretacje geometryczng liezb A,, na-
piszmy (9.8) w ukladzie £,7,{, utworzonym z osi gtéwnych kwadry-
ki tensorowej. Poniewaz w tym wypadku znikajs skladowe ten-
sora nie lezgce na przekgtni, wiec rownanie (9.8) przybiera postaé

(T — 2Ty —2)(Ty —2) =

Pierwiastki A, danme 83 wige przez T&,TW,TZ;. Rozwigzanie
réwnania (9.9) okrefla tym samym wielkosei Ty, T, Ty

Réwnanie (9.6) przedstawia tak zwane zagadnienie wlasne.
W matematyce nazywamy tak kazde zagadnienie, w ktérym idzie
o wyznaczenie pewnej wielkosci (w danym razie wektora &), ktéra
by sie odtwarzala z dokladnofcig do stalego wspélezynnika 1, gdy
przeksztaleamy ja za pomocy pewnego operatora (w danym ra-
zie operatora T). Wspdlezynnik 1 nazywa sie parametrem wtasnym.
Wartodei 2,, dla ktéryeh istnieje rozwiazanie zagadnienia wia-
snego, nazywamy wartosciami wlasnymi. ]

Zagadnienia wlasne wystepuja czesto juz w fizyce klagycznej,
np. przy wyznaczaniu mechanicznych (w szezegélnosei akustycz-
nych) i elektromagnetyeznych drgan wilasnych. Zasadnicze wprost
znaczenie maja one jednak w nowszej mechanice kwantéw.

7 formalno-matematycznego punktu widzenia w réwnaniu
b =Ta mozemy za macierz uwazaé nie tylko 7, ale tez oba wek-
tory @ i 5. Aby mozna bylo interpretowaé T'd jako iloczyn dwu
magcierzy?!), wektorom & i b muszg odpoma,daé macierze jedno-
kolumnowe:

| 02|
{ ’ I[ [‘
o 1

i
1) Iloczyn dww macierzy || |l 1 |81 jest macierza:

NQEQHQ
o o
L)

<

g

]b’yv” = ”a;m” : H’?G‘v”:
* ktérej elementy okreflone s3 przez znang regule mmnozenia wierszy przez
kolumny :
3
(9.10) ypvzuy1ﬂ1v+au2ﬁ27+ay3ﬂ3v 5 yoﬂm;
a'~1

Element lez@y w p-tym wierszu i v-tej kolumnie iloczynu dwu
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7 mozliwodei takiego przedstawiania wektoréw przez macierze
korzysta w szerokim zakresie mechanika kwantowa. ‘

ZADANIA. 1. Niech T® i T® bedg dwoma tensorami. Wek-
tor 7W@ mozemy poddaé ponownie operatorowi tensorowemu
T® otrzymujge W ten sposéb wektor b =T® (IMg). Pokazad, ze
mozemy otrzymadé ten sam wektor b za pomoca pewnego tensora
T, ktérego macierz jest réwna iloczynowi maciersy T® i T
T nazywamy iloczynem tensoréw T@ i TW i piszemy symbolicz-
nie T'=7® 7O "

Stwierdzié, ze w ogélnosei T® T M @),

Rozwigzanie. W réwnodei b=T® (T"a) mozemy zastapié
macierzami wektory & i & oraz tengory T® i 7@, Poniewaz mno-
zenie macierzy podlega prawu lgcznodei, wige mozemy tej réwno-
fei macierzowej nada¢ postaé b=(T® TW)g. Tloeczyn macierzy
® i T® daje nam przy tym maciers T, ktérej elementy otrzy-
mujemy za pomocy reguly podanej na str. 41 w odnogniku. Ponie-
waz mnozenie macierzy nie podlega prawu przemiennogdei, przeto
7@ PO £ p Q) p@), ) ,

2. Niech T' bedzie tensorem, ktérego macierz jest symetryczna,
a wiee spelnia warunek T, =T, . Pokazaé, ze T jest tensorem
symetrycznym w sensie definicji b7Td = gTh.

Rozwigzanie. Poniewas ‘macierz tensora T jest Symetryczna,
‘Wiee ma on osie gléwne £,7,{. Mozemy zatem postugiwad gie
ukiadem odniesienia, skierowanym wedtug tych osi. Na mocy (9.5)
1 réwnodei b =1,b, +1,b, +ish, otrzymujemy wéwezas réwnanie

b8 =bTy a;+ b, T, 0,+ b Tpr0

symetryczne we wspohrzednych wektoréw 4 i b, tak ze przedstawia
ono réwnoczesnie i aTh. ‘

3. Pokazaé, ze tensor T'=T® T® jest symetryczny, jefli ten-
sory I® i T® g5 symetryczne i przemienne (tzn. jedli 7@ 70 —
= 7 ), ,

macierzy otrzymujemy wiee, mnozac kolejno - elementy u-tego - wiersza
Dierwszej macierzy przez -elementy v-tej kolumny drugiej macierzy i doda-
jac tak otrzymane iloczyny. By mozna bylo utworzyé taki iloezyn, ilo§é
kolumn macierzy |la,|| musi byé réwna ilodei wierszy -macierzy ||6y,l. Ma-
clerz, przedstawiajgea iloczyn, ma tyle wierszy co maciers lewll, a tyle
kolumn co [|¢,,]. o
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Rozwigzanie. Uzywajac liezb 1,2,3 zamiast =,y,2 jako
wekaznikéw, otrzymujemy z T =T T® zwigzek T, =(T® TW), =

3
=2T@ TY. Poniewaz TW i T® g3 tensorami symetrycznymi, wiee
=1

3 .
T/zwzz T(l}'l.) T‘Ez_gz(T(l) T(?))””

=1
a stad na podstawie przemiennogei T® i 7@
r, =(T® Tu))m:T

vut
’ 4. Dowiesé, ze jesli tensory symetryezne T® i T® g5 prze-
mienne i wartoei wlasne tensora T sy wszystkie rézne, to
1° tensor 7® ma te same osie gléwne co T,
2° te same osie gléwne ma tez tensor 7T =70 70 =T® 70O,
.2 jego wartodel wlasne dane sg przez iloczyny odpowiednich war-
tosei wiasnyeh tensoréw 70 i T3,

Rozwigzanie. 1° Z przemiennofci tensoréw TW i T® wy-
nika, ze (T® T®) =T TW)  tzn.

3 3
5 1) 7 3 7 7
i=1 =1 ;

Niech osie ukladu wspéhrzednych leza na osiach gléwnych
tensora T0. Wtedy T'{) =0, dla lm. Powyzsze réwnanie przy-
biera wiee postaé: TU) T =T TQ) ecayli TE (TEH—TE)=0.
Poniewaz T()= TC), gdy u+», wiec TO=0 dla u+#».

2° W tym ukladzie wspéirzednych otrzymujemy dla sklado-

3
wych tensora T wyrazenie T, = > TW TQ. Aby T, nie znikalo,
=1
musi wigc byé p=i oraz i=vw, czyli T,, =T T, Wszystlkie
inne T,, (u*») znikaja. o

5. Dowiedé, ze jedli dwa tensory 7" i T® g3 symetryczne
i ich osie gléwne maja te same Xierunki, to tensory te sa prze-
mienne.

Rozwigzanie wynika z rozwazan podobnych jak w rozwigzanin
zadania 4.
6. Okazaé, ze gdy dwa tensory symetryczne TW i T@ gy
3 3
przemienne, to wyrazenie Y Y T T jest niezmiennikiem.

p=1 v—:l\
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Rozwiazanie. Obliczamy niezmiennik I, (p. (9.92)) tensora
=70 7.
: ' 3 3 3 3 3
=37, = 33101 =3 5 10
p=1 . H=1le=1 p=1 v=1
7. Zakladajac, ze T jest tensorem symetryeznym, ktérego
wartodei wiasne T, T,,, T, nie znikaja, dowiegé, ze:
10 istnieje tensor T~ okreélony rownaniem I~'I'=1, gdzle
przedstawienie operatora 1 dane jest przez macierz jednostkows
o elementach §,,=1 dla p=v i 8,=0dla u#r, '

20 osie gléwne tensora 7' maja te same kierunki, co. osie .

gtéwne tensora T, .
30 wartodei wiasne tensora T—! réwne sg odwrotnodciom war-

todei wlasnych tensora T,

4° zachodzi tez réwnanie T7 ' =1.

Rozwigzanie. T'T=1 znaczy, ze miedzy skladowymi obu
tych tensoréw zachodzi zwigzek

o

. =

ktéry w ukladzie odniesienia, okre§lonym przez osie gléwne ten-
sora T, ma postaé 7, T,, =0, Skladowe tensora 7' w tym ukla-

1t i 1=l —0 dla

. ;
(T )y = 2750 Ty = by
=1

dzie. odniesienia 83 wiec okreflone przez T '",,‘,,::.j;u
: .

p#v. Tym samym stwierdzilimy prawdziwo$é tez 1°,2013°% Aby

dowie$é, ze réwniez teza 4° jest prawdziwa, obliczamy w tymze

ukladzie odniesienia skladowe tensora T7':

3
(T T——.l)/w == 2 Tui T_;}a' ==
. =1 :
8. Pokazaé, ze jeSli ©=T7, to 7=T"17 i, na odwrét, e z réw-
nania 7 =T"1% wynika 5 =1T7.

unt

Rozwigzanie. Mnozac wektor ¥ = T7 lewostronnie przez T—1, .

otrzymujemy ze wzgledu na 777 =1 réwnanie T'% =T IF =F.
9. Udowodnié, ze jedli o =T7, to z FIF=C wynika 315 = C.
Do jakiego celu uzywaé mozna kwadryki tensorowej 577 =01
Jakie s jej osie gléwne? '
Rozwigzanie. Z uwagi na =17 i F=T"15 otrzymujemy
70 =717 = oF =010 = (.

‘
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Jesli wiec konieec wektora 7 lezy na kwadryce tensorowej ten-
sora T, to koniec wektora 7 lezy na kwadryce tensorowej tensora
T7'; zarazem obie kwadryki odpowiadaja tej samej stalej C. Poza
tym wektor 7=1T7 jest prostopadly do plaszezyzny stycznej kwa-

dryki 7T7=C w punkcie 7, a wektor 7=7T"'5 jest prostopadly do

_ plaszezyzny stycznej kwadryki ?T s =C w punkeie .

W ukladzie wspélrzednych &,%,Z, lezageym na osiach gléwnych
tensoréw T i T, kwadryki tensorowe 7IF=C i 3T '5=C okre-
lone sg réwnaniami

o . '02 1)2
Teri+ T, r2+Tyri=0i _f4 7
non TES T
tak ze ich pélosie réwne 53
]G]T&]”Z, O[T, "%, |CITyY? i |OT|*2, |CT,,I'%, 10T, |"2.

Znaczy to, ze np. najwieksza of kwadryki T ma ten sam kie-
runek, co najmniejsza o kwadryki 7.

10. Wektory & i @, s3 rozwigzaniami zagadniei wiasnych
Ta,= M, 1 Tdy= dyd,. Dowiedé rachunkowo, ze przy i1, wek-
tory a, i 4, sa do siebie prostopadte.

2
"¢
+ T, f

7

Rozwigzanie. Mnozac skalarnie T'd; = 4,d; prz.ez dy, 8 Ty = Ayily
przez d,, otrzymujemy : v
‘ azT ;= 2y, 0,
. ’ alTa-?: A’Zdld?

Ze wzgledu na to, ze T jest tensorem symetrycznym, mamy
jednak @7Ta;— a,Td,=0 czyli (4 — A)@8,=0. Z uwagi na A+
wynika stad, ze @,d,=0, co dowodzi prostopadtosci wektoréw a, i d,.

Glownym celem wszystkich prawie powyzszych zadai jest
wprowadzenie czytelnika w zagadnienia algebry tensoréw, z kto-
rymi spotka si¢ on w postaci uogélnionej w nowszej teorii kwan-
tow. Dalsze zadania z algebry tensoréw, odnoszace sie juz do ten-
soréw specjalnych, dajemy w § 11, poniewaz dopiero tam zapozna-
my sie z odpowiednimi przykladami. ‘

§ 10. Zmiana ukladu wspélrzednych. W fizyce spotykamy .
sie czesto z zadaniem przejécia od jednego ukladu wspéhrzednyeh,
danego przez wektory podstawowe i,7,k, do innego, okreslonego
przez wektory podstawowe 1’, j', k'. Polozenie ukladu ,kreskowa-

nego” wzgledem ,niekreskowanego” jest okre§lone, jezeli dane
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jest polozenie wektoréw podstawowych kreskowanych ¢, 75, I'c
w ukladzie niekreskowanym:

=aqa z"f“<3!127'f"‘1‘137f’
0‘21"'+a227+a23—
E'=og0+05]+agk.

Przy zalozeniu, ze oba uklady wspolrzednych sg prostokatne
wspodtezynniki oy przeksztatcenia (10.1) majg znaczenie cosinuséw
katéw miedzy osiami obu ukladéw (costnusy kierunkowe). Mnozgc
np. drugie réwnanie (10 1) skalarnie przez ¢, otrzymujemy ‘

(10.2) 7 = Qg1y

gdzie 7% jest wedlug definicji iloczynu skalarnego cosinusem kata,
miedzy osig ¢ ukladu niekreskowanego a osia j' ukladu kreskowa-
nego. Widzimy zatem, ze pierwszy wskasnik w a,, odpowiada
osiom ukiadu kreskowanego, a drugi — niekreskowanego.

. Wyznaeznik uktadu réwna,ﬁ (10.1) r6wny jest +1. Na mocy
bowiem (6.4) jest on réwny 7' (;’ X &’ ), czyli objetosei kostki roz-
pietej na wektorach jednostkowych 4,7, ', tworzacych uklad pra-
woskretny.

__ Mozemy zatem rozmazaé ukiad réwnan (10.1) wzglgdem
1,9, k:

‘ i
(10.1) j =

?;;__al 1?;I+a’12jl+a/13k'
2“21@ ‘I‘a22? ’l‘aask'
asﬂf +aaa7 +assk

K‘I .

Aby Wyznaczyé np. oy, MNOZymy pierwsze réwnanie gkalar-
nie przez j' i otrzymujemy

(10.3) , ; 7 =

Z (10.2) i (10.3) Wymka,, 28 ag =da'y,. W ten sposéb mozemy
okazaé, ze w ogélnodei o w =0y @ Wige ze odwrGcenie prze-
kszta&cema (0. 1) ma postaé

. =7 Q11 +;1a21 +E/a31y
(10.1a) L j=Tlay +7 g +F aam
Qg +7 agp +F Ogge
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Uklad réwnan (10.1a) nazywamy iranspozycja przeksziatcenia
(10.1). Jezeli mianowicie napiszemy wspélezynniki przeksztatcer
(10.1) 1 (10.1a) w postaci macierzy

a3 a)lz O3 i! Qy1 COpp Oay 7
(10.4a) Qa1 Qgp Qg i (10.4b) O3 Oz Oy
Q31 Qgp  Ug [ O3 Opg  Ogg

to kazda z nich jest transpozycja pozostalej, tzn. przechodzi w nig
przy zamianie obu wskasnikéw, a wigec przy zamianie wierszy i ko-
lumn. Przy tym zachowuja swe miejsca wsp6lezynniki a,, z dwoma
réwnymi wskaznikami, lezace na przekgtni; natomiast kazdy
wspllezynnik o, z dwoma réznymi wskaznikami zamienia ‘swe
miejsce ze wspélezynnikiem g,,.

Mnozae (10.1) i (10.1a) skalarnie przez d, widzimy, ze skla- °
dowe wektora @ podlegaja przeksztalceniom:

. Oy = Q33 Gy + Q3 @y + 3 Gy

(10.5) Gy = Qg Gy —+ Oog Oy + 0gg By
Oy = Ogy Gy - Oas Gy + g5 0,5

Uy = Gy Qg3 + @y gy + 0y 0y,

(10.53) Oy == @ Az @y Gy + Ay Ogoy
Ay = Qg Uz + Gy Qo + Ay g

Poréwnujge (10.1) i (10.1a) z (10.5) i (10.5a), spostrzegamy,
ze skladowe wektordw przeksztaleaja sie tak samo jak wektory
podstawowe.

Miedzy dziewiecioma cosinusami kierunkowymi ., zachodza
pewne zwigzki. Gdy obliczymy kwadraty i mieszane iloezyny ska-
larne wektoréw jednostkowych ¢,5',%’, otrzymamy (z uwagi na to,
ze réwnosel (6.1) zachodza nie tylko dla niekreskowanych, ale tez

dla kreskowanych Wektorow podstawowych) nastepujagce zwigzki
dla wspélezynnikéw a,,

(10.6) e +teital=1,
‘ (10‘7) ayl ay + ayB avz + ayB Qg = O (1u’ $é1’)'
Za pomocy symbolu Kroneckera
1 dla p=y,
(10.8) 8,,= {0 dla pt»,
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mozemy oba zwigzki (10.6) i (10.7) $ciagnaé w jeden:

(10‘9) a/,;l Oy —-‘--(1/‘2 Ayp + a',ua A3 :6,&1)'

Réwnania (10.6) stwierdzaja, ze kazdy wektor jednostkowy
kreskowany ma warto$é bezwzgledny 1, czyli jest — jak po-
wiadamy — wROrmowany. Dlatego nazywamy réwnania
warunkami unormowania.

Natomiast réwnania (10.7) wyrazajg, ze dwa rbéine wektory
jednostkowe kreskowane sa wzgledem siebie prostopadie. Sy to
warunki ortogonalnosct.

7 (10.1a) wnioskujemy zupelnie tak samo jak z (10.1), ze dla

~ wektor6w podstawowych niekreskowanych zachodzg nastepu-
jace warunki unormowania i ortogonalnogei :

(10.92) ay, g, + g, Qo - 8y, Gy, =0 e

Warunki te powstaja formalnie z (10.9) przez przestawienie
obu wskasnikéw we wspélezynnikach a,,.

Przeksztalcenie, ktére przeprowadza jeden prostokatny uklad

. wspblrzednych w drugi, nazywamy preeksztatceniem ortogonalnym.

Zawsze mozemy sobie pomysled, ze powstalo ono kinematyeznie

przez obrét.

Jezeli pewna wielkodé nie. zmienia swej wartodei liczbowej.
przy pewnych przeksztatceniach, to nazywamy ja niezmiennikiem
_ tych przeksztaleen (por. § 9, str. 40). Otrzymujemy np. te samg
warto$é liczbowsg dla a® = a2 -+ a2+ o} niezaleznie od tego, jakie-
go ukladu ortogonalnego uzywamy do obliczenia a* Jako dalsze
przyklady niezmiennikéw przeksztalced ortogona,lnych przytoezyd
mozna nastepujace wielkodci skalarne: ‘
ab, ab x &), (@ % b)?

i wiele innych.

Formalnie dochodzimy do przeksztalcenia (10.5), przeksztal-
cajac wektor @ za pomocy tensora S o macierzy (10.4a). Ten tensor
r6zni sie od tensora wtasciwego, okreflonego w § 7, tym, ze tensor
wlaseiwy przyporzadkowuje pewnemu wektorowi & drugi wektor
b w tym samym ukladzie wspélrzednych, gdy tymezasem tensor §
przyporzadkowuje wektorowi @ polozenie tegoz wektora a, lecz
w innym ukladzie wspétrzednych.

ZADANIA. 1. Zwiazki migdzy cosinusami kierunko-
wymi. Dowiedé, ze kazdy wyraz a,, w wyznaczniku, odpowiada-

(10.6) |
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jacym macierzy (10.4a), rowny jest nalezgcemu do niego minoro-

- wit); np.

Q33 == Oyg Qg3 — Q33 Oap.
Rozwigzanie. Zastepujemy w réwnoseiz’ x 7=k i w dwu

dalszych réwnodciach otrzymanych
Z niej przez przestawienia kolowe Y
(por. (6.2)) wektory jednostkowe kre- ¥\
skowane przez niekreskowane (za \
pomoey wzordéw (10.1)), a nastepnie \\ X
porzagdkujemy otrzymane wzory we- (5; ~
dltug wektoréw niekreskowanych. \

2. Obrét dokola osi ukladu
wspéirzednych. Obliczyé cosinu-
8y kierunkowe g, dla obrotu ukla-
du prostokatnego o kat ¢ dokola 7 ..
08i 2.

Rys. 21. Obrét dokola osi 2z

Rozwigzanie. Z rys. 21 od- o kat ¢.

czytad mozemy katy miedzy po-

‘szezegllnymi osiami ukladu wspdélrzednych kreskowanych i nie-

kreskowanych. Stad mozemy obliczyé odpowiednie cosinusy kie-
runkowe. Jak wynika z (10.1), mamy

—.'_ o
1k = 0y, Jr=as

itd.;
& wiee macierz cosinuséw kierunkowych (10.4a) ma nastepujaca
postad: :

—-','T . ':,_«
=0y, 1] =ys

%an s Ol cosg .sing. 0
i

—sing cose O

| l |
| o f
(10.10) | a0y @ ax | = ' ;
| Lo o 1 |

Ozo - Og3 |

3. Skladanie przeksztalcen wspéirzednyeh. Za pomocy
przeksztalcenia (10.1) przeprowadzono uklad wspélrzednych o wek-
torach podstawowych ¢,7,5 w uklad wsp6lrzednych o wektorach
podstawowyeh ', 7', ¥’ Nastepnie, za pomoes przeksztatcenia

') Minor (czyli podwyznacenik) elementu e, w wyznaczniku |e,,| réwny
jest pomnozonemu przez (—1)*+* wyznacznikowi, jaki otrzymujemy, skreila-
jac w wyznaczniku |a,,| elementy p-tego wiersza i v-tej kolumny.

W. Rubinowicz, Wektory i tensory. 4
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= 3 ry L
i =ay i o] ok

: ;= oy ’og
?”=a217',+a227 + as Ky

= e oy LN
B =ag i + o5 ) +an k'

(10.11)

zastapiono uklad kreskowany przez ukiad o wektorach podstawo-
_wyeh i,7", k. Wyznaczyé przeksztatcenie liniowe, ktore prze-
prowadza bezpofrednio uklad niekreskowany w uklad dwukrotnie

kreskowany.

T

Rozwigzanie. Jefli wektory podstawowe Tyyky 0,7, K
i7", 7", k' uwazamy za elementy macierzy jednokolurmnowyech,

to mozemy napisa¢ zwiazki (10.11) i (10.1) w postaci:

= » . ’ HoFr i | . 7
3! O Qg ays | ‘ v |1 b |0y apg gy 1

- ’ ’ ’ Il = 7 — ’

77 =lan On Qx BRI W1l G Can o Cha A
) Ay gy Gy || B R Qg gy sy ‘ I

Stad wynika, ze

= ’ ,, ’ ) 5
'’ apy Qg O3 ayp Qg Ogs. 4
i o1 Oy Uy Ogy 7
77| =| Qa1 Cga Qo3 51 Opg Qg JAIE
= b r r ’
70”% O31 Oz Os3 ‘ O3 Oz s k
czyli
i 0 0 X
! Op Oy Oy ’

0 0
O31  Ogg. O3

.

‘ 0
| 0 0
0 0
==|| Ogy Ogg QO3
Ao
3

gdzie macierz ||aj,|| przeksztatcenia, przeprowadzajgcego uklad
%,7,& wprost w uklad i’,7", k", ré6wna jest iloezynowi obu macierzy

el 1 1lagll:
ol 1= | 11| gy II-

(10.12)

Wip6lezynniki a‘,’w 59 wiec okreglone przez wzoér:
3
7 ’ ! 4
aEw =0, 0y, + Gy oy + Q5 Ay :‘-"-zla/m Capy
g=z 4

jak to wynika z (9.10). Poniewaz mnozenie macierzy nie czyni za-
do§é prawu przemiennofeci, wiee kolejnofé macierzy w iloczynie

icm
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(10.12) nie jest obojetna. Macierze wystepuja w iloczynie w tej
kolejnosei, w jakiej stosujemy przeksztalcenia, jezeli czytamy ilo-
czyn od strony prawej ku lewej (a wiec na odwrét niz w zwyklym
czytaniu). Regule te mozemy uogdélnié bezpofrednio na przypadek
kilku kolejnych przeksztalcen. '

Jezeli przeksztalcenie wspélrzednych interpretujemy jako obrét
ukladu edniesienia, to musimy stwierdzié¢, ze wynik dwu kolejnych
obrotéw zalezy od kolejnosci, w jakiej je wykonywamy. Zatem
dodawanie dwu obrotéw réwniez nie podlega prawu przemien-
nodei. Dlatego obrotéw nie mozemy uwazaé za wektory (por. § 1,
str. 2).

4. Katy Eulera. Uklad o wektorach podstawowych i,7,%
nazywamy ukladem pierwotnym, a uklad o wektorach °,7°, B —
ukladem obrdconym. Niech OW .oznacza lini¢ wezitéw, ktéra okre-
Slona jest przez przeciecie sie plaszezyzny i,] z plaszezyzng 1°,7°.
Haqty FEulera sy woéwezas nastepujace:

@ miedzy 7 a OW, tj. miedzy osig « ukladu pierwotnego a li-
nig wezléw,

p miedzy OW a 1° tj. miedzy linia wezléw a osig z ukladu
obréconego,

¢ miedzy £ a I° tj. miedzy osiami z ukladéw pierwotnego
i obréconego. :

Wizystkie katy liezymy dodatnio w kierunkach oznaczonych
na rys. 22. .

Wyrazié elementy macierzy prze-
ksztalcenia przez katy Eulera ¢, y, 9.

Rozwigzanie mozna znaleZé na
podstawie rozwigzan zadan 21 3, skla-
dajac obrét calkowity z trzech obro-
tow o katy ¢,y,d Obrét, przepro-
wadzajacy uklad wspélrzednych 1,7,k
w uklad wspélrzednych °,7°,%°, roz-
kiadamy na trzy kolejne obroty, odby- -
wajgee sie za kazdym razem dokola el
jednej z osi chwilowego ukladu wspél-
rzednych. Najpierw przeprowadzamy
uklad 7, §, & przez obrét o kat p dokola
osi 2 w uktad 7, 7', k. Wspélezynniki «,,, odpowiadajace temu
obrotowi, wyznaczone zostaly w zadaniu 2. Nastepnie obracamy

Rys. 22. Katy Eulera ¢, v, 9.
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uklad 7,7,k o kat © dokola osi i’ i przeprowadzamy go w ten
sposéb w uklad 7”,7",k". Ostatecznie doprowadzamy ten uklad do
polozenia koticowego ©°, j°, E° przez obrét dokola osi &' o kab .
7 rys. 23 mozemy odczytaé cosinugy
kierunkowe a,,, odpowiadajace obrotowi
dokola osi ¢. W ten sposéb otrzymujemy
macierz:

1 0 0
[l = 0 cos &+ gin 9
} 0 ~—gind cosd

Rys. 23. Obrét dokola
osi 7 o kat 9.

Cosinusy kierunkowe a,, poéredniczace
przy przejéciu od ukladu o, 57, & do
: ukladu koricowego °,4% 4% odpowiadaja
obrotowi dokola osi %'/ i okre§lone s3 przez wzory (10.10), jezeli
zastapimy w nich ¢ przez w: ‘

cosy siny 0 ’
—siny .cosyp 0O

001t

Il =

Macierz, odpowiadajaca caltkowitemu obrotowi, réwna jest

wedlug zadania 3 iloczynowi:

I e 1= 11 g 111 0 11°1] @t 1],

jezeli przez || a, || oznaczymy macierz (10.10). Najpierw obli-

czamy :

cos @ sin @ 0

a1 1l @y, || = || —sin ¢ cos & cos @ cos ¥ gin

pin g gin 4 —cos p gind cos Y

icm

[§ 1]

Mnozac te macierz przez || a,,

Pojecie wektora i tensora

53

|l, otrzymujemy ostatecznie

dla cosinuséw kierunkowych o, nastepujace wyrazenia:

0?1 =
aly= sin
o)y = sin p sin 4,
ad; = —cos

. agz = —gin
a3 = €08 p sin 9,
a3 = sin @ sin 8,
08 = —cos ¢ sin B,
ags = cos .

COS @ €08 p —Sin ¢ sin y cos 9,
@ €08 p - co8 @ sin y cos ¥,

S @ sin 9 — sin @ cos yp cos B,
¢ sin p + cos @ cos p cos &,

Trzy uiyte przez mas obroty sa to obroty obu ruchomych
pierdcieni oraz krgzka giroskopu, znajdujacego sie w zawieszeniu
Cardana (rys. 24), jezeli wykonujemy obroty te z polozenia po-

czatkowego, w ktérym znajduja sie
oba piercienie ruchome i o§ 72, le-
zaca w krazku giroskopu, w pla-
szezyZnie pierdeienia nieruchomego.

- § 11. Pojecie wektora i temsora
z punktu widzenia przeksztalcen
ukladow wspélrzednych, Wyktad
rachunku wektorowego oparliémy na
tym, ze wektory mozna wyobrazad
sobie w postaci strzaltek. Ten pogla-
dowo-geometryczny. punkt widzenia
odpowiada w zupelnodci nawykom
mys$lowym fizyka, zajmujacego sie
. fizykg klasyczng. Student musi sie
wige przede wszystkim z nim zapo-
znaé¢ 1 przyswoi¢ sobie dokladnie
ten sposéb myslenia. Jednakze ten
pogladowy sposéb przedstawiania
wektor6w ma swoja wade, miano-
wicie nie daje sie on uogdlnié i do-
stosowad do wymogow nowszej, bar-
dziej abstrakeyjnej fizyki. '
Podstawg do takiego uogdlnie-
nia jest przejcie od" pogladowo-

Rys:. 24. Giroskop w zawieszeniu
Cardana (Wedlug Weber-Gans,
. Repertorium der Physik).
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geometrycznego do abstrakcyjno-analifycznego sposobu . myglenia
przez zastgpienie strzalki geometrycznej jej skladowymi.

Ta wilasno$é strzatki, ze zachowuje ona swe polozenie w prze-
strzeni przy przejéciu od ukladu niekreskowanego do ukladu kre-
skowanego wspélrzednych ortogonalnych, znajduje swéj wyraz ana-
lityezny w tym, ze skladowe strzalki przeksztalcajg sie wedlug
wzoru (10.5).

Dla stwierdzenia tego, ze pewna ftréjka wielkosei b,,b,,b,
sklada sie ze wspélrzednych wektora, mozemy réwniez poslugiwaé
sie niezmienniczofeia iloczynu skalarnego wzgledem przeksztaleer
ortogonalnych:

(11.1) ab=a,b,+ a,b,+ a,b, = @by + ay by -+ agby.

Jezeli tréjka wielkosci b,,b,,b, zachowuje si¢ przy tych prze-
ksztalceniach tak, ze dla wektora @, dowolnego co do kierunku i wiel-
kodci, wyrazenie dwuliniowe (11.1) nie ulega zmianie, to z. tego
wynika, ze mozemy uwazaé te tréjke wielkodei za skladowe pew-
nego wektora b. Gdy bowiem wyrazimy w (11.1) skladowe a,, Ay, @,
przez (10.5a), to zobaczymy (z uwagi na to, ze wielkodei a,,a,,,a,
sa dane dowolnie), ze b,,b,,b, i b,,b,.,b,, przeksztalcajy sie wedlug

(10.5), a wiec przedstawiajg wektor.

Zupelnie podobnie, dla rozpoznania, czy dana wielkodé jest ten-
sorem, miarodajny jest sposéb, w jaki przeksztaleaja sie skladowe
tej wielkodei (por. zadanie 5). Mozemy wnioskowaé jednak réw-
niez z niezmienniczodei wyrazenia 574 lub specjalnie dla tensora
symetrycznego z wyrazenia a1'@ (por. (9.1a)), ze dane wielkosei T, s
skladowymi tensora. Wywéd wzoréw przeksztatceniowych w zadanin
5 opiera sie wladciwie na niezmienniczodei wyrazenia bTd.

- T' jest tensorem réwniez wtedy, gdy przy wszelkich przeksztal-
ceniach ukladéw wspGlrzednych ortogonalnych i dla wszelkich
wektoréw & wielkodé b=Ta przeksztalca sig jak wektor. Z takim
stanem rzeczy mamy do czynienia we wszystkich przypadkach,
w ktérych wektory b i & zwiazane sa ze soba operacjami wektoro-
wymi i o w ten sposéb, ze skladowe wektora @ ‘Wystepuja,, w tiych
operacjach liniowo-jednorodnie.

PRZYKEADY, 1. b=Ta=T x a Tensor T, okreflony przez
wektor 7', jest antysymetryczny (por. (8.4)).
2. Wzér ‘

(11.2) b=Ta=_m,?, X (AXF,)

icm
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okregla w mechanice tensor momeniu bezwladnosci dla ukiadu punk-

t6w materialnych o masach m,. W tym wzorze 7, oznacza wek-

tor, tzw. wektor wodzqey (por. § 12), zaczepiony w stalym punkeie

przestrzeni O (dla ktérego obliczamy wlagnie tensor bezwladnodei)

i siegajacy do punktu materialnego z masg m,. Jezeli @ jest wek-

torem predkosci katowej (por. § 12), to b jest momentem pedu.
3. Niech

(11.3) b =Ta =20 (yv-a) — ayv?,

gdzie y jest skalarem, a ¥ — wektorem. Jezeli pomnozymy (11.3)
przez pewngy stala, otrzymamy tensor napieé Mamwellowskich, ktory
wystepuje w teoril pola. elektromagnetycznego.

ZADANTIA. 1. Obliczyé skladowe obu tensoréw, wymienio-
nych w przykladach 2 i 3. '

Rozwigzanie. Opierajac sie na tym, ze Tm=§_’l’i, Tw-—-ZTi
itd. (por. (7.7a) i (8.1)), otrzymujemy dla skladowych tensora mo-
mentu bezwladnodei (11.2) nastepujaes macierz:

| Tor Ty T

lTZIJ' TIIU T!Iz

|
5'Tz::: sz Tzz

(11.4)

— Ym,z,2, '}
v it

I
2 er,,(z‘i + .’L"i) - Z mvywzv “[ .
» »

Xim, (@ +y3)

J; Emv(y% + 2’%) - 2 m,r.yY,

¥

i —}J’nﬂy"m‘l’
i »

P Dm,z,,
L

Tensorowi napie¢ Maxwellowskich odpowiada macierz:

—Xm,z2y,

v

'
t

2 2 2 ; i
;! w(v; — v, —1;) 2’()0‘?;’1’01/0 \ 2ypv,0, |

(11.5) ;‘} 2 9,2, (v, — 0, —vy) 2 w-z;yvz . " .
|2 90,0, 2907y Pz —v2—0) |

2. Dowiedé, ze kwadryka tensorowa tensora momentu bezwladno-
$ci jest elipsoida.

Rozwiazanie. Jedli tensor (11.4) sprowadzimy do osi glow-
nych &,7,%, to znikng jego™ skltadowe nie lezace na przekatni, nato-
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miast wszystkie skladowe na przekatni Ty = )’m,,(wy‘f, - ¢4) itel, bedy,

dodatnie, tak ze (9.4) jest réwnaniem chpsouly trojosiowe].

3. Przedyskutowaé w przypadku napieé Maxwellowskich za-
lezno$é wektora b ._27)(1/)@; @) — ayv® od wektora @, zakladajac, ze

y jest dodatnie.

Rozwigzanie. Oznaczmy skladowe wektora & przez &,n,¢

i potézmy wektor ¥ na osi x:
D, =1, v, =10, = 0.
Wektor b przybierze wéwczas postaé

b == 20y0i& — w2 (1€ + Jn -+ k) == yo? (2& — fig — k&),

Wektor a°=1if—jn—kl powstaje z weltora @ ==ié - fn - kL

przez zmiane znakéw jego skladowych y i 2, a wiee przez odbicie
zw1er01ad1anc wektora @ od osi @, tj. od kierunkun wektora #. Wek-
tor @ lezy zatem w toj samej plasz-
czyznie, przechodzgoeej praes ¥, co d,
i tworzy ten sam kat & z @, co 4.
Wektor 7 lezy wiee symetrycznie
 miedzy @ 1 a° (rys. 28). Jedli @ ma
dtugosé staly, to i b=yv*@ ma sta-
Ia dlugodé i lezy wzgledem & syme-
trye/nie do i W szuegélnoéc'- jo-

stkie Lr/y wektory @,b i ¥ m.nga_ ;]e—

, den i ten sam kiorunck oraz zZwrotb.

a Dla 9§ =45 wektor @ jest prosto-

padly do b. Jezeli ©==90° czyli @

prostopadle do @, to @ i b lesg na

jednej i tej samej prostej, majg jed-

nak zwroty przeciwne. Dla =135

wektor @ Jest znéw prostopadly do b dla 9 ==180° wektory @ i &
majg zwroty przeciwne.

4. Wyznaczyé kwadryke tensorows napigé Maxwellowskich (11.5).

Rys. 25. Polozenie wektora 1'd
- dla tensora napiegé
Maxwellowskich.

Rozwigzanie. Przede wszystkim, jak wiemy z rozwigzania
zadania 3 wektory @ i b leza symetrycznie po obu stronach tiego

wektora %. Dlatego @b=aTd ma 711<Lk Ay gdy 09748 lub
13509180 a znak —, gdy 450 1309, Miummy wige i za-

lozyé, ze stala C w réwnania (9.1) kwmiryki tensorowej a1'@ == - ¢
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ma oba znaki (por. str. 37). W pierwszych obu przedziatach
zmiennofei kata ¢ musimy wziaéd +0, a w ostatnim —C. Je-
zeli 7 ma kierunek jednej z osi wspdlrzednych, to znikajs skladowe
tensora napieé Maxwellowskich, nie znajdujace sie¢ na przekatni
macierzy (11.5), tak ze tensor jest sprowadzony do osi gtéwnych.
Jezeli np. 7 ma kierunek osi &, to ﬁ:h, i dla nieznikajacych skia-
dowych mamy nastepujace wyrazenia:

T&éz 'lp’l)z, T =—-1,D'l)2, Tctz-—'y)?ﬂ.

n

Roéwnanie kwadryki tensorowej (9.1a) przybiera wtedy postaé
(11.6) V(8 —n? — ) =£0C

Skiadowe wektora @ oznaczamy przy tym przez &,n,{. W przy-
padku 4+ C réwnanie (11.6) jest réwnaniem hiperboloidy dwupo-
wiokowej obrotowej dokola osi &, ze stozkiem asymptotycznym
o kacie wierzchotkowym 90°. W przy-
padku — (¢ mamy natomiast hiper-
boloide jednopowlokows obrotows
dokola osi & z tym samym stozkiem
asymptotycznym. O wygladzie kwa-
dryki tensorowej napied Maxwel-
lowskich daje pojecie obracanie ry-
sunku 26 dokola osi & ‘Wowezas
krzywa ciggla utworzy hiperboloide
obrotowa dwupowlokowa, a krzywa
kreskowana —  jednopowlokowa.
Stozek asymptotyczny powstanie
przez obrét asymptot.

Jasnem jest, ze € ma znaki
i — we wszystkich przypadkach,
w ktérych kwadryka tensorowa jest kombinacja hiperboloidy
jedno- i dwupowlokowej (w ogélnodei nie obrotowej). ,

5. W jaki sposéb wyrazaja sie sktadowe tensorowe kreskowane
Ty T, itd. przez skladowe niekreskowane ?

Rozwiazanie. Wedlug (8.1) mamy T, =i'Ti, T,,=i"Tj
itd. Jezeli wyrazimy tu'¢',j,k’ za pomoca (10.1) przez wektory
podstawowe niekreskowane i zauwasiymy, ze T, =iT%, T, =1iTj

itd., to otrzymamy bezposrednio:
Typrg= VT = (auz +a12;+alsz‘)T(a117—; +a125 +a137;) =

Rys. 26. Kwadryka tensorowa
napieé Maxwellowskich.
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sty (T p tay 4 Ly O + T laa) -+
‘+ o (T 00y Ty st Ty tay) -1
 dag(Tany + Tyyans + Thpttag) =
=T,.ah -{— Twam +T,,0% -+ ZTM,all g ETWaw Oyg 20 g tyq.
Tz,y,=z 15 = (a1t + aya] +0gs k) T (aalv/ A Ggg] - tgg ) =

= Q31 (T Cart "TW Opp - Ty 0ag) -
(11.7) + a9 (T 00y 4 L'y 0as + Tm(z%)~|—
—+ agg (T 001 + sz Ogp Tu Cgg) =

= Ty gy Ogy = Ly Oya Ogg 4+ Ly O g+ |

T @ry s e dm), ’|‘“T1/z(a12 Ogg -+ Gy Opa) - Lty clag - yg tyy)-

W kazdym z obu tych wzoréw wyrazenia znajdujgce si¢ na
pierwszych miejscach dotyczg tensoréw dowolnych, na drugich
zad miejscach — tylko tensoréw symetryceznych.

B. ANALIZA WEKTOROW

§ 12. Roéiniczkowanie wektoréw. WeZmy pod uwage wek-
tory o wspélnym punkecie zaczepienia O. Jezeli kazdeéj wartosel

. zmiennej skalarnej u przyporzadkujemy pewien wektor a, to wektor

(12.1) s = ()

- bedzie funkeja parametru u. Kofce wektora & beds wéwezas lezaly
na krzywej przestrzennej. Widzimy to, rozkladajae funkeje wek-
torows (12.1) na skladowe skalarne:

(122) = alw) ay = a,(u), @, = a,(u).

Tak samo mozemy si¢ przekonaé, ze kotice wektora b, zales-
nego od dwu zmiennych skalarnyeh « i v:

(12.3) o ' 5="5(u,v)

lezg na pewnej powierzchni.

iom
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Ad=afu- Auf-af)

Aby okredli¢ pochodna funkeji-wekto-
rowej (12.1), zauwazmy, ze przyrost Ad
wektora @ przy przyroscie Au parametru
w (rys. 27) jest to wektor -

(12.4) AG = d@(u -+ Au) — @(u).

Jezeli zatozymy, ze d(w) jest funkcjs
wektorowa ciggle zmiennej u, (latwo wi-
dzie¢, jak tu nalezy okredlié ciaglodé) to
Ad-0, gdy Au-0. Istnieje wobec tego

It : &
Ada 4 Rys. 27. hodna ——.
mozliwosé, ze wektor A dadZV WraZ b Pochodua
.z Au—~0 do pewnego wekbora granicznego; Jezeh tak jest istotnie,
to granice
i Ad u+Au)—a
(12.5) da v—hmw? == lim au + 4 )= alu)
A A0 A% w0 Au

nazywamy pochodng funkcji wektorowej da(u) wzgledem zmiennej
Ad

skalarnej u. Poniewaz Au lezy na cigeiwie krzywej K (p. rys. 27),

aa ‘ da
to I lezy na jej stycznej. Zwrot wektora Tu odpowiada przy tym

zwrotowi postepowania po kizywej, gdy u wzrasta (zwrot ten jest
zaznaczony strzatkg na rys. 27). ‘

W szczegblnodci wynika z tej definicji, ze jezeli |a(u)]|==const,
a’ wiec jezeli koniec wektora a(uw) lezy stale na powierzchni kuli,

da '
to wektor F jest prostopadly do wektora a(u).

Zupelnie tak samo jak w analizie funkcji zmiennej rzeczywi-
stej dowodzi sie wzordéw:

d d
2 (f(@) + g(@) = (@) + ¢'@) 1 72 (f@)g(e) = F'(2) 9(@) + (=) 9" (@),

mozemy opierajac sie na  definicji pochodnej (12.5) udowodnié
WZOLY : '

d . da  db
(12:62) PR v
15.6b) dsx) _ds  da
(12.60) Tdu du du’

[
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d(’b) da.  _db
(12.6¢) I = b+ du’
d(a X b) da dg
. b >< .
(12.64) F = +a

Wizystkie wystepujace tu wekbory i skalary nalezy uwazaé za

funkeje zmiennej niezaleznej u.
Jedli wektor @ przedstawiony jest w ukladme wspdlrzednych

o statych wektorach podstawowyeh ,7,k

(12.7) au) :‘_’Zam(u) +§a‘y(u) +70a’z(u’)7
to za pomocy (12.6a i b) otrzymujemy:

da _da Lda, - da,

= ].m
du rm T

A staiym ukladzie Wspéh'zgdnych skiadowe pochodnej wek-
tora & sa wiec wyznaczone przez. pochodne jego skladowych.
Jezeli w jest funkeja wielkodei skalarnej w

(12.8)

to mamy:

(12.9)

ZASTOSOWANIA GEOMETRYCZNE.

1. Wektor stycznej. Wektor wodzacy (por. § 11, przy-

- klad 2) jest to wektor okredlajacy polozenie punktu geometryecz-

nego P wizgledem drugiego punktu 0. Oznaczamy go zwykle przez 7

Jego skladowe sg wspéhrzednymi punktu P. Jezeli za zmienng nie-
zalezng przy]adé diugogé uku s, to wéwezas

(12.10) dr —i

ds
jest wektorem jednostkowym. Jego warto$é bezwzgledna okreglona
jest bowiem przez wartosé graniczng stosunku dlugosei cieciwy do
diugodei przynaleznego do niej tuku. Wedlug (12.5) wektor (12.10)
ma kierunek styeznej do krzywej:

7 =7(s) =7a(s) +Jy(s) + Be(s).

Wektor ten nazywamy welkiorem stycene;,

[§ 12] Rézniezkowanie wektoréw : 61

Jego sktadowe i,,%,,%, jako rzuty wektora jednostkowego
styczne] na osie ukladu, sg cosinusami kierunkowymi stycznej do
krzywej K (por. (12.8)):

dy

dx
=, 1, == cos(ds,y)=7d;,

t, = cos (ds, ) 0

dz

12.10a 1, = ds,z) = —.

( ) , = cos (ds,2) 7
Wektor A7 ma dlugodé, kierunek i zwrot cieciwy. Wobec tego
mozemy uwazaé wektor dF za element wektorowy tuku krzywej prze-
strzennej i oznaczaé go przez ds, ilekroé cheemy podkreflié jego

tacznogé z - elementem skalarnym luku ds.

2. Krzywizna krzywej przestrzennej. Zobaeczymy obec-

nie, jakie znaczenie geometryezne ma wektor % Mozemy przyjaé

w pierwszym przyblizeniu, ze dla dostatecznie malyeh As tak #(s)
jak i #(s -+ As) lezg w jednej i tej same]j plaszezyZnie p, ktéra na-
zywamy plaszczyzng Seisle styczng i ktéra przez te wiadnie wias-
nofé moze byé okreflona. W tym
samym przyblizenin mozemy uwa-
zaé element luku As krzywe] prze-
strzennej za element tuku kola, le-
zacego W plaszezyznie §cisle stycz-
nej (rys. 28). Srodek tego kola — jak
wiadomo — nosi nazwe $rodka krzy-
wizny krzywej K. v

W plaszezyznie fcidle stycznej le- 0
Zy tez mormalna gléwna 7% i wektor '
At =i(s + As) —i(s). Oba te wektory
skierowane sg ku grodkowi O krzy-
wizny. Kat miedzy #s -+ As) i #(s) réwny jest katom Agp miedzy
wektorami wodzgeymi przeprowadzonymi z punktu O do poczatku
i konica elementu As. Poniewaz wektor #(s) ma dtugosdé 1, to — jak
widziniy na gérnej prawej czefei rys. 28 — jest

i)

4 i:?[.s * AS}';(S)

i/&rds}

Rys. 28.  Wzér Freneta.

Al =nAgp.
Z rys. 28 widzimy tez, ze "
As =RAg,

gdzie R jest promieniem krzywizny, czyli promieniem kola prze-
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prowadzonego przez As. Dzielae obie ostatnie réwnosdei jedng przez
druga otrzymujemy wzér Freneta:

9.11 ai m
(1211) ds R
Zatc;m % iest wektorem, majacym kierunek normalnej gléw-

nej 7 i warto$é bezwzgledna réwng krzywiZnie 1/R krzywej K.

ZASTOSOWANIA KINEMATYCZNE.
1. Predko§é punktu. Niech
7()

F

I

okredla dla danej chwili czasu ¢ polozenie poruszajgcego sie pun-

ktu P. Oznaczajac przez kropke rézniczkowanie wzgledem czasu,

okre§lamy przez )
B(t) =7#(1)

wektor predkosei punktu P. Mozemy jednak uwazaé 7 réwniez za
funkeje diugodei tuku s, a dopiero s uznaé za zalezne od czasu.
Opierajac sie na (12.9) i (12.10), mamy woOwczas:

_dF(s() _dF ds st

7= (1) = 2T 80

(12.12) aristy) _ar a8 _ 448
dt ds di dt

Poniewaz % oznacza droge przypadajaca na jednostke czasu,

wiee predkosé 7 jest wektorem o kierunku styeznej f i o wartodci
bezwzglednej réwnej ‘drodze przypadajacej na jednostke czasu.

2. Obrét ciala sztywnego dokola pewnej osi niech odbywa
sig z predkoseiy katows u. A wiee w jest wartodeia bezwzgledns
predkofei punktu odleglego o jednostke dtugodei od osi obrotu,
Predkodé v punktu P ciala sztywnego w odleglodei ¢ od osi ma
wowezas wartosé bezwzgledny ou i jest progtopadia do plaszezyzny
Przechodzacej przez of obrotu i punkt P.

Aby wyrazi¢ ¥ wektorowo, okreflmy najpierw wektor predkosdel
kadt‘owej % ; jego wartoscig bezwzgledng niechaj bedzie %, jego linig dzia-
lania niech bedzie of obrotu, a jego zwrot niech bedzie przyporzad-
kowany wektorowi 5 wedtug reguly $ruby prawoskretnej. Wéwezas

(1213) U=HuXT,

‘ da . . . da
w ukladzie stalym da‘,:r‘-l;dt, a W obracajgcym sie da:E—dt.

[§ 13] Catkowanie wektoréw 63
gdzie 7 jest wektorem wodzacym, ktérego punkt zaczepienia O
(rys. 29) lezy na osi obrotu. Wedlug (5.1) mamy przeciez v=r, u,
gdzie r, jest skiadowsa wekiora 7 prostopadis do osi obrotu,
a wiec odlegloicia p punktu P od osi. Kierunek wektora 7 jest
prostopadly do plaszezyzny przecho-
dzgcej przez 7 i 4, oraz jest przyporzad-
kowany wektorowi # wedlug reguly
§ruby prawoskretnej. SprawdziliSmy
wige wzdr (12.13) co do wartosei bez-
wzglednej, co do kierunku i zwrotu.

3. Pochodna czasowa w ukla-
dzie obracajacym sie. Niech dany
bedzie pewien uklad — ktéry nazywaé
bedziemy stalym — i drugi, obracajacy
si¢ wzgledem ukladu statego z predko-
scia katowg % dokola danej osi. Oka-
zemy, ze pochodna czasowa wektora
a=aft), zaleznego od czasu, rézna jest 0
dla obserwatoréw, mierzacych ja w ukla-
dzie statym, i dla obserwatoréw, mie-

Rys. 29. -Obrét ciata

rzgceych ja w ukladzie obracajgeym sie. szbywnego.
Oznéwzmy te pochodne odpowiednio przez (Z; i 02:& .

Aby zndleéé zwigzek miedzy tymi dwoma wektorami, zauwaz-
my, 7e droga kofica strzalli wektora @ w czasie di réwna jest

’ =

Oczywidcie, przesunigcie da. kotiea strzatki wektora @ w ukladzie sta-
Iym sklada sie z jego przesuniecia d'a w ukladzie obragajacym sie
oraz z przesuniecia % X ddf, ktérego doznaje w ukladzie stalym

~ ten punkt ukladu obracajgcego sie, w ktérym znajduje sie chwi-

lowo koniec strzatki wektora @. Ostatecznie otrzymujemy wige

(12.14) M _%% . ixa

§ 13. Calkowanie wektoréw. W fizyce czesto spotykamy
catki, w ktérych pod zndkiem catkowania wystepuja wektory badz
jako funkecje podeatkowe, badZz jako rdzmiezki (np. ds). Moga to
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byé catki liniowe, powierzchniowe i przestrzenne. Okreflenie takich
calek nie przedstawia zadnych trudnodei, poniewaz calki powstaja
ze zwyklych sum przez przejécie do granicy.

Jezeli rézniczka dana jest przez wektor, to mozemy jej czedd
wektorowa zwigzaé z funkejg podcalkows. MoZzemy np. napisaé
rézniczke ds catki liniowej w postaci ds=ids, a element powierz-
chniowy df, jezeli wystepuje on jako wektor o kierunku normalnej,
przedstawié w postaci df =7ndf.

ZASTOSOWANIA GEOMETRYCZNE,

Nastegpujace twierdzenia sa uogélnieniem twierdzen pomoe-
mezychz§41§5

1. Dla kreywej zamknigiej K anika calka lindowa (por. twier-
dzenie pomocnicze z § 4):

fd@:fids:().

Dla tej samej calki rozlozonej na skladowe, wzér (13.1) przy-
biera postaé

fcos (ds, ) ds =fcos (ds, y)ds =j(cos (ds,2) ds = 0.
K K K

(13.1)

(13.12)

Znak f oznacza tu catke po linii zamknigtej czyli tzw. calke
obiegowq.

2. Dla powierzchni zamkwigtej F znika catka powierzchniowa
{(por. twierdzenie pomocnicze z § b)

f af = [maf=o.
* b
Oznaczajae przez cos (n,x),
nej, otrzymujemy stad wzory:

(13.2a) fcos (n, ) df =fcos (my)df =feos (‘%7 2)df=0.
P 7 pl .

(13.2)

... cosinusy kierunkowe normal-

3. Warto$é catki powierschniowe; .

- (13.3) o (maie (27
Fy fndf Ffdf\

Fg

icm
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dla jakiejkolwiek powierzchni Fy, rozpigtej na kreywej zamkwigtej K
nie zalezy .od ksztaltu tej powierzchni.

Przyjmujemy tu zawsze, ze normalna na Fp zwigzana jest
z kierunkiem obiegu na K regula fruby prawoskretnej.

Aby przekonaé sie o prawdziwosci twierdzenia, rozpinamy na
krzywej K oprécz Fp druga powierzchnie Fj. Wowezas catka po-

‘wierzchniowa po Fg i po Fx (jezeli tylko na tej powierzchni od-

wrécimy kierunek normalnej) jest calka po powierzchni zamknig-
tej, tak jak (13.2), a wiec znika. Odwrdcenie kierunku normalnej
zmienia tylko znak calki; oznaczajac wiec przez Fjy jej wartoé
przy pierwotnym klerunku normalnej, otrzymu]emy po odwrdce-
nin kierunku normalnej —ZFj. Poniewas Fp—Fr=0, przeto
Fp=F, tak jak glosi twierdzenie. ,

Ze wzgledu na to, ze Fy nie zalezy od przebiegu powierzchni F
(jezeli tylko powierzchnia F jest rozpieta na krzywej K i ma od-
powiednio skierowang normalng), mozemy za Fr uzyé powierzchni
stozkowej, ktéra otrzymujemy, laczac pewien punkt O wektorami
wodzacymi z poszezegblnymi punktami krzywej K. Oznaczmy
przez ds element wektorowy luku krzywej K,.skierowany zgod-
nie z kierunkiem obiegu na tej krzywej; woéwczas pole tréj-
kata, ktérego podstawag jest d5 a wierzchotkiem O, wyraza sie
1
3 (F X ds).

przez wektor Mamy zatem dla Fj catke liniows:

(13.4) FK:_%’( (7 X d3).

K

Co do geometrycznego znaczenia wektora Fg, zauwaimy, ze
rzut wektora Fg na jakikolwiek kierunek réwny jest polu ogramiczo-
nemu przez rzut kreywej K na plaszczyzn@ prostopadta do tego kie-
runku.

Yatwo stwierdzimy, ze tak jest, uwazajac Fg za sume elemen-
tow i pamietajac rozwazania z § 5.

W. Rubinowicz, Wektory i tensory. 5
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