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PREFACE AU VOLUME II.

Le manugerit de ce volume a été presque achevé lorsque la
guerre do 1930 déclata. Il n’a été sauvé que grice A la bienveillance
du COonsulat Suisse & Varsovie qui a pris soin de le faire parvenir
entre les mains de mon cher ami, le professeur René Wavre & Ge-
néve. Iin cas contraire, il aurait certainement partagé le sort de
mes autres manuserits et notices, fruits de mon travail scientifique
tout entier: il serait brilé par les agresseurs nazistes.

Lrayant recouvré aprés la fin de la guerre, j’ai pu m'apercevoir
on parcourant la littérature scientifique plus récente, combien la
Topologie &'était-elle développée, dans ’entre-temps, dans les pays
ol il a été possible de cultiver les. sciences pendant la guerre.

Le manuserit exigeait d'étre complété et actualisé. Malheureu-
goment, il a falla renoncer & y faire entrer une partie de nouveaux
résultats, ginon au prix d*un retard trés sensible de sa publication,
ce qui m’a paru particuliérement indésirable.

* #* *

Ce volume, avec la seconde édition (de 1948) du volume I,
forme un tout. J'ai tAché cependant de le rédiger de manidre que
le lecteur de la premidre édition du volume I néprouve pas de
difficultés appréciables. Cette thche n’était pas réalisable dans tous
les chapitres: le § 40 par exemple, consacré & la theéorie de la dimen-
gion, est intimement 1ié & l’exposé des éléments de cette théorie
tel qu'il se trouve dans la seconde édition du volume I.

Conformément au plan adopté (voir Préface au volume I), ce
volume IT est consacré & 1’étude des espaces plus spéciaux que ceux
traités dans le volume I. Ce gont: les espaces compacts (Chapitre IV),
connexes (Chapitre V), localement connewes (Chapitre V1), coniractiles
(rdiractes ete., Chapitre VII) et finalement le plan euclidien (Cha~
pitre IX).

Llespace y est entendu, en général, comme espace metrigue
séparable. Ce n'élait peut-étre pas toujours nécessaire -~ une
bonne partie de la théorie de connexité, par exemple, se laigserait
construire pour les espaces topologiques plus généranx, & savoir
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ne satisfaisant gqu’aux axiomes I—TII du §4 — maiz exposé
restreint aux espaces métriques séparables est beaucoup plus simple,
gans préjudice - me semble-t-il — aux problémes vraiement im-
portants et qui rentrent dans les matiéres de ce volume.

T1 n’est pas nécessaire de lire tous les paragraphes de ce livre
dans Vordre de leur succession; il y en a qui ne sont pas indispen-
sables pour comprendre les suivants.

Clest ainsi que le §40 par exemple, constituant la suite des
§§ 20—24 du volume I, consacrés & la théorie de la dimengion, occupe
une place un peu igolée. Cependant, le charme spéceilique de cette
théorie, la profondeur des résultats et la richesse de ses méthodes
m’ont porté & la présenter dans ce livre. C

© Il en esh peut-étre de méme du § 43, consacré & la théorie des
continug irréductibles. Je tenais tout particuliérement & attirer
Pattention du lecteur sur les ainsi dits continus indéeomposablos
qui appartiennent — comme il me gernble — aux fignres géometriques
les plus intéressantes. Leur théorie se distingue par une simplicité
exceptionnells, malgré qu’ils puissent gervir & des constructions
les plus singulidres; ils sont en méme temps les plus fréquents (au
geng de catégorie de Baire) dans I'espace de tous les continus de la
surface sphérique. Plus encore, les plus fréquents sont, dans cet
espace, les continug tout & fait dépourvus de sous-continus décompo-
sables, done ayant la structure la plus pathologique qui soit jamais
connue (ce sont les ainsi dits continus héréditairement inddcomposables
ou continus de Knaster). v

Pag moins intéressante est Ia fagon dont les continus indécompo-
sables ont été découverts. Schonflies a affirmé dang I'un de ges
travaux qu'un continu plan ne peut &tre frontidre commune de
troig régions différentes!). Ce théoréme a été réfuté par Brou-
wer?). L'exemple qu'il avait défini était bien un continu indécompo-
gable (comme on 1’a montré plus tard). La question §'est présentée
& son tour: est-il possible de construire une frontidre commune
& trois végions’ sans faire usage des continus indécomposables? La
réponse est négative?): une frontiére commune 4 trois régions (sur
12 surface.de sphére) est nécessairement soit un continu indécompo-

f 1) A. Bchonflies, Dise Hniwickelung der Lehre von Punllmarnigfaltig-
Keiten, 11, Leipzig 1908, p. 124 (XIV). ) ‘ o
) L, E. J. Brouwer, Math. Ann. 88 (1910}, p. 426,
) Voir ma note de Fund. Math. 6 (1924), p. 188,
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sable, soit somme de deux continus indécomposables. La question
8 été élucidée Aéfinitivement par Knaster, qui a réalisé les deux
cad par des exemples ). L'ensemble de ces théorémes a montré en
méme texps combien les problémes purement géométriques de la
topologie du plan sont intimement liés 4 la théorie des continus
indécomposables et — plus généralement — des continus irréductibles.

La topologie de l'espace euclidien 4 # dimensions, &, n’est
traitée dans ce livre que de maniére fragmentaire. On n’y trou-
vera que les théorémes qui se laissent établir, & I’heure qu’il est,
par les méthodes de la théorie des ensembles. Cest ainsi qu’il y est
démontré, par exemple, que la propriété de méparer 1’espace &"
et un invariant topologique; j'omets, par contre, le théoréme .de
Jordan-Brouwer en »n dimensions, de méme que celui plus général
sur Pinvarviance du nombre des régions en lesquelles un enserble
compact coupe V'espace &"2).

En topologie du plan la situation est toute différente. Les
méthodes ensemblistes y ont remporté un triomphe complet. L’an-
cienne méthode fort compliquée et pénible (datant de Jordan
et Schonflies), qui procédait par approximations & l'aide des
polygones, a été tout & fait éliminée. Son délimination — un des
points du. programme de I'Eeole Mathématique Polonaise, poursuivi
gurtout dans les colonnes de Fundamenta Mathematicae — a trouvé
gon expression culminante dans la thése d’Eilenberg?): en dé-
veloppant des idées de K, Borsuk, Bilenberg a montré que 1'étude
de Yespace 8%, ot XC&?, permet non seulement de démontrer
los théorémes connus d’une manidre extrémement simple et élégante,
mais aussi de Jles génédraliser trés considérablement et d’evrichir
la topologie du plan par la découverte des théorémes nouveaux.

1) B, Knaster, Quelques coupures singuliéres du plom, Fund, Math. 7 (1925),

. 280, .
¥ 2} Tout récemment K. Borsuk est parvenu 4 établir ces théordmes aussi
par les méthodes de la théorie des ensembles. Cette découverte, pas encore publide,

Slargit considérablement le champ d’application des méthodes en question eb

penmet de saisir les problomes topologiques qui ne semblaient accessibles qu'h
la, méthode de I'bomolegie. .

T.a méthode de l’homolegie n’est pas employée dans celivre. Pogr en exposer
la théorie, il faudrait écrire un volume & part; cela o 6té déjA fait, d’ailleurs,
par d’nutres auteurs (Alexandroff, Hopt, Lefsch et'z). ‘

1) 8. Bilenhorg, Tronsformations continues en circonférence et la topologie
du plan, Tund, Muth. 26 (1936), p. 61—112.
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Ces recherches constitunent le sujet du dermier paragraphe
(§ 55} de ce livre, L’espace 05"‘%, étudié par Eilenberg, y est remplacé
par Pespace D%, c’est-a-dire par celui des fonetions continues & va-
leurs complexes et qui ne s'annulent nulle part. Cela donne lien
A de petites simplifications formelles et — ce qui est plus important —
permet de mettre en évidence la nature topologique de plusieurs
théordmes de la théorie des fonctions analytiques. Aingi, le théoréme
de Weierstrass, par exemple, sur la décomposition des fonctions
entidres en facteurs primaires et celui de Rouché sur le nombre
algébrique des zéros d’'une fonction holomorphe se laissent-ils dé-
montrer pour les fonctions continues ne s’annulant nulle part et
apsujetties & certaines hypothéses de nature non analytique.

En terminant, je tiens & témoigner ici mon affectueuse re-
connaissance & tous ceux qui ont bien voulu m'asider dans mon
travail goit par leurs précieux congeils, soit par la lecture des épreuves.
Je remercie tout particulidrement MM. Knaster et Sikorski.

_ Casimir Kuratowshi
Varsovie, le 9 Mai 1950,

QUATRIEME CHAPITRE.

Espaces compacts.

§ 37. Notion de compacité.

L. Définition. Un espace est dit compaet lorsque toute suite
de points contient une sous-suite eonvergentel)., Aufrement dit:
lorsque, pour tout ensemble infini 4, on a

() 440,

A’ désignant Vensemble dérivé de 4.

~ TLe théoréme classique de Bolzano-Weierstrass, daprés
lequel toute suite bornée de nombres réels contient une zous-suite
convergente, peut donc éire énoncé comme suit:

1. Tout intervalle a<<e<<h est compact.

Les espaces -compacts peuvent é&fre caractérisés de la fagon
suivante:

2. Pour que Uespace soit compact, il faut et il suffit que chague
suite de points qui me comverge pas vers p contienne une SOus-suite
convergente qui ne converge pas vers p.

En effet, si la suite py,p,,... ne converge pas vers p, elle con-
tient — d’aprés une propriété générale des espaces L* (vol. T,
§14, 1, 3°) — une sous-suite p,,p,,... dont aucune suite partielle
ne converge vers p. L'espace étant supposé compact, 1a suite p, ,p, ...
contient une sous-suite convergente dont la limite est donc néces-
sairement disfincte de p.

) La définition de la compacité (pour les espaces .L*) et plusieurs de ses
propridtés ont été envisagées au § 14 (4 partir du N° VIII).

Cette notion est due & M. Fréehet, Rendic. di Palermo 22 (1906), p. 6.
1I est & remarquer que'le terme ,ensemble compact’ est employd par différents
avteurs dans un sens distinet de celui-ei, en entendant par ensemble compaet
un ensemble dont chaque suite de points contient une sous-suite convergente
(maig pas nécessaivement vers un point de I'ensemble considéré).

C. Kuratowski, Topologie IL 1



436 Chapitre IX. Topologie du plan.

Lies membres droits de ces égalités étant — comme nous venons
de montrer — égaux, on parvient & la formule (3).

Nous on déduirons que

9. L'indice est un invariant des homdomorphies positives g
transformamt & en &% cest-a-dire que indg g(p)=indgp ).

En effet, d’apres XTI, 1,

(9)  ind, p=p [%z)—p] eb ind . g(p)=pulg(®)—g(p)].

Par hypothése (cf. th.4), g(y)—g(p)~y—p sur &—p. Par
conséquent, gi%a)—g(p)~Lo(x)—p sur & (la courbe (%) étant si-
tude dans & —p). Cette homotopie implique en vertu du th. VIIT, 4
gue les membres droits des égalités (6) sont identiques; d’ol la
conclusion demandée.

Les invariants des homéomorphies positives (de o, ou de &%
peuvent &tre nommés invariants de la Topologie orieniée. Tels gont,
comme nous venons de voir, 1a multiplicité d'un ensemble, ’indice
d*un point.

Par suite, les valeurs absolues de ces invariants sont des in-
variants des homéomorphies arbitraires; elles sont done des notions
topologiques (bien que leurs définitions fassent usage des notions
non topologiques). '

Tel est aussi ’accroissement du logarithme. On a, en effet,
d’aprés XI (3) ('homéomorphie étant positive ou négative):

4, fyt=ind, . 0=ind 0=4f.

1) Voir Alexandroff-Hopf, op. cit., p. 476.
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INDEX TERMINOLOGIQUE DT VOLUME II.
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Termes,

Complétement conmexe par arcs (en-
semble) 231,

Composant 148.

Composante 87,

Concordantes (fonctions) 254.
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Coefficient d'applatissement 60, cale 287.
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Bicompact 8.
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tinue 48,
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Degré n-dimensionnel 60.
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Disque 358.

Distance relative 180,

Fltément ‘eycligue 235.
émentaire (ensemble) 370.
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Homomorphie 292.

Homotopie 275,
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Indice 424.

Iniérieure (fonetion) 48.

Invariani intrinséque 350.

Irrationmel (point) 207.

Irréductible {ensemble) 26, (espace) 131,
158, (séparateur) 175 (non-homm
topie) 280.

Irrégulier (point) 207. -

Isomorphie 292.
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299,

Localement compact 50 connexe 161,
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.Manoto'n.e (transformation} 123.
Multzplzczté 412, 414, cantorienne 105.

Mutre (61ément) 291.
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pdles 393.

Noyow de Phomomorpbie 292, (di-
mensionnel} 66.

Nulle paré connexe 94.

Ordre de Uespace cn un point 200,
de l'espace entre deux ensembles
201, de valeur 52, d’élément d’un
groupe 291, d’une fonction 52,

Oscillation 182. :
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Péanien (espace) 182,

Poini d*arrét 201, invariant 263, 431,
d’irréductibilité 181.

Ponctiforme 130.

Propriété (M) 109.

Qmsi»composante 92,
Quasi-homéomorphie 19.

Rcmg (d'un groupe) 296, (mod @) 209.

FRationnel {espace, pomt) 201.

Réduetible (propriété) 242,

Région 79,

Régulier (eéspace, point) 901, (homéo-
morphie) 376.

Réseau 374.

Rétracte absolu 259, de voisinage 259,

. d’un ensemble 258, par déforma-

tion 281.

Saiuré 26.

Semi-continu 128. -

Semi-continuité inférieure, supérieure
32,

Se:pa,mtew 96, local 97.

Séparés (ensembles) 79.
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Sous-contine 128.

Tanche 17, de continuité 47, de eohé-
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Triode 224,

Unicohdrence 104,
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