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11 vient _
(12) -~ Golw)=gy(®) pour = egyi(q,).

Car la condition zeg;(q g, implique, d’une part, que g,( w)_g,
et d’autre part, d’aprés (10), que fl(w)—q, d’out (ef. (11)) g,(z)= gj

Les formules (6), (7) et (12) lmpllquent que la fonction g,4-g,
est une rétraction de & en A +.4,

5. Qorollaire. Pour tout continu localement conmexe F qui n'est
pas unicohérent, il ewiste ume tmnsfoamatwn fe &% qui n'admet
aucun point tnvariant ).

Remarque. Les th. 4 et b peuvent étre générahsés en remplagant
le terme continu localement conmewe par espace localement et intégra-
lement connexe par arcs?).

6. Soit & un comtinu localement connexe, unicohérent, qui n’est
séparé par aucun point. 8i K est une région et si dim E= 0, Pensemble
R—E est connexe?).

Supposons par impossible que I’ensemble R—E ne soit pas.
connexe entre p et . 11 existe par conséquent (d’aprés 1) un continu
CCE+(X—R) «qui sépare p et ¢g. Comme dim E=0, il vient
OCE—ER (rappelons que C ne se réduit pas & un seul point, par
hypothése). Mais ceci est impossible, pulsque F—R ne sépare pas
les points p et ¢.

7. Corollaire. Sous les mémes hypothéses, on a dim F>2 (& con-
dition que & contienne plus dun point).

Plus précisément: on a de =2 (cf. § 41, XI).

8. Corollaire. Tout comtinu localement comnexe, unicohérent ef
de dimension 1 est une dendrite 4).

Oar, dans le cas contraire, il contiendrait un élément cyecli-
que O (ne se réduisant pas & un seul point). ¢ étant unicohérent
(d’aprés § 47, III, 5), on aurait dim 0>2.

1) Voir ma note Sur quelques théorémes fondamentauws de P Analysis situs,
Fund. Math. 14 (1929), p. 307.

2) Voir K. Borsuk, 1. cit. p. 184 et 188.

%) Ct. R. L. Wilder, Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1929), p. 349. Pour
le cas ot F=,, ¢f. E. Phragmeén, Acta Math. 7 (1885), p. 43 et L. E. J. Brou-
wer, Math. Ann. 69 (1910), p. 169.

4) Ci. L. Vietoris, Proc. Akad. Amsterdam 1926, p. 446,
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NEUVIEME CHAPITRE.

Topologie du plan.

§ 53. Généralités sur ’espace &".

I. Ares polygonaux dans &". Tout arec composé d’un nombre
fini de segments rectilignes est dit arc polygonal.

1. Tout couple de points d'une région RCE" se laisse unir
dans R par un arc polygonal. .

Soit, en effet, p un point fixe de R. I1 s’agit de démontrer
que l’ensemble P des points qui se laissent unir & p par un are
polygonal contenu dans R est fermé-ouvert dans R (done iden-
tique & R). Or, cela résulte facilement du fait, que # et y étant
deux points appartenant 4 une sphére (% » dimensions) contenue
dans R, si 'un d’eux appartient & P, ’autre lui appartient éga-
lement.

2. Lemme. Soit ¢ une constante telle que 0<c<1. Soient:
R, le reciangle c—1<a<l, |y|<l—e,
R le rectangle c(c—1)<z<e, |y|<e(l—c),
Llesegment 0 o< e de Paxe X, M et N les segments unissant le point (0,0)

respectivement au contour F. de R, et au contour Fy de R, et formant
avec Vaxe X Vangle 0, respectivement Vangle 6+, ot 0 est donné

davance et ot 0<B<m. Il existe alors une homéomorphie h telle que

h(R)=R,, ML)=M e »h(x,y)=(sy) pour (z,y)ecF+N.
Soit ¢ une fonction continue croissante telle que
(1) #0)=0, @(6+n)=0+m, @(2m)="0 2.
Considérons la fonction g(a,u) définie comme suit:

¢(a) pour O<Ku<e
2) gla,u)=

2 lau—e)Fole) (1—u)], e<u<l,
22%
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On constate facilement que:
10 ¢(2m,u)—g(0,%)=2m,
20 g(a,u) est une fonction croissante de o pour = fixe,

P 3% g(u, 0)=gp(a), 9(a,1)=a,
| 49 g0+ m,u)=0-+ .
/'/\n uL Désignons, de fagon générale, par

R, le rectangle

— |

et par F, sa frontiére. Il vient

u(e—1)<o<u, [y|<u(l—e)

(3) R= ) F,, ou F, -Fy=0 pour wu=u'.
0ut

La fonction & est définie comme suit. Soit (#,y) un point de R,
différent de Dorigine; soit o« son argument (=arctg y/z) et soit
(z,y) e F'y. Nous désignons par h(z,y) le point situé sur F',, dont ’argu-
ment est ¢(a,u). En outre, nous posons k(0,0)=(0,0).

On déduit de 2° et 1° que % est une transformation homéo-
morphe de F, en F,, donc—en vertu de (3) —de R, en R,.

Puis w(L)=M. Car pour (z,y) €L, on a a=0 et ue. Done sui-
vant (2): ¢(0,u)=¢(0)=0 d’apres (1).

Enfin, si (z,9) ¢ Iy, on a u=1, done d’aprés 3° g(a,1)=na, d’olt
Me,y)= (2,7).

La méme égalité a lieu si (x,y) ¢ N, car on a alors a=0-7,
d’olt g(a,u)=a d’apres 4°.

3. Lemme généralisé. Soit, dans &", P le rectangle & n dimensions:
c—1<o <], |5|<1—e¢, .., |24<1—ec.

L, M et N ayant le méme sens que dans le lemme 2 (en y remplagant &
par @y et Yy par @), il existe une homeomorphie f telle que

[(P)=P, f(L)=M e flx)=n powr oe¢Fr(P)+N
{(z désignant le point y,...,2,).
Soit, en effet, v, le plus grand parmi les #—1 nombres:
Uy [@mf:(1—c), .., |m:(1—e¢),

o étant défini par la condition: (w,x,) ¢ .

icm

§53,1 Généralités sur Iespace & . 341

Le point (¥, ..., ¥n)=F(&y, ..., 2,) est défini comme suit: (¥,Y,) est
le point situé sur ¥, dont argument est g(a,v,) et olt @ désigne Pargu-
ment de (zy,2,); en outre yy=u1;,...,y,=2,; enfin f(0)=0.

Etant donné un systéme de 2—2 nombres 2%...,20, désignons
par ngw?, la section de P composée des points z,...,x, tels que
Ty= 2, ..., T, =20,

I’ensemble des points de ngxg tels que (xy,2,) e 7, (u étant

donné en avance) sera désigné par ng'__wou.
n

On constate aussitot que, lorsque z parcourt 1’ensemble ng’__mou
ny
vy est une constante. En conséquence (cf. 1° et 29), la fonection f

transforme cet ensemble en Iui-méme de fagon homéomorphe. Comme
d’auntre part,

P‘;ZPws...xnm
la sommation étant étendue aux systémes z,...z,u tels que

Emﬁi,gl—C? “ety Iwnlgl"‘@, Ogugl,

et les sommandes étant disjoints, —on en conclut que f est une
homéomorphie telle que f(P)=P.

Sur le plan X, X,, on a v,=u; de sorte que la fonction f coincide
avec h. Par conséquent, f(L)=M et f(z)=x pour z e N.

Soit, enfin « e Fr (P). Il s’agit de prouver que f(z)=z. Or,
la frontiére de P se compose des points # tels que (%;,m,) €« F,, ainsi
que des @ pour lesquels on a soit |r5|=1—¢,..., S0it |@,]=1—c. Si
(@1,2,) e Fy, on a w=1, d’o1 v,=1, donec f(zx)=2 d’aprés 3°. On
parvient & la méme conclusion si |2j=1—¢ pour un indice j>3.

4. Théoréme ). Tous les ares polygonauz contenus dans Pespace &"
sont topologiquement équivalents; c'est--adire qu'a tout couple darcs
polygonaux correspond une homéomorphie de &" en &" qui trans-
forme Vun de ces arcs en Vautre.

Procédons par induction suivant le nombre m des cotés de
I'are polygonal considéré. Le théoréme étant évident pour m=1
(segment rectiligne!), admettons qu’il soit vrai pour m—1 (m>2).
Soit A=a,0,...Gm—1ay un arc polygoenal. I1 est évidemment légitime
d’admettre que le point a,,_; coincide avec ’origine des axes, que
le ¢O6té apian est situé sur I’'axe X, @m2apy—y sur le plan X, X,

1) Pour une généralisation de ce théoréme aux arcs arbitraires (ot n=2),
voir § 54, V, 2.
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et que O=<Llm2lm—10n<m. Soit ¢=|0m—0m—1|- Soit £¢>0 un
nombre tel que le rectangle P (& n dimensions) défini par. les con-
ditions

—e 0 KO0+-¢ g <&y oy | <oy
est- disjoint de l’arc ayt...0m—s.

En admettant, pour simplifier les notations, que c¢-t+e=1,
on peut poser dans le lemme 3: L=0pn 10m 66 N=P-ap_2an_1 €t
on peut désigner par M le prolongement rectiligne de @p—sa,—
& partir de @m— jusqu's F,. Considérons I'homéomorphie f en-
visagé dans le lemme 3 et désignons par h la transformation de
&" en &" définie par les conditions:

hx)=fz) pour xeP, h(z)=z pour ze&"—P.

Comme f(x)= sur la frontiére de P, h est continue et, comme
f(P)=P, h est une homéomorphie transformant &" en &". De
plus, & transforme P’arc A en ’arc polygonal B=ayty...qm -+ M
&4 m—1 cotés, car la condition f(x)=x pour ¢ N implique que
h(z)=x pour xea,...0m—y, et comme f(am_10m)=DM, il vient 1(A4)= B.

Le théoréme étant supposé vrai pour B, il l'est aussi pour 4.

Voiei plusieurs conséquences du th. 4.

5. A dlant un are polygonal, on a
A::kUlE”" ol FrpaCInt (Fy) e Frgs (014 . +2p< 1),
po x

En vertu du th. 4, 1a démonstration se réduit au cas olt A est
un segment rectiligne. Mais, dans ce cas, la démonstration est immé-
diate; on peut représenter, en effet, tout segment comme produit
d’une suite infinie d’ellipsoides décroissants.

6. A diant un arc polygonal, on a &"—A 7 &"—(0). De plus,
on peut admettre que ¥homéomorphie en question ne différe de Uiden-
tité que dans Dentourage de A. ’

En effet, 4 étant un segment de droite et les ensembles F, du
th. 5 étant supposés des ellipsoides, soit K, la sphére «i -+ ... +z2<1/m.
En transformant &"—F, en &"—K, et, de fagon générale, Fp—F iy
en K,—Kp,qy, on définit facilement une transformation homéo-
morphe de &"—A en &"—(0).

7. Accessibilité rectilinéaire. Soient: A un are polygonal, R une

région C&", p e ACR o6t qe R—A. Il existe un arc polygonal B tel
que p,q e BCR et AB=7p.
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En entourant le point p d’une sphére suffisamment petite,
on constate aussitét qu’il existe dans cette sphére un segment
rectiligne pq' CE n’ayant que le point p en commun- avee A.
D’aprés 6, 6"—A est une région. Done R—A Test également (puis-
que R—A=R-("—A) et R+(6"—4)=6E" cf. §52,11,2). Il
existe done, en vertu de 1, un arc polygonal ¢'¢gCR—A. On désignera
par B un arc pg extrait de pq'+¢'q. '

Appliqués & D’espace &n, les th. 5—7 conduisent & 1'énoncé:

8. G-y m Glant un sysiéme de points exiraits d'une région
RCSy, il existe un arc A et une région R* tels que

1° ag,...,am €« ACR*, R*CR,

20 (Sn—Aﬁém,

8 B [ (@ .. +on<l), B 556" et Fr (B 5 8ot

top

En effet, en tenant compte de 1 et 7, on constate (par induction)
qu’étant donné un systéme de points ag,...,an dans une région
RC&", il existe dans R une ligne polygonale contenant ces points.
On en conclut — en considérant §» comme l'espace &" augmenté
du point & Pinfini — qu’il existe un arc 4 tel que ay,...,ame¢ ACR,
et une homéomorphie & de §"—A en &"—(0) laissant invariant,
conformément & 6, le point & l'infini; b détermine donc une homéo-
morphie de &,—A en &,—(0); le dernier ensemble étant homéo-
morphe & &", la condition 2° se trouve établie.

Le reste du théoréme se déduit de 5.

IL. Coupures de &,!). D’aprés le th. 2’ du § 49, ITT, la dimension
de connexité de &, ainsi que de &" est n. Autrement dit, aucun
ensemble fermé de dimension <<n—2 ne sépare ces espaces. Nous
allons démontrer & présent qu’aucun ensemble de dimension <n—2
(qu’il soit fermé ou non) me les coupe. Plus précisément:

1. Théoréme de Mazurkiewicz?). Soit R une région de & (ou
de 8,). Si dim ALn—2, R—A est un semi-continy.

9. Lemme. Soit S=p,..p, un simplexe & n dimensions. S
ECS—p,..p,—p, € dim E<n—2, il eviste un sous-continu de
S—E unissant p; & Py D, '

1) Pour les th. 3—11, cf. K. Borsu k, Uber Schuitte der n-dimensionalen
Euklidischen Rédume, Math. Ann. 106 (1932), p. 239, Cf. aussi du méme auteur
Monatsh. Math.-Phys. 38 (1931), p. 381, ainsi que P. Alexandroff, Dimensions-

theorie § 5, Math. Ann. 106 (1932), p- 218.
2) Fund. Math. 13 (1920), p. 211.

@
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Posons, en effet,

Qi=p0...pi_1pz.+1...pn et Gi=8—Q—q,.

Comme Gy+ ...+ G=8—p,—Q,DE, Vindgalité dim BE<n—2

implique en vertu du th. 4 du § 22, IT¥, Vexistence d’un systéme
d’ensembles ouverts Hy,...,H, tels que
ECH,+..+H,, H, ..-H,=0, HCG, dou H,; §=0.

On en conclut en vertu du th. 8 du § 23, II, que l’ensemble
H,+ ...+ H, ne sépare pas S_entre Do et Q. 11 ~existe done un con-
tinu unissant p, & @, dans §—(H,-+...+H,)CS—E.

Le lemme établi, on en déduit que, @, désignant le sphéroide
Ellz|<1] de &" et p, et p, désignant ses péles, aucun sous-
x

ensemble A de Qn—pN—«pS de dimension <n—2 ne coupe @,
entre p, et po. En effef, f ébtant une transformation continue
de § en @,, telle que :

f(g):Qm f(po)=pN7 f—l(ps)zzgo
et que f|S—p,—@, est une homéomorphie, I’ensemble E=jf"1(4)
satisfait aux conditions du lemme. ¢ désignant un continu tel que
o e CCS—E et 0Qu0,
() est un continu unissant p, & py dans @Q,—A.

De 13 résulte qu’aucun ensemble de dimengion <n—2 mne
coupe &" entre deux points o et b; car il ne coupe pas le sphéroide
de centre {(a-b) et de diametre |a,—bl entre a et b.

Soient, enfin, B une région de &%, a,b e R et dim A<n—2.
Drapres I, 8, il existe une région R*CR homéomorphe & & et
contenant o et b. Comme nous venons de prouver, il existe un
continu unissant ¢ et b dans R*—A, done dans R—A.

3. Soient F=FCS,=F et feSii. Les conditions swivantes
sont dguivalentes:

10 f=~1, cest-a-dire que | est homotope &

20 f admet une extension sur S,

3% f admet une extension sur S, privé dun seul pomt

L’implication 1°—2° résulte directement du th. 7 du § 49, 1T,
et I'implication 2°—>3° est évidente. Reste & démontrer que 30—>1°
Or, soient fCgedSy"” ef ped,—F. Iensemble S,—p étant

confractile dans soi (en tant quhoméomorphe & &"), on a g~1
(cf. § 49, VI, 2 (3)), d’ott f~1.

DPunité,
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4. Soient p==q, fe e?“gﬂ"”"’ ¢ F=FCS,—p—q. Sz F nlest
pas une coupure entre p et ¢, on a f|F~1.

Soit, en effet L un are polygonal tel que p,qe¢ LCS,—F.
En tant qu’homéomorphe & &” (cf. I, 8,2 9, &,—L est contractile
dans soi. Done (f|§,—L)=~1, Qon f|F~1.

5. Soient p==q, fe e?fgl” et fnon~1. 8i X sépare p et g,
on a f|X non~1.

En effet, en tant que séparateur entre p et ¢, X contient un
séparateur fermé I entre ces points (§ 16, VI). On a donc

Sn=A+B, peAd=A4, geB=B «t AB=F.

Sans restreindre la généralité, on peut admettre que p est le
pole nord de &,, ¢ le pdle sud et que 4 est contenu dans I’hémi-
sphére fermée du nord. Admettons que

flX~1, dou f|F=~1, done (f|F)Cqedn,,

d’aprés 3. En posant

w_ | g(®) pour ze A,
/ <m)~{f(m) pour xe B—gq,

il vient (fjdn—1)Cf* € e?ff_"" puisque Sp—1CB. Il en résulte d’aprés 3
que f|Sp—1>1. L’ensemble S,—p—g étant déformable dans soi
en Sp-1 (cf. §49, IV, ex. 2), il vient f~1 d’aprés § 49, IV, 1.

6. Corollaire. Désignons par py €t pg les pbles, nord et sud,
de S, et par 7(x), ok pyEakp, la projection de x sur Uédquateur Sp—y
effectude le long des méridiens. Pour qu'un sous-ensemble fermé?) B
de S§,—py—pg soit une coupure entre les pdles, il faut et il suffit
que 7| F non~1.

I1 ne s’agit que de constater que 7 non=~1. Or, pour & e Sp—1,
on a r(x)=x; donc (cf. §49,71, 9) 7|Sp—1non~1 et & plus forte
raison r non 1.

7. Lemme. Toute fonction fe YSn—t admet wne extension
*e YU—O),

On n’a qu’a poser f*x (] *) pour 0==2 € @,.

1) Pour n=2, I'hypothese que F soit fermé peut étre omise, voir § 65, 11, 1.
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8. Lemme. Soient: R une 1egwn Cny pyqeck ¢t fe Y-, Il
ewiste une fonction g telle que f|Fr (R)Cyge Z/R“‘I

D’aprés I, 8, il existe une région R* telle que

R*CR, FF=@Q, et Fr(B*)=

iop

St -

_Soit, conformément & 7, h une extension de la fonction f| Fr (B¥)
sur R*—gq. Il reste & poser:

p;QER*a

fop

ha) pour @ ¢ FF—
g(@)= (#) pour x e K q*
f(x} pour x ¢ R—R*.

9. Soient F=FCS, et feSiy. Il existe un ensemble fing

ACS,—F et une ewtension f* e é’fi:‘i de f1).
~ Plus précisément, il eviste un systéme fini (vide ou non) de

composantes (différentes) Ry,...,Ry de Sp—F tel que:

1° pour aucun j<k, on n'a f|Fr (R)>1,

20 k<=0,

30 E désignamt un systéme de points py, ..., Py, 0% p I R ” 1l existe
une extension f* e eS'ec 7 de f.

Sn—1 6tant un rétracte absolu de voisinage, f admet une
extension sur un entourage de F, donc sur un polytope contenant F.
Il existe donec un complexe (simple fermé) 74,..,7. tel que
So=T4 ..+ T+ ..+ T, et dim Tj=mn, ainsi qu’ une extension
fleeS‘,,_l de f, oo P="T,+ ...+ T,. Soit Q=TFr (Tpy1)+ ...+ Fr (T)).

Done dim @<<n—1. La sphére &,—; étant localement et intégralement '

connexe en dimensions <n—1 (cf. § 48, V, 2), f, admet une exten-
sion f,e Siif (d’aprés § 48, IV, 1'). Soit a; le centre de 1.
Posons A= (@mti,..,ar). D’aprés 8, la fonction f,[Fr (T;) admet
(pour tout j>m) une extension f ;e cS I af La fonction f; iden-
tique & f, sur P4Q et & fy; sur T—aj, ou j=m—+1,...,r, est une
extension de f, et on a f; e @S‘9"1 .

La premiére partie du théoréme se trouve ainsi établie.

Soit B= (by, .., bx) un sous-ensemble de &, —F tel que fCg eSS "
et que B est irré duetlble par rapport & cette propriété, c’est-a- dlre
que f n’admet aucune extension sur &§,—B-+b;, quel que soit j<k.

Soit R; la composante de &§,—F qui contient ;. Nous allons
démontrer que R;=R; pour i=j.

') Voir, par exemple, S. Eilenberg, Fund. Math. 26 (1936), p. 280.

icm

§53, 11

Généralités sur Pespace &M 347

Supposons, par contre, que by,b; e R;. L’ensemble Ky;—(by,...,bz)

Stant une région (cf. 1), soit, conformément & I, 8, R* une région

telle que: '
bo,by € B*, R*CRy—(Dy,..., ), E?Emzpczn et Fr(R*) =
Il vient d’apres 7

[g|F (5%)] C gy « SF2

ng—l .

top

Mais alors la fonction g¢* identique & ¢ sur S,—R*—B et
4 g, sur R*—b, est une extension de f sur $p—(by,...,bs), contraire-
ment 4 la définition de B. :

En supposant, contrairement & 1°, que f|Fr (R;)~1, il existerait
d’aprés 3 une extension % eé‘fﬁi de f|Fr (R;). Mais alors la fonction g*
identique & ¢ sur S,—R;—B et 4 h sur R; serait une extension
de f sur &,—B-+D;, ce qui est impossible.

Si Pon supposait que k=0, on aurait B=b, d’olt ge nﬁ:br,
mais alors f admettrait une extension sur l’espace &, tout entier
en raison du th. 3

Pour établir 39, posons conformément & 8:

gIFr (R)Cje SHT

Il suffit de désigner par f* la fonction identique & ¢ sur
Sa—(Ry+ ...+ Ry) €t & f; sur Ej~pj pour j=0,...,k.

10. Théoréme de Borsuk?). Soit F=FCS,==TF. Les conditions
suwivantes sont équivalentes:

10 §,—F est connexe,

20 ST, est conmexe,

30 F est contractile relativement & Sp—i,

4° e?f_l=<5fill1f’.

Léquivalence 20=3° résulte du th.2 du §49, V. L'équiva-
lence 3°=4° résulte du th.3. L’implication 3°—1° résulte du th.6.

Reste &4 démontrer que 1940, Admettons donc que F n’est pas une
coupure et que fe ST .. L'ensemble &,—F étant une région, on a

“d'aprés 9, 20, fCf* e e?fﬁl_

1) Voir p. 343, renvoi 2,
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11. Si aucun de deux ensembles fermés B, et Fy n’est une coupure
entre les points p et q et si dim (Fo-Fy)<n—3, Fo-+I'y n’est non plus
Une coupure entre ces points?t).

En admettant que p=p, et ¢=pg, on a, QCaprés 6, 7|F ~1
et r[Fy~1, et il vient en vertu du § 49, 1T, 9, r|Fy-+F,~1, d’ot la
conclusion en raison du th. 6.

III. Coupures irréductibles. 1. Soient feegfi:" 9, f non~1
et F=FCS,—p—q. Pour que F soit une coupure trréductible de S,
entre p et g, il fout et il suffit que J|F drr mon ~1.

Autrement dit, la condition: F est une coupure entre p et q
tandis qu’aucun A=ACF==A n’en est une, équivant i la condition:
flF non=~1 tandis que f|4 ~1 pour tout A=ACF==A.

C'est une conséquence directe de II, 4 et 5.

Remarque. Si p=p, et g=pg, on peut substituer & f la fone-
tion r du corollaire 6 du NOII.

22). Soit F=F==&,. Les conditions suivantes sont équivalentes:

10 F est une coupure irréductible enire deux points,

2° F est la frontiére commune de deux composanies de S—F,

30 4l ewiste une fonction f e Sty telle que f irr nom 1,

L’équivalence 1°=2° résulte du th.1 du § 44,7V, et Iimpli-
cation 10->3° résulte du th. 1. Reste & démontrer que 3929, Soit
donc f e Sn_y et firrnon=~1. Comme f non~1, il existe deux com-
posantes Ey+FR, de §,—F telles que fIFr (R)) mon =1 pour j=0,1
(cf. II, 9, 20 et II, 3, 2°). I1 vient F=Fr (R)), car on aurait autre-
ment f|Fr (B;)~1 en vertu de la condition firr non ~1.

3. F dtant une coupure irréductible fermée entre p et g I niest
séparé par aucun sous-ensemble fermé de dimension <n—33).

C’est une conséquence directe de 1T, 11.

Nous en déduirons I’application suivante:

1) Pour n=2, on peut remplacer I'hypotheése que I'ensemble Fy- ¥, s’annule
par celle de sa connexité. Voir § 54, I, 6. Pour 2= 3, le th. 11 résulte de I’unicolé-
rence de &, voir §52, IT, 3.

?) 8. Eilenberg, Fund. Math. 2 (1938), p. 104.

8) Cf. P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Ann. 106 (1932), p. 227,
et ma note dans Ann. Soc. Polon. Math. 16 (1937), p. 220. Le th. 3 remonte
a4 P. Urysohn (cf. son mémoire de Fund., Math. 7, 1925, p. 96 ot 8, 1926, p. 312)
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4. Sotent: C un continu CS,, R une région-composante de $,—C
et F=FCTFr (R). Si dimP<n—3 et si C—F est connexe, Fr (R)—F
Dest également.
Supposons que Fr (R)—F ne soit pas connexe, done que

Fr(R)—F=M+N, H-N+N-M=0, M=+0%N.
Posons K= &,—ER. Il vient
K=7Fr (R)+(S,—R) et S,—R=B;+ By+...

une série (infinie, finie ou nulle) de régions-composantes de &,—R.
D’aprés le th. 2 du § 44, V, Fr(B,) est une coupure irréductible
de &,. La formule

Fr(B;)CFr (B)CFr (R)=M +F N,

implique que T'on a soit M -Fr(B;)=0, soit N -Fr (B)=0, car
Pensemble F, en tant que de dimension <<n—3, n’est pas un sépa-
rateur de Fr (B), d’aprés 3. -

Dégignons par M* ’ensemble M- F augmenté de tous les B,
tels que NV -Fr (B;)=0, et par N* Pensemble N --F augmenté de tous
les autres B;. Il vient (cf. § 44, 111, 3)

KE=M*+N* M*=M* N*=N* et M* N*=F.

Comme .
M4-NCFr (R)CCCS,—R=K,
il en résulte que

O=CM*+ CN*, F=CM* CN* et CM*+£0%=CN*,

c¢e qui prouve que C—F n'est pas connexe.

IV. Invariants. La notion de coupure fermée de &, ainsi
-que celle de coupure irréductible fermée, étant caractérisées par des
conditions intrinséques (II, 10 et III, 2, 3%), ces notions somt des
invariants topologiques. Il en résulte, en particulier, qu'un sous-
ensemble de &S, homéomorphe & Sn,—y est une coupure irréductible
de Sn.

De fagon plus précise, on a le théoréme suivant:

1. La notion de coupure fermée est invarianie par rapport aux
transformations & petites tramches.

C’est une conséquence du th. 5 du § 49, V, rapproché de IT, 10, 3°.
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3. Soit F=FCSy—p—g. S8 F est une coupure, enire p et ¢,

tout ensemble que Von obtient de par F une déformation dans Sp—p—gq

est ume coupure entre p et q.
C’est une conséquence du th. 1 du § 49, IV, rapproché de IT, 6.

La notion de coupure irréductible fermée étant un invariant
intrinséque, on déduit de 2 que:

3. Aucune coupure irréductible fermée ne se laisse déformer em
un vrai sous-ensemble.

Le th. 2 entraine aussi le théoréme suivant:

4. Théoréme de balayage. Il est impossible de déformer unme
coupure fermée entre p et q en un seul point sans passer ou cours de
cette deéformation soit par p, soit par q.

En voici une autre forme du théoréme de balayage!):

da. F dtant un sous-ensemble fermé de &", toute composante
bornée de &"—F est balayée au cours de toute déformation de F en
un seul point.

On peut, en effet, désigner par p un point arbitraire d’une
composante bornée et par ¢ le peint 3 Dinfini.

5. Tout ensemble F=FCS,—p—q qui n’est pas une coupure
entre p et q se laisse réduire en un seul point par une déformation
effectuce dans S,—p—q.

Car A désignant un are polygonal pqCdS,—F, Iensemble
Sn—A, en tant qu’homéomorphe & &" (I, 8), est contractile dans soi:

6. La notion de séparatewr est un invariant intrinséque; c'est-
d-dire, si A et B sont deuw ensembles homéomorphes contenus dans
Sn ¢t i Sp—A est connexve, S,—B Pest aussi.

En effet, si &§,—B n’est pas connexe, il existe d’apres le th. 7
du §44,IV, un ensemble fermé FCB tel que les conditions
FCH=HCB impliquent que H est une coupure de J,. La notion
de coupure fermée étant un invariant intringéque, il en résulte en
vertu du méme théordme que A est un séparateur de o,.

ERemarque. La notion de coupure (non fermée ) de S, nest pas
un mwvariant intrinséque.

1)_KZ. Borsuk, Monatsh. Math.-Phys. 38 (1931), p. 383. Voir, dans un
ordre d’idées analogue, S. G-olgb, Un théoréme de balayage, Fund. Math. 12 (1928),
P- 4, et F. Leja, Fund. Math. 10 (1927), p. 421.
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Pour g’en convaincre, posons
:E{(y:sin 315) (0<lm}<1)}+(0,1)—]—(0,—1),
.1
B= {(y =sin E) (0<x<1)}-|—
+ E{(y:zm—{— siu}c) (0<w<1)}+(0,1) + (0,—1).
xy .

7. Lemme. G étant un sous-ensemble ouvert et borné de &, il
n’existe aucune rétraction de G en Fr(Q)1).

En effet, il est 1égitime d’admettre que GC @, et que le point 0
appartient & @. Soit 7 une rétraction de G en Fr (§). En posant

f(w)={ r(x): [r(@)] pour ze @

: @ || pour e @,—G,

on définit une rétraction de @, en &,—y, contrairement au th. 2
du § 23, I11.

8. A diamt wun rétracte dun sous-ensemble compact F de &,
le nombre des composantes de &"—A ne dépasse pas celui des compo-
santes de &"—F.

St A est un rétracte par déformation de F, ces nombres sont égauzs.

Soit, en effet, » une rétraction de F en A. Soit R une compo-
sante de &"—A. On a donc Fr (R)CA. Il en résulte que R—F==0,
car en supposant que RCF, 7|E serait une rétraction de R en
A-B=TFr (R), contrairement & 7.

On peut donc faire correspondre & R un point p,e R—F.
Soit Q@ la composante de &"—F contenant p,. Comme &"—FCE"—A4,
il vient @rCR, d’out la premiére partie du th. 8.

" La deuxiéme en résulte en vertu du th. 2.

9. A dtamt un rétracte absolu de voisinage, compact et sttué dans &",
le nombre des régions de &E"—A est find.

Si A est un rétracte absolu, ce nombre est 1, c’est-d-dire que A
ne coupe pas Vespace.

En effet, en tant que rétracte d’un sous-ensemble ouvert et
borné de &", A est un rétracte d’un polytope, donc d’un ensemble
compact qui coupe ’espace en un nombre fini de régions.

1) K. Borsuk, Fund., Math. 17 (1931), p. 161.
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Ce polytope peub étre supposé un cube & n dimensions, si 4
est un retracte absolu.

10. Pour les sous-ensembles de Sn, lo notion de point intérieur
est um nvariant intrinséque.

Ii en est done de méme de la notion d’ensemble owvert et de celle
densemble frontiére*).

Soient: ACS,, @ un ensemble ouvert, p e GCA et b une trans-
formation homéomorphe de A en h(4). Tl s'agit de démontrer que
X(p) est un point intérieur de h(4).

Soient F un ensemble fermé et P et R deux régions non VldeS
telles que
(1) FCG—p, S,—F=P+R, pePCG et PR=0

(F peut &tre défini, par exemple, comme l'intersection de &, avec
la surface d’une petite sphére de centre p).

F étant une coupure de &, (entre P et R), h(F) en est une
aussi (cf. 6); il existe donc deux ensembles ouverts M et NV tels que

Sa—h(F)=M +N, MN=0,

L’ensemble h(P) étant connexe, on a soit A(P)CM, soit
MP)CN. Admettons que

M=E=0%N.

(2) MP)CM, d’ou N-mP)=0.
Il vient

Su—h(F+P)=S,—[h(F)+1

L’ensemble F4-P n’étant pas une coupure (puisque la région
R est son complémentaire), il en est de méme de i(F -4 P). Autre-
ment dit, Pensemble [M—h(P)]4+N est connexe. Les ensembles
M—h(P) et N étant séparés (puisque M et N le sont), 1'un d’eux
est donc vide. Comme N==0, il vient M —h(P)=0, d’ot MCH(P),
done M=h(P) d’aprés (2). L’ensemble 2(P) est donc ouvert.

Comme h(p) e h(P)Ch(G)Ch(4), h(p) est un point intérieur
de h(4).

(P=[M—h(P)]+[N—h(P)]=[ M—h(P)H-N.

1) Théoréme établi par Schonflies pour m=2; cf. Jahresher. d. Math.
Ver. 1908. Pour le ‘cas général, cf. H. Lebesgue, Sur les correspondances entre
les points de deww espaces, Fund. Math. 2 (1921), p. 270 et Sur le théoréme de Schon-
[flies, Fund. Math. 6 (1924), p. 96, E. 8perner, Abh. Math. Seminar Hamburg 6
{1928), p. 265, et S. Eilenberg, Fund. Math. 26 (1936), p. 94.
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Remarque. Pour les continus localement connexes &, Vinvariance
de lo motion de coupure fermée implique celle de la motion de point
intdrieur.

En effet, & contenant un point qui ne le coupe pas (cf. §42,
IV, 5), 1’1nvar1ance de coupure implique qu’aucun point de & n est
un point de coupure. Il existe done (cf. § 45, IIT, 1) un ensemble
fermé H tel que p « Int (H)C@ et que ’ensemble R=$’ —H est une
région. En désignant par P la composante du point p dans Int (H)
et en posant F=H—P, on satisfait aux conditions (1); la démon-
stration précédente reste valable en remplacant S, par &.

Ajoutons sans démonstration le théoréme
& établir) 1):

11. Tout ensemble dénombrable dense dans &". est topologique-
ment dquivalent & Vensemble des points rationmels de &™.

Il en résulte que:

12. Tout ensemble A frontiére dans &E" est de dimension <n.

La démonstration se réduit au cas oit 4 se compose des points
dont chacun admet au moins une coordonnée irrationnelle. En

désignant par 4, I’ensemble des points de &" qui ont & coordonnées
rationnelles et n—F irrationnelles, il vient

A=A+..+A, 4, ot dimA4;=0?2),
done dim A<<n—1 d’aprds § 22, I, th. 2.

suivant (facile

§ 54. La surface sphérique J,. Problémes qualitatifs.

I. Espaces de Janiszewski. & est dit un espace de Janiszewski
jorsque S est un continu localement connexe jouissant de la  pro-
priété suivante: :

(J) 0O, et Oy étant deux continus dont le produit C,-Cy n'est pas con-
newe, la somme Oy~ Oy est une coupure de Uespace.

1. La propridid (J) dquivaut, pour les continus &F localement
connexes, & la suivante:

(Jo) R dtant une région, E—R est contractile mlatz'vement 'S

1) Voir, par exemple, K. Menger, Dimensionstheorie, p. 263, ou bien Hure-
wicz-Wallman, Dimension Theory, p. 44.
2) Ibid. p. 147, respectivement p. 29.

C. Kuratowski, Topologie II. . 23
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(J)—>(J,). Soit, en effet, B une région. En vertu du th. 8 du
§ 52, I, il suffit de démontrer que toute composante ¢ de ¥—R
est contractile relativement 4 J. ,

D’aprés le th. 5 du § 41, ITI, —C est une région. Posons,
conformément au th. 1 du § 45, ITI, :

=3

O =

n

(£—Ra), RCRC...,

I
o

ou B, est une région et —R, est un continu localement connexe.

D’aprés (J), £—R, est unicohérent, donc contractile relati-
vement & & (d’aprés § 52, III, 3).

Il en résulte en vertu du th. 7 du § 52, I, que C est contractile
relativement & . ,

(Jo)—~(J). En effet, en admettant que C, et C; sont deux con-
tinus tels que &—(Cy+ C;) est une région, Cy+ Oy est, d’aprés (J,),
contractile relativement & &, donc unicohérent (d’aprés § 52, IT, 2).
Mais alors (-0, est connexe.

En posant dans (J,): R=0, il vient

1'. Tout espace de Janiszewski est contractile velativement & J,
donc unicohérent (cf. § 52, 11, 2).

D’aprés § 53, IT, 10 (1° et 3°):

2. La surface sphérique &, est un espace de Janiszewskil).

Admettons & présent que & est un espace de Janiszewski. On a les
théorémes suivants (3—9):

3. O dlant un continu, F—C est contractile relativement & S,
Soient, en effet, R,,R,,... la suite des composantes de ¥—C

et feSTC. Daprés le th.5 du § 41,111, ¥—R,, est connexe.
On a done, d’aprés § 45, I11, 2,

Bpn=Cmy+ Oma+ ... et CppCInt (Cpmnsa),

ou Cp, est un cor:tinu et K—Cpn est une région. Conpn étant
contractile relativement & & en vertu de (J,), il en est de méme
de En d’aprés § 52,1, 6, donc de F—C, d’aprés § 52, I, 8.

1) La propriété (J) du plan &, a été établie par Z. Janiszewski. (Pest
le deumidme théoréme de Janiscewski. Voir de cet anteur Sur les coupures du plan,

Prace Mat.-Fiz. 26 (1913), p. 55. Cf. aussi L. B. J. Brouwer, Proc. Akad. Amster-
dam .1911.
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La condition (J,) et le th. 3, rapprochés du th. 2 du § 52, 11,
impliquent que:

4. 8i A est un continu et F—A. est une région, A et F—A sont
unicoherents.

5. Soient A, et A, deuw ensembles fermés ou deuw ensembles
ouverts. 8% ces ensembles sont connemes tandis que leur produst Ay-A,
ne Vest pas, leur somme Ag+A, est une coupure de Pespace &.

Rapprochés du th.3 du § 52, IT, les mémes énoncés impli-
quent le théoréme suivant:

6. Soient A, et A, deux ensembles fermés ouw deuw ensembles
ouverts. 81 Ay+4, n’est pas une coupure et si les ensembles Ay et A,
sont conmexes enire p, et py, Ay-A, Pest également.

6'. Corollaire. Soient Ay et A, deuxw ensembles formés ou deum
ensembles ouverts. Soient Cy et 0y deux composanies de Ay et de 4y
respectivement. Si le produit Cy-Cy n'est pas connexe, la somme Ag+4,
est une coupure. .

Soit, en effet, p,, p; un couple de points de 1’ensemble G, 0.
Les ensembles 4, et 4, sont donc connexes entre ces points. En
admettant que 4,44, n’est pas une coupure, Ay-4, est connexe
entre p, et p;, c’est-d-dire (cf. § 42, IT, 3 et § 44, IT, 17) qu’il existe
une composante @ de A,-4; qui contient p, et p,. Il vient

QC_AJ, d’ou QCOI, done QCGO'OLU
ce qui prouve que tout couple de points de C,-C; s’y laisse unir
par un ensemble connexe. (,-C; est donc connexe.

6". Corollaire. @ étant ouvert, C une composante de F—@ et K
un continy tel que K C n’est pas connene, @—K n’est non plus conneze.

Posons, en effet, dans 6': 4,=%—@, A;=K=0, et C,=C.
Llensemble C,-C;=KC n’étant pas connexe, il en résulte que 1’en-
semble F—(A4,4.4,)=G—XK ne D’est non plus.

En posant dans 6: B=%—A4,, il vient:

7. Soient B, et By deuw ensembles fermés ow deux ensembles
ouverts. St aucun de ces ensembles m'est une coupure emire p, et py
et si By-By est connexe, By-- By n'est non plus une coupure entre p,
et p1).

1) Cest — dans le cas ol B, et By sont fermés et ot F=F, — le premier
théoréme de Janiszewski; cf. op. cit.

Les deux théordmes de Janiszewski sont dquivalents (si & est un continu
localement; connexe). Cf. ma note de Fund. Math. 13 (1929), p. 311.

23*
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Le th. 7 implique que:

8. Tout ensemble fermé F qui sépare & irréductiblement entre
deux points, Py et py, est discohérent.

Ri T est, en outre, localement connexe (et me se rédwit pas & un
seul point), il est une courbe simple fermde (cf. § 44, IV, 6).

En substituant le th. 8 au th. 3 du § 53, III dans la démon-
stration du th. 4 du § 53, ITI, on en déduit le corollaire suivant:

8'. Soient: C un continu, R wune composante de F—C et
F=FCEFr(R). 8i les ensembles F et O—F sont connexes, Vensemble
Fr (R)—F Vest dgalement.

9. La notion d’espace de Janiszewski est un invariant des trans-
formations monotones.

Autrement di‘ﬁ, Vhyperespace de toute décomposition semi-con-
tinue de & en continus est un espace de Janiszewsks.

Soit, en effet, / une transformation monotone de & en ¥.
Soit B une région dans l'espace Y. D’aprés le th. 4 du § 42, VI,
f{(R) est une région dans &. L'ensemble ¥—f"(R)=F"{(Y—R)
est done contractile relativement & & (en vertu de la propriété (J)).
Ilen est de méme de ’ensemble ff~( Y—R)=Y —R d’apreés le th. 2,
20 du § 52, L. : ‘

10. La notion d’espace de Janiszewski est réductible et extensiblet).

Admettons d’abord que & est un espace de Janiszewski. Soient:
0 un élément cyclique, R une région relative & €, et K et I deux
continus tels que ( —R=K-L. Il ¢’agit de prouver que KL est
connexe.

Désignons par R, et K, la somme de toutes les composantes S
de £—C telles que Fr (S)CR ou Fr (S)CK respectivement. Soit
L, 1a somme des composantes S qui n’entrent ni dans R, ni dans Kj;
on & dans ce cas (d’aprés § 47, I, 4) Fr(S)CL. I1 vient

B+Ry=%—(K+E,+L+L,).

D’aprés la définition de K, et d’aprés § 44,111, 1, on a
Fr (K;)CK. L’ensemble K+ K, est done fermé. Il en est de méme
de L+L,. L’engemble R-R, est done ouvert.

1) Cf. ma note Quelques applications. & éléments cycliques de M. Whyburn,
Fund. Math. 14 (1929), p. 139.
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Les ensembles R--R, K+ K, et L-+1I, étant connexes
(cf. § 41, IT, 2), la condition (J) implique que le produit

(B + 1) (L+ Ly)= KT
est connexe.

Admettons & présent que & est un continu localement con-
nexe qui ne satisfait pas & la condition (J). Il §’agit de définir un
élément cyclique ¢ qui ne satisfasse non plus 3 cette condition.

Soient done: R une région, K et L deux continus et M et N
deux ensembles fermés tels que '

(1) E—R=E+1I, 2) KL=M+X,
(3) MN=0, (4) M==0sN.

C étant un élément cyclique, on déduit du th. 5 du § 47, I
que OR est une région relative & ¢ et que CK et CL sont des con-
tinus. De plus, d’aprés (1)—(3)

(—CR=CK+CL, (CK)-(CL)=CM+CN et (CM)-(CN)=0.

Donc, pour prouver que la propriété de Janiszewski est exten-
sible, il suffit d’établir P’existence d’un élément cyclique C tel que
(5) CM==0==CN. -

Dégignons par A et B la somme de tous les éléments cyecli-
ques C tels que CM=0 ou CN==0 respectivement.

C, et O, étant deux éléments cycliques différents tels que
C,-Cy==0, le produit C;-C, se réduit & un seul point p qui coupe &
entre C;—0, et C,—Cy (cf. § 47, 11, 4). Par suite, en supposant que

W M==0+=C,N, done C,K=0sC,K
d’aprés (2), il vient p ¢ K, et de facon analogue peL. On a par
conséquent, d’aprés (2), soit p e M, soit p e N, d’ol;
soit. CoM==0, soit C,N==0.

L'un des deux éléments cycliques, ¢; ou C,, satisfait done
& la double inégalité (5).

Ainsi tout revient & démontrer que
(6) AB=0.

Désignons par V. et W la somme de tous les éléments cyeli-
ques C tels que CH==0 ou bien CL==0 respectivement. D’aprés
§47,11, 9, V ¢t W sont des continus, done — d’aprés § 47, IT, 11 —
des ensembles complétement connexes par arcs; par conséquent VW
(cf. §47, I, 1) est un continu. 4
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En raisonnant comme tout-a-I’heure, on prouve que le comn-
tinu VW se compose de tous les éléments cycliques € tels que

(1) ' 0K+ 0= L.

Or K+ L étant un continu (d’aprés (2) et (4)), C(K+ L) Dest
également (d’aprés § 47,1, 5'). Il en résulte, en vertu de (7) et (2)
que C(M+N)=40. Autrement dit, VW=A4+B. Les ensembles A
et B étant non vides (d’aprés (4)) et fermés d’aprés § 47, 1T, 9, et VW
étant un continu, l'inégalité (6) en résulte.

11. Corollaire. Toute dendrite est un espace de Janiszewsks.

Ce corollaire résulte aussi du th.1 du § 46, V1.

II. Sous-continus localement connexes de ,. L’espace &

envisagé dans ce N° est un espace de J aniszewski ne contenant aucun
point de coupure (et contenant plus d'un point). En vertu de I, 2,
tous les théorémes de ce N° sont applicables & ,2).

Définition. Toute région dont la frontiére est une courbe simple
fermée est dite un disque.

1. Théoréme de Jordan?). Toute courbe simple fermée coupe
Vespace en deux régions et est leur fromtiére commune.

Autrement dit, le complémentaire de toute courbe simple fermde
se compose de deuw disques disjoints.

Nous allons démontrer d’abord que:
1'. Aucun arc n’est une coupure de Vespace.

Supposons par impossible qu’un arc I soit une coupure entre
Po et p;. D’aprés I, 1 et § 52, II, 5, L contient un continu, done
un arc L* qui sépare l'espace irréductiblement entre p, et p,. Mais
cela est incompatible avec le th. I, 8.

Le th. 1’ établi, soit € une courbe simple fermée.

D’aprés (J), € est une coupure de l’espace.

C est la frontiére commune des composantes de X—0, car
C est une coupure irréductible de & d’aprés 1’ (ef. § 44, V, 1).

Reste &4 démontrer que F—C contient deux composantes
au plus 3).

1) Comme on verra dans le NoIIT, &‘?—0—;@5’2.
%) C. Jordan, Cours ' Analyse, Pariz 1893, p. 92. Cf. L. E. J. Brouwer,
Beweis des Jordanschen Kurvensatzes, Math. Ann. 69 (1910), p. 169,

#) C'est, dailleurs, pour &=, une conséquence directe du th. III, 6
du § 55.
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Supposons, par contre, qu’il en contienne trois: Ry, R, et R,.
Soit L un are qui unit deux points a et. b de C, accessibles de R,
(ct. § 45, 111, 7): LCR,4+ a+b. Soient
agb (j=0,1), les deux arcs déterminés
par o et b dans C:

agb+agb=C et agyd-agqb=(a,b).

Soit p;e R;. Posons Aj=agjb—|-L.'
11 vient

(1) A, A,=L.

Comme C = Fr(R), l’ensemble 7
R,+¢;+ R, est connexe; done Ay (qui- !
en est disjoint) n’est pas une coupure entre p, et p;. D’aprés
I, 7 et (1), 4,+4;, n’en est une non plus. Mais cela implique une
contradiction, puisque CCA,+A; et O est une coupure entre py
et p, d’aprés la définition de ces points. |

9. Théoréme sur les courbes 0. O éiant une courbe 0 formée de
trois arcs Ly, L, et L, n'ayant deux & deus que les extrémités en commun,
on o

(2) £“02D0+D1+D21 (3)

Fr (Dj)=Lj+Ly1a,

o les disques Dy, Dy et D, sont les composantes de —C (les indices
diant réduits mod 3).

En effet, d’aprés le th. de Jordan, la
courbe fermée L;+L;.4 coupe & en deux dis-
ques dont 1’un, soit Q;, contient l’are Ly,
(diminué de ses extrémités) et I’autre, soit Dy,
est disjoint de Lys. De plus,

Fr(D)=L;+Ly et E—Dj=0;

L,

D,

D; est une composante de &F—0, car,
d’une part, D;CE—C et, d’autre part, 'inclu-
L, sion Fr(D,)CC implique que D;—C=D;—C,
clest-a-dire que D est fermé-ouvert dans F—C.
Reste & démontrer que F—(C+Dy+Dy)=D,.
Or, les formules

-50 'Elz (L0+L1) (L1+L2)=L1 et &':—Dj:‘-Q.’
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impliquent en vertu de I, 7 que I’ensemble
,‘%’——(ﬁo—l—ﬁl)——:%’—~(0+D0+D1)

est connexe. En tant que sous-ensemble connexe de F—C et sur-
ensemble de la composante D, de F—0, il coincide avec D,.

3. Corollaire. Etant donnée une suite infinie convergemie darcs
Loy Ly, ... n’ayant que leurs exirémités a et b en commun, il n'y a que
tout au plus deux termes L, tels que
(4) L, Lim L, == (a,b).

. m==00

Supposons par contre qu’il existe troig indices #, soient 0, 1 et 2,
qui satisfont & I'inégalité (4). Envisageons la courbe 0= Ly~+ILy+ L,.
Pour tout n>2, L,—a—b est contenu d’aprés 2 dans I’une des
trois régions Dy, D; ou D,. Il est donc légitime d’admettre qu’il
existe une infinité d’indices % tels que L,—a—bCD,. Par con-
séquent

Lim L,,C Dy=Dy+Ly+L,, d’od (Ly—a—Db) -Lim L= 0,

m=co m==ea
contrairement & 1’hypothése.

' 4. C dtant un continu localement connexe, toute r€gion-compo-
sante KB de E—C jouit des propridtés suivantes:
' (1)  Fr (R) est un continu régulier ne contenant aucune courbe 6 b,

(if) si O ne contient aucun point qui le coupe, R est un disque,
done Fr (R) est une courbe simple fermede,

(iii) R est un continu localement conneme.

& étant contractile relativement 3 & (cf. I, 1), Pensemble
K=Tr (R) est un continu (§ 52, IT, 6). En admettant que K n’est
Pas localement connexe, il existe dans € une courbe 0=L0+L1~]—ﬁ2,
ainsi que 3 continus Q,, @, et @,, tels que:

() Q;Lj#+0==Q; K, (6) Qi (Lja+ Lyy)=0,

les indices étant réduits mod 8 (cf. § 47,1V, 4).

On parvient & la méme conclusion en supposant que K con-
tient une courbe 0; on admettra alors que @; est un point de
Ly~ (L1 + L) 5

1) Voir M. Torhorst, Math. Zeitschr. 9 (1921), p. 44. Cf. aussi B. v. Ke-
1ékjdrté, Abh. Math. Seminar Hamburg 4 (1925), p. 167 et G. T Whyburn,
Fund. Math. 12 (1928), p. 267.
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Or, soient (cf. th.2) Dy, D, et D, les disques, composantes
de —0. Comme R-0=0, R est contenu dans I’un de ces disques:
soit .RCD,. Done _ _
KCD,, a0t @, Dy==0

en vertu de (5). D’autre part,
Qz'(Lz_‘I’o"“Ll)#O’ d’ott Q,—Dy==0.

Doné @, Fr (Do) 0, c’est-a-dire (cf. (3)) que @, (Ly+L,)+0,
contrairement & (6).

En tant que continu localement connexe dépourvu des cour-
bes 0, K est un continu régulier suivant le th. 3 du § 47, IV.

Si ¢ ne contient aucun point qui le coupe, Fr (R) n’en con-
tient aucun non plus (cf. I, 8'). En tant que continu localement
connexe qui n’est coupé par aucun point et qui ne contient ancune
courbe 60, Fr (E) est une courbe simple fermée d’aprés § 47, IV, 1.

Enfin, la frontiére Fr(R) étant localement connexe, B est
également d’aprés le th. 4 du § 44, IIT.

Remarque. La frontiére d’un continu localement connexe peub
étre un continu qui n’est pas localement connexe 1.

5. Tout continu localement connexe C qui coupe & entre deus
continus A et B contient ume courbe simple jermée qui coupe ¥ enire
ces continus 2).

En effet, ¢ étant la composante de £—C qui contient 4, et B
—celle de ¥—Q qui contient B, Fr (B) est une coupure irréduc-
tible entre A et B (cf. §44,V, 2). @ étant localement connexe
d’aprés 4 (iii), Fr (B) est également (d’aprés 4 (i)). En tant que
coupure irréductible et localement connexe, Fr (R) est une courbe

.simple fermée (cf. I, 8).

Rapproché du th. 2 du § 52, III, le th. 5 implique que:

5'. Tout couple de comtinus disjoints peut ére séparé par une
courbe simple fermde. ‘

6. Tout continu O qui n’est pas une coupure de Vespace est pro-
duit @une suite de disques:

(7) C=D,-Dy-... ot DoCDyy.

) A. Rosenthal, Math. Ztsehr. 10 (1921), p. 102.
*) Cf. R. L. Wilder, Fund. Math. 7 (1925), p. 354.
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Il s’agit de démontrer que, G étant un ensemble ouvert tel
que OCQ, il existe un disque D satisfaisant & la condition:

(8) 0CDCDCE.

D’aprés le th. 2 du § 45, III (ol —C est substitué & @),
il existe un continu H tel que

{9) F—-QCHCE (.
Soit, conformément & 5', D un disque tel que
(10) CCDCDC¥—H.

11 vient (8) en raison de (10) et (9).
7. Corollaire. L'espace & contient une base composéde de disques.

En effet, d’aprés 6, & tout point p et & tout ¢>0 correspond
un disque D tel que p e D et §(D)<e. Le corollaire en résulte en
appliquant le th. de Borel-Lebesgue (§ 37, V, 2).

8. Corollaire. R dtant une région qui m’est pas une coupure de
Despace, il existe une suite de disques {D}} telle que

(11) R=D{4+D}+ ..., ot DY CD}.

Par conséquent, si F=FCR, il existe un disque D tel que
(12) FCDCDCR.

11 suffit en effet de poser dans 6: R=%¥—C et Di=%—D,.

9. Tout couple d’ensembles A, B, fermés, disjoints et qui ne
coupent pas Vespace peut ére séparé par une courbe simple fermde.

D’apres § 45, ITI, 1, il existe un systéme fini de continus

disjoints Cj,...,C, tel que ACC,+ ...+ C,CF—B, et que I'ensemble

1+ ...+ 0y n’est pas une coupure de Vespace. D’aprés § 41, II1, 5,
aucun des continus Cj,..., 0, n’est une coupure.

Le theéoréme se réduit done au cas olt A est somme d’un sy- ‘

stéme fini de continus: A= C,+..+C,, dont aucun n’est une
coupure. ‘

Procédons par induction. Le théoréme étant vrai pour n=1
(d’aprés 6), admettons qu’il est vrai pour n—1.

L’ensemble C,+ B n’étant pas une coupure (cf. § 52, II, 2),
il existe par hypothése une courbe simple fermée K qui sépare
Pespace entre les ensembles C,-...--C,_y et C,+B. Soit D le
disque tel que ‘ ,

Ci+..+CpuyCD et Fr(D)=K.
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Soit L un arc disjoint de B et irréductible entre D et €. On déduit
aussitdt du th. de Janiszewski (I, 7) que le continu E=D+L+0C,
ne coupe pas l’espace (cf. 1 et 1). 11 existe, par conséquent, d’aprés 6
une courbe simple fermée qui sépare I'espace entre B et B, donc
entre A et B.

 Le th. 9 admet la généralisation suivante:

9'. Htant dqfnné un systeme d’ensembles fermés et disjoints
oo Fn dont aucun ne coupe Vespace, il existe un systéme de dis-
ques Dy, ..., D, tels que

.FjC.Dj et Eiﬁ]=(, pour 7/='=?

.

En effet, la somme {d’un systéme fini d’ensembles fermés,
disjoints et dont aucun ne coupe l’espace n’étant pas une coupure
(cf. § 52, 11, 2), les disques D,,...,D, peuvent &tre définis successive-
ment de facon a satisfaire aux conditions:

FoCDy et Dy (Fy+..+F,)=0,

F,.CD; et D,-(Dy+Fy+..+F)=0,

F.CD, et D, (Dy+..+Dyy)=0.
‘ 10. Théoréme de Schonflies). Si ¢ est fermé et localement con-
nexe et si la swite Ry, R,,... des régions-composantes de F—C est in-
finie, on a ,
(13) - lim 6(R,)=0.

n==00
Supposons, par contre, que ¢>0, 4;<i,<... et que (R;)>e

pour #=1,2,... On peut admettre (cf. § 25, VIII) que la suite {Ri}
est convergente. Soit 7 € Lim R, . Done r e 0. Soient, conformément

n=00

4 7, U et V deux disques tels que
reV, VCU et §U)<e.

Posons K=TFr (U) et L= Fr (V). On a donc pourn suffisamment
grand
V'Rin:i: 0, d’ou K-Rl,fi: O:PLRin’

puisque R, —U==0.

1) A. Schonflies, Bericht dber die Eniwickelung der Mengenlehre II,
Leipzig 1908, p. 199.

.
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Il existe donc un are 4, CR, irréductible entre K et L,
¢’est-a-dire, dont seules les extrémltés — appelons les ky,1, —
appartiennent & K et L respectivement.

I1 est légitime d’admettre que la suite {4} est convergente '

Z=LimA,, dot ZCO et ZK=:0<ZL.

n=oo

Z étant un continu, il existe un point p ¢ Z—(K-+L). Nous

allons montrer que p est un point de non-connexité locale de (.-

I1 suffit & ce but de prouver que toute région G telle que
(14) ) peG et G@-(K4+L)=0

contient un point de ¢ qui ne se laisse pas unir & p par un sous-
continu de ¢—(K+L).

En tant quentourage de p, ¢ admet des points communs
avec une infinité des termes de la suite {4;}. Pour simplifier les
notations, on peut admettre que

(15) G440 pour j=0,1,2

Envisageons la courbe § formée des
ares Ao, A;, A, et des arcs kokqk, et L,ll,
extraits de K et de L respectivement.

Dy, D, et D, étant les disques, compo-
santes de —0, on a (cf. 2)

Fr (Dj)=Aj+AJ+1+ 7ijj+1+ Zjlj-l—l .

L'un de ces disques, soit D,, contient p (puisque p ¢ ¢ —K—LIL).
En vertu de (15), la région @ contient un arc M irréductible
entre les ensembles A, et A,+ .4, clest-d-dire que lensemble
M- (A,+A;+4,) se compose des extrémités de M, dont 1’une
est M A, et autre est M -(4,+4,). En tant que connexe et disjoint
de K+ L (d’aprés (14)), ’ensemble N=M — —(4,+4,+4,) est done
contenu dans I’un des disques Dy, D, ou D, ; comme MA==0,0n adone
soit NCDy, soit NCD,. Admettons que

(16) NCD,.
Done MCD,. Comme

0MA,CMR, et 0%M- (Ao+4,)CM - (Ry-+ R,),
il 'vient M (C<=0. Soit g e MC. Done g e GN et d’aprés (16)
17 g € GD,.

bk,
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I1 reste & démontrer que tout continu H tel que p,qe HCC
passe par K+ L.

.On a, en effet, d’aprés (17):
0==H -Fr (Do)=H - (4, +4,+ koky+ loll)CO‘(Ao+A1)+H‘(K+L)7
d’olt la conclusion demandée, puisque C-(4,+4,)=0
11. O diani fermé et localement conmeve et R étant une région-
composante de E—C, tout point p e Fr (R) est accessible de R.
Plus précisément: R+p est localement connexe?).

Pour établir la deuxiéme partie du th. 11, il suffit de prouver
que, D étant un disque qui contient p (cf. 7), il existe un ensemble 7'
connexe, ouvert dans B-p et tel que p e TCD. Or, £¥—D et E—R
étant fermés et localement connexes (§44,1II,11), leur somme
F—DR Dest également. D’aprés 10, la sulte RI,RQ, des compo-
santes de DR satisfait donc & la condition (13) (& moins qu’elle
ne goit finie). )

On peut admettre que la suite {R,} ne se réduit pas & un seul
€lément (car on poserait alors I'=DR-+p). R étant connexe et R,
&tant ouvert dans R, on en conclut que la frontiére de R, relative
& R désignons-la par Frg (R, — n’est pas vide, c¢’est-d-dire que

" R-R,—R,=+0. D’aprés le th. 3 du § 44, III, on a

Fry (Ry)CPrp(RD)=R-ED—RDCE—D, dot E,—D=0.

I1 en résulte que, si p e R, on a &(R,)>=o(p, £—D). Lé-
galité (13) implique donc que le nombre des régions R, tels
que pe R, est fini. Soient Rj,..,R, ces régions. IL’ensemble
T=R,+ ...+ E,+p est donc connexe.

Reste & prouver que 7' est ouvert dans R+ p, c’est-d-dire
que p non-¢ L R,. Or, si l'on avait p—hm p, o p,e R,, on aurait,
pour 4 sufflsamment grand,

N Bn)2 op £—D)>o(p, E—D),

— contrairement & 1’égalité (13).

La connexité locale de R+ p étant établie, p se laisse unir
4 tout point de B par un arc dans R+ 9p. Car R+p est connexe,
localement connexe et topologiquement complet (cf. § 45, II, 1).

1) Ce théordine remonte & Schonflies. Cf. G. T. Whyburn, Bull, Amer.
Math. Soc. 34 (1928), p. 504 et Analytic Topology, Chap. VI, § 4.
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12. Théoréme réciproque de Jordan'). Soient C wun continu,
et R, et R, deum régions-composantes de E—C telles que tout point
de O est accessible de Ry et de B,. C est alors ume courbe simple fermée.

D’aprés le th. 2 du § 42, V, il suffit de démontrer que tout
couple a,b ¢ O sépare C. Or, a et b étant accessibles de R; (j=0,1),
il existe un arc (ab); tel qu’en posant 4;=(ab);—a—>, on a
(18) : A,CR;.

Soient D, et D, les deux disques en lesquels ’espace est coupé
par la courbe simple fermée A,-+a-+b-+A4,. Il agit de prouver
que D,-C=£0==D,-C.

Or, l’ensemble S;=D;44,+4, étant connexe, les inégalités
SiRy=4=08;R, (qui résultent de (18)) enfrainent

S;Fr (R))=0, d’ou §;-C=0, donec D;-Cs=0,
puisque (4d,+A4,)-C=0 d’aprés (18).
13. Théoréme de Gehman?). O dant un sous-continu hdréditai-

rement localement connexe de &, et Ky, I,,... dant une suile infinie
de sous-continus de O, disjoints deux & deuw, on o lim §(K,)=0.

n==00

Supposons, par contre, qu’il existe dans ¢ une suite infinie {&,}

de sous-continus tels que:
(19) 6(Kn)>n ol >0, (20) K, K,=0 pour na=m.

Soit conformément & (19), p,,q,¢ K, et |p,—q,|>n. K, étant
localement connexe, soit 4, un arc p g, CK . Il est légitime d’ad-
mettre que les suites {p } et {g } sont convergentes:

limp =p et limg=g.
n=00 . n=00

Les points p et ¢ étant différents, soient P et Q deux continus
disjoints qui ne coupent pas & et tels que p e Int (P) et ¢ € Int (@)
(cf. 7). ,

On a done PA,+=0=QA4, & partir d’un indice » suffisamment
grand. Il est légitime d’admettre qu’il en est ainsi pour chaque n.
Extrayons de 4, un arc B, dont seules les extrémités appartiennent

& P et & Q respectivement. On peut admettre encore que la suite {B.}
est convergente.

1) Cf. A. Schdnflies, op. cit. p. 180. Voir aussi F. Riesz, Math. Ann. 58
(1914), p. 409. ’

2) Annals of Math. 27 (1926), p. 39.
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La décomposition de & qui a pour tranches les points indivi-
duels de F—P—@Q, ainsi que les engembles P et Q, est semi-continue
supérieurement. D’aprés le th. I, 9, il existe donc une transfor-
mation continue f de & telle que:

1° f(&) est un espace de Janiszewski qui n’est coupé par
aucun point,

20 f(P) et f(@) se réduisent & deux points différents o et b,

3% f est une transformation homéomorphe de F—P—@Q en

HF)—a—Db.

B,

En posant L,=f(B,), on en déduit que Ly,L,... est une suite
convergente d’arcs n’ayant deux & deux que leurs extrémités (a et b)
en commun (cf. (20)). D’aprés 3, sauf pour deux indices (soit pour
0 et 1), on a constamment L, -Lim Ly=(a,b). Autrement dit, on a

m==c0

(Lp—a—Db)-Lim (L,—a—b)=0 pour n>1.

Mm==00

En désignant par B} ’arc B, sans extrémités, on a

Bi=f""L,—a—b), donc B:-LimB%=0 pour n>1.

m==00

Mais alors Lim B}, est un continu de convergence contenant

plus d’un point et, en conséquence, ¢ n’est pas héréditairement:
localement connexe (cf. § 45, IV, 2).

Remarques. Le théoréme est en défaut dans &3. Voir § 45, IV, 3,
remarque.

Le th. 13 implique aussitét que:

13’. 8@ Pon décompose en continus disjoints un sous-comtinu
héréditairement localement connexe de &, la décomposition est semi-
continue.
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14. Théoréme de séparation'). A et B dant deuw ensembles
séparéds, il ewiste un ensemble ouvert G tel que:

(21) AcCe@, (22) @-B=0, (23) . Fr (6)—4-BC[Fr (G)]w),
¢’est-a-dire que l'ensemble Fr (@) est régulier en tout point de
Fr (G)—A4-B. .

Posons, en effet,

- 1 -
t= Floe D3y <dn B <g]

I1 vient v
(24) A-B=dAytArt .. \
L’ensemble A, étant compact, il existe un systéme fini de
disques Df,..., Dy, tels que:

Dj-B=0, (27)  S(DH<ifn

(25) A, Di=0, (26)
et '
(28) A, LD+ ..+ D, ..
Posons .
. S
{29) ¢=3 XD
n=0 (=1

Les ensembles 4 et B étant séparés, on a ACA—B, d’ou
Pinclusion (21) en vertu des formules (24), (28) et (29).

Avant de passer & (22), remarquons que tout point p de G—A4
appartient & un D" et que dans Pentourage de p il n’y a qu’un
nombre fini de disques D7J.

Supposons, en effet, que

p=limp_ , ou p, eDZf: et Np< Nt
Il en résulte en vertu de (25), (27) et (24) que

ped,+4,+..CA,
contrairement & 1’hypothése.
L’existence dun couple d’indices (7gy%) tel que p el?’}f en
résulte immédiatement. -

1) Voir ma note Sur la séparation d'ensembles situc“s sur le plan, Fund.
Math. 12 (1928), p. 217.
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Ceci établi, on en déduit, d’une part, en vertu de (26), que
(30) - G-B—Ad=0,

d’olt Dégalité (22), car BA=0. ) _
D’autre part, tout point p de ’ensemble Fr (¢) —4 - B= Fr(G)—A4
étant contenu dans un entourage relatif 4 Fr (@) composé d'un

~ nombre fini de courbes simples fermées, on en tire 'inclusion (23)

(toute somme finie d’arcs étant un ensemble régulier d’apres le th. 8
du § 46, IV).

15. Corollaire. A et B dlant deux ensembles séparéds, & tout couple
aecd, beB, correspond une coupure C irréductible entre a et b, fermée,
telle que C-(A--B)==0 ¢t qui est localement un arc en tout point

e C—A4-B.

Si, en outre, dim A-B=0, O est une courbe simple ferméel).

En effet, en tant que coupure entre a et b, Fr (@) contient °
une coupure O irréductible entre ces points (cf. § 44, V, 3). D’aprés I, 8,
¢ egt discohérent, donc d’aprés § 44, VI, 5, ¢ est localement un
arc en tout point de C—4-B. '

Enfin, Vensemble des points de non-connexité locale étant
vide ou de dimension positive (cf. § 44, VI, 1), la deuxiéme partie
du corollaire résulte de la discohérence de C en vertu du th. I, 8.

Ajoutons sans démonstration le théoréme suivant:

16. A et B étant deux continus tels que:

10 A—B est connexe,

29 dim AB=0,

30 A nlest une coupure entre aucun couple de points de B—A,

— 4l ecwiste alors une courbe simple fermée qui est une coupure
enlre A—B et B—A 2).

17. B dtant une région et A un arc pq tel que A—R=(p,q),
la condition nécessaire et suffisante pour que Vensemble B—A soif
conmexe est que les extrémitds de A appartiennent & dewx composantes
diffdrentes de —R (done de Fr (R)) 3).

1) Cf. R. L. Moore, Ooncerning the separation of point sets by curves, Proc.
Nat. Ac. Se. 11 (1925), p. 469, et R. G. Lubben, Trans. Amer. Math. Soc. 30
(1928), p. 668.

2) Voir ma note préeitée de Fund. Math, 12, p. 232, Cf. aussi R. L. Moore,
op. cit, p. 470,

3) Cf. F. Hausdortf, Grundziige der Mengenlehre, . 350.

€. Kuratowski, Topologie II. 24
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En effet, si les points p et ¢ appartiennent & la méme compo-
sante € de F—R, l’ensemble B—A n’est pas connexe en vertu
de I, 6. . .

. Admettons en second lieu que les points p et ¢ appartiennent.
3 deux composantes différentes de F—FR. L'ensemble £ —E n’est
done pas connexe entre ces points, c’est-a-dire
Q qu'il existe deux ensembles fermés P et @
tels que
A

qe@.

Soient % et v deux points arbitraires de
R—A. 11 g’agit de prouver que l’ensemble
R X—R-+4 ne les sépare pas.

11 vient dQ’aprés (31)
(82) &—R+A=(P+A)+(Q+A4) et (P+4)(@+A)=A4.

(31) K“RZ'P‘}‘Q; PQ=0, p eP,

En appliquant le th.1’, on déduit du th.I, 7 que ni P-4,
ni @-+A4 ne sépare les points » et v. Il-en résulte, d’aprés (32) et I, 7,
que Pensemble F£—R+A ne les sépare non plus.

III. Ensembles élémentaires. Soit, comme auparavant, & un
espace de Janiszewski ne contenant aucun point de séparation.
Soit Dy, ...,.D, un systéme de disques tel que

(1) D D=0 pour i=j.
Les ensembles

F—(Dy+...+Dy) et F—(Dy+...4+Dy)

sont dits: continu édlémentaire, respectivement région élémentaire.s
L’espace & et 1’ensemble 0 sont considérés comme continus élé-
mentaires et comme régions élémentaires. ‘

Nous établirons plusieurs propriétés d’ensembles élémentaires.
qui interviendront dans la suite (N°V et § 55, X11).

Toute somme finie de continus élémentaires disjoints est nom-
mée ensemble elémentaire fermé. Toute somme finie de régions é1é-
mentaires dont les fermetures sont disjointes est dite ensemble dlé-
mentaire ouvert.
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On constate aussitdt que:

1. Limtériewr dun continu élémentaire est yme région élémentaire.
Lintdrieur dun ensemble fermé dlémentaire est un emsemble ouvert
élémentaire. '

2. La fermeture d’une région élémentaire est un continu élémentaire.
La fermeture d’un ensemble ouvert dlémentaire est un ensemble formé
élémentaire.

3. Tout ensemble élémentaire fermé (owvert) est um domaine

fermé (ouvert).

4. Ay, ..., Ay, dlant les composantes @un ensemble élémentaire A4,
on a

Fr (A)=TFr (4))+ ...+ Fr(4d,) e TInt(4)=Int(A)+ ..+ Int (4,).

5. B diant une région dlémentaire et D elant un disque tel que
Fr(D)CR, Pensemble BD e¢st une région élémentaire.

De fagon analogue: O dtant un continu elémentaire et D un
disque tel que Fr(D)CInt (C), Vensemble C-D est un continu élé-
mentaire. :

Nous en déduirons que:

6. R étant une région élémentaire et O élant un continy élémentaire
tel que CCR, Vensemble R—C est dlémentaire.

De facon analogue: C dlant un continu dlémentaire et B éant
une région dlémentaire telle que BCInt (C), O—R est un ensemble
dlémentaire.

Soient, en effet (en posant X'=F—X):
O=(Dy+ ..+ D,y et K;=Fr(D).

1l vient R—C=RD;+ ...+ ED,. L’inclusion K;CE implique
done d’aprés B que lensemble RD; est une région élémentaire.

COomme ED;-RD;=0 d’aprés (1), il en résulte que B—C est
un ensemble élémentaire.

La' démonstration de la deuxiéme partie est analogue.

7. Le complémentaire &'un ensemble €lémentaire fermé (ouvert)
est un ensemble élémentaire ouvert (fermé)..
Soit F=Cy+..+C, et C;+C;=0, les ensembles Cy,..,0n
étant des continus élémentaires. :
24.*
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Procédons par induction. Le théoréme étant évident pour
n=0, admettons qu'il est vrai pour n~-—1. 11 vient
&*

FIZG'—"OH, Of.lk G=06.' ’;l—-i'

Tlensemble ouvert G étant élémentaire (par hypothése), on a
G=Ry+ ...+ Rn et Ry RBj=0, les ensembles IRy, ..,[n étant des
régions élémentaires.

Comme €, (Co+...4 Cn1)=0, 0N @& 0,C@G. Le continu O,

est donc contenu dans l'une des régions-composantes de G: soit
0,CR,. Par conséquent

A2) FI=(R0"—OH)+R1+'"+I’3111-

R,—C, étant une région élémentaire d’apres 6, I’ est un
engemble élémentaire ouvert.
La démonstration dans le cas d’ensemble ouvert est analogue.

8. Goy..ryGn dtant des ensembles dlémentaires ouverts tels que
G+ Q=& pour i==j, le produit Gy ... -G, est un ensemble élémentaire.
Py ..., B étant des ensembles élémentaires fermés tels que
Int (F)+ Int (F)=& pour i==], le produwit Fy-...-Fy est un ensemble
Elémentadre. ‘
On a en outre

3) bo(Go - “Ga)=by(Go)+ coo(Gn)
bo(Fy ... - Fr)=by(F o)+ e -bo(F'n)s

Car la condition G}-G@j=0 implique que Gy ...+ Gy, en tant
que somme d’ensembles élémentaires (cf. 7), fermés et disjoints,
est un ensemble élémentaire. o

De facon analogue, la condition Fj-Fj=0 implique que ’ensem-
ble ouvert Fy+...+Fn est élémentaire.

La formule (3) est une conséquence immédiate du th 4 du
§ 52, IT (généralisé au cas de n termes).

9. E dtant un ensemble élémentaire et K dlant une composante de
X—E, Pensemble E-4 K ¢st élémentaire.

Soient, en effet, K,,...,K, les composantes de K':
=K0+...+Km, Ki'.l?jz().
Il vient (E+ K,) =K+ ...+ K,.
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Les composantes d’un ensemble élémentaire étant des en-
sembles élémentaires on conelut du th. 7 que E+4 K, est édlémentaire.

10. T étant un sous- -ensemble fermé dun ensemble ouvert @,
il emiste un ensemble élémentaire fermé A tel que
(4) FCInt(A)CACE,  (5) by(A)<by(F), (B) byld’)<by(G).

Soient, en effet, R,...,R, les régions-composantes de G qui

‘contiennent des points de F. Posons F;=FR;. 11 vient

(7) ﬁ7=Fo+.--+Fk et 0=5=F1=F1,

puisque FPE,~FR,CF-RB—R,CF—G=0.
On a en outre
(8) k< by(F).

Soient Ry, ..., R, (ol 0<<Ei<Ek) les régions-composantes de F
qui contiennent des points de R; Posons Hy=Ry—R;. 11 vient,
comme auparavant,

(9) R;:H10+---+Hilnl et EU:HU'

En tant que fermé-ouvert dans Rj, H; est somme d’une
famille de composantes de R; R, étant une région, il en résulte
que Hy n’est pas une coupure, car autrement il existerait une compo-
sante de Hy (donc une composante de R}) qui serait une coupure

(d’aprés § 52, III, 1), ce qui est incompatible avec le th. 5 du
§ 41, TII.

11 existe done d’aprés 1I, 9 un disque Dy tel que
(10) H;CDyCDyCRy.
Les formules (9) et (10) donnent

(10’) B;CDM—I— --~+-Z)imiCDi0+---“I’DimiCF; et Ei] «Dyr=0.

if
On a en outre
(11) My < by(R3).

Le continu élémentaire €;= (D,o—l—...+1),ml)’ satisfait d’a.prés‘

(10’) & la condition

(12) F,CInt(C)CCiCR;, on i=0,...,k
et par congéquent (cf. (7)) Vensemble élémentaire fermé
(18) A=Cy+ .4 C

satisfait & la formule (4).
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La formule (5) résulte de (8) et (13). Enfin

bo(A)=bo(Co)+ ...+ bo(On)=mo+ ...+ M < :
Sy(EBo)+- ..+ bo(B) = bo( o ... - Bjp) <ho(E),

d’apres (13), (11), (3) et § 52, IT, 4 (cf. aussi § 44, II, 4).
Le th. 10 entraine aussitot (cf. § 45, IL, 2) le suivant:

 11. A tout ensemble fermé F correspond ume suite densembles
élémentaires fermés Iy, F,, ... satisfaisant auw conditions suwivantes:

(14) F=F,-F,-.., (15) P,Clnt (F,_y),
(16) bo(Fn) < by(H), (A7) b E—F o) <b(E—T).

En particulier, si F' est un continu, F, Vest dgalement; si I ne
sépare pas Vespace, F, ne le sépare non plus.

IV. Caractérisation topologique de &,!). Conséquences.

Soit & un espace de Janiszewski qui n’est coupé par aucun
point. Nous allong établir ’homéomorphie
(1) . = 52 %).

top

A ce but, nous introduirons une notion auxiliaire et nous en
établirons plusieurs propriétés.

Définition. La somme Ly+..+L, de n+1 arcs (n>>1) est
dite un rédseau, lorsque:

(i) Ly+IL, est une courbe simple fermée,

(i) Ly (Ly+ ...+ Lp—y) se compose des extrémités de L,."

Le réseau Ly+ ..+ L, est dit un prolongement du réseau
Ly+ ...+ L, lorsque m<n.

On constate par induction finie que

1. D’ensemble &E—(Lo+...4+Ly) se compose de m-+1 disques
disjoinis (qui en sont les composamntes).

1) En ce qui concerne ce probléme, cf. R. L. Mpore, On the foundations
of plane analysis situs, Trans. Amer. Math. Soc. 17 (1916), p. 131, J. Gawehn,
Math. Ann. 88 (1927). Voir aussi H. Whitney, 4 characterication of the closed
2-cell, Tans. Amer. Math. Soc. 35 (1933), p. 261, et E. R. v. Kampen, On some
characterizations of 2-dimensional manifolds, Duke Math. Journ. 1 (1935), p. 74,
ol I'on trouvera de nombreux renvois bibliographiques.

%) Voir ma note, Une caraciérisation topologique de la surface de lo sphére,
Fund. Math. 13 (1929), p. 307. Cf. aussi Un systéme d’amiomes pour la Topologie

de la surface de la sphére, Atti del Congr. Int. dei Matemat. Bologna 1928, VI,
. 239. '
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2. Soient: D wn disque, A et B deux sous-continus de D, et T
un arc tel que Uensemble L-D sépare D entre A et B. Il ewiste alors
une composante M de DL qui sépare D entre AD et BD.

Tl est légitime d’admettre que AD=0BD. Soient: ¢ eAD

"ot b ¢ BD. L’ensemble LD est donc un séparateur de D entre a et b.

I’ensemble &—D étant un continu (d’aprés le théoréme de J ordan),
D est contractile relativement & & (d’aprés I, 3); LD contient done
(cf. § 52, II1,1) une composante M qui sépare D entre a et b.
Evidemment Fr(D)+M est une courbe 0. En désignant par U
et V les composantes de &£—0 qui contiennent « et b respectivement,
il vient

ACU et BCV, d’ot ADCU et BDCV.

3. Soient Ry un réseau et A et B deuw continus disjoints qui
ne séparent pas VUespace. Il ewiste alors um réseau R, qui est un
prolongement du résecau R, et qui sépare ¥ entre A—R, ¢ B—R,
(Cest-a-dire qu'il w’existe aucune composante de F—R, qui contienne
simultanément des points de A et de B).

Soit D ume composante de F—R, telle que DA==0==DB.
Admettons d’abord que ‘

) A -Fr (D)= 0==B-Fr (D).

Soit € une courbe simple fermée qui sépare A de B (cf. I, 5),
L’ensemble C-D sépare donc D entre D-4 et D-B et d’aprés (2),
on a C—D==0. Il existe donc un sous-arc L de C qui contient C D

et dont les extrémités appartiennent & Fr(D). Soient (cf. § 45, I1I, 1)
Ayl et By, ..., B, deux systémes de continus tels qu’en posant

F=A+ ..+ A, et H=B+..+B,,
On a
D-ACFCD, D-BCHCD, FH=0, FL=0=HL.

Dlaprés 2, & tout couple 4,7 (ol i<m et j<<n) correspond
une composante M, de DL qui sépare D entre DA, et DB;. EI}
posant; -

R(D)=Fr (D)+§J My,

aucune composante de D—R(D) ne contient donc simultanément
des points de 4 et de B. !
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Dans le cas ou la formule (2) est en défaut, oll, par exemple
A-Fr(D)=0, on a ACD et il existe (cf. 1I, 6) une courbe gimple.
fermée ¢ qui sépare A et B et qui est contenue dans D. On dé-
signera dans ce cas par R(D) le réseau qui #’obtient en unissant
les courbes Fr (D) et € par deux arcs irréductibles entre ces courbeg.

En définitive, on posera R,=2XR(D), la sommation étant
étendue & toutes les composantes D de F—R,.

4. A tout £>0 correspond un réseau E tel que les composantes
de E—R sont de diaméire <e.

On peut supposer de plus que le réseau R est un prolongement
dun réseau Ry donné en avance.

Soit (conformément au § 45, IIT, 1) K, ..., KK, un systéme de
continus qui ne coupent pas ’espace et tely que
(3) =K ,+..+K, et OIH)<eg/2.

Soit
(4) : (T1my)y (GasMa)y ey (Grymy)
le systéme de tous les couples d’indices tels que Iy K = 0.

Soit E, un réseau (une courbe simple fermée, par exemple).
En appliquant le th. 3 successivement aux couples:

(ij Kml)a ey (Kjr; Kmr),

on parvient au réseau R tel qu’aucune composante D de ¥—R
ne satisfait pour aucun ¢<r & la double inégalité

(5) DE;#0+DK,,.

11 vient 6(D)<Ce. Supposons, en effet, que o,beD et [a—b|>e.
Soient a ¢ K, et be Kg. Done, suivant (3)y Ko Kpg=0 et par con-
séquent le couple a, f appartient au Systéme (4): soient a=j; et
p=m;. L’inégalité (5) est done satisfaite. Maig — comine nous venons
de montrer — ceci est impossible. '

Nous dirons, pour abréger, que I’homéomorphie % transfor-
mant le réseau R en R* est régulidre, lorsque les composantes de
E—R et de F—R* se laissent ranger en deux systémes

Dyy....D, et D%¥,...,Dx
de fagon que l’on ait

6y hFr (Dy)]=Fr (D}) pour i=1,2,.. n.
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5. Soient R, et R, deux réseauz, dont le second est un pro-

Tongement du premier. Toute homéomorphie réguliére h définie sur R,

se laisse diendre en une homéomorphie réguliére h, définie sur R.

I suffit évidemment d’établir le théoréme pour le cas oi
R,=Ry+L, L étant un arc ab tel que LRy= (a,b).

Soit, pour simplifier les notations, LCD,+ (@,0). Conformé-
ment & (6), on a done h(a),h(b) e Fr (D¥). Soit (cf. II,11) L* un
arc h(a)h(b) tel que L*CD}%+ h{a)-+ h(b).

L’homéomorphie h s’étend immédiatement sur R,+ L de facon
que L se transforme en L*. Désignons par h; ’homéomorphie ainsi

" prolongée.

I1 reste & poser E;=2D; et Bf=D} pour i<n, et & désigner
par B, et Fpyq (respectivement par E} et Ejry) les deux compo-
santes de D,—L (respectivement de D}—L*), numérotées de fagon
4 satisfaire & la condition (ef. II, 2):

hy[Fr (E)]=Fr (E}) pour j=n et pour j=n-1.

Remarque. Dans le ecas envisagé, ol R,=R,+L, on a évi-
demment

(7) hy(R, - D;)CDF pour i=1,...,m.

I1 en résulte par induction que la méme inclusion est satisfaite
dans le cas général, ou Ry,= R+ Ly+ L+ ...+ Ly, les ares Ly, ...,Ln
étant assujettis & la.condition (ii) (em remplagant L, L, par R,).

6. Théoréme fondamental. et &* étant deww espaces de Jani-
szewski qui ne contiennent aucun point de séparation et qui ne se ré-
duisent pas & des points individuels, on a & = E*. .

En particulier (cf. I, 2),” & est homédomorphe & la surface sphé-
riqgue S,.

Posons §(&E)<1 et §(&*)<1. Soient R, et R} deux courbes
simples fermées contenues dans & et &* respectivement (cf. IX, 7).
Soit h, une homéomorphie transformant R, en R§. Désignons
par h§ ’homéomorphie inverse & k.

Soit, conformément & 4, R} un prolongement du 1ésean R,
tel que les composantes de &*—R} sont de diameétre <1/2. Soit,
conformément & 5, hf une homéomorphie réguliére telle que AFChY.
Pogons By=h}(Rf) et désignons par h; ’homéomorphie inverse & k1.
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De fagon analogue, soit R, un prolongement du réseau R,
tel que les composantes de —R, sont de diamétre <1/3, et goit h,
une homéomorphie réguliere telle que hyCh,. Posons. Ri= hy(R,)
et désignons par ki I'homéomorphie inverse & h,.

En procédant ainsi de proche en proche, on définit:

10 deux suites de réseaux ‘

R,CR,C..C&, RICR{C..CHE*
tels que les composantes de F—R, et celles de F—R) sont de
diameétre <1/n;

20 deux suites d’homéomorphies réguliéres:

hoChyC..., h¥ChiC...,

telles que A} est inverse & h, et que h,(R,)= RX
Posons

Rzsz R*=ZRL

n=0 n==0

h=2hn h*=Yhk.
n=0 n=0

I1 vient
h*(B*)= R,

et les transformations h et h* —inverses 1’une & 1’autre — sont
biunivoques.

Nous allons démontrer gu’elles sont continues.

Soit 2, ¢ . Soient ¢>0 et n>1/c. On a done d(D*)<e& pour
toute composante D* de F*—R}.

Soit Di,..,Dx le systéme de toutes les composantes D; de
&£ —R, telles que x, ¢ D;. L'ensemble E=D,+...4 D, est donc un
entourage de x,.

D’aprés (7), on a

h(RDi)C-D_fy

donc h(z,)CD%-...-D} et WRE)CDf+..+Df, d’ot S[h(RE)]<2e.
La fonction % est done continue au point ,.

De méme, la fonction h* est. continue sur R*.

Nous allons démontrer (4 présent que l’oscillation de la
fonction 7 aux points de £ —R (ainsi que celle de la fonction h* aux
points de &*—R*) g’annule.
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Soit, en eoffet, #,e¢ —R. Lindice n étant défini comme
auparavant, soit D la composante de £—R,, qui contient 2,. 11 vient

WMRD)CD¥, ol S[h(ED) <,

ce qui prouve que l'oscillation de la fonction & au point #, s’annule
(ct. § 15, III).

I1 existe donc une extension continue g de & sur l'espace &
tout entier (cf. § 31, I,1). On a, de fagon analogue, h*Cg* e FZ*.

Il reste & prouver que la fonction g* est inverse & g, c’est-a-dire
que g*g(w)= .

Or, so0it z=lim «, ol x, ¢ E. Done

n=e
g(@x)=1lim g(z,)=1lim h(x,),
n==oa n==ca
Aol R
g*g(@)==1im g*h(x,)=1lim h*h(z,)=lim r,=2x..
n=o n=o n=co

Lemarques. 1° En admettant que R, est un réseau arbitraire
et que RE=hy(R,), ol h, est une homéomorphie réguliére, on montre,
comme auparavant, que la transformation homéomorphe g de &
en &* est un prolongement de 1’homéomorphie h,.

20 Voici une autre caractérisation intéressante de l'espace &:
& est un continu localement connexe contenant' au moins une courbe
simple fermde et tel que toute courbe simple fermée est une ‘coupure

Arréductible de & 1).

7. Corollaire ®). Pour gquw’un continu localement connexe soit un
espace de Janiszewski, il faut et il suffit que chacun de ses dléments
cycliques qui ne se réduit pas & un seul point soit homéomorphe & &S,.

En effet, & étant supposé un espace de Janiszewski, tout
élément cyclique E lest également (d’aprés I, 10). Comme, en
outre, B n’est séparé par aucun point, on a, d’aprés 6, ﬁé’z (pourvu
que F ne ge réduise pas & un point individuel). ’

La condition envisagée est donc nécessaire. Elle est aussi
suffisante, car la propriété de Janiszewski est extensible (cf. I, 10)
et appartient & S, (cf. 1, 2). '

1) Voir L. Zippin, On continuous curves and the Jovdan curve theorem,
Amer. Journ. Math. 52 (1930), p. 331.
) Of. L. Zippin, Tans. Amer. Math, Soc. 31 (1929), p. 744
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8. Théoréme de R. L. Moore). Si f est une transformation con-
tinue de S, telle que, quel que soit y, FXy) est un continu qui ne coupe
pas Sy, on f(i’gz)%ftsz-

Autrement dit, Phyperespace dune décomposition semi-continue
de S, en continus qui ne coupent pas I, est homéomorphe & S,.

En effet, d’aprés I, 9, f(F,) est un espace de Janiszewski et,
par hypothése, aucun point n’en est une coupure. Donc d’aprés 6
cet espace est homéomorphe & .

9. Corollaire. Toule région R contenue dans &, st homéomorphe
& la surface &, privée dun ensemble fermé de dimension 0, & savoir
d’un ensemble homéomorphe & Vhyperespace de la décomposition de
S—R en composa%tes (ct. §42 VI, 1),

Car, d’une part la décomposmon (le eS‘,, en composa.nbes de
&,—E et en points individuels de R est semi-continue, et d’autre
part, les composantes de &,—F ne coupent pas &, (d’aprés le th. 5
du § 41, ITI).

10. D dtant un disque, on a D= g-:.

top
C’est une conséquence directe de la remarque 10..

De fagon plus générale:

11. C étant un continu localement connexe (contenant plus d'un
point), qui ne coupe pas &, et qui m'est coupé par aucun point,
ona Ce=J°.

L’ensemble R=d&,—0C étant un disque d’aprés 11,4 (ii),’ensemble
D=&,—R est aussi un disque. I1 vient

(=8,—R=D, donc (g
en vertu de 10.

Remarques. Désignons par U le continu universel de Sier-
pitiski (voir § 46, I, ex. 5). Soit Dy, Dy, ... la suite des composantes
de 8,—U. La décomposition de &, qui & pour tranches les continus
Dy, D, .. et les points individuels de ’ensemble V= U—(D,+D,+...)
est semi-continue. Son hyperespace est homéomorphe & o, d’aprés 8-
L’ensemble V' est donc homéomorphe au plan privé d’un ensemble
dénombrable. Par conséquent (cf. § 53, 11):

1) Concerning upper .semi-continuous collections of continua, Trans. Amer.
Math. Soc. 27 (1925), p. 416. Voir aussi la note du méme auteur dans Monatsh.
Math,-Phys. 86 (1929), p 80, o un probléme plus général est considéré (sans
Thypothése que j~!(y) ne coupe pas L'espace).
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12. Tout ensemble fromtiére dans le plan est conteny topologi-
quement dans le continu U.
En ce qui concerne le continu U, on a Vintéressant théoréme
suivant?): _
13. C dtant un continu & une dimension, les fonctions fe(&*)C
telles que [(C) 552U, constituent un ensemble résiduel dans Pespace (&?)°.
V. Prolongement de ’homéomorphie. Xquivalence topologique.
1. A(CS,) étamt soit un are, soit une courbe simple fermée, soit une
courbe 0, toute homéomorphie b définie sur A et telle que h(4)CS,,
se laisse dlendre & une homdomorphic sur Uespace S, tout entier.
Autrement dit, 4l ewviste une homéomorphie h* telle que

hCh* et hMS,) =,

Dans le cas ot 4 est une courbe simple fermée ou une courbe 0,
le théoréme résulte de la remarque IV, 6, 1% toute homéomorphie
définie sur A étant dans ce cas réguliére.

Soient 4 un arc ab et h(d)=a,b,. Les points a et b étant
accessibles de &,—A4 (cf. I, 11), Parc 4 se laisse compléter & une
courbe simple fermée C. De méme, a,b, est contenu dans une courbe
simple fermée C,. Il existe évidemment une homéomorphie b,
telle que

hChy et (C)=0,

et —comme nous venons de constater —une homéomorphie hr*
telle que ‘
¥ Sy)= d’olt RCh*,

9. Corollaire. Tous les arcs contenus dans S, sont topologique-
ment équivalents. Il en est de méme des courbes simples fermées, ainsi
que des courbes 0, contenues dans S, ’

Remarque. Dans &8 le corollaire est en défaut. I1y existe en effet
un are qui n’est pas dquivalent topologiquement & un segment de droite?).

S, et Ch,

1) 8. Mazurkiewicz, Fund. Math. 3t (1938), p. 247. Cf. aussi du méme
auteur, I‘uncl Math. 25 (19358), p. 253, et V. Jarnik, Monatsh. Math. -Phys. 41
(1934), p. 408.

2) L., Antoine, Sur Phomdomorphic de figures et de leurs vozszmges, J ourn.
de Math. 1921, p. 221. Voir aussi de cet auteur, Fund. Math. § (1924), p. 265.
CLE. Artin et R. H. Fox, Ann. of Math. 49 (1948), p. 979.


pem


382 Chapitre IX. Topologie du plan.

I y existe aussi une surface homdomorphe & 8, qui ne lui est
pas équivalente topologiquement ).
3. Soient: Dy, ..., Dy et D, .., D} deux systimes de disques
tels que
D;*Dj=0=D}-DF pour i==j.

Posons  Cy=Fr (D)) et OFf=Fr(D§). Toute transjormation
homéomorphe h de C, en C§ admet une extension homéomorphe h*
telle que: -

1) WS, =3., (2)

Procédons par induction. Soit n=1. Soient A =gy et B=hh,
deux arcs disjoints irréductibles entre D, et D,, et de fagon ana-
logue: A%*=afaf et B*=bEb¥ deux arcs digjoints irréductibles
entre Df et Df, ol af=h(a,) et b¥=h(b,) (ct. 11, 11).

‘ A
No <D0> ) ) (DD Nz
B

L’ensemble 8:—(0o+ Ci+A+B) se compose de 4 disques
Dy, Dy, D, et D,. Pour g%en convaincre on n’a qu'a appliquer le
t_]_léorérr_l_e de Jordan & I’hyperespace qui s’obtient en considérant
D, et D, comme des points individuels.

Soient Mjet N, les deux arcs ab; de 0; numérotés de fagon que

(D)= D} pour i=0,1,...,n.

(3) Fr (Dz)z—-_MO—!—AV—{-MI—i—B, donc que Fr (D,)=N,+A-+N,+B.

De fagon analogue, soit

&y~ (08+ 0F-+4"+ B*)= D§+ D+ D§+ Dy,

(4) ME=WM,), N§=n(N,),

1) Cf. J. W. Alexander, Proc. Nat. Acad. Sc. 10 (1924) (trois commu-
nications).
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le numérotage de MF (et NY) et de Dy (et DF) étant assujetti aux
conditions: :

(5) Fr(D§)=M§-+A*+Mi+B% Fr (Df)=N§+A*+Ni1B .

L’homéomorphie % se laisse étendre évidemment 3 une homéo-
morphie entre Cy-+ C;+A-+B et O+ Of+A%+B* et celle-ci — 3
une homéomorphie h* telle que ¥Dj)=D§ pour j=0,1,2,3 (en
vertu des formules (3)—(5)).

Le cas n=1 étant établi, admettons que le théoréme est vrai
pour n—1. Nous D’établirons pour. .

Soient o et b deux points de ¢y, et L, et I, les deux sous-arcs
de 0, & extrémités a et b. On constate facilement qu’il existe un arc ab
tel que Dy-ab=(a,b) et qu'en désignant par R, la composante de
&,—Cp—ab & frontidre L +ab ol (i=1,2), on a

D,CR, et Dy+..4+D, CR,

(Pour s’en convaincre, on considére D,...,D, comme points
individuels et on applique le théoréme de Moore, IV, 8).
Soient, de fagon analogue, h(a)h(b) un arc tel que

D - 1a) h(b)=[N(a), h(b)]

et que R} désignant la composante de &,— C§—h(a)h(b) & frontitre
(L) h(a)h(b), on a

DEXCRY ot Di+ .+ DELCRE.

Soit h, un prolongement de I’homéomorphie h sur D,-+ab
tel que

hDy)=D§ et h{ab)="h(a)h(b).

L’application du th. 3 pour les cas de deux disques: §,—R,
et Dn, et de n disques: &,—Ry,Dy,D,,...,D,—;, permet d’étendre
d’abord I’homéomorphie oL+ ab sur R, et puis —’homéomorphie
ho|Ly+ab sur E, de fagon & satisfaire aux conditions (2) d’abord
pour ¢=n et puis — pour 4=1,2,..,n—1.

4. Toute homdomorphic entre deux ensembles fermés de dimen-
sion 0 se laisse dlendre & une homédomorphie sur Vespace &, tout entier.

En particulier, tout ensemble parfait de dimension 0 est topo-
logiquement dquivalent sur S, & Pensemble C de Cantor.
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Soient:

F=F, dmF=0 et F*=h(F),

ol b est une homéomorphie.

Nous allons définir deux suites d’ensembles fermés {F,} et {F},
- ainsi qu’une suite de transformations homéomorphes {h,} de &,
en &, vérifiant les conditiony suivantes:

(i) FCF,ClInt (F,y), F*CF:CInt (F%_y),

(ii) Fo=Du+ ..+ Dusyy DuDyj=0, F-Dypa0,
(i) Fi=Df+ .+ D, DiDig=0, F* -Di=0,
(iv) hn(Dpg)= D3,

V) h(E - D) =F*-D}y,

(vi) hina| Sy—F s Chi,

(vii) 6(1),,1)< 1/n  pour m pair,

(viii) 0(Di)<1/n pour # impair,

Dy et D étant des disques.

Procédons par induction. Soient D, et Df deux disques tels
que FCD, et F*CD§. Posons Fy=2D, et F§=DF. Soit h, une homéo-
morphie telle que hy(S,)=d, et hy(Dy)=D§. .

Soit 7 >0 pair. Admettons que les gonditions (i)—(vii) sont
satisfaites pour n—1.

F n’étant pas une coupure (d’aprés § 52, ITI, 6), soit, confor-
mément & ITI, 11, ¥, un ensemble satisfaisant aux conditions (i), (i)
et (vii).

Définissons les disques D3,..., D, successivement comme
suit: . ‘

Il est légitime d’admettre en vertu de (i)—(iii) que

D+ ...—{—11,anan~1‘1 et DuymnonCD, gy pour s,<m<kn

Done FDyp13=FDm+...4+FDps, €6 d’apreés (v) (pour n—1):
MED )+ ...+ WEDpg )= WMFDpy1)=TF*-Di_y ;.

Il existe donc, d’aprés 1T, 9', un systéme de disques D%, vy Dl
tel que
MEDy)CDy,,

nlCI)n—l,l et —Eﬁg-ﬁﬁr—'o pour 9/2*:7
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En définissant de fagon analogue les disques D%, pour m >s,
et en définissant Fy; par la premidre égalité (iii), les formules (i (i), (i)

et (v) se trouvent vérifiées.

Enfin, Phoméomorphie %, est définie conformément & 3 de

fagon & satisfaire aux conditions (iv) et (wi).

Les conditions (i)—(vii) se trouvent ainsi satisfaites.

Pour # impair, on procéde de fagon analogue, en remplacant F
et ', par F* et T, et D} et Fiy par Dy et Foy. On parvient
4 ’homéomorphie h;* , inverse & h,

Posons

h*(w)=1im h,(@).
n==00

La convergence étant uniforme, la fonction h* est continue
et h*(Jy) =5,

On a hCh*, car en vertu de (iv), (v) et (viii)
|h()—ha(@)| < 6(DF)<1/(n—1) pour zeFD,.

h¥|S,—F étant d’aprés (vi) une transformation homéomorphe
de §,—F en §,—F%, il en résulte que h* est une homéomorphie
sur D’espace &, tout entier.

Remowgue Le théoréme est en défaut dans ’espace (‘331)

. Théoréme de Denjoy-Riesz. Tout ensemble fermé F de dimen-
ston 0 est situé sur un arc?). .

En effet, A étant un sous-ensemble de ’intervalle J et % une
transformation homéomorphe de 4 en F (cf. § 21, IV, th. VI),
il suffit d’étendre cette homéomorphie sur g pour obtenir un arc
contenant I.

Remarque. Lie théoréme reste vrai en remplagant &2 par un
continu localement connexe qui ne contient aucun point de séparation
locale (c’est ém dire qu’aucun point ne sépare aucune région)?).

Le th. 5 se laisse préciser comme suit:

6. A et B étant deux sous-ensembles fermés de & de dimension 0,
4l ewiste un are L tel que
{6) LBCACL,

1) Voir L. Antoine, op. cit. Cf. du méme auteur Sur les voisinages de deuw
f@gum homéomorphes, Fund. Math. 5 (1924), p. 265.

) Voir I, Riesz, C. R. Paris 141 {1906), p. 650 et A. Demoy ibid. 151
(1910), p. 188. Pour une généralination, voir J. R. Kline et R. L. Moore, Ann.
of Math. 20 (1918), p. 218,

8) Théoréme de G. T. Whyburn, Pund, Math. 18 (1932), p. 57.

C Kuratowsk], Topologio II, 25
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De plus, o, €t a; dtant deux points de A donnés en avance, on
peut admettre qu'ils sont les extrémités de L.

Comme A«f—Bt(oZ C et comme C est homogene, il existe d’aprés
4 une hon1éomorph1e I telle que

HA+B)CC, hEHN=62,
Posons
K=F {y= o[, (4
xy

K étant un are (ef. § 15,1V (8) et § 24, X1, 2) aux extrémités
0 et 1, L est un are a,a,. En outre

hlag)=0 et hia)=1.

N} ot wed, ot L=h""(K).

K-g=h(4), done L-WHJ)=A,
d’olt la formule (6), puisque BCh™(9).
7. R,, et Ry diamt deuw rdgions homédomorphes telles que

dim (8 —R,) = 0=dim (§,—R,), toute transformation homéomorphe h
de Ry en R, se laisse diendre & une homdomorphie sur s

Soit p € J,—R,. Nous allons montrer que I’oscillation wy(p)
g’annule.

Supposons par contre que wx(p)>0.

I1 existe alors une suite de points a, € B, telle que:
(7 - lim a,=p,

n==co

Soit 4 I’ensemble composé du point p et des pomts Gy, OU

(8)  |M(@n) =M ang1)|>n oh 5 >0.

n=1,2,... Comme A=A et dim A=0, il existe d’aprés 6 (en po-
sant B= CSQ‘—R o) un arc L=ap tel que ACL et L—R,=p.

Posons
(9) : Crn=M0n0ny1) O anan 1 CL.

Soit {C4,} une sous-suite convergente de la suite {C,}; soit

C=Lim Oy, |

" n=0a

D’aprés (8), §(C)=7. Le continu ¢ ne se réduit done pas & un
seul point. Mais alors — comme dim (Sy—Ry)=0—1il vient OR,==0;

ceci est impossible puisque d’aprés (9):

p=Lim (a,@,11), done Ry - Lim (a, 0p, 41) =
n==ca

n=oc

0, dott R -Lim Cp,=0.
' NE==00

. Il est ainsi établi que wx(p)=0 pour tous PeSy—Ry, ct de
meme: wx-(g)=0 pour tout g e §,—R,.
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On. a done

hCf e 5;?“7 f(ﬁ0)=c3g, h_.lcg € ‘Sg’a:

11 en résulte facilement que g=
stration du th. IV, 6).
Le th. IV, 9 peut &tre précisé comme suit:

81). Soient, pour j=0,1, R; une végion et H; Vhyperespace
de la décomposition de &,—R; en composanies. On a alors Iéquivalence:

g(ﬁl):§2'
7 (cf. 1a fin de la démon-

(10) (B 5 Bo) = (Hy g Hy).
H, étant congn comme sous-ensemble de o,, on a d’apreés IV, 9:
(11) Rﬁo:; d,—H;.
Jomme dim Hy==0, il vient en vertu de 7:
(Soa—Hy iy Se—Hy) > (Hy = H,)
et en vertu de 4:
(Ho 5 Hy) > (So—Hog Sy—H,).

Rapprochées de (11), ces implications donnent (10).

9. Théoréme dinvariance. R dlant une région CS,, la puissance
de la famille des composantes de Sy—R est un invariant intrinséque de R.

Clest une conséquence directe du th. 8. ‘

Le probléme analogue concernant les sous-ensembles ouverts
de &, sera envisagé an § 55, X.

§ 55. La surface sphérique J&,. Problémes quantitatifs.
Etude du groupe 24

I. Généralités et mnotations. Conformément & la remarque
finale du § 51, I, tous les théorémes des §§ 51 et 52 restent valables
en remplagant la circonférence & par l'ensemble £ (plan &? privé
du point 0) et ’ensemble & par &2. Désormais, nous convenons
que f~1, ot fe L%, veut dire qu'il existe une fonction wu e (&%)F
telle que

f(@)=ev@ pour e &.

1) Voir B. v. Kerdkjartds, Topologie I, p. 123.
25*
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P(%) désignera ensemble des fonctions f ¢ P& telles que f~1.
B(F) désignera le groupe-facteur PE/P(E) et by(&) — son rang.

Notons quelques énoncés faciles & établir, dont nous ferons
constamment usage.

—->.
1. Soit f €« PE. Définissons f par la condition:

La condition nécessaire et suffisamte pour que Uon ail f(x)= ent)

->
oty u e (62)F, est que f(z)=e¥® oy ¢ e &%,

Par conséquent, les conditions: f~1, f est homotope & 1 par

> >
rapport & L, f~1, | est homotope & 1 par rapport & &, — sont dqui-

valentes.

2. wnon~1 sur P (cf. § 51, I1I, 4, 19).
De fagon plus générale:

T—p

—p

3. x—p non~1 sur &*—p et non~1 sur &,—p—y.

En effet, I’homographie f(x)= transforme &§,—p—q en P.

En supposant que ()= e*® pour weS,—p—g¢, on aurait y=eu/1@
pour y € P, contrairement 4 2.

Remarque. Nous convenons que: §i g=oo, ~—q==1.

4. O désignant la circonférence [x—p|=1r od p=koo, & tout f ¢ PC
correspond wn ¢ un seul n tel que f(z) ~(z—p)n.

Autrement dit, la fonction x—p constitue une base du groupe
P° mod ¥(0). , ‘

C’est une conséquence facile du th. 4 du § 51, ITL.

Avec les mémes notations, on a:

5. |g—p|>r entraine (x—q)~1 sur C.

Car (cf. § 51, II, 6) le rayon R issu du point 0 et paralldle au
vecteur g—p ne contient aucune valeur de la fonction x—g¢ ol «  C.

6. Q désignant le cercle |w—p|<<r, toute fonction fe PR est
homotope & Vunité, ¢’esi-a-dire que f~ 1.

C’est une cdnséquenee directe du § 52, I, 9, 1°.
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q

Remarque. Les théorémes 4 et 6 permettent d’établir d’une
tagon trés simple le théoréme fondamental de 1 Algébre?).
Supposons, en effet, que le polynéme
f(@) =+ gp_yor—i4- .. 4 a2+ 0,
ne g’annule pas. Pogons ¢(2)= a,_ 214 .t ay. Soit # un nombre
réel suffisamment grand pour que ’on ait
(1) lwn>|g(x)] pour |z|>r.

Soit @ le cercle |#|<r et C —gsa circonférence. D’aprés 6,
f~1 sur @, don¢ sur C.

Nous allons montrer, d’autre part, que j(z)~a" sur C, ce qui
impliquera une contradiction, puisque z7non~1 sur ¢ d’aprés 4.
En effet, en posant

hiz,t)=an+1-g(z) ob 0<iIL1,
on conclut que f est homotope & z» sur C. Car
Mz,0)=a, h(z,1)=fx) et h(x,t)==0 pour [|z|=r,
puisque, en supposant que h(x,t)=0, on aurait
an=—t-g(x), dou |w|=t-|g(x)|, donc |z <]|g(z)|,
contrairement & (1). '
II. Coupures de &§,. 1. Théoréme 4 Eilenberg?). Pour qu'un

ensemble ACS,—p—gq ne soit pas une coupure entre p et g, il faut
et il suffit que Von ail

(1) TP 1 sur A.
L—q
Posons
I 4
(2) flo)=3="7

Admettons d’abord que ¢ est un continu tel que p,ge CCS,—A4.
Daprés § 54, I, 3, on a f|§,—C~1, d’our la relation (1), puisque
ACS,—C. '

Réciproquement, admettons la formule (1). I1 existe d’aprés
§ 51, 11, 9, un ensemble ouvert G tel que

3) - ACGCS,—p—q et f|G~1.

1) (f. auesi Alexandroff-Hopf, Topologie I, p. 469.
2) Op. ¢it. Fund. Math. 28 (1936), p. 75.
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En supposant que 4 est une coupure entre p et g, G est un
séparateur entre ces points. Il contient done un séparateur fermé I
entre p et ¢. Mais alors f|F non~1 (d’aprés I, 3 et § 53, IL, 5), con-
trairement a (3).

. Aucun ensemble contractile relativement &
pure de Sa-

En particulier, aucun ensemble homéomor phe & un sous-ensemble
de Vintervalle m'est une coupure de &, (cf. §52, 1, 9, 49).

3. Etant donnés un ensemble connexve C ¢t une coupure D entre
p e q telle que CCDCC—p—q, il existe un poing a ¢ D tel que C-+a
est une coupure entre p et q.

En effet, f étant défini par la formule (2), les conditions
flDnon ~ 1 et f|C~1 entrainent en vertu du th.7 du § 51, VI
(en posant &=D) 'existence d’un point a tel que (f|C -+ a) non~i1.

4—b5. En remplagant, dans les énoncds 2 et b du § 53,1V, oS’ par &,
on peut omettre Uhypothése que F soit fermé.

La démonstration du th.4 reste valable en remplacant le
corollaire 6 du § 53, IT par le th. 1.

En vue d’établir 5, posons, pour simplifier les notations,
p=0et g=o0. On a alors d’apres 1: z|F ~1. Cela veut dire (cf. § 49, IV)
que Pensemble F se laisse déformer dans & en un seul point.

. 6. Théoréme généralisé d’Eilenberg. Soient pg,...,pn n-+1 points
différents et soit ACS,—(py,---,»,)- Pour que A soit une coupure
entre tout couple p,p, (0w i=]), il faut et il suffit que les homographies

S nlest une cou-

T—py _rp,
2T — b R fn —
Py

soient linéairement indépendantes sur A mod W(A); c’est-d-dire que
les conditions

(5) (@—pglo-...-(x—p )in~1 sur A
et

(6) Tt - Fop=0,
vy kg=0.

La condmon est nécessaire. Pour s’en convaincre, pro-
cédons par induction. L’énoncé est vrai pour n=1, car on a f, non~1
d’aprés 1. Admettons qu’il soit vrai pour n—1 et chaque A.

Soit ky,...,k un systéme d’entiers satisfaisant aux condi-
tions (5) et (6).

(4) f1(@)=

entraitnent: ko=0,.
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Smt, conformément au th. 9 du § 51, IT, ¢ un engemble ouvert
tel que

(7) ACGCS,—(pg-sp,) et (@—p)ko- c(@—p Vel sur G.

Désignons par C la composante de &§,—G qui contient: p;.
Soit L un arc irréductible entre € et C,+...+C,, done un arc
dont 'une extrémité, soit e, appartient & C,, I’autre, soit b, & P’un
des ensembles C, ...,Cp, & O, par exemple, et LC;=0 pour 0==j==n.
On constate aussitot que les ensembles Cy4 L Cp, €y, Cy sy Oy
gont des composantes de l'ensemble §,—H ot H=(@G—L. Donc H
est une coupure entre tout couple py, p; ol i<j<n, et n’est pas
une coupure entre p, et p,. Il en résulte d’aprés 1 que f,~1 sur H,
done que fin~1, d’olt — en vertu de (7) — que

(w=—pYorttn: (@—p M- (@—p, Vm-1~1 sur H,

ce qui implique par hypothése que: kg4 k,=0, k=0,..,k,3=0.
Rapprochées de (), ces identités donnent fE~1 sur 4, dolt k=0
puisque A coupe entre p, et pn.

La condition est suffisante. Admettons que 4 n’est pas
une coupure entre p, et p,. On a done, d’aprés 1, f;~1 sur 4 et en

posant ko=—1, k=1, ky=0,..,k,=0, on satisfait aux condi-
tions (B) et (6).
7.8t A=8—(Pg-yp,) 0% pFEp, pour i=kj, les homogra-

phies (4) constifuent une h(m du groupe Z’A mod ¥(4).
Autrement dit (en tenant compte du th. 6), foute fonction
fePA est de la forme: .

(8) flo)=ep—py)o-...

Procédong par induction.

10 Soit n=0. Comme S,—pozs &% on a f~1 (cf. §52_, 1,9, 1.
Done ky=0.

20 Soit 1 >0 et admettons le théoréme pour n—1. Tl est légi-
time d’'admettre que p ==oco. Décrivons du point p, comme centre
un cercle KCSy— (Do P,_y) Soit O=Fr (K). D’aprés I, 4 et b,
on a sur (:

(w—p Yen 0% u € (824 b ky+...+Ea=0.

f@)~(x—p Yin ot 2—py~1,
done, en posant
(9) (@)= J(®) (5—po)na—p )
il vient h|0~1 ‘
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Soit conformément au th. 8 du § 51, 11,

(10) ROCH e PX ot frl.
Posons
[ ¥ si weK,
(11) g(‘”)—{h(w) S wed—Tnt(X).

D’aprés (10) et (11), on a g e P4+ra. Il vient done par hypo-
thése

(12) gl@)~a—p)o-

On a, d’autre part,

c(@—p, )t sur A+p, et T+ AT =0.

(13) g~h sur A—Int(K) et sur K—p

car on a d’aprés (11), g="h sur 4 —Int (K), donc g=h sur ¢, d’oi
g~h sur K—p , puisque K—p  est déformable en C (cf. § 49, IV, 1).
Les ensembles A—Int (K) et K—p étant fermés dans leur
somme, 4, et leur produit, ¢, étant connexe, on a d’aprés (13)
g~h sur A (cf. § 51, VI, 3).
I1 en résulte en vertu de (9) et (12) que

f(@)~ (5—pg)o—En- (m»—pt)h (@ —p, et (0—p Jka sur A.

En posant ky=1, ——k,,, kl——ll,
formules (8).
Les énoncés suivants se déduisent de 1:

skp1=1p—1, Oon a donc les

8. Soit g € ST. 8i Vensemble g( &) ne coupe pas §, entre p et q, on a
: g(@)—p
14 — ~1 sur
) g)—g &
On a, en effet, d’aprés 1

y—p
=) o0 W 2 ﬂ(:‘f)
—q ‘ e(6?)

done

gg;:—g:ew} pour wed.

Réciproquement:

9. Si la fonction ge Sy est une homéomorphie assujettie & lo
condition (14), Vensemble (&) ne coupe pas S, entre p et q.
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Soit, en effet, #==h(y) la fonction inverse & y=g(x). En ad-
mettant (14), on a

.(/(m)”—"” = pul®
H

Lot 2P _ gun
g(@)—q dou y—g % ®  pour yeg().

I1 en résulte, d’aprés 1, que g(&%) n’est pas une coupure
entre p et q.

1. Groupes L7 et B,(F) pour F=FCS,.

1. Toute fonction [e PT est homotope & une fonction rationnelle
dont les zdros et pbles appartiennent & S,—F.

Il existe, en effet, d’aprés le th. 9 du § 53, 11, un ensemble
fini pg,...,p, contenu dans S,—F et une fonction f* telle que

JCf* e @4 ot A=&,—(py,...,D,)-
Dlaprés LL, 7, f*(@)~(@—p )
(1) f=)

Remarque. Soit Ry, Ry,... la suite (finie ou infinie) des compo-
santes de &§,—F. On peut admettre conformément au § 53,11, 9, que

- (—p )n, L0

~(@—pgkoc...(—p Yen gur F et ky+ ..+ k=0.

(2) pye By ou j=0,1,...
(3) =0 s f|Fr( ,\~1

En tenant compte de (2), le th. 1 peut &tre complété comme suit:

2. r(x) dtant une fonction rationnelle arbitraire homotope & flz)
sur B, Dexposant k; est le nombre algébrique des zéros e des poles de
la fonctwn rx) qui appartiennent & R;*).

Les exposants Ty, ky,... sont donc déterminés de fagon univoque
(il ne dépendent pas du choix des points pye Ry).

Soit, en effet, r(x)=c(@—go)o-... (t—Qm)m, O gy=o0, si F
est borné. On. a done

(8" f@)~(w—qp)or ... (®—@m)m €t lot oo+ 1ln=0.
Posons Q= Rj'(Qo:*~‘7QIII)'« Pour j fixe, soit Q,=(q,1,---,q,v)-

1) (Yest-d-dire, le nombre des zéros et poles, chacun compté avec sa multi-
plicité, Ajoutons que la multiplicité d'un péle est négative (par définition).
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Il vient d’aprés II, 1 sur I':

m——qtl ) xr— qtu o
d’ott
(4) (3—g,)"- ... (w—q, )i (@ —p)TI~1,

ot kj=1ly+ ...+, (et k=0 si @;=0).

kj est donc le nombre algébrique des zéros et des poles de la

fonetion » qui appartiennent & R;.
I1 résulte de (3’) et (4) que

(5) f(x)~ et kR =l e U=

En posant 7c,=0 pour § >u, les formules (1) et (5) donnent

(@—po)o-(x—p,)H

T~ (—pg)to—Ho- (2 —pl)]“l"“ki csar B, et (ko—ky)4-(br—5ky )4 ...=0,

en vertu de (2) et 11, 6.
2'. Corollaires Pour que Von ait ky=0, i1 faut et il suffit que
la fonction f admette une extension f* ¢ Pr+=;.

On a, en effet, d’apreés (1), pour z e F

(6) f()=ex- (3 —p Vo

d’olt ky=1kj pour j=0,1,...

ce—p Y ol we (62

En admettant que %;=0 et en posant, pour ¢ F- Ry,

(1) 1*(@)= @@ —polo-...(@—p,_Jh1-(8—p,, S+ ... (6—p, ),
il vient ;
(8) : fCf* e PFHE;.

Réciproquement, en admettant la formule (8), on a 1’éga-
lité (7) sur F+ E;. Ilest donclégitime d’omettre 1'astérisque dans (7);
d’olt k;=0.

3. Sous Uhypothése (2), les homographies

(9) L—Dpy w’“p_z_

, ey 0% gell
r—p," 2—p, 7

constituent une base de PFmod V(F).

icm
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La démonstration du th. 3 se réduit en vertu du th. 1 % montrer
que les homographies (9) sont linéairement indépendantes sur F
mod W(I); en d’autres termes, que les conditions

(@—pg)o-(—py)m-..~1 sur F et Mo+ My ...=0

entrainent: my==0, my==0,...

Mais cela est une conséquence directe du th. IT, 6.

Le théoréme suivant sur la caractérisation” du groupe B,(F),
pour ¥ fermé, en résulte immédiatement:

1. By(F) =G,

ot m= o &% le nombre by Sy~-F) des (‘o'mp()swntcs de S,—F est infind,
et n==bo(Sy-—1") §i ce nombre est find.

Plug précisément, on définit une isomorphic entre les groupes
B, () et Gny en fatsant correspondre & e PF le point (ky,k,y,...) e G
déterminé par (1) et (2).

Le th. 4 entraine directement le suivant:

5. Théoréme de dualitd?). by(F)==by(S,—F).

6. Théoréme d'invariance?). Le mombre des parties sépardes
(mon vides) en lesquelles un ensemble ACS, décompose S, est un
tnvariant intrinséque.

Pour A=4 ce théoréme résulte du précédent Le cas général
g’en déduit en vertu du th. 7 du § 44, IV (cf. la démonstration du
th. 6 du § 03, V).

IV. Théortmes d’addition. 1. Si aucun des ensembles A, et 4,
ferméds (ou owverts) dams Ay-+A; me coupe S, enire aucun couple
de points py,...,p, (n>0), tandis qgue Ay+A,; coupe S, entre chague
couple de ces points, 'ensemble A, A, contient au moins n—+1 compo-
santes 8).

1) Cf. le théordbme de dualité de J. W. Alexander en Topologie algébrique,
A proof and extenvion of the Jordan-Browwer separation theorem, Trans. Amer.
Math. Soe. 28 (19292), p. 343. Cf. aussi N, Brusehlinsky, Math. Ann. 108 (1934),
p. 526, e 1, Prendenthal, Comp. Math, 2 (:035), p. 134.

2) Pour &y ol n>2, ce théordme a été démontré & I'aide de homologie.

3) Théordme de ¥, Siraszewics (poar 4, et 4, fermés). Voir Uber die
Zevschneidung der Bhene durch abgeschlossene Mengen, Fund. Math. 7 (1925),
p. 168,
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Oun a d'aprés II,1
TPr 4y
m“-po

et d’aprés 11, 6 les homographies

sur 4, et sur 4, pour k=12,..,n,

w—pl .'L‘“p"
{n_—_';‘(‘)’ reey Zi::.:‘ﬁ;
sont linéairement indépendantes sur A4y+4, mod ¥(4,-+4,).
Le rang p,(4,,4,) du groupe PB,(4q,4,) (voir § 51, V (4) ok
Pon posera & =4,+4,) est donc >n. Comme, d’autre part,
Pi(do, A1) <hy(4y-4,) (Papres § 51,7V, 6), il vient by(dq,4,) >n.
2. Lemme. Ay et A, étant deux ensembles tels que A,+A,+ S,
et dont le produit A,-A, est fermd, & toute fonction f e Paod cop-
respondent deusm fonctions fo ¢ Ph et f, € P telles que

(1) H@)=fo(@) fi(x) pour @ edy-4,.
En symbole (cf. § 51, IV (0)): 0,(4,,4;)=8*4 @0k
(2) . dl(-AO’Al): b1(A0 'Al):

sous Vhypothése que Ay A=A, A, et Ag+A;7=S,

Soit, en effet, pg,p,,... une suite contenant précisément un
point de ‘toute composante de ,—A,-4;; admettons, en outre,
que pg € S;—(Ay+4,). En posant dans 111, 1, F=4,-4,, on obtient

z—p.\ko z—p \n
= pu(x) 11 . . n v .
flz)=e (m__po) (m_po) pour xedy -4, et we(E2)

Comme &,—4, - 4;=(F,—4,)+(S.:—4,), il est légitime d’ad-
mettre que

(pi, ...,pm) Cé‘z-Ao et (pm+1a ---~73n) C '52_“41‘

En posant
fola) = o (””_i’”_i)k"- " (i” . m)""’
ot Al TP,
fi(@)= (mwp'"ﬂ)km‘H. . E=P, n
1 Z—p, 2—p, ,

on satisfait & (1).
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3. Ay et Ay dlamt dewe ensembles fermés (ouverts ) dans A4,
et tels que o ‘
Ay dy=AyA140+8,—(4,+4,),

(3) ind (Ag--4y)-ind (4,-4;)=ind (4,)+ind (4,).

La formule (3) résulte de (2) et du § 51, V (7.3).

4. Théoréme de Straszewice'). Soient: A;=A4;, Bi=8,—A,,
ol j=0,1, et
(4) ‘ Ay A, ==0 BO'BII.

On o alors

bo(Ag-Ay) -1 bo(AgAp) ~by( Ay —by(4,)=

=bo(Bo+B;)--bo(By - B;) —by( By)—by( By).
est une consdquonce des th. 8 et 11T, 5.
Remarque. Si Pune des inégalités (4) n’est pas satisfaite, on a,
en vertu de § hY, II, 4 et §50, X, 10, les implications suivantes:
10 8 Ag-Ay=0, on a by(By By)=by(Bg)+byo(B;)?),
20 81 Ay+Ay= &, ¢t By==0, on a by(By+ B;)=by(B,)+ by(B,) + 1.
B, 8i Ay et Ay cont des continus, on a

{5) by(A g Ay) < b Sy—(4o+4,)]
Si. en outre, Ay et Ay ne coupent pas S, on a
(6) bo(Ay Ay)=bSy—(4o+4,)]-

En effet, 'inégalité (5) résulte facilement du th. 4 (en vertu
de Pufticohérence de &, et du th. 9 du § 50, X). On en déduit la
deuxidme partic en vertu du th. 1 (qui entraine l'inégalité inverse).

6. Si le produit A, A, de deuw continus A, et A, n'est pas con-
nexe, il existe un couple de points (p,q)CS,— (A, +4,) tel que A +A,,
mais non Ao, coupe Sy entre euw ).

D’aprés § 51, VI, 4, il existe une fonction fe Pat4 telle que:

(m  frm~l, (8) flA,~1.

1) Op, cit, p. 184,
%) Dang wi ordre d'idées analogue, voir A. H. Stone, Trans. Amer. Math.
Soc. 66 (1040), 1. 427. . : )
© 8) Théordme do 8, Straszewicz et de moi-méme, Qénéralisation d'un
théoréme de Jonisrewski, Fund, Math. 13 (1929), p. 154.


pem


398 (hapitre IX. Topologic du plan.

Posons conformément & IIIL, 1:
J(@)~(@—pyho-...- (x—p, Ven sur A,--44,
kgt - Ten=0, (11) o]+ - [af 20,
les points p,,..,p, appartenant & des composantes différentes de

52—(A0+A1).
Les conditions /8) et (9) impliquent que

(9)
(10)

(B—pglo-.. -\ @—p, n~1 sur 4,

I1 en résulte, en vertu de (10) et (11) que les homographies

z—p, T—p,
a R
z—p," " x—0p,

ne sont pas linéairement indépendantes mod ¥(4,). Il existe done,
d’aprés I1, 6, un couple PPy ol 0<Ci<jgn, entre lequel 4, ne
coupe pas &,-

Remarque. L’exemple de deux circonférences qui ont deux
points en commun montre que ’on ne peut pas demander dans la
thése du th. 6 qu’il existe un couple de points entre lequel 4,44,
est une coupure, tandis que ni Ay ni 4, n’est une coupure.

Les deux théorémes suivants généralisent les thdorémes sur trois
continus 1): '

7 Soient Cy, O, et Cy trois ensembles commexes et py,py deuw
points de Sy—(Cy+ O+ Cy). St aucun des ensembles Cp+ Cppq
pour k=0,1,2 (les indices dlant réduits mod 8) ne coupe S, entre les
POINts Py et Py, et 86 Cy- 0y Oy=k:0, Oy + O+ Oy me coupe non plus S,

entre ces points. ‘
En effet, on a par hypothése (cf. II, 1)
TP 01 sur Op+ Cppq pour k=0,1,2.

T—DPo
On a done, en vertu du th. 5 du § 51, VI,

m_pl Nl
L—Pg

d’ou la conclusion demandée (d’aprés 11, 1).

sur Cy+ Cy+ C,

1) Cf. ma note Théoréme sur trois continus, Monatsh, Math.-Phys. 36 (1929),

p. 77, E. Cech, Public. Univ. Masaryk 19 (1931), p. 20 et S, Eilenberg, op. cit.
p. 78,
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8. Soient Oy, O el Oy trois ensembles conmexes et Pos D1, Dy trois
points de eS’,,(( ","TIW Oy (). A,S‘z aucun des ensembles Cj-+ Crgr pour
b=0,1,2 (les indices élant réduits mod 3) ne coupe S, entre aucun
des couples (Poy Pa)y (D1 T’a)) € (P2 0o), Co+Cy+Cy ne coupe S, entre
Pun aw moins de ces couples,

Posons &= (/g U1+ Cy. 81 pg, p, et p, appartiennent & trois
constituants différents de S—&%, les fonctions

AN et ) o x—p,
) = ——d o o)==
e A

gsont d’aprés LI, 6, lindairement indépendantes sur & mod ¥(%).

On en conclut en vertu du th. 6 du § 51, VI, que 'une des
six fonctions filOpt Cppr, ot f=1,2 ot k=0,1,2, est non~1. Soit,
par exemple,

A,
TP o~ sur ¢+ C,.
.

IT en régulte d’uprés 11, 1, que O+ €, coupe o, entre p, et p,.

Remarque. Les théorémes 5’ et 6’ du § 51, VI impliquent Ia
généralisation suivante des théorémes 7 et 81) (on réduira les indi-
ces mod n):

7. Soient Ay, .., d g n ensembles arbitraires (n>=3) et po,py
deus points de Sy~ (Ay -+ .. + Adp). 8P aucun des ensembles
Appat A pgn-t ne coupe Sy entre py et py, st tous les ensembles
Or=A pa-t ool pgn—g 0N conmemes et 80 Cy-...- Cpoy=0, Vensemble
Agt oA ey me coupe pas Sy entre pg et py.

8. Soit (P PyPe)CSy—(Agt ..o Apy). Si aucun des en-
sembles Appa-t- oA ne coupe S, entre aucum des couples
(DosP1)y (D1 Da)y €6 (Pay Do),y et 85 tous les ensembles Cr=App1+ ...+ Arin—2
sont commewes, Vensemble Ag+...4+Anq ne coupe S, entre Punm au
moins des trois couples préeitds.

9. Théoréme de déecomposition. C dtant un continu localement
conmexe, & tout ensemble fermé F disjoint de C correspondent dews
continus localement conmezes Oy et Cy tels que C=Cy+Cy et dont
aucun west une coupure de Sy entre aucun couple de points de F.

1) Pour In démonstration, voir ma note de Fund, Math, 36 (1949), p. 277.
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D’aprés le théoréme de Borel, il existe un systéme fini R,, vy Ry
de composantes de &,—C tel que FCRy+...4 R, 8i n=0, on
posera (o= C=C,. Admettons done que nzz1%). Boit p, e R, pour
j=0,..,m. Soit L un arc unissant les points p...,p,. D’aprés
§52, I, 9, 4° l’ensemble LC est contractile relativement & .
On a done ' '

z—p,
T—Po

~1 sur LC, pour j=1,...,n.

Soit, conformément & § 51, I1, 9, I'; un éntoumge fermé de LC

dans C tel que
—p;
T—Po
Pogons Fy=C—F,. On a done F,-L=0, et par conséquent,
T, n’est pas une coupure entre p, et p,. Il en résulte (d’aprés IT, 1)
que ‘

(12) ~1 sur Fy, pour j=1,..,n.

w__.
(a3) Pio1
T—Po .
On déduit de (12) et (13), en vertu du th. 6 du § 51, X (en
posant &= (), Pexistence de deux continus localement connexes C,
et C; tels que 'on a pour m=0,1:

sur By

pour j=1,..,n,

r— .
F,CO0,C0 et ——Pi g

0

sur Cp pour j=1,...,n.

O Mest done une coupure entre aucun couple Doy Py ¢lest-
_ a-dire qu'il existe une région-composante @, de §,—C,, telle que

Doy -1Px)CQm, 0N Ryt ...+ B,CQn, done FCQn.

~ En outre, comme C=F,+F,, il vient C=Cy+ C,.
10. Corollaire®). Tout continu localement connexe C qui ‘coupe &y
en un nombre fini de régions est somme de deux continus localement
connexres qui ne coupent pas S, '

Soit E un ensemble fini contenant un point de toute compo-
sante de &§,—0C.

') Pour le cas particulier oit n=1, ¢f. ma note de Fund. Math. 8 (1926),
P. 137,

*) Théoréme de Borsuk, Fund. Math. 24 (1935), p. 135.
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11 existe (Paprés 9 deux continus localement connexes ¢, et C,
aingi que deux composantes Ry et B, de §,—C, et de $,—C, re-
gpectivement tels que _

$56,V

(14) (/== Oy Oy
et
(15) ECERy, dot §,—CCR, pour m=0,1

L’ensemble Of=,— Ry est done (cf. § 44, II, 11) un continu,
localement connexe qui ne coupe pas S,
En outre, d’aprés (15),
S~ CRCS,—Cpny, dolt 0(CS,—Rp=C4CC,

done == O CF en vertu de (14).

V. Coupures irréductibles. Le th. IT, 1 entraine le suivant:
1. Pour quwun ensemble ACS,—p—q coupe &, irréductiblement
entre p el q, il fauwt et suffil que Pon ait
]
=

irrnon~1 sur A.

De facon plug générale?):

2. Soit ACS,—(pysp,). Pour que A coupe S, irréductible-
ment entre tout couple p,p, ( ot i==7), il faut et il suffit que les ho-
mographies

&—p, =P,
w—p," " w—p,
sotent Vindaivement indépendontes sur A mod W(A) et que Von ait
mmpk . _
— jrr non~1 sur A pour k=1,..,n.
B,

(Pest une conséquence directe de IT, 6 et II,1.

3. Soit P=FCS,. Soient Ryy...,Rm (m fins ou infini) les com-
posantes de S,~—I' telles que Fr (R)=T. On a alors (cf. § 51, VII (1)):
1) rang [Q(F) | W(F)]=m.

Autrement dit, pour que Vensemble I soit la frontiév:e COTRMUNE
amk 1 rdgions (n3=1), il faut e 50 suffit qu'il ewiste n fonctions fiy ..., fa
lindairement indépendantes sur I mod YW(F) et telles que fi~1 sur
tout vrai sous-ensemble fermé de B (pour i=1,..m).

4y i 8. Jﬂlilunﬂbar;g. op. cit, p. 103,

C. Kuraloswki, Topologio II. 26
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En effet, d’aprés § 44, V, 1, 'ensemble F coupe irréductible-
ment &, entre p et ¢ sous I’hypothése qu'il est la frontidre commune
des composantes de §,—F qui contiennent p et ¢ respectivement.

En vertu du th. 2 on a done rang [Q(F)/¥(F)]=m.

Soit, d’autre part, f,,...,/» un systéme satisfaisant & la geconde
partie du théoréme. Soit 'pjeRj, ou j=0,...,m. On a d’aprés III, 1:

v—p, k1,1. N i 2 by m .
(2) fi(m>~(wmp0) (Mo) sur B (i=1,...,m),

car (cf. III (3)) B étant une composante de §,—F telle que Fr(R)%=F
on a par hypothdse f,[Fr (R)~1 pour i=1,...,n.

Le systéme (2) de » homotopies implique aussitét que n<m.
L’identité (1) en résulte directement.

4. Théoréme d'imvariance). La propridié d'élre ume fromtidre
commune & n régions est un invariant intrinséque.

C’est une congéquence directe du th. 3.

5. Théoréme de ddcomposition. Soit ACS,—(p,, D). 8% A coupe
arréductiblement &, entre tout couple p 0?; (i==]) et st A est décompo-
sable, A se décompose en deux ensembles conmexes A, et A, tels que

A=A A=A, ot Ay=A-A—4,

et Ay A,y est somme de n+1 ensembles F,..., By, non vides, fermés
dans A, A, et tels que chacun des ensembles A, et A, est irréductible-
ment connexe entre Fy et A, A;—Fy pour k=0,1,...,n.

)

Clest une conséquence du § 51, VII, 5, rapproché du th. 2,

qui implique que rang [Q(4)/P(4)]=n.

6. Théoréme @addition. Soient A=A,+A, une ddcomposition
de A en deuw continus et Ay A,=Fy+ ...+ F, une décomposition en
n+1(=2) ensembles fermds, disjoints et mon wvides. Si chacun de
deuw ensembles A, et A est irréductiblement connexe entre Fy et
Ay A —Fy, pour k=0,1,...,n, il ewiste dams S,—A un systéme de
points  Po,...,p, tel que A coupe irréductiblement S, entre fout
couple p, p; (0 iz=g).

Autrement dit, A est la frontiére commune & m-+1 régions.

C’est une conséquence du th. 3, rapproché du § 51, V11, 5,
qui implique que rang [Q(F)/¥(F)>mn.

1) Cf. Alexandroff-Hopf, Topologie 1, p. 392 et 8. Eilenberg, op. cit.
p. 104,

icm
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Voiei quelques corollaires:

7. Tout ensemble A qui coupe 8, irréductiblement entre p et ¢
est connexe et discohdrent.

8, en outre, A est localement connewe, il est une courbe simple
fermée.

C’est une conséquence du th. 1, rapproché du § 51, VIIL, 1 et 2.

8. Tout emsemble qui coupe &, wréductiblement entre p et q est
ou bien indécomposable, ou bien somme de deun ensembles irréductibles
entre le méme couple de pointst).

(et une conséquence directe du th. 5.

1) (f. mos notes Sur los coupures irrdductibles du plan, Fund. Math. 6 (1924),
. 137, of Sur lo structure dos frontidres communes & deue régions, Fund. Math. 12
(1928), p. 21.

206%
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9. Tout ensemble irréductible entre a et b qui coupe S, irpé-
ductiblement enire p et q est ou bien inddcomposable, ou bien somme
de deux ensembles indécomposables  fermés ).

(’est une conséquence du § 51, VIL, 3 (cf. aussi § 43, VII, 7).

10. Tout ensemble A qui coupe S, irréductiblement entre p, et Dy
entre p, €t py et entre P, et P, est ou bien indécomposable, ou bien somme
de deux ensembles fermds indécomposables?).

Si A est, en outre, compact, A est un continu irréductible entre
deux poinis.

C’est une conséquence du th. 2 et du § 51, VII, 6.

En tenant compte du th.1 du § 44, V, on en déduit que:

11. Toute frontiére commune & trois régions est soit un continu
indécomposable, soit somme de deux conlinus inddecomposables ).

Les figures p. 404 et p. 403 présentent des frontidres communes
a trois régions: ’une indécomposable et 1’autre — somme de deux
continus indécomposables 4). «

Ajoutons qu’une modification convenable de cette construction
permet de remplacer le terme irois par #, ou méme par oo 5).

VI. Groupes P4 et B,(4) pour 4 localement connexe ®).
Plusieurs propriétés des continus plans localement connexes qui ont

été établies au § 54, IT seront généraliser & présent aux ensembles
localement connexes (fermés ou nomn).

) Voir ma note Uber geschlossene Kurven und unzerlegbare Kontinua,
Math. Ann. 98 (1927), p. 404. Cf. P. Alexandroff, Math. Ann. 96 (1926), p. 537.

%) 8. Eilenberg, op. cit., p. 82.

%) Voir mes notes précitées, Fund. Math. 6, p. 138 et Tund. Math. 12, p. 36.
: *) Pour les définitions précises, voir B. Knaster, Quelquos COUPUTES BINGU-~
Uidres du plan, Fund. Math. 7 (1925), p. 277 et 280, :

5) Ibid., p. 281.

%) Voir S. Eilenberg, op. cit., p. 83 et 105.

icm
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Les théorémes IT, 1 et § 51, X, 4 impliquent directement le
théoréme suivant, qui généralise le th. 5 du § 54, IL.

1. Tout ensemble localement conneve par arcs ACS,—p—g,
qui coupe &, endre p et g, contient une courbe simple fermée qui est une
coupure entre ces points.

2. A dtant un ensemble localement connexe par ares, toute compo-
sante de S, —A est un semi-continu (done un constituant de §,—A4 ).

En effet, p et ¢ étant deux points de §,—A4 qui ne se laissent
pas unir dans &§,—A4 par un continu, ils sont séparés d’aprés 1 par
un sous-ensemble fermé (méme par une courbe simple fermée) de 4.

Mais alors ils n’appartiennent pas & la méme composante de §,—A4.

3. A damt un ensemble localement connewe qui me coupe pas S,
il en est de méme de tout ensemble B tel que

ACBCAAL(4).
Plug précisément, si Vensemble localement conneze A me coupe
pas Sy entre p et g, il en est de méme de Vensemble [A+L(A)]—p—q.
En effet, d’aprés II, 1,
z—p
v—q
suivant le th. 3 du § 51, X,
4. Pour qu'un ensemble localement connexe A me coupe pas S
i fout et il suffit qu'il soit contractile relativement & & (donc relati-
vement & P). ’ ‘
‘ Soit, en effet, 4 un ensemble localement connexe qui ne coupe
pas &, Soit f ¢ $4. Il gagit de prouver que f~1. Soient, confor-

[A+L(A)]—p—q

~1 sur 4, done sur

"mément au § 44, 1T, 23, B un Gs localement connexe tel que

‘ACBCI(A), et g ¢« $® une extension de f. -
Supposons, par impossible, que fnon~L1, done que g non~1.
B étant connexe par arcs (Q’aprés § 45, IL, 1), il existe, suivant
§ 51, X, 4, une courbe simple fermée C telle que:

g|C mom~1. -
Soient D, et Dy les disques, composantes de 8,—C.-Comme B

n’est pas une coupure de &, (d’aprés 3), on a pour lun de ces dlST
ques — pour D, par exemple ~ Jlinclusion D

(3) D,CB dott D,CB
d*aprés (1). ‘ :
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L’ensemble &,—D,=D; étant connexe, il vient, en raison
du § 53, 11, 10:
(4) g|Dy~1, @0l glO~1,
contrairement & (2). :

Réciproquement, si 4 coupe &, entre p et ¢, on a

z—p
r—q
d’apreés 11, 1. A n’est donc pas contractile relativement & %, done & .

5. Tout ensemble A connexe, localement connexe, qui n'est pas
-une coupure de S, est un semi-continul).

Soit p,q € 4. Il $agit de démontrer que 1’ensemble B=¢§,—A
n’est pas une coupure entre p et ¢q. Admettons, pour simplifier les
notations, que p=0, g=o0 et 1 ¢ B.

Posons

non~1 sur A,

f{w,y):fé/T_yy ou zed et yeB.

On constate aussitét que: ‘ ‘
(B) [ PAxE, () 1(0,9)=1, (6")  flooy)=y.

A étant contractile relativement & P (d’aprés 4), on déduit
de (5) et (5') en vertu du th. 2 du §51,X (en posant F=A,
Y=B et a=0), que

f~1 sur AXB, dou y~1 sur B,
d’aprés (5”). .
' I1 en résulte, suivant II, 1, que B ne coupe pas S, entre les
points 0 et co.

On rapprochera le théordme suivant du th.11 du § 54, II.

6. A diant localement connexe et O étant un constituant de S,—A,
tout point p de A-C est accessible de C.

Soit ¢ € 0. Il s’agit d’établir Pexistence d’un continu K tel que
(6) ' ¢, p e KCC+p.

Soit 7 un ensemble fermé tel que
(7) 6, peFCCO+p et peF—p

1) Théoréme de 8. Eilenberg, Fund. Math. 99 (1937), p. 159. Rappelons

j{u’il exi-ste da.r%s Sy des ensembles connexes, localement connexes et totalement
imparfaits (mais qui coupent ,); of. § 44, I, exemple 89,

"
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(on peut admettre par exemple que F' se compose de ¢, de p et d’une
suite extraite de O et convergente vers p). D’aprés (7 ), tout point »
de F—p se laisse unir & ¢ par un continu disjoint de A, donc (cf. 3)
par un continu disjoint de L(A)—x—o¢, donc de L(A)—F. Autrement
dit, il existe un constituant D de &,—[L(A)—F] tel que F—pCD.
11 vient d’apids (7) p e D et par conséquent D+ p est connexe.
L’ensemble L(A4) étant un G5 localement connexe (d’aprés
§ 44, IT, 20 et 22), L(A)—F Vest également. Il est donc (cf. § 45, IT, 1)
localement connexe par arcg, et en vertu du th. 2, D est une compo-
sante de l’ensemble &§,—[L(4)—F]. L’ensemble D+p étant un
sous-ensemble connexe de celui-ci (car p ¢ F'), on en conclut que p € D.
En tant que semi-continu, D contient done un continu K irréductible
entre ¢ et p. D’apres le th. 3 du § 43, II, K —p est connexe. Soit H
la composante de &y—[L(4)—F-+p] qui contient K—p, donc ¢,
La formule (cf. (7)):
(7) ACL(A)—F+pCL(4)

montre que L(4A)—F-p est un G5 localement connexe (cf. § 44.
II, 20—22), donc localement connexe par arcs. Par conséquent
(d’aprés 2), H est un semi-continu et d’aprés (7') HCS,—A.

En tant que constituant du point ¢ dans S,—A4, € contient
done H; d’ot K—pCC et la formule (6) en découle.

7. Soit A un ensemble localement connere dont le complémen-
tatre S,—A se compose dun nombre fini de constituants:

Sy—A=By+ ...+ B,.

Soit p jeBJ pour j=0,..,n. Toule fonction fe PA est homotope
alors & une fonction rationmelle:
(8) f@)~(—py)o-... (@—p, Yin, 0% Ko+ ...+k,=0.

En congéquence (cf. IT, 6), les homographies

' =Py T—Pp '
w-p0’""m——po

constituent une base de P4 mod ¥P(4).

Envisageons d’abord le cas ol 4 est localement connexe par
arcs. Soit, conformément & 1, ¢y une courbe simple fermée contenue
dans 4 et qui coupe &, entre p, et p,. Soit C la somme des courbes Oy
(oh is=4). Soit R;la composante de &,—C telle que p, e R,. Comme
C0CA4, on a B;CR;. Posons

9)  F=&,—(Ro-+ ...+ B, dol  (10)  FCA.
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La formule (8) peut donc étre supposée satisfaite sur
(@’aprés III, 1). Supposons, par impossible, qu’elle ne soit Pas
satisfaite sur 4, donc gu’en posant

(11) g(@)=f(x) (@—p) ™-...- (z3—p )" on a gnon~1 sur A.

Soit conformément au th. 4 du § 51, X, K une courbe simple
fermée telle que

(12) KCA, (13) gnon~1 sur K.

' Soit @; la composante de §,—(F+ K) telle que p; € Q i Comme
F+4KCA (d’aprés (10) et (12)), on a B;CQ;. Posons

(14) H=&,—(Q¢+...4-Q.), d’out (15) F4+KCHCA.
D’aprés (14) et 111, 1, on a sur H:

(16) g(m)~(m—p0\mo-...-(m—pn)mn, (17) mg—+ ...+ mp=10.
On a donc sur F, d’aprés (11) et (15),

(@—pg)otme- ... -(—p Yewtmn ~f(),
d’ou '

{18) -~ (w—épo}MO'...-(m—pn‘,man sur H,

Phomotopie (8) étant vérifiée sur 7.

L’ensemble F' étant une coupure entre tout cou =k §
) ouple p,p, (i)
11, résIllte de (17), (18) et II, 6 que My= ...=Mp=0. ﬁa.ijs &101';
d’aprés (16) g:~1 sur H, done (cf. (15)) sur K, contrairement & (13).

Le théoréme se trouve ainsi établi dans le cag ol 4 est un Gy.
Le cas général sera ramené & celui-ci.

Soit, en effet, f ¢ P4. 1l existe une extension continue f, de f sur
un ensemble & (désignons le par 4,) contenant A, c’est-A-dire
que fCf, e P4, Posons

A=A, L(4)—(py-yp,) et fr=f,|d*,

Dlaprés §, A* est un G5 loealement connexe qui coupe d,
en n-+1 constituants econtenant respectivement les points Doyies D,
Comme nous venonsg de prouver, la formule (8) est satisfaite sur A"*

en substituant f* & f. La conclusion demandée en ré i
‘ ésulte puisque
ACA* et f(z)=/*(z) pour w ¢ A. e
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Désignons par ¢(X)+1 le nombre des constituants de X, ce
nombre étant supposé fini. Comme dans le cas d’ensemble fermé,
on déduit du th. 7 le théoréme suivant:

8. Théoréme dinvariance et de dualitd. A dtant un ensemble
localement conmeme tel que ¢(S,—A)=n<oo, on a

Ajoutons que plusieurs théorémes du NO° IV sont applicables
aux ensembles localement connexes en remplagant b, (4) par ¢(S,—4).

VII. Groupes £¢ et B,(G) pour G ouvert. 1. Soit G un en-
semble ouvert dont le complémentaire &,—G est formé dun nombre
fini de composantes O,...,C,. Toute fonction fe P% est homotope
& une fonction rationnelle. '

Plus précisément: en posant p ;€ C p On @ sur G:

(1) @)~ @—pyko-...-(@—p)n ob ky+ ..+ k,=0.

(’est une conséquence directe du th. VI, 7.

Remarques. 1° Le th. 1 peut étre déduit aussi du th. IIT, 1,
comme suit. Soit 4; un séparateur fermé entre C; et S,—G—0;
et soit, conformément au th.2 du § 45, IIL (et au théoréme de
Borel), F,F,,... une suite d’ensembles fermés tels que Ao+ ...+
+ A,CF, et que:

(2) G£=1ﬁ1 +F2+~"7 : (3) F,ClInt (Fm-}—l):

(4) S—Fm=Rmo+ .- RBnn €t C;CRn; pour j=0,..n,

ol Rpoyeeey B sont les composantes de Sy— F'r.
D’aprés (4) et III (1)—(2), on a sur Fy:

(5) f(m)N ($«p0)km,0- '(m——pn)km,n et km,O‘]’ ~-~+km,n: 0.

Comme F,CF,, '’homotopie (5) a lieu sur F,. On a donc
dQ’aprés IIL, 2, kpy=ky; pour j=0,..,n. Posons ki==Fk; Par
conséquent on a 1’homotopie (1) sur F,,, donc sur G en vertu de (2),
(8) et du th. 8 du § 51, X (en posant =G et Gp=Int (Fn)).

20, Les exposants ko, ...,kn sont determinés de fagon univogue.

C’est une conséquence facile du th. ITI, 2.


pem


410 Chapitre IX. Topologie du plan.

Te théoréme suivant présente une analogie au théoréme de
Runge concernant la représentation des fonctions holomorphes
comme limites de fonctions rationnelles:

9. @ dlant un sous-ensemble ouvert de S,, toute fonction f e P
est de la forme
(6) f@)=1lm r(@)emn®  od wnye (E)S

m=o0
et ot rm(z) est une fonction rationnelle.

La convergence est uniforme sur toup sous-ensemble fermé ¥ de G.

Plus encore: & tout F correspond un my tel que U'on a pour m=m,
et ©el:

(1) @) =),

Enfin, {C}} éant une suite de composantes de S,—@G telle gu’on o
C-CyF C,+ .40 pour toute composante C de S,—CG, et p; étant
umn point de Cj, les zéros et les pdles des fonctions 14,7, ... appartiennent
a la suite {p}.

Les formules (2) et (3) étant supposées vérifies et Ry, Bmy,---
désignant la suite des composantes de l'ensemble ,—Fr, il est
légitime d’admettre (cf. § 45, II1, (iv)) que R, ; contient une com-
posante de J,—@. 11 existe donec —’ensemble R, ; étant ouvert —
un indice t=t(m,q) tel que

C,-Rm,j#:o, d’on OiCRmJ, done ptGRm’j.

D’aprés IIT, 1 on a, par conséquent, 1’égalité (7) sur F,, en
posant

Tm("”)z (= —Pi(m,0) )k’"’o (@ _pt(m,nm))km’"m'

Soit F=F. En vertu de (2) et (3) et du th. de Borel, on a FCFp,
pour m, suffisamment grand. L’égalité (7) est donc satisfaite pour
tout x e 7.

3. G diant un ensemble ouvert tel que Pensemble S,—G est formé
d’'une suite infinie de composantes dont chacune, sauf une seule —

nommons-la Cy— est ouverte dans S,—@, toute fonction fe PF est
de la forme

(8) f() (

n=1

;’) en® ol upe (&%, peS,—G et p,eC,.
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La convergence est uniforme sur tout sous-ensemble fermé F de G.
Plus encore: & tout F correspond un ny tel que Uon a pour
n>n, et © eF:

_ ”'_Y’i)k’. .(”_"Z&)k".un<x> '
(9) f() (w_po o ‘6 .
(9 Vn(®) =y () + ... + Un(2).

Dans Te cas ot oo € Cy, on peut ometire dans (8) et (9) le terme x—po
(en posant p,=oc0).

En effet, d’aprés Je th. 4 du § 45, III, on peut ranger les com-
posantes de 05‘2 —@ en une suite infinie €, Cy,C,,... de fagon que
Pon ait:

(10) (S "—11 Rn,O'I‘“ "]‘Rn ny
(11) GJCR,,,] pour 1<?<’l?}, (12) Co+ Gn+1+ ¢ +9+ .CR, 0y

les ensembles fermés F', satisfaisant a,ux conditions (2), et Ry .+sBnn
désignant les composantes de §»—

Soit p, e C,. Donc p ek, . ,p e R __ d’aprés (11) et (12).
I1 vient sur F,, en vertu de (10) et de III (1)——(")

—_ kp, — n,n
(13) f(m)_:(w ?1) 1_(?3___2]’,’) etn® oM v,,e(&l)é'ﬂ,

T—7p, z—p,
et par conséquent

: x—p \nt1,1 T—p, \nttntt
(14) f(w)N( — ‘) (—_——i—l)
T p() x T)O

sar F,
n

puisque F,CFoyq-
D’aprés (12), F, n’est pas une coupure entre p, et y PR On
a donc (d’apres II, 1):

m.._.
(15) —_g———-,wl sur F ,
» s 0
d’oh en vertu de (14):
—p,\AnH1,1 —p \Fnt1,
(16) f(m)~(”” ”’) " ( 7’) " s T,
T—Po LDy

Les formules (13) et (16) impliquent d’aprés III, 2 que

kn,l"'—“ kn+1,11 very kn,n': k‘n—}-],n'
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En posant k,, =k, pour n=1,2,..,, (13) implique (9) sur F,.

Soit F=FCG. 11 existe d’aprés (2) et (3) un n, tel que FCF,
pour n>=n, L’égalité (9) est donc satisfaite sur F.

Finalement, en posant ‘

u(d)=2v1() et Un(®)=Vn(B) —Vp—(2),
on satisfait &4 1’égalité (9').

Remarques. 1° La convergence’ du produit infini (3) est absolue.
Blle ne dépend donc pas de Dordre des facteurs.

En conséquence, on peut admelire que la suite Py, Pyy... €st une
suite donnée en avance de points ewtraits un & un de toutes les compo-
santes de Densemble S,—G (avec pye C,).

Car pour tout #, il n’y a qu'un nombpre fini de facteurs diffé-
rents de l'unité. '

201). 8¢ Lim Cp=oo, toute fonction fe< PC est homotope & une
fonction mémmgr;)ohe sur &2

3% Le th.3 présente une analogie remarquable au thdoréme
de Weiersirass sur la décomposition dune fonction entidre en
facteurs primaires. '

g désignant une fonction entiére et G désignant le plan &2

privé des zéros de cette fonction, ’hypothése du th. 3 se trouve
évidemment wvérifide.

, VIIT. Multiplicité d’un ensemble par rapport i ume fonction
f €« PF ou F est fermé. Soient

(1) F=FCS, et S,—F=R,+R,~..
olt Ry, Ry,... sont les composantes de §,—F.

Soit
(2) G=Ry+ Ry+...

Nous appelons multiplicité de G par rapport & la fonction
fePFf, en symbole: u.f, le nombre algébrique des zéros et des pbles
d'ume fonction rationnelle arbitraire homotope & f, qui  appartien-
nent & G.

En d’autres termes: en posant conformément & II1, 1:
f(@)~ (m—poee-(m—p ..., ky+k,+...=0, p;< R,

1 Pour la. démonstration, voir mon mémbire cité de Fund. Math. 33,
p. 340. : :
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on
(3) f“LGf:kll'i'szi"“

D’aprés III, 2 le nombre ugf ne dépend pas du choix de la
fonction rationnelle. On a en particulier

*) - i =P

On établit facilement les six propriétés suivantes de u,f:
. (norme) pof=0=upn, .f;

. (additivité) /.tGI_}_Gﬂf:yGif-{—szf 8t G]-Gzz();

. (homomorphie) g (f,f)= pgfi+ tals

. (tnwariance) St f,~f, on a ugfi=pf,

B W M

done
f~1 entratne p f=0 quel que soit G;
5. (caractérisation de homotopie) si u ijlz;— ,uRsz pour j=0,1,...,

on @ fy~fs ' N
Par conséquent (cf. 4), Phomotopie f,~f, équivaut & la condition:

pefi=lgly quel que soit G.

En particulier: f~1 dquivaut & la condition: pgf=0 quel que

soit @. .
6. (comtinuité) si limf,=f (la convergence étant uniforme),

n=oa
on a ugf,=ugl pour n suffisamment grond.
(’est une conséquence de 4 et du § 49, I (1).
7. Pour que la fonction f e @7 admette une ewtension f* e P,
il faut et il suffit que ,u‘R]j=0.
(’est une conséquence de (4) et’ de III, 2'.
8. En posant f;=f|Fr (B, on a

binf = bin

Car R; est une composante de I’ensemble &§,—Fr (Bj)=
=Rj+(<’gz““E)‘
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IX. Multiplicité par rapport aux fonctions fe P% ou G est
ouvert. Soit 7' un ensemble fermé-ouvert dans eS’ —@, c’est-a-dire que

F=F et &§,—G—F=3&,—G—F.
D’aprés VII, 2, il existe une suite de fonctions rationnelles
74(%), 75(), ... dont les zéros et péles appartiennent & &,—G et que
1) f(2)=Hm r,(2)e"=®, u, ¢ (EHE,

n=co

ou la convergence est uniforme sur tout F*=F*CG.

Nous admettons par définition que

(2) ' “ Ff=’1!i_m PTGy

#g(r,|G) désignant le nombre algébrique des zéros et des poéles
de r, qui appartiennent & F.

Il s’agit de démontrer que cette limite existe et qu’elle ne
dépend pas du choix des fonctions 7.

Soit F* un ensemble fermé qui sépare les ensembles F et
3,—G—F. Il existe donc un G* fermé-ouvert dans ,—F* qui
contient F' et est disjoint de §,—G—F; d'ou FCG*CG-+F, donc

F=G*—@G. Soit f*=f|F* D’aprés (1) et §49, I (1), on a f*~r,|[F*
pour nz=mng. Done, d’aprés VIIIL, 4:  wpf*= pg(ra|F*). Mais
(7| F*)= pu(r,|@), puisque F=G*—G et aucun zéro ni pole de 7,

n’appartlent & G. On parvient ainsi & la conclusion que, pour n>>n,,
ulr |@) a une valeur constante égale & Lef*, done indépendante
du choix des fonctions r,.

Remarques. 1° Nous avons démontré en méme temps que

. F* dlant un sous-ensemble fermé de G, et G* un ensemble fermé-
ouvert dans S,—F* tel que F=G*—@Q, on a

®) ul=pgf* ou fr=f|F*.

Cet énoncé permet de réduire la définition de la multiplicité
par rapport & une fonction définie sur un ensemble ouvert & celle
de la multiplicité d’une fonction définie sur un engemble fermdé.

29 Posons dans la formule (1):

(4) , n(fL‘): Gn(m-—pn)o) 0. . (w__pn,ln)kn’l"

ol p, ;=00 8i coed,—G et on F04- ..+ knz,=0.

icm
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On a alors d’apres (2)
() ppf=1im (k- )

OU Pnyj, yPnjey--+ dPppartiennent a F.

3° Dans le cas particulier ot §,—
de composantes), on a d’aprés VII, 1:

fl@)=(@—py)...-(w—p, ) m. ev®,
byt -k, =0, ue(6)% p;eC,
Posons dans la formule (1):
il vient alors d’aprés (B)

(6) ‘LLFf=70j1+..,+7f}js ol Pryes

Remplacons. @ par F et F par & dans les th. VIII, 1—4. On
en conclut que:

1—4. Dans le cas o f« P¥ et o G est ouvert, l multiplicite
jouit des propriétés de morme, d’additivité, d’homomorphie et d'inva-
riance.

Le théoréme sur la caractérisation de I'homotopie est également
vrai:

5. 80 pyf =y, pour tout F', on a fy~f,. Ces deuw conditions
sont done dquivalentes (en vertu de 4).

En particulier, la condition f~1 éguivaut & la sutvante: u f=10
quel que soit I,

Posons, en effet, f=f,:f,- Supposons que fmon~1. On en
déduit en vertu du th. 4 du § 51, X, qwil existe un ensemble fermé
P*CG tel qu’en posant f*=f|F*, on a f*mon~1. Il existe done
d’aprés VIII, 5, un G* fermé-ouvert dans &,—F* tel que pef*==0.
Posons F= G*—@. Cet ensemble est évidemment ouvert dans &§,—&,
mais il y est aussi fermé, car

G*=G*—F*, d'ot F=G*—F*—G=G*—@G.

I1 vient Qaprés (3), upf#0, QoW yf == p,f,.
Rapports & quelques théorémes sur les fonctions amalytiques?).
6. La notion de multiplicité est une notion locale: on n’allére pas

la vaveur de pyl en réduisant le domaine des x & un ensemble ouvert
qui, augmenté de F, constitue un entourage de F.
1) Pour les démonstrations, voir mon mémoire cité, N XII et XX.

G=Cy+ ...+ C;, (nombre fing

7 (@)= (@—p)H-...-(m—p )™

p, ¥, et enparticulier ycjf——z k-
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De facon plus générale:

Soient: G et G, deux ensembles ouverts iele que GyCGC Sy, F et Fy
deuw ensembles fermés-ouverts dans S,—@ et S,—G, 1espectivement
et tels que F=F,—@G. Soit fe PE. On a alors

upfo=rgl ok f,=F(6,.

7. g étant une fonction holomorphe sur un ensemble ouvert et p

o

un zéro wple de celte fonction, on a
ypg*:k,

]
g* désignant la fonction g réduite aux x tels que g(w)==0.
Le méme théoréme §'étend aux fonctions meéromorpkes.
Remarque. Dans les hypothéses du th. 7, on a done ypg*>Q.
Cependant dans le domaine des fonctions continues arbitraires,
un zéro (isolé) peut avoir la multiplicité 0, ou méme une multipli-

cité négative: Les fonctions suivantes en fournissent des exemples:
1

19 gz)=¢ ™, g(0)=0. On a s,g*=0 pour p=0.

1
20 g(z)=a—ne ™, 4(0)=0. On a u g*=-n pour p=0.

8. Théoréme de Rouché géngralisé. Soient: M um sous-ensemble
fermé de &,, g et g, deux fonctions-éléments de (EMM telles que Pon a
lg:(x)|<|g(x)| pour tout xz eFr (M). F et F* désignant respectivement
Pensemble des zdros de g(x) et de g*(x)=g(x)+ g:(x), on a

llFf—:‘tupf*l)?
o f=gl@, fr*=g*G*, G=Int(M)—F e G*=Int(M)—F*

9. Soient M=MCS, e g, e (&)Y, ot n=1,2,..., une suite de
fonctions uniformément convergente vers une fonction g qus ne s’annule
en aucun point de Fr (M). F, et F' désignant respectivement I ensemble
des zéros de g (x) et de g(x). on a pour n suffiswmment grand

pel =iy 1, ou f=g|[Int (M)—F] et f,=g,|(Int (M)—F,).

10. A étant un continu élémentaire ou une région, toute homéo-

A

morphie fe P* est homotope & une homographie.

1) On constate aussitdt (en tenant compte du th. 7) que dans le cas out
les fonctions g et g, sont holomorphes sur Int (M), urf et upsf* désignent respecti-
vement les nombres algébriques des zéros des fonctions g et g*.
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De facon plus générale:

11. Soient G un ensemble owvert et fe P° Si la multiplicite
ppl Wadmet (pour F varioble) que trois valewrs E,0et —% on a

T—p\k

o~ (=)
X. Groupe N &, Caractérisation du groupe B,(G). Ttans
donné un espace &, désignons par WE) la famille de toutes les

fonctions » qui font correspondre & tout ensemble fermé-ouvert F
un entier »(F) de facon que:

(i) (norme) »(&)=0,
(i) * (additivitd) v(Fy+Fy)=w(F,)+ o(F,) si Fy-Fy=0.

N(&) devient un groupe en définissant la composition de
ges éléments par 1’équivalence:

(iif) (va= vy +79) =[1(F) = 9, (F)+ v (F) quel que soit F).
& étant un ensemble fini: F= (Poy---»p,), On a évidemment

NE)= G

1. Soit Y=F(X) une isomorphie dalgébro-logique entre le corps
des sous-ensembles fermés-ouverts dun- espace ¥ et enire celui des
sous-ensembles fermés-ouverts d'un espace Y ¢’est-a-dire que
(1) F(E)=Y¥Y, F(X,—X,)=F(X,)—F(X,), [F(X)=0]—(X=0).

On a alors
(2) RNE) =M Y).

Plus précisément: on établit 1’isomorphie (2) en faisant cox-
resporidre & tout élément » de N(KF) 1’élément »F* de N(Y).

En effet, les formules (1) impliquent que

F(X,+ X,)=F(X,)+F(X,), (X; X,y=0) =[F(X;) F(X,)=0].
Par conséquent: '
, yF(Y)=4F)=0,
wF X+ X,) =wF [ (X) +F(X)] = vF T F(Xy 4 Xy) =X+ X,)=
ol =y(X;)+¥(X,)= ”F_l( Y+ "’F_l( Y,),
Y, Y,=0 et Y,=FX,), ¥Y,=FX,),
vy=1,+ 7, entraine v B =9 F Ly, Y, (»F'=0)=(»=0),
v* e M(Y) entraine »*=»F ' ol y=2*F ¢ N(F):
C. Kuratowski, Topologie IT. ’ 27 ’
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. & dtant un espace compact et Y désignant Z’hyperespace
de ses composamtes, on & Disomorphie (2).
En effet, f étant une transformation continue de &% en Y telle
que, pour tout ¥ de Y, (y) est une composante de & (cf. § 42, VI 1),
on a X=f"*(X) pour tout sous-ensemble fermé-ouvert X de ¥
(cf. § 41, II1, 4). 11 suffit donc de poser F(X)=F(X) et d’appliquer
le th. 1. ‘

31). & diant un espace compact & une infinité de composantes,
on a

(3) | M) = G*.

(ot G% désigne le groupe des suites infinies de nombres entiers,
I’addition des suites étant entendue dans le sens habituel).

En vertu du th. 2 (cf. aussi § 42, VI, 1), il est 1égitime d’ad-
mettre que & est un sous-ensemble fermé, infini et non dense de
Pintervalle 01. Nous allons faire correspondre & certains systémes
a...0n, de chiffres 0 et 1, des ensembles Fy, . définis comme suit:

Soient F, et F, deux ensembles fermés tels que

F=F+Fy, Fo-F1=0, F 0, 6(F)<1 pour a=0,1.

De fagon générale, si Fu,. ., est un ensemble fermé contenant

plus d’un point et de diameétre <1/27%, soient Foycpp et F
deux ensembles fermés tels que

Fal...c:n—Fal...ano‘l'Fozl...otnly Fai...ano'Fal._.anlz 0,
Foytyyy 0y 0 Faymyy ) <1/2"

Appelons portions d’ordre n les ensembles Foj..cpy ainsi que
les ensembles Fa; ., avec m<n qui se réduisent &4 des points
individuels. On constate aussitét que, pour n fixe, & est somme
des portions d’ordre » et que ces portions sont disjointes, non vides
et de diameétre <1/2" ! En conséquence, tout ensemble fermé-
ouvert dans & est —pour n suffisamment grand — somme de
certaines portions d’ordre =.

Rangeons tous les ensembles Fof.app (OU n2>0) en une suite
infinie: A;,4,,... Soit 4,=%.

Posons, pour v € N(E),

] ”(”)Z{V(Al)y y(A4,),...}
1) Ce théoréme est dft & A. Mostowski.

og..e,1

&
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Nous allons montrer que la fonction x établit Iisomorphie (3).
D’abord, » est une homomorphie. On a, en effet (cf. (iii)):

(vt va) = {1 (A1) +v2(4y), vy (Ap) + vy(Ay), ... = 5(vy) + #(»,).

Puis, la condition x(»)={0,0,...} entraine »A4,)=0 pour
m=1,2,... Nous en déduirons que »(F)=0 quel que soit F' fermé-
ouvert dans &.

Il suffit évidemment de démontrer que »(Fy. . )=0. Ceci
se démontre par induction. On a en effet, d’aprés (i), »(&)= 0=»(0).
Puig, en admettant que WFo..0))=0 et que Fy . >1, on a
d’aprés (i) et (4): »(Foy.a0)+#(Foy.cp)=0 et comme Fgp. .0
appartient & la suite {4,}, il vient :

"’(Fal...ano) =0= "’(Fai...a,g) .

Reste &4 démontrer qu’s toute suite infinie de nombres entiers
kyykyy... correspond une fonction » ¢« R(E) telle que

(5) W Am)=Fk, pour m=1,2,.

Définissons la fonction » d’abord pour F=A,, en admettant
que » satisfait & la condition (5); puis définissons a:(F,,1 “nl) par
induction (par rapport & n) en posant »(0)=0=#(¥) e :

(5') "’(Foq...ano) -+ ’V(Fal...anl) = '”(Fal...un)-

Eynﬁn, F étant somme de certaines portions d’ordre » (n mini-
mum): F=P;+...+P; posons

WB)=9(P;)+ ...+ 9(Py):
On déduit de (5’) que, 8i Pi=Fu. a0+ Fay..c1 O0 &
WPy 0)+ WP ag)+HP) o oot 9 Pr) = 1(F).

Par conséquent, si ’on représente F en somme de portions
d’ordre n-+1 (ou plus généralement, d’ordre p >n): F=E;+ .. —(—R,,
on a

WR)+ oot 9(By) = (E).

L’additivité de la fonction » (c’est-a-dire la condition (ii)) en
découle facilement.
En définitive: » « M(K).,
27*
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4. Théoréme de dualité. G dtant un sous-ensemble ouvert de o, D’apreés la définition de Fi, on a Ry, —G+0. Soit done
on & Disomorphie: » {cf. (10)): ~

B(H) = N(S,—G). , (14) Dyt € Fiyty-

Plus précisément: en faisant correspondre & fe P% la multi- . Fy .4, étant, d’aprés (10), (12) et (13), fermé-ouvert dans
plicité p.f, congue comme fonction de la variable F ( qui parcourt &,—G, posons:
la famille des ensembles fermés-ouverts dans Sy— G),. on ‘dtablit Piso- (15) oty = (P -
morphie en question. . . ) i

En tenant compte des théorémes IX 1-5 et § 50, I11, 5, il Il vient d’apres (ii), (11) et (12):
reste & démontrer qu’sl ewiste une fonction fe P% par rapport & lo- (16) Ty in=2kil ”
quelle les ensembles F ont la multzplwzte donnée en avance. ‘

‘En d’autres termes: & toute fonction v € W(S,—@), correspond - et, d’aprés (i) et (13), on a pour tout n

. G .

une fonction f e P telle que (17) ’ Dleyyq,=0. .
(6) tgl=v(F) quel que soit F fermé-ouvert dans &,— ‘Considérons la fonction rationnelle

Soit, conformément au § 45, IT1, 2: (18) Pa(®)= H(W—le...i Yetgenn
(7) G=F{+Ff+ ..., PR=FClnt (Fhyy), |  On a
olt §,—F% n’admet qu’un nombre fini de composantes et oit B—GQ==0 (19) To{®)~Tppa(@) sur Fj.

pour chaque composante R de &,—F%.

Les composantes de &§,—F étant contenues dans eelles de
S,—F%_1, on peut les numéroter i 1’aide d’un nombre fini de 8y-
stémes 4;...7, composés de n entiers >0 de sorte que l’on ait: )

En effet, d’aprés (14), (11) et (10), on 2 py. i € Big, - OF,
Ey,..;, étant une composante de &§,—F5 contenant les pomts pix
et Py, 11 vient sur Fy (cf. 1T, 1):

_ | 2—p @y, ) e
(8) JQ‘F;f—ZRil..,iny (9) Rty C Bty . ln 1 Qon i-in ~1
wi_p 0 ’ (‘/Ll._.pi i kil...i"j ?
la sommation étant étendue aux systémes iy...i, (n fixe) pour les- et vlnd
quels By, .z, est défini. done, en vertu de (16):
Posons: e
(10) - Fyo=Riy. —G- ‘ (”_pfi w
’ (ﬂ}'—p ’J And
11 vient pour tout # (ef. (8)—(10)): 117 i -
(11) : ZF d’on la formule (19). Conformément 3 cette formule, soit
11 i iyl . . .
h 20 = ()" H® pour g e FE wpa 2)%2 ot a,(z)=0.
(12) FI -F11 1, =0 &i ('51--- n):%: (ll‘uln), (:-’ ) ] Tn(w) "'n+1\”)6 pour € ’ n+1 6(6 ) 1( )
(13) 2_@_217711“_1" , . Posons:

{21y Ful) =1 n(ap)e" 1@ Tunl),
I1 vient suivant (20) et (21):

earjd’aprés (7) et (8):

’ ? 2Ryt (22) ful@) = frps(@)= ... pour weF%
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Par conséquent, en posant et_{FOn (';,O](ﬂ;;dé:e 631; ce elzut de(l)ui )szs;uémes de disques {Dag,. a,}

Dey... = . &b gpe= els que
(23) f()=/fn(x) pour «zeFy, vsn Y * *’ 4
) . ‘ D“l--«“nCEal---wna Eal...a 1CD“1---“ )

on définit la fonction f sur G de fagon univoque. En vertu de (7), . g —0 58 que n(—(l; ) )=l=?/9 5
cette fonction est continue: fe 2% . . 1o LBy By _ q 1---0n 1-++Pn)y

On 2 o | 5By w=C.
(24) # 'Fil...i,,f = Pigty” : ’ . =0

En effet, d’aprés (10), IX (3) et (23), on a

“ Fil‘..inf = zRil...inf [Fi=p Rzl...inT”IF: !

puisque f=f,~r, sur Fy (cf.(21) et th.4). Enfin Mg, TH}FI,::kii. ;
1+In b (4
en vertu des formules (18), (14) et (10). »

On a ainsi pf=»(F) (cf. (15)), si F' est de la forme F=F; _; .

Dans le cas ol F est un ensemble arbitraire fermé-ouvert
dans &§,—@, il existe un F* fermé qui sépare les ensembles (fermés
et disjoints) F et §,—G—F. En vertu de (7), il existe un n tel que
F*CFy. On peut done admettre que F*=F}. '

E;,..1, étant connexe et disjoint de F%, il en résulte que 1’iné-
galité FE; 4,0 entraine (§,—G—F)Ry. ;,=0, donc que (cf. (10))
FFil.;.inzi:O entraine Fil“'iJICE' : -

On en conclut, en tenant coijte de (13), que F est la somme

des ensembles F; , tels que FFy..,70. Dot 1’égalité (6) en
vertu de (ii), (12) et (24). o

En rapprochant le th. 4 du th. 3, on en déduit la caractéri-
sation suivante de groupe B,(G):

5. 8% G est un sous-ensemble ouvert de S,, on a

soit By(@)x G", soit By G, : G est la somme de tous les anneaux circulaires

suivant que Vensemble S,—G se compose d'un nombre fini (soit n-41) : Bay..an—Day..ay

ou infini de composantes. G* est la somme d’une suite infinie d’anneaux circulaires

Pour les ensembles ouverts G qui coupent J, €n un nombre éoncentriques et disjoints.
fini de continus, ce nombre est donc un invariant intrinséque de G.

Remarque. I’exemple suivant montre que le complémentaire XI. Aceroissement du logarithme. Indice. Soit e (627 on
d’un ensemble ouvert @ peut contenir une infinité de la puissance ¢ £(0)=¢£(1). Posons O=((T). Soit fe ?°. On a done ft e [7:44 , dlor

de composantes, tandis que §,—@* n’en contient qu’une infinité
dénombrable, bien que G 5; G* (cette singularité ne peut se présenter, g
d’aillenrs, que si G n’est pas connexe, cf. § 54,7V, 9). (0) fe(t)=6"? pour 0<i<1, et u € (62)°.

(cf. § 51, III, 3) f{~1. Par conséquent
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Comme {(0)=¢£(1), il vient w(1)—u(0)=2nxi.
L’entier

Agf= 5 Tu(1)—u(0)]

s'appelle Paccroissement du logarithme de la fonction f par rapport
aw parcours L.

On constate aussitét que le nombre 4 ¢f ne dépend pas du choix
de la fonction w satisfaisant & (0).

Rappelons que d’aprés § 51, III,4, si fe 27,
oll m=A¢f et olt {(¢)= e,

Ajoutons que, sous des hypotheses de régularité faites sur f
et sur O, on a

j'@) ,

on a f(x)~zgn

= om,
C

Soit p € §,—C. Posons par définition

(1) ind§p=z]§(m—p).
Autrement dit, on a, en posant (t)—p=ex® et wu e ()7

(2) 1nd [u(l)—-u(m]

En particulier (cf. I, remarque p. 388):
29 ind; co=0.

Réciproquement, ’accroissement se laisse définir 4 1'aide de
Pindice: pour f e 2° on a
(3) Agf=Adpr=indg 0,
f¢ désignant la fonetion superposée @)1

De fagon plus générale, si ge (6% et p e S—g(C), on a
(4) Adlg(w)—pl=indg; p.

La transformation ¢ de l"mtervalle g détermine une transfor-
wmation £° de la circonférence &.

A savoir: 2qt dtant l’argumem de © (0% 0<E<<1), posons
- E@)=L(2).
On constate aussitét que la fonetion ¢O est continue:

(5) e (8, (YS)=0 ot (™= c(2).

icm
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Réciproquement, si g ¢ (&%)°, on a

2:Tii

(6) £%(w)=g(x) en posant {(1)=g(e

Oa a les th. 1 et 2
111, 4,20 et 1,4):

faciles & établir (gnant au th. 1, cf. § 51,

1. [inde p=n]=["x)—p~a" (sur S)].

2. Pour que la fonction (° soit une homéomorphie, il faut et 5l
suffit que Pon ait {(t)==C(t') pour tout couple t=1', sauf lorsque [t—1'|=1.

3. 8% p et q appartiennent & la méme composante de S,—
o C={(J)C&?, on a ind; p=indg g.

St p appartient & la composante mon-bornée, on a ind; p=10
(cf. (2)).

Si £° est ume homéomorphie et p appartient d
bornée de 5,—C, on a indgp==0.

Posous, en effet, dans II,8 et 9: g=(° et F=4&. Il vient
Ew)—p~ox)—q sur S, dou ind; p=indg ¢ en vertu de 1.

Si ¢° est une homéomorphie, on a (@) —p non~{"x)—oco~1,
d’aprés 11, 9. Done ind; p==0 d’aprés 1.

La derniére partie du th. 3 sera précisée (cf. 6) en vertu des
théorémes qui suivent.

41). Sodent: t° une homéomorphie, fe P’ et peS,—C. Si
indgp=1 et Af=mn, on a f(z)~(z—p)"

Posons, en effet,

a la composante

L(t)—p=e"®, u(1)—wu(0)=2mi, fr(t)=€e"?, v(1)—0v(0)=2nxi.
Définissons la fonection y=w(x) pour x e C, en admettant que
w(w)=v(t)—nu(t) ol z=7{(%).

Bien qu’s 2=1{(0)={(1) correspondent deux valeurs de i, la
fonction w est définie d'une fagon univoque, puisque

o(1) —nau(1)=(v(0)4 2nevi) — (2mvi+ nu(0)) = v(0) —nu(0).

1) (Pest une généralisation du th. I, 4.
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Done w ¢ (6)° et wi(t)=0o(t)—nu(t). I vient

(:(t) —p }Hewﬁ(f) — 6Hﬂ(f) . gv(f)—‘ﬂu(f) —e"W= fe(t),

d’ou1 (w—p)“e“’(") =f(z), en posant z={(7). N
5. Soient A la circonférence |[x—p|=r et g e (EHA une tramsfor-
mation homéomorphe de A en la courbe simpie fermée C=g(A). 8¢ q est
un point de la composante bornée D de $,— 0, 0n a g(m)——q~(w—p)i1.
Envisageons d’abord le cas ot ¢ est une circonférence de
centre ¢ et de rayon s. Posons t(t)=p-+re=t ou 0<t<<1. On
a done A={(J). Il vient

gL(t)— =gt (t) — gl O =50, i e &

Supposons, par impossible, que |p(1)—¢(0)|>1. Il existe alors
un #, tel que |p(t)—¢(0)|=1. Par conséquent:

PO 2O G0 gL(ty)=g£(0), done L(tg)=C(0).

)A

27ito

Il en résulte, d’aprés la définition de , que e
est impossible puisque 0<iy<1.

On a done |p(1)—g(0)|<1, d’olt |indgq|<1.

D’autre part, indg g= 0. Cette inégalité résulte de la derniére
partie du th. 3, car pour ==t et [{—#'|<1, on a ¢l(i)=FgL(t") (cf.
aussi 2).

Aingi, ind ¢ ¢g=-1. En substituant dans 4: O=A, f(z)=g(z)—¢
et en tenant compte de (4), il vient g(z)—g~z—p)™.

Dans le cas général, désignons par 4, la circonférence [z —p|=17/2
et par O, la circonférence d’un cercle décrit du centre ¢ et contenu
dans D. D’aprés § 54, V, 3, Phoméomorphie g de A en C se laisse
étendre 3 une homéomorphie g* des deux ,anneaux circulaires”
compris respectivement entre A4, et A et entre ¢, et C; de sorte
que g¥(4q)=0C,.

Posons, pour 0<i<<1 et e A:

h(@t)=g*[p+ (@—p) 1—§)]—g et go(w)=y*(pi; )
11 vient
he 249, h(z,0)=gx)—q et h{z,1)=g@)—q.

=1, ce qui

Done g(z)—g~g,(x)—q et, g, ét‘iant une transformation homéo-
morphe de 4 en (,, on a—comme nous venons de montrer —

gy(@)—g~(@—p)F, dot glg)—g(z—p)E.
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Définition. 8Si {° est une homéomorphie et si Pon a ind;p=1
pour tout point p appartenant & la composante bornée D de &,—0C,
¢ est dit un parcours positif de la courbe C.

Si I’on a constamment ind; p=—1, le parcours est dit négatif.

6. L0 diant une homdomorphie,  est soit un parcours positif,
soit négatif de la courbe C={(T).

Remplagons, en effet, dans 5, A par & et g par £°. Il vient

(@) —p~at!, ot indgp=o41 ‘
en vertu de-1. En outre, d’aprés 3, ind; p a une valeur constante
(pour p e D).~ , :
Remarque. Si le parcours y=¢(t) est positif, le parcours

y=C{(1—1) est négatif. Chaque courbe simple fermée admet donc
deux parcours: I'un positif et 1’autre négatif.

Le th. 4 implique le suivant:

7. Soient: ¢ un parcours positif de la courbe C, fePC et peD.
Si Agf=mn, on a f(z)~@—p)"

Ou encore: si g € (64° et g e S,—g(C), on a

g(@)—g~(w—p)™ o

XTII. Rapport & la multiplicité. Caractéristique de Kronecker.

Le th. XI,1 entraine aussitét 1’identité:

1. ind, p=p[¢%(x)—p] o @ désigne le disque |x|<1.

2. Soient: L un parcowrs positif de la courbe simple fermée. CcCc&?,
D la composante bornée de S,—C et fe PC. On a

1) ppt=4,f=ind 0.

Parsuite: si g € (6'—4)% on @ plg(@)—gl=1ind ; g.

Soit, en effet, p ¢ D. Soit conformément & ITT, 1, f(z) ~(z—p)™
Done u,f=mn d’aprées VIII (4). D’autre part, A,f=mn suivant XI, 7.

De fagon analogue:

2', 8i Dy est la composante non-bornée de S,—C et {; est un
parcours négatif de C, on a ppf=4,f=ind, 0.

Soit £(t)=¢;(1—t). ¢ étant un parcours positif, la formule (1)
est vérifiée. Comme s f+pp, f=0 (cf. VILT, 1 et 2) et Agf=—Af,
on en tire la relation demandée.
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Soit GCJS, un ensemble ouvert. Admettons que p est un point
isolé de U'emsemble &S,—G. On peut done lentourer d’un ecercle
(ouvert) D de centre p et tel que D—pC@. Soit € le contour de D;
on peut admettre que oo e §,—C. On a le théoréme suivant:

3. Pour feP% on a ypf:AJ*:indﬂ 0, ot f*=f|C et o {
est un parcours positif ou négatif de C, suivant que p=oo ou p=ool).

On a, en effet, ,upf:,qu* d’aprés IX (3), et ppl*=A4,1*
d’aprés 2 et 2'.

Soit, & présent, R une région dont le complémentaire est formé
d’un nombre fini de composantes: &§,—R= Co+ ...+ C,. Chaque O
étant un continu qui ne coupe pas o, (cf. § 41, III, 5), on peut le
séparer de tous les C; avee I+j & ’aide d’une courbe simple fermée
(cf. § 54, IT, 6). En raisonnant, comme auparavant,” on a le théo-
réme suivant:

4. Soit f e« PE. Si la courbe simple fermée KCE> sépare le con-
tinu C; de tous les Oy avec 147, et si D désigne la composamte de S,—K
qui contient Cj, on &

pof=Af*=ind, 0 o f=fK,

{ dtamt un parcours positif ow négatif de K suivant que D est borné
ou non-borné.

Le th. 3 permet aussi de calculer u g/ dans le cas ol f est dé-
fini sur un ensemble fermé:

5. Soient: F=FC&,, R une composante de $,—F,peR et fe P
Soit fy une extension de f sur Vespace &S, privé d>un ensemble fini Z
de points tel que ZR=p (f, est, par exemple, le membre droit de la for-
maule III (6)). On a alors ,uRf=,upf1.

C’est une conséquence directe de IX (3), en y remplacant G*
par E, F* par P, F par p, f par f, et G par S,—Z.

Définition. Soit A un continu élémentaire CE. Posons

@) Sy—A=Dy+ ...+ Dy,

') On voit ainsi qu'étant donnés: une fonction g e (62)¢ et un zéro isolé P
de cette fonction, et f désignant la fonction g réduite aux z bels que g(x)<= 0,
la multiplicité ,upf coincide avec ,Pindice du point p dans le sens employé
par Alexandroff-Hopf, op. cit., p. 470 (,Index“ oder »vielfachheit einer
0-Stelle). S S '

8i I'ensemble F des zéros de la fonction g est fini, u.f coincide done avec
le mombre algébrique des 2éros de g.
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olt D; est une composante de $,—4 (j=0,..,n). Le parcours {;
de Fr (D;) étant négatif ou positif suivant que D; est borné ou non-
borné (§=0,...,n), on appelle caractéristique de Kronecker de la ;foncta'on
f e " le nombre

(3) cary f=indp 0+ ...4indg 0.

De fagon plus générale, si 4 est un ensemble élémentaire
fermé:

(4) . A=A .14,
ot 4, est une composante de A, on pose
(5) carg f=cary fi+..+cary, fm oW fr=f|Fr (4,).

6. Soient A wun ensemble dlémeniaive fermé e fe PP, En
posant I=1Int (4), on a

(6) /’l_[f= C'a’rA f

Envisageons d’abord le cas ou 4 est un continu élémentaire.
On a, d’aprés (2)

Sp—Fr (4)=I+4+Do+ ...+ Dy;

il vient donc (cf. VIIT, 1 et 2):
(7 pof +ppyf ot =0

Posons f;=f|Fr (D;). Donc (cf. VIII, 8):
(8) /-lpjf:/upjfj et :upj f=_indf§10
d’aprés 2 et 2.

Les formules (7), (8) et (3) impliquent (6). .

Passons, & présent, au cas oll A est un ensemble élémentaire
fermé; satisfaisant & la formule (4). Posons Ip=Int (4,). D’aprés
§ 54, 111, 4, I, est une composante de I'ensemble &,—Fr (4z)
ainsi que de &§,—Fr(4). En posant f,=7f|Fr (4;), on a donc
(ef. VIII, 8) Mka=qufk. Comme (cf. § 54, I1T, 4) I=Il+...+Im,
il vient (ef. VIII, 2) . .

;LI]‘::/LIlj—I— ...+/11mf=,4¢11f1+ ..'.—{—,urmfm

=cary, fi+ ...+ cary, fm=cary f.


pem


430 Chapitre IX. Topologie du plan.

7. Soient: G wn ensemble ouvert, f ¢ P%, F un ensemble ferme-
owvert dans &,—G et A un ensemble élémentaire fermé tel que

(9) FCInt (4) e ACGHF.
On a alors

(10) prf=car 4 [f|Fr (4)].
En effet, d’aprés (9),
F-Fr(A)=0 et Fr(4)CG+F, done Fr(4)CG.

La fonction f est donc définie sur Fr (4). L'ensemble I=1Int (4)
étant fermé-ouvert dans &,—Fr (4), on a d’aprés IX (3) (en
remplacant F* par Fr (4A) et G* par I): '

ppf=ulfIFr (4)],
d’ou la formule (10) en vertu de (6).

Le th. 6 rapproché de VIII, 7 (en y substituant Fr(4) & F et
I & Rj) implique les deux suivants:

8. 8i fe P on a cary [f|Fr (4)]=0.
9. §i e P et cargf=0, on a fCf* e P

Remarques. 1° Dans des hypothéses de régularité faites sur
f et sur A, le th.8 résulte du théoréme classique de Cauchy de
la Théorie des fonctions analytiques.

20 Le th. 7 raméne la définition de multiplicité & celle de la
caractéristique (donc & celle de l’indice), car 1’existence d’un en-
semble élémentaire fermé A assujetti aux conditions (9) résulte
du § 54, IIT,10 (’ensemble &§,—G—F étant fermé, G-+ F est un
entourage ouvert de F),

10. Soient A un ensemble dlémentaire et g e (& Admetions
que g(2)==0 pour xeFr(A) et posons f=g|Fr (4). 8¢ carsf=40,
il existe un w, tel que g(xy)=071). :

C’est une conséquence directe de 8.

Plus précisément: si Pensemble des zéros de la fonction g est fini,
lewr nombre algébrique coincide avec cary f, donc avec uof ?)-

1) Cf. le ,théoréme d’existence” de Kronecker (cas n=2) chez Alexan-
droff.-Hopif, op. eit., p. 467 et 470.
) Cf. ibidem, p. 472, th, II.
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Le dernier énoncé est un cas particulier du théoréme suivant?):
Soient M=JICS, et hed,”. Désignons par F 1'ensemble

des # tels que h(x)=0 ou oo, Admettons que F-Fr (M)=10. Alors,

en posant h[Fr (M)=f, I=Int (M) et G=I—F, on a puf=p(h|G)
Applications au caleul du mombre algébrique des ?Oints n-
variants?). Soient B un sous-ensemble compact de & et g e EF.

Admettons que '

g(z)=2 pour =« eFr(E),
done qu’en posant |
Ha)=glw)—w et f*={|[Fr (B)],

on a fe PP, v

Autrement dit, Z désignant l’ensemble des points invariants
de la fonction g, on a ZCI, ot I=Int (E).

Dans le cas ol p est un point isolé de I'ensemble Z, on appelle
ordre du point imvariant p, 'indice ind;;0 ol ¢ est un parcours
positif du contour ¢ d'un disque D tel que ‘

peD, DCInt(E) et p=DZ.

On montre que 3):

Dans le cas o% Z est fini, le mombre algébrique des points
invariants (somme des ordres des points invariants ) est égal
a uif*. -

/IfSi E est un continu, rétracte absolu de voisinage, la trace de
D automomorphie du groupe By(E) induite par la fonction g est égale
& 1—urf*. '

En d’autres termes, p,,...,p, éant un systéme de poimis extraits

de (différentes) composantes bornées de &' —F et en posant

g(@)—p ~(@—p - ... (w—p )in sur E,

on a .
pft =1+ ot k)

1) Cf. mon mémoire cité, p. 358.
3) Of. ma note de Fund. Math. 34 (1947), p. 261—271. o
3) Op. cit. p. 264 et 267. Cf. aussi 8. Lefschetz, Topology, p. 3587
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XIII. Homéomorphies positives et négatives. Topologie orientée.

1. Soient: CC&® une courbe simple. fermée, D une composante de
S,—C et fe L° yne homéomorphie. Si le point 0 appartient & la com-
posante non-bornée de $,—f(0), on a pu,f=0.

8l appartient & la composante bornéde, on @ u,f=-=1, suivant
que le parcours fC de f(C) est positif ou négatif ({ deésignant un par-
cours positif ou négatif de C swivant que D est borné ou non-borné).

Par conséquent, si D est borné, on a ;f(m)w(m-—p)ii pour p e D.

Comme /tegx__ﬁf:. —u,f, il suffit de considérer le cas ou D
est borné.

En posant #(t)=7f{(¢), la transformation #°z) (cf. XI (5)), ol
zed, est une homéomorphie. Car 2zt étant ’argument de 2, on
a d’aprés la définition de 5° identité #°(2)= n(f)=f{(t); ’hypothese
7%(2)=n%2") entraine donec

@) =1£@), d’ou L(t)=1L(t'), done t=t" ou [t—1t'|=1.

D’apres X1, 2, ° est une homéomorphie. ;

i le point 0 appartient & la composante non-bornée de &,—f(0),
on a d’aprés XII, 2’ et XI, 3: ,qu=indf§0=0. Sl appartient
% la composante bornée, il vient (en substituant dans XI, 6, fZ & ¢
et 0 & p) ind}.g 0=1, suivant que le parcours f de f(C) est positif
ou négatif; on a done d’aprés XII, 2, u,f=1 ou upf=—1 respecti-
vement. '

2. GC S, diant un ensemble ouvert et g ()¢ diant une homéomor-
phie, on o '
(1) #19(®) —g()]=21 quel que soit p e G1).

De plus, si G est une région, la valeur de mlg(@)—g(p)] est
" constante 2).

Soit, en effet, p un point donné de @. Posons h(z)= g(z)—g(p).
La fonetion h ne s’annule qu’au point p. En posant H= G—p et
h*=h[H, on a donc h*e 2P et p est un point isolé de S,—H.
Soient: D un cercle (ouvert) tel que p e D et DCG. Posons (= Fr (D).
La fonction b étant une homéomorphie, 1’ensemble h(D) est borné,
h(0) est une courbe simple fermée et le disque MD) est (en vertu
de l'invariance de la motion de point intérieur, cf. § 53, IV, 10)
la composante bornée de S,—h(C). Comme 0="h(p) éh(D), on
a d’aprés 1 u«,(k|C)=41, d’ou 1’égalité (1) (ef. IX (3).

1) Bien entendu, la variabilité de » est restreinte dans cette formule & G— .
%) Voir Alexandroff-Hopf, op. cit., p. 475.
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.

. Admettons & présent que G est une région. Soient: D, € G,
p, € @,'D un disque tel que p,p, ¢ D, DCG et O=TFr (D). Posons
hj(m):g(m)—-g(pj) pour §=0,1. Il vient, comme auparavant,
’uPihfz ,uD(hj[O'). Comme g¢(p,) et g(p,) appartiennent & ¢(D), qui
est une composante de ,—g(C), on a d’aprés II, 8,

9(@)—g(po)~g(x)—g(p,) sur O, cest-d-dire (h|C)~(1y]0),

d’ou (cf. VIIL, 4) p,(ho|C)= puy(h,|C). done Hp o=t By

Définition. RC S, étant une région et g une transformation
homéomorphe de B en sous-ensemble de o,, g est dite une homéo-
morphie positive si ’on a #,l9(x)—g(p)]=1 pour tout point p tel
que g(p)=Foo. ' .

Si P'on a ,up[g(m)—-—g(p)]:—l, Thoméomorphie ¢ est dite né-
gative.

L’ensemble B privé d’un seul point étant une région, toute
transformation homéomorphe ge SE est —en vertu du th. 2 — une
homéomorphie soit positive, soit négative.

On voit aussi que, pour démontrer que I’homéomorphie g

~ est positive ou qu’elle est négative, il suffit de conmaitre la valeur

de u[g(x)—g(p)] pour un seul point p (tel que g(p)==oo).
- 11 en résulte en vertn du th. XIT, 3 et XTI (4) que

3. D étant un cercle (ouvert borné) de cenire p tel que DCR et
que indg g(p)=1 (o ¢ est un parcours positif du contour de D),
Vhoméomorphie g est positive. ‘

Les homéomorphics positives sont done bien les transformations
qui n’altérent pas Porientation de la région considérée.

Envisageons & présent quelques cas particuliers.

4. RCE® dtamt une région telle que & —R est connexe et g € (GE)F
étant une homéomorphie, la condition nécessaire el suffisante pour que g
soit une homéomorphie positive est que Uon ait pour chaque p € R

(2) g(x)—g(p)~x—p sur RF?-

On a, en effet, d’aprés VII, 1 (en posant p,=oco) la relation

g9(@)—g(p)~(@—p)*, et comme u[g(@)—g(p)]=F, il vient k=1,
suivant que 1’homéomorphie est pogitive ou négative.

C. Kuratowski, Topologia II. 28
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On démontre d’une fagon analogue que
5. Une transformation homéomorphe de &, en &, est positive
dans le cas o Uon a

g g~y ur Si—p—py ok g(p)=0o,
et dans ce cas seulement.

En particulier, si p,=oo, on a la relation (2).

Il en résulte que toute homographie est une homéomorphie positive.

Car
ar—Db ap—b__l_m—p
cw—d ep—d T z—p,
et olt 4 est une constante {on suppose que ad—bec==0).
Remarque. Comme exemple d'une homéomorphic négative
de J,, considérons la fonetion gla+-if)=a-—if, c.ad. g(x)=|z?: 2.
On constate anssitét que, pour {({)=e™, on a ind;0=—1, d’ou
la conclusion demandée en raison du th. 3.
Le th. 3 implique aussitét le suivant:

6. Etant données deux régions R,CR et une homéomorphie g ¢ Sy,
8t la transformation partielle g|R, est une homdomorphie positive,
la transformation g Dest également.

7. La transformation inverse & wune homéomorphie positive est
une homéomorphie positive.

Autrement dit: soient R wune région et y=g(x) une homéo-
morphie positive transformant R en Q; alors, la transformation inverse
x="h(y) est une homéomorphie positive.

Soit, en effet, D un cercle (ouvert borné) de centre p==0 tel
que DCR et oo S,—g(D). Posons g=g¢(p) et H=g(D). On a par
hypotheése ,up[g(m)« 9(p)]=1. La méme égalité a lieu en restreignant
la variabilité de «# & D (cf. 6). On a done d’aprés 4

9(@)—g(p)~z—p
sur D—p, c’est-d-dire g(z)—g(p)= (x—p)eu®. .
En substituant hyy) & «. il vient Y—q~h(y)—h(g) sur H-q,
done ufh(y)—h(g)]=1 en vertu de 4. D’ot1 la conclusion demandde.
8. Soient: GCS, un ensemble ouvert ou fermé, F un ensemble
fermé-owvert dans S,—G et fe PC. La muliiplicité u,f est invariante

i

par rapport aux homcomorphies g positives transformant S, en Sy
en d’autres termes:

(3) /lg—l(p)fg(w): Au}zj({y)‘

ou p ¢
) 0 ¢
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En particulier, o multipl-icité est un tnvariant de I’homographie.
Considérons d’abord le eas ol f{y) est une fonction rationnelle:
@) J=Hy—g)" ey~ ye&, () kit .tly=0.
En désignant par PPy -yPp les points tels que
9(P)=00, 9(P1)== a1, G(P;)=y; - 9(D,) =,
il vient en vertu du th.5 (l’homéomorphie g étant positive):
(6) fo(x)=2g(@) —g(p) 1" ... - [glx) —g(p,)Tr~
~@=p)"t o (m—p (@ — p O (@ — p M- (2 — p Y,

d’aﬁfés (5). v
Soit B2y le systéme des points 4 qui appartiennent 4 #'.
On a done d’aprés la définition de la multiplicité:

(7) ' ,uFf:kh—l—...—l-kjm.
Or, les conditions g, F et p,eg—'(F) étant équivalentes, il vient
(8) Uyl @—p ) oo (@—p V=T By

Comme, d’autre part, d’aprés (6), ViIl, 4 et IX, 4,
ﬂg—-i(ﬁ)fg(m) = ﬂ'g—i(la)E(m"p1)kl e '(m*Pn)k"],

on en déduit 1’égalité (3) en vertu de (7) et (8).

Le cas ol f est une fonetion rationnelle étant établi, passons
au cas général. En supposant que @ est fermé, il existe d’aprés I11, 1
une fonetion rationnelle #(y) telle que f(y)~r(y), d’oh fg(z)~rg(z).
Par conséquent (ef. VITI, 4):

e @)= pgry) et g s fo(@) =it 1 pyrg(),

de sorte que I’on est ramené au cas précédent.

Enfin, si G est ouvert, il existe un ensemble fermé F* qui
sépare les ensembles F' et &§,— G —F'. Son complémentaire se compose
donc de deux ensembles ouverts disjoints dont I'un — désignons-le
par G* — contient # et 'autre contient §,—G—F. Par conséquent,
l’ensemble g¢—1(G@*) contient ¢—'(F) et il est fermé-ouvert dans
S,—g~HF*). D’apres IX (3):

M}J: ’L(G*(le*) et ,ug—1(F)f9'= /ly—l(G*)[fg!g_i(F*)]'


pem


436 Chapitre IX. Topologie du plan.

Les membres droits de ces égalités étant — comme nous venons
de montrer — égaux, on parvient & la formule (3).

Nous en déduirons que

9. L'indice est un imvariant des homdomorphies positives ¢
transformant & en & c'est-h-dire que indg g(p)=ind;p?).

En effet; d’aprés XII, 1,

(9)  ind, p=p[%=)—p] et ind . g(p)= pu[9t°(=)—9(p)]-

Par hypothése (cf. th.4), g(y)—g(p)~y—p sur & —p. Par
conséquent, gio(x)—g(p)~L(z)—p sur & (la courbe (%) étant si-
tuée dans & —p). Cette homotopie implique en vertu du th. VIII, 4
que les membres droits des égalités (6) sont identiques; d’onr la
conclugion demandée.

Les invariants des homéomorphies positives (de &, ou de &
peuvent &tre nommés invariants de la Topologie orientde. Tels sont,
comme nous venons de voir, la multiplicité d’'un ensemble, 1’indice
d’un point.

Par suite, les valeurs absolues de ces invariants sont des in-
variants des homéomorphies arbitraires; elles sont donc des notions
topologiques (bien que leurs définitions fassent usage des notions
non topologiques).

Tel est aussi P’accroissement du logarithme. On a, en effet,
d’aprés XTI (3) (’homéomorphie étant positive ou négative):

4, fg~'=ind 0=ind, 0=4,f.

f9 g%
1} Voir Alexandroff-Hopf, op. cit., p. 476.
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