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7. Corollaire. Tout sous-ensemble conmerwe d'une dendrite est un
réiracte absolu. '

Soit E un sous-ensemble connexe d'une dendrite &. En tenant
compte de ’équivalence (1')=(4'), il suffit de montrer que E est
L.c. 2 et i. c. 2. Nous allons démontrer d’abord que E est intégra-
lement connexe en dimension 1.

Posons S=4d,. Soit fe BS. Il s’agit de définir une extension
f*e B® de f. '

Représentons @,—d comme polygone infini P. Soit 4, len-
semble de ses sommets. Soit f,ef(S)+4 une extension de f
(cf. § 48, IV (3")). Soit 4, la somme des arétes du polygone P
augmentée de ’ensemble 4, Soit f, ¢ f(§)S+4 une extension de f’
que I’on obtient en transformant la fermeture de toute aréte pq ex(l)
Pare fo(p) fo(g) par homéomorphie (rappelons qu’il n’existe qu’un
seul arc ab dans la dendrite f(&), cf. § 46, VI, 2). Il reste & étendre
la fonetion f, sur tout simplexe pgr & deux dimensions (du poly-
gone P).

Or, en désignant respectivement par L, M et N les arcs
fip)(Q), f(Qf(r) et f(r)f(p), le produit LM est connexe (d’aprés § 46
V.I, 1) et Pon a NCL-+M. Par conséquent L+ (en tant que;
triode ou arc) est un rétracte absolu (cf. § 48, III, 1), et il existe
une eitension de la fonection f, sur le simplexe pgr, dont les valeurs
appartiennent & L-4 M. Ce procédé A i p i
- T do 1o tomciion 1 P détermine une e?ztensmn

Il est ainsi établi que ® est i. c. 2. En vue de démontrer
que F est 1. c. 2, il suffit de remarquer que /%(@,)= &) et que E est
localement connexe par arcs (cf. § 47, IV, 3 et § 46, VI, 2).
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Groupes G% et 5%,

§ 50. Groupes G¥ et B,(X).

I. Généralités sur les groupes commutatifs. Nous réunirons
d’abord plusieurs propriétés élémentaires des groupes commutatifs
qui interviendront dans la suite.

TUn ensemble d’éléments arbitraires & est dit groupe commu-
tatif (ou abelien) par rapport & l'opération a-+b qui fait corres-
pondre & tout couple a,b ¢ & un élément de &, lorsque cette opé-
ration satisfait aux conditions suivantes:

1° (a+b)+e=a-(b+4c),

20 g-+b=>b+a,

30 il exigte un (et un seul) élément 0 tel que a4 0=al),

49 3 tout a e & correspond un (et un seul) élément —a tel
que a--(—a)=02). ,

m étant un entier, on définit m-a en convenant que

0-a=0, m-a=(m—1)-a+a et (—m)-a=m-(—a) pour m>0.
Un élément a==0 est dit d’ordre fini (d’ordre m) §’il existe .
un m==0 tel que m-a==0.
Un sous-ensemble du groupe & est dit un sous-groupe il
contient a-b dés qu’il contient « et b, et g’il contient —a dés qu'il
contient @. Un sous-groupe contient donc I’élément 0; en parti-

culier, il peut se réduire & ceb élément.

1) Cet élément est dit 1’élément neuire du groupe &. Le zéro désignera
dans le § 50, I—VIII, exclusivement I’élément neutre.

%) I’opération du groupe (dite composition) est désignée ici par le signe +.
Il est parfois plus commode de la considérer comme une multiplication; on rempla-
cera alors O par' 1 et —a par l:a (donc a—>b par a:b).

Le terme groupe sera entendu ici comme groupe commautatif.
19%
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II. Homomorphie. Isomorphie. Soient & et Y deux groupes.
Taisons correspondre & tout élément x de & un élément h(z) de ¥.
La correspondance % est dite une homomorphie (ou une opération
additive) lorsque

: ha+b)Y=h(a)-+h(b).
On a alors
‘ R(0)=0 et h(—a)=—h(a),

car h(0)=h(0--0)="n(0)+h(0) et 0=h(0)=h(a—a)=h(a)+ h(—a).
En outre, h(%) est un sous-groupe de Y et @G étant un sous-
groupe de ¥, @) est un sous-groupe de E. Le groupe h"l( 0) est
dit noyau de Uhomomorphie h.
Une homomorphie % telle que .la condition h(a)+ h(b)=~"h(c)
entraine a+b=c¢, autrement dit, telle que

[a-+b=c]=[h(a)+ (b)="h(0)]

est dite une isomorphie entre & et h(&).

Pour qu’une homomorphie soit une isomorphie, il faut et il suffit
qu’elle soit biunivoque — ou encore — que son noyau se réduise
4 1’6lément 0 (donc que 1’égalité h(z)=0 entraine z=0).

Deux groupes isomorphes sont indiscernables au point de
vue de la théorie des groupes (comme deux espaces homéomorphes
sont indiscernables au point de vue topologique). Nous écrirons
dans ce cas ‘

=Y.

IIL. Groupes-facteurs. G étant un sous-groupe du groupe &,
la relation ,,a~bmod G“ signifie que (a—b) ¢ ¢. En particulier:

(a~0 mod G)=(a ¢ G).

On constate aussitot que la relation a~bmod G est rdflemive,
syméirique et transitive.

Par conséquent, en rangeant dans un méme ensemble deux
éléments a et b lorsque a~b mod G et dans ce cas seulement, on
décompose le groupe & en sous-ensembles disjoints. La famille de
ces ensembles est dite groupe-facteur ¥/G et la composition des
ensembles-éléments de ce groupe-facteur est définie comme suit:
0 est la somme de A et B, en symbole C=A41B, lorsqu’on a
¢~a+b mod G quels que soient ac A, beB, ce C. Il est aisé de
voir qu’avec cette définition, &/G est un groupe commutatif. G est
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son élément neutre; nous le dégignerons aussi par le symbole O.
T videmment:

(1) E/E = (0), (2) /(0)=&.

1. La fonetion F qui fait correspondre & tout élément = de &
Délement F(x) de |G tel que x e F(x), est une homomorphie entre
F a E/G.

On a, en outre:
(3) [2~a' mod ¢]=[F(z)=F(a')],

() FH0)=¢, (5) [o~0mod G)=[F(2)=0].
2. A dlamt un groupe tel que GCACHE, on a A= ! (4/@),.
Qo F(A)=A/G.

Le t',héorém(, suivant est réciproque au théoréme 1:

3. Etant donnée une transformation homomorphe h de £Z' on
a Visomorphie

) WE) = En40),

et le groupe-facteur &, IhY(0) coincide avee la famille des tmnches de
la fonction h . (cest-a-dire avee la fomille des ensembles b~ Yy) o y
parcourt le groupe WE)).

La transformation X= h_l(y) est bien 'isomorphie (6). Elle
est, en effet, bluquue et elle est une homomorphie, car les con-
ditions @, eh™ (yl) et mzeh"l((:/g) impliquent que (2,4 ,) eh™ Yy 9)-

4. h dtant une transformation homomorphe de & et A étant un
groupe tel que B 0)CACE, on a A=h""h(4).

En effet, en posant F(z)=h"h(z) et G=71""(0) on a d’aprés 2:

=A4/G, Qot F(a)CA pour a e A et par consequent

Bin(A)=) k" h(a)=2 F(a)=A4.
até a€d

5. Soient &€ et Y deux groupes et A et B deur sous-groupes
de & et de Y respectivement. Soit b une transformation de & en sous-
ensemble de Y telle que

1° #~0mod 4 entraine h(z)~0mod B (c.a d.

20 h(a; + @,) ~ (o) + h{@,) mod B,

30 & tout y e Y correspond un xe & tel que y~n(z) mod L.

h(4)CB),
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‘ .Faisons correspondre & tout X e E[A un élément e(X)eX
ainst que Vélément H(X) du groupe-facteur Y|B qui contient h[e(X)]’
La transformation H (induite” par h) ne dépend pas de la fagon:
dont on a ddfini Vopération ¢(X) et elle est une transformation
homomorphe de ¥[A en Y|B.

Elle est une isomorphie si Pon @ en outre:

49 h(®) ~0mod B entraine »~O0mod A (c. 3 d. h™(B)C4A)

Posons conformément & 1

YeP(y)e Y/B et [y~y'1=[F(y)=F(y")]").

11 vient H(X)=F{h[e(X)]}.

Pour démontrer que 'opération H ne dé

, pend pas de ¢ -
sons e'(X) e X. 11 g’agit de prouver que ? bope

F{h[e(X)]}=PF{hle'(X)]}.
Or, comme ¢(X)~e'(X), on a
e(X)—e'(X)~0, dolt h[e(X)—e'(X)]~0

5;25:% 1°. Comme Afe(X)—e'(X)]~h[e(X)]—h[e'(X)] d’apréé 20 il
F{r[e(X)]—R[e'(X)]}=F(0)=0.

H est une homomorphie. En effet,
(X4 Xp)~e(Xy)+e(X,), d’onr he(X, - X,) Nhe('Xl') + he(X,)
done "
F{h[6(X, 4 X,)]} =F{ho(X,)]+ hle(X,)]} =F{hle(X,)]} + F{h[e(X,)]}.

Puis, 2 chaque Y e /B corres

= . pond un X e&/A4A tel que

J=H(E). Soit, en ety y ¢ ¥, donc T=F(g). Soit (e, 39 ymi(s),
e X. Donc s~e(X), d’ou (cf. 10 0V him) o :

y~he(X), doi y don (ef. 1% et 2%): h(w)~he(X) ef parsuite

Y=F(y)=P{He(X)]}= H(X).

Enfin, 4° implique que la fonction H i
est biunivo . i
en effet, F{h[e(X,)]}=F{h[¢(X,)]}. Donec que. Soit,

HLe( )} ~ALe( )], A0t Ae(X,)]—hle(X,)]m0, d .
et d’aprés 40: - oI, done AT (X))~

e(X)—e(Xy)~0, Cest-d-dire que ¢(Xy)~e(X,), dot X,=X
- =X,

1) Nous omettons les termes »mod 4“ et ,mod B*

§ 50, IV Groupes G¥ et By(&). 20

Les th. 4 et B impliquent (pour Y=n(&) et B=R(4)) que:
6. Dans les hypothéses du th. 4, on o Visomorphie

| &A= WE)[MA). |
7. A, G et & diant trois groupes tels que GCACE, on a
(™) /45 [F/6)][4)6].
© Car, F' étant l’homomorplﬁe définie dans le th. 1, on a d’apres 2,
P(E)=%|G et F(Ad)=A/G,

d’ohr (7) en vertu de 6.

IV. Opération A. A étant un sous-ensemble du groupe &,
désignonsg par Z 1le plus petit sous-groupe de & confenant A. Les
&léments de A sont dits des geénérateurs du groupe A. Le groupe 4
existe toujours, puisque le produit d’une famille arbitraire de grou-
pes (dans le cas considéré: de la famille des groupes contenant 4)
est un groupe. On constate aussitot que

CACA. 2. =% 3.4=A.
. —~ ~ ~ o~ ———— — -~
_ ACB entraine ACB, Qo A+BCA+B et ABCA-B.
. (A=A)=(4 est un groupe).
[(@)= (z))=[2=0].
X est Vensemble de tous les dléments de la forme

NG Y

:Q@Cf(

Mgy oo MinQpy 0% Gy ey On eA

et My, ...yMp SONE des noOMbTES entiers.
Car, d’une part, ensemble de ces éléments est un groupe et,

d’autre part, tout groupe qui contient A contient tous ces éléments.

I1 en résulte que:
) —

8. A et B étant deus sous-groupes de &, A+ B est Vensemble
de tous les @ de la forme

1) w=a-+b, ot aed et b eB.

(0), cest-da-dire que les groupes A et B nont

Si, en outre, A-B=
dmet qu'une seule

que Vélément neulre en COMMUN, tout x ¢ A+ B n'a
représentation s=a-"b de la forme (1).
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——— . .
Dans le dernier cas, 4+ B est dit la somme directe de A et B
a et b, considérés comme fonetions de @, sont alors des homomorphies

—— .
transformant A+ B en A et en B respectivement.
9. h élant une tramsformation homomorphe de &, on a
WA)=h(4), quel que soit ACZX.
(Vest une conséquence -directe de 7 en vertu de la formule:
B(myay+ ...+ Mattn)= h(my ay)+ - - WM @) =My B(G) F .. M h(ar).

10. A et B étant deux groupes, on @

— /_\
AT B/AB=AJAB+B/AB.

Soit, conformément & III, 1, F la transformation homomorphe
de A+B en A+ BJAB. Done (cf. 9 et I1I, 1):

—_— — — T R
A+B/AB=F(A+B)=F(A+B)=F(A)+F(B)—|—A/AB—|—B/AB.
11. i A+ B est la somme divecte des groupes A et B, on a

@) _ A1BlA=B.

11 existe, en effet (cf. 8), deux fonctions ¢ et h telles qu’on a -

i —
w=g(x)+Mz), gx)eA et h(z)eB pour tout wx e A+ B.

Comme % est une transformation homomorphe de A+ B en B
et comme 1 }0)=4, on déduit la formule (2) du th.III, 3 (en
) Ay
remplagant & par A4 B).

Y. Indépendance linéaire, rang, base. Un sous-ensemble A du
groupe & est dit lindairement indépendant lorsque, pour tout systéme
fini d’éléments a,,...,a, de A, une relation de la forme

My g+ oo M Q= 0,
ou les coefficients my,...,m, sont des entiers, ne peut se présenter
qu’s condition que
My=...=Mp=0.

Le nombre maximum d’éléments linéairement indépendants

de & — #’il existe — est dit le rang de &; il n’existe pas, & est dit
de rang infini.
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o

Ainsi, par exemple, le groupe § des nombres entiers a le
rang 1, le groupe G? des nombres complexes entiers a le rang 2,
le groupe G des suites infinies de nombres entiers dont chacune
ne contient qu’un nombre fini de termes différents de 0, a le rang
infini. Tel est aussi le rarg du groupe G% de toutes les suites in-
finies de nombres entiers.

Si A est linéairement indépendant et A=, A est dit une
base (au sens de la Théorie des groupes) de &. Tout z « & se laisse
représenter alors d’une seule fagon sous la forme

T=My 0+ ... Mplly O Gy ..., 0n€ Al

1. 85 & admet une base composde de n éléments, on o E=G".
Si & admet une base dénombrable infinie, on a E=G°.
Soit, en effet, A=a,a,... la base (finic ou infinie) de .
Posons ‘
L= My @y Moy ... €6 f(x)=[my, My, ...].

f est l'isomorphie demandée.
2. b édtant une transformation homomorphe de &, on a Videntité
rang &= rang h™(0)4-rang h(&F)?).

Soient  @y,...,ax un systéme d’éléments linéairement indé-
pendants de B10), et h(apt1), -y h(dn) — un systéme d’éléments liné-
airement indépendants de h(&). Nous allons démontrer que les
&14MeNtS gy +.ry Gpy Gt ooy O SODE linéaivement indépendants. Posons

{1) Moyly =+ oo Mplp+ oo Mpp=0.

Comme (M @by + ... Myip) € H(0), il vient
h(myay+ ...+ mpar)=0, d’cu (cf. (1)) Mpeps W @apt) + - Mk (@n) =0,
ce qui entraine Mmypq=...=m,=0. Par congéquent (ef. (1))

My g+ o Mpp=0, d'ol my=...=mp=0.

L’indépendance linéaire du systéme (Gg, .-y an) S& trouve ainsi
établie. I1 en résulte que

rang & = rvang h1(0)4 rang (& ).

1y (f. Alexandroff-Iopt, Topologie I, p. 5"73,‘ et Alexandroff, Kombi-

- natornaie Topologia, 1. 634,
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Pour établir I'inégalité inverse, il est done légitime d’admettre
que les rangs des groupes B7Y(0) et h(&) sont finis. Posons
(2) rang k™ (0)=F, (3) rang WM& )=n—k.

Il s’agit de démontrer que rang & <=, c’est-a-dire que,

Dy ey Ppyy EtANE UD systéme d’éléments de &, il existe un systéme
d’entiers 7y,...,"n41, ON tous nuls, tel que
(4) 7Pt =0

Nous allons démontrer d’abord que tout xe& est de la forme:
(b) MB= My Wy ~+ ..+ Mpp OU Mm==0.

Les éléments h(@xt1),-h(an) étant linéairement indépendants,
1’égalité (3) implique P’existence d’un systéme d’entiers §,8x11,Sxt -+ Sn
tel que

sh(®) —Spr1l{@ptt)— ... —8ah(an)=0 et s==0.

11 en résulte que $T—Spt1@pt1—-.-—Snly appartient & h’"i(()),
done, d’aprés (2), qu’il existe un systéme d’entiers g, my,..., My
tel que

Mg(SL—8 141 Bpfr — -+« = Snln) = MOy + .+ Mpll.

De plus m,==0, puisque les éléments ay,...,ax sont linéairement
indépendants. En posant :
M=My8, Mpp1=MySpt1, ...,‘ Mp==MySn,
on satisfait & la formule (5).
" 11 en résulte quwa tout p, (ou j=1,
systéme d’entiers my,my, ..., M, tel que

..,-+1) correspond un

(6) mp,=my, a4 . +m 1n%n

et
(7) m;=0.
S0it ¢y,...,Cnps un systéme de solutions entiéres, non toutes

nulles, du systéme des # équations homogénes:
Mg Ty + -..+mn+1,[56n+1—-_- 0, = ],, ey My
cest-a-dire que

ntl .
(8) jg;mile’—:O, ol z=1,...,'n.
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Posons 7= cpmy, j=1,..,n+1. I1 vient (cf. (6) et (8)):

j}-i n+1 n+1 n n nt1
= chmjpj g,’ gcjmﬂai=i§1aij§lmﬁcj=0.
De plus, 'un au moins des r; ne s’annule pas, d’aprés (7).
3. G diant un sous-groupe du groupe &, on a
rang & = rang @ -+ rang (¥/G).

C'est une conséquence du th. 2, rapproché de ITI (4).

4. Si A+ B est lo somme directe des groupes A et B, on a

——

@ rang A+ B = rang 4 + rang B.

C’est une congéquence des théorémes 3 et IV, 11.

VI. Indépendance linéaire mod G. Soit G un sous-groupe

de &. Un soug-ensemble 4 de & est dit lindairement indépendant
mod G lorsque, pour tout systéme fini d’éléments ay,...,a, de A4,

Mylly+ oo+ Mp@uy~0mod @  entraine m,=...=m,=0.
8i, pour tout x de &, on a
B~My O+ oo+ MpQyy, OU Gyy.ytpe A,

A est dit un ensemble de générateurs mod G de &.
8i, en outre, ’ensemble 4 est linéairement indépendant mod @,

il est dit une base mod G de &.

Soit # la fonction envisagée dans III, 1.

11 résulte de IIX (5) que, pour que A soit linéairement indé-
pendant mod @, il faut et il suffit que la famille F(4) (c’est-a-dire
la famille des ensembles-éléments F(a) du groupe-facteur  &/@,
ol ae.d), soit linéairement mdépendante On a par comséquent
les équivalences:

{A est une base de & mod G} ={F(4) est une base de /a3,

{4 est un ensemble de générateurs mod G de &} = :
=={F (A) est un engemble de générateurs de &/G}.

Le rang du groupe ¥/G est le nombre maximum d’éléments
de & qui sont linéairement indépendants mod G.
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VII. Produits cartésiens. & et Y étant deux groupes, leur
produit cartésien G=F X Y devient un groupe, en définissant la
composition de ses éléments comme suit:

(1) (@,9)+ (2,y") = (z+ 2", y+y').
(0,0) est donc I’élément neutre du groupe %. En outre:
(2) —(x,y):(——w,—y), m'(way)=(mwrmy)~

La projection h(z,y)=u de % sur & est une homomorphie.

On a évidemment L ——

3) Ex(0)5% XYY, @) ExXYFEXO+O)XY.

Le groupe XY est donc la somme directe des groupes
Ex(0) et (0)XY, et il vient d’aprés V, 4,

(5) rang (£ X Y) = rang & + rang Y.

f et g étant deunx fransformations homomorphes de & et
de Y respectivement, la transformation % définie par la condition
h(z,y)=[f(2),9(y)] est une transformation homomorphe de E X Y
en (&)X g(Y).

A et B étant deux sous-groupes de & et de Y respectivement,
on a

(6) (EX YAXB) = (L/4)X(Y/B).

En effet, ¥ étant 'homomorphie qui fait correspondre & tout
2 e& Délément F(r) de F/4 tel que zeF(zx), et G étant — de
fagon analogue — ’homomeorphie telle que y ¢ G(y) ¢ Y/B, posons
H(z,y)=[F(z),G(y)]. H est donc une transformation homomorphe de
EXY en (X[A)x (Y/B), et dont le noyau est 4 x B. L’isomorphie
(6) en résulte d’aprés III, 3.

En particulier, il en résulte (cf. (3) et III (1) et (2)) que

en identifiant le groupe & x (0) avec &.

VIIL. Groupe Y%, Soient & et Y deux espaces métriques
(ou, plus généralement, deux espaces .L*). Admettons que Y est
un groupe topologique, c’est-d-dire que les opérations y -y, et
—Yy sont continues. La famille Y% des transtormations continues
de & en sous-ensembles de ¥ devient un groupe, en définissant la
composition des éléments f,,f, de Y par 1équivalence

1) {fs=h+hl={f@)=F(®)+f(2), quel que soit z e E}.
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Le groupe ¥ étant commutatif, Y Vest également. L élé-
ment neutre du groupe ¥ est la fonction identiquement égale & 0.

Les fonctions constanies constituent un sous-groupe de Y%,
isomorphe & . Il sera souvent utile de désigner ce sous-groupe
par le méme symbole Y.

Le groupe Y%, congu comme espace L* (cf. § 14, IX), est
topologique.

Posons, en effet,

h=ftY,, lImf=f limg=g et h=f4y.
n==0Q =0
Soiti lim w,==w. Il vient
lim & (2,) = lim [f (#,)+g,(®,)] = lim f (z )-+lmg (2 )=
n==o0 n==00 n=oo

n==co

= f(&)-+g(x)= h(z), d’ob lim h,=h.

A étant un sous-ensemble fixe de &, posons

(2) LH=7|4.

L’opération ¢ fait correspondre ainsi & tout élément fe Y%
un élément du groupe Y4, & savoir, la fonetion partielle f|4. @ étant
un sous-ensemble de Y%, on a donc (cf. §48, 1)

(3) {(D)=0|A.
1. Lopération ¢ est une homomorphie:

(4) C(f1+f2)z'§(f1)+C(7{2)~

Par conséquent:

2. @ dtant un sous-groupe de Y=, DA est un sous-groupe de Y4.

En particulier, les fonctions g € Y4 qui admettent une exiension
sur % constituent un sous-groupe de Y4 (A savoir le sous-groupe Y% I.A).

Posons

(6) AA)=170), Cestiedive AA)=E[f ¢ YTILHA4)= (O]
11 résulte de (3) et 1II, 3 que:
3. @ désignant un sous-groupe de Y%, on a

BJA(A)= DA
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4. D, et O, étant deux sous-groupes de Y= tels que A(A)Co,Co,,

on &
qu/djr?? (@2IA)/(¢1[A)-

C’est une conséquence du th. 3, rapproché de IIT, 7 (ot lon
substitue 4(4) & A). ’

5. Soit feZ% ow Z=f%). En désignant par & le sous-groupe
de Y= composé des fonctions superposées gf ot g e YZ, on a:

(6) Y=o, (0 Y4 Y=9|Y.
En posant hy\z)=gf(x), olt ge Y7 et xe &, h est une isomorphie
entre YZ et @. On a, en effet, ‘

hgitg,(%) = 1/(@) 4 g5 (@) = hg, (%) + (@)

hg=0 entraine ¢=0, .

et

car en supposant que h,=0, on a gf(x)=0 quel que soit #, donc
g(#)=0 quel que soit z ¢ Z.

La formule (7) se déduit de (6) en vertu de 1’équivalence
(hy=const.) = (g=const.) (cf. IIT, 5).

IX. Groupe G%. Désignons, comme d’habitude, par G le
groupe des nombres entiers. Posons '

By(X)=G%|G et bo(&E)=rang By(&E).

Les éléments de ce groupe-facteur s’obtiennent donc en
»identifiant” les fonctions-éléments de G¥ dont la différence est
constante.

Convenons en outre que, si & est vide, by(%¥)=0.

1. 80 & est conmexe, on a GF=G, doi by(F)=0.

Car toute fonction d ¢ G¥ est une constante. ,

Le théoréme 3 qui va suivre est une généralisation du th. 1.

2. Soit Fy,...,.F, un systéme @ensembles fermés, disjoints et
non vides, tel que X =F,+...+F,. Les fonctions caractéristiques
dyy..ydn des ensembles Fy,...F, constituent un systéme linéasrement
indépendant mod G.

Posons, en effet, (am)=dxF,). On a done anr=1 et ay=0
pour k==1. Le déterminant du systéme de n+ 1 équations homogénes

(1) Mo+ QMg+ oo A== 0

étant égal & 1, il vient my=m,= ...=m,= 0.

(1=0,...,n)
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3. 8i Vespace (mon vide) & se décompose en un nombre fina, soit
n-+1, de composantes Fy,..,.Fpn on a

BAE)=G" et by(F)=n.

Les fonctions caractéristiques di,...,d, des ensembles F,. ., F,
sont les générateurs mod G de G¥. En effet, d étant un &lément
arbitraire de G%, soit (m;)=d(F,). Il vient

d=mg+ (my—my)d, + ...+ (Mp—mMmg)dn.

4. Soit dy,..,dn un systéme d’éléments de GX. Si Pon a
=T+ .4+ Ty o, pour tout couple k, I, la fonction partielle d,|F est
constante, les fonctions dy, ..., d, sont linduirement dépendanies mod G.

Posons, en effet, dy(F1)=(ay). Les entiers my,...,m,, dont les n
derniers ne s’annulent pas simultanément, sont déterminés par
le systéme de n ¢quations (i), ot I=1,...,7.

Nous déduirons de 13 1’énoncé suivant:

5. Siles fonctions dy,...,dn € GE  sont linéairement indépendantes
mod G, il existe une décomposition E=F,+- ... F, en n—+1 ensembles
fermés-ouverts, non vides et tels qu's tout couple d’indices l=r cor-
respond un k tel que dp(Fr)-dy(F,)=0.

Nous établirons & ce but le lemme suivant (de la Théorie des
Ensembles):

Soit 3, .3, un systéme de m+ 1 points différents situés dans
le produit cartésien A=A4%x ...x A™. 11 existe une décomposition
A=By+ ...+ By telle que:

1° 3,¢ B, pour i=0,..,m,

20 & tout couple Is=r correspond un %k tel que BY‘)~B§")=O,Y
ol, de fagon générale, x® désigne la projection de X sur I’axe 4®.

Procédons par induction. Pour m=0, posons By=A. Pour
n=1 et m >0, posons B,=3, si i<m, et Bp=A—(By+...4Bm).

Admettons que le lemme soit vrai pour les indices j<m (et
pour chaque %). Soit # >1. Les points 3,,...,3, étant différents, il est
légitime d’admettre qu’il existe un indice j<m tel que 3=3® pour
1<) et 33 pour i>j.

Comme §j<m, il existe par hypothése uné décomposition
3(()1)><A(2)>< ...><A(")=Bo+ ...+B; satisfaisant & 1° et 2° (en rempla-
cant m par ). La méme hypothése implique une décomposition
A= Cj1+ ...+ Cr telle que 3,¢ O, pour i>j et que 2° est vérifié
(en y remplagant B par O). '
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Posons Bj= Gi—gf)‘)xAmx X AW pour ¢>j. Les ensembles B,
sont les ensembles demandés. En effet, si I,7<<j ou bien i 7,7>j,
la condition 2° est satisfaite d’aprés la définition des B; (i<j) et
des C; (i>1). 8i l<j<r, on a Bﬁl’:g)g) et Bf)= 0‘(”1)*3(()1)_

Le lemme établi, désignons par dé(x) le point de G" tel que
0¥ (z)=du(®), k=1,..,n (Cest-a-dire le point de I'espace euclidien
n-dimensionnel & coordonnées d(x),...,d,(x)). On a la décomposition
F=2'6""(3) en ensembles fermés-ouverts, ot 3 parcourt G". Chacune
des fonctions partielles dkld‘l(g) étant constante (=3®), il existe,
d’aprés 4, n-1 éléments différents 3,,..., 3, dans G" tels que

67 (3,)40 1=0,..,n.

Posons dans le lemme: A®=. . =4®— G et m=mn, et consi-
dérons les ensembles Fy=6~'(By), i=0, ..,n. Comme §"=B,+...+B,,
on a F=Fy+...+F,. Comme 3; € B,, il vient 6"’(31)C6"i(B1), d’out
Fi#0. Enfin, en vertu de lidentité du(F)=dx[67"(B)]1=BY, 1a
condition B® B®=0 entraine dy(F;)-dy(F,)= 0.

En vertu du théoréme qui suit, ’étude du groupe G¥ pour &
compact se réduit au cas de ¥ de dimension 0. '

6. & éiant compact et Z désignamt Vespace de la décomposition
de & en composantes, on a G =G~

Soit f une transformation continue de & en Z ayant pour
tranches les composantes de & (cf. § 42, VI, 1). En tenant compte
de VIII, 5 (6), il s’agit de démontrer qu’a tout d e GZ correspond
une fonetion ¢ GZ telle que d(z)=gf(x).

N Soient 5y, ...,m; les valeurs de la fonction d. Posons Fizd_l(ni),
ou ¢=1,..., k. Les ensembles F, sont donc digjoints, fermés-ouverts
et on a =F 4. .} F,

Etant donné un zeZ, la composante f(z) de & est done
contenue dans un seul ¥, Posons ¢(z)=n, Il vient gf(@)=d(x), et

f(Fy) étapt fermé, ’égalité g7 (ny)=f(F,) implique que la fonetion g
est continue.

X. Théortmes d’addition. Soit &F =4 ¢+A4, une décomposition

de & en deux ensembles fermés ou en deux ensembles ouverts.
Posons

/‘-—q\
@o(Ao:-Al):g""]Ao-Al—]—gAxle Ay,
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cest-a-dire (cf. IV, 8) que de@y(A4y,4,) lorsqu’il existe deux
fonctions d; e G4y, ot j=0,1, telles que d(z)=d,(x)—d,(2) quel que
goit w e dy-A4; 7).

Oy(Aq,4,) est donc un sous-groupe de G4 et GCO,(4,,4,;).
Posons

Do(Ao, 41)=04(44,4,)/G et dy(A4y,4y)=rang Dy(4,,4y).

1. Si A, est connewe, on a Oydy,4)=G4| 4, 4,.

Car, A, étant connexe, on a G4|4,-4,=G|4,-4,=G.

2. Corollaire. Si A, e A, est connexve, on a Oy4,,4,)=G, done
Do(Ag,4y) se réduit & Vélement neuire.

3. Soit pjer-Al, ol j=0,1. Si les ensembles A, et A, sont
connexes entre les points p, et p,, tandis que A,-A; ne Vest pas, on a

Oy 4, A,)FGh 4.

En effet, il existe par hypothése un ensemble F fermé-ouvert
dans 4,-4, et tel que '

(1) p,elF et p ed A —F.
Soit d € G4*4 1a fonction définie par les conditions:
(2) AF)=0 et d(d,-4,—F)=1.

En admettant que deBy4,,4,), on a
d=dg|4,- A, —dy| Ay A, et dye G4
Done, en particulier,
A(py)=do(p) —dy(py) et A(py)=2y(p,) —d,(P,),
d’olt en vertu de (1) et (2): 7

do(po) '—dI(po)Z 0 et do(p;l) _"dl(p1) =1,
done

dy(po)+Agpy)  ou bien & (py)+dy(p,)

et par conséquent A, ou A4; n'est pas connexe entre p, et p,.

Définitions. IT(4,,4,) désigne le sous-groupe de G4+4: com-
posé des fonctions constantes sur 4, ainsi que sur A,

S'B()(Ao’Ai)=*l:[0(-AmA1)/g et po(Ao’Ai)mra’ngmo(Ao’Al)'

1) Cf. la note de S. Eilenberg et de moi-méme, Fund. Math. 32 (1939),
p. 193.

C. Kuratowski, Topologie 1I. 20
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On constate aussitdot que
4. 8t Pon a: soit 4,-A,==0, soit Ay=0, soit 4,=0, on a

A)=G, donc p(4,A4,)=0

5. i Ay A,=0 et AyF044;, on a II(A4),4)=G dod
(cf. VII (7))
%0(1‘10;‘41)?9.7 dOﬂC po(AoyAl):l

Définitions. Ay(A,,A,) désigne le sous-groupe du produit car-
tésien G4 x G4 composé des couples dy,d; tels que '

do|Ay-4A;—dy| Ay A = const.
8(4y, A)=4y(44,4,)[G* et (4o, 4,)=rang L(4,,4,).
6. G X G4/ A( Aoy A1) Do (A ord1) 5B (Ag) X By(A1)/Lo( Ay 4,)-

T GAHAIT Ao, 4,) =0 Ao, 41) 5= Bo(Ao+41)/Bo( 4o, 4

En effet, pour démontrer les premieres isomorphies des th. 6
et 7, posons respectivement:

hdo 4= (d I.A Al |A .A. oll dj € gAf,
ha={ d]Ao,d|A1) olt d e GAtds,
Dans le premier cas, on parvient 4 la premidére isomorphie 6,
en remplacant dans le th. ITI, 5: & par. G4 X G4, Y par Oy 4,,4,),
4 par 4y(44,4,) et B par G. Dans le second cas, on remplace ¥
par G4+4, Y par Ay(4,,4,), A par IT(4,,4,) et B par G et on
tient compte du fait que, si (dy,d,) € 4o(4,,4,), done si do(z) —dy(x)=c
pour e 4,- A;, la fonction d définie par les conditions d(x)= dy(x)

sur 4, et d(z)=d,(x)+c¢sur 4, , satisfait & la formule [hy—(d,,d,)] ¢ G?
(d’otr la condition- 3° du th. ITT, 5).

Le reste des th. 6 et 7 résulte de III, 7 et VII (6).
8. bo(Ao+4,)+ do(Ao:A )=0bo(Ao)+by(A4;) +Po(4o,41)-
Car 6 et 7 entrainent d’aprés V, 3 et VII (5):

bo(4 )+bo(A1) do(Ag,dy)+1y(4o,4,),
bo(4o+4,)=1(A 0r41)+py(4,,4,),

- et en ajoutant ces deux égalités, on en déduit 8 (pour Iy(4,, 4;) Koo).
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Rapprochée de 4 et b, Ja formule 8 donne les suivantes:
9. Si Pon a: soit A, A0, soit Ay=0, soit A,=0, on a
bo(Ao+Ay)+ do( Aoy Ay)=Dby(A o)+ by(4,).
10. 8% Ay Ay=0 ot A=04,, on
bo(AoAy)=by(Aq)+ by(4,)+ 1.
Car dans le dernier cas, on a dy(4,,4,)=0 et p,(4,,4,)=1

Ces formules permettent de calculer le nombre des compo-
santes de la somme de deux ensembles fermés ou ouverts.

XI. Rapports & la connexité entre ensembles?). Posons
52, &)=11G""\Z,

la multiplication étant étendue & tous les F=F=&.
Autrement dit: la fonction fe GZ appartient & Z(Z, %) lors-

© quelle admet une extension f,e G#¥ quel que soit F=F+&.

1. Ni & est irréductiblement connexe entre les ensembles fermés
et disjoints A et B, et si f désigne la fonction définie sur A+B et égale
& 0sur A et &1 sur B, on a f,e 5(A+B,%).

Car, F étant fermé et différent de &, lensemble F-+A-4-B
n’est pas connexe entre A et B. Il existe donc d’apres §41,IV,5
une ettenﬂuon fpe GFHATE.

2. Si & est conmewe entre A=A et.B:B, et sife Z(A+B.X)
et f(A)- {(B)=0, & est irréductiblement conneve entre A et B.

Admettons, en effet, que F=F+% et que fCf*e GFra+h,
Comme f*(4)-f*(B)=#(4) f(B)=0, 'ensemble F+A4+B n’est pas
connexe entre A et B, d’aprés § 41, IV, 5.

3. Soit =A,+A, une décomposmow en deux ensembles con-
nexes et ferméds. Posons
(1) - Ej=EH(4y 4y, 4))-

-~ Pour qu’il existe un systéme Fo, ..., Fy (02 1). d’ensembles tels que:

(i) Ag-A=Fy+...4+Fn I’k—F,,, F;-Fr=0 pour 17,

(i) 4; (j=0,1) est Mréductiblemem connexe entre Fp et Hk——
=4, -4,—F;, pour k=0,1,.

il faut et il suffit que Uon az't-
(2) rang (5, 5)/G1>n-

13y Cf. ma note de Fund. Math. 31 (1938), p. 231. -
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Soit d’abord F, ..., Fy un systéme d’ensembles satisfaisant aux
conditions (i) et (ii). D’aprés § 41, IV, 1a, on a F,==0. Soit dr la
fonction-élément de G44 telle que dp(Fp)=1 et dy(Hy)=0.
Dlapres 1, dpe 5y 5y, et d’aprés IX, 2, les fonctions d,...,d, sont
linéairement indépendantes mod G; d’ol I'inégalité (2).

Réciproquement, en admettant Iinégalité (2), soit Ay oreydp
un systéme d’éléments de Z,- 5, linéairement indépendants mod’g’.l
Conformément au th. IX, 5, il existe un systéme d’ensembles non
vides Fy, ..., F, satisfaisant & (i) et tels qu’ tout couple d’indices I==7r
correspond un k tel que dy(F))-dyF,)=0. Comme de g et
F+F,.CA,-4,, il vient ’

(Au|F1+-Fy) € E(F1+Fpy A).

Il en résulte en vertu de 2 que ’ensemble (connexe) A4; est
irréductiblement connexe entre F; et F, pour tout r=1 (on rempla-
cera & par 4;, A par Fet B par F,). En vertu du th. 4 du § 43, VIII
4; est donc irréductiblement connexe entre les ensembles lf’z’ et '

Byt At Frg+ Frg+ .. +-F,=H,

§ 51%). Les groupes 5% et 2%,

. I. Généralitfés. Soit 6 le groupe des nombres réels avec 1’addi-
tion comme Popération du groupe. Soit & la circonférence lz|]=1
du plan complexe, considérée comme groupe avec la multiplication

des nombres complexes comme 1’0 i
] pération du groupe
des rotations*). Posons gronpe. (-gronpe

(1) e(t)=e2t pour ted.

La fonction ¢ est une homomorphie continue transformant &
en &, et le groupe G des nombres entiers en est le noyau:

(2) ot-Ht)=e(t)-e(t') et [e(t)=1]=[te G].

1) Les théorémes- fondamentaux du § 51 se trouvent dans la Theése de

8. Eilenberg, Transformations continues en ci i
Fund. Math. 36 (105 o n oirconférence et la topologie du plan,
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& étant un espace arbitraire et ¢ étant une fonction-élément
du groupe &% (cf. § BO, VIII), désignons par e, la fonction-élé-
ment du groupe 5% définie par la condition ‘

3) ep (@)= e[p(a)]= 1@ .

L’opération e est une homomorphie transformant &% en un
gous-groupe de &%, que nous désignerons par P(¥). Le groupe
Y(F) se compose done des éléments f de §% qui sont de la forme
f=ep ol @ e &%, cest-d-dire que l'on a

) fla) =e2rip () poﬁi‘ rvel.

Le noyau de cette homomorphie est G¥.

On constate facilement que:

1. 8i f(w)=ep(®)=ey(®) et |p(@)—p(x)| <1, on & g(z)=y(2).

2. i & est commexe, p,pe B e ep=-ey, la fonction g—yp est
une constante. ‘ ,

"~ De fagon plus générale:

3. Si & est connexe entre a et b, et si ep=¢ey, 0l @,p e &%, on a
@(a) —yp(a)=p(b) —p(b). ,‘ .

Oar, en posant d=g—y, o a d ¢ GF et I'ensemble des & tels
que d(x)=d(a) est fermé-ouvert et contient a, donc b.

4. Htant donnés: une fonction f ¢ W(&) et un point g€ &, on
peut assujettir la fonction ¢ de la formule (4) & la condition (initiale”):
@(ay)=C,, 0% 2vic, est ume valeur du log f(w,) donnée en apance.

Par conséquent (cf. 2), si & est connewe, cetie condition déter-
mine la fonction ¢ de fagon univogue.

En effet, on a par hypothése f(x)=e2miv@ ol p e 6. Boib
k=1(1,) —6p; k est donc un entier. Il suffit de poser g(z)=y(x)—k.

Remarque. P désignant le plan &2 privé du point 0, ’opéra~
tion e(t), définie par (1) avec t e &%, est une homomorphie continue
transformant le groupe (additif) &2 en le groupe (multiplicatif) 2.
De fagon analogue, I’opération ¢, définie par la formule (3) est une
homomorphie transformant le groupe (&2)* en le sous-groupe de P%
composé des éléments de P¥ de la forme (4). Ce sous-groupe se
compose donc des fonctions dont le logarithme admet une branche
continue et univoque; 2mip(xw) est bien cette branche du logarithme.
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Les théorémes des §§ 51 et 52 sont formulés pour les groupes &

et &, mais —comme on constate facilement — ils sont applicables
ausst auw groupes & et P1).

IL. Groupe I'(4). Soit AC&. Conformément aux notations
du § 50, III, ,f~1mod P(4)“ veut dire que fe ¥(4). Nous con-
venons d’omettre les termes ,mod P(4)“; le symbole f~12), out
fe &4, veut done dire que f est de la forme

aQ | f=ey ol g e A
: Posons

(2) F(A)=lfi’(f e §%) (f|4~1).

On constate aussitét que (ef. § 50, VIII, 2):

1. T'(4)=t""[¥(4)],

3. I'(A) est un sous-groupe de S%,

4. ACB entraine I'(B)CI'(4),

5. 8i A=(p), on a I'(4)=S%. ;

6. Soit B un rayon issu du point 0. St f e (Gz—R)x, on a f~1.

p Car log # se laisse définir évidemment de facon continue sur
:—R.

7. A toute fongtion | € 8% (et & toute fonction f € PE) correspond
une décomposition E=A+A, en deur ensembles ouverts tels que
fld;~1 pour j=0,1.

I1 suffit, en effet, de désigner par R, et R, les demi-arcs des
abscisselzs, positif et négatif, et de poser A4;=jf" 1(eS‘-—Rj) (ou bien
A=1@—R).

8. 8i F=F, on a Y(F)=I(X)|P.

Autrement dit, si f e SF et f~1, il existe une fonction 1* delle
que fCf* ¢ ST et f*~1.

On a, en effet, par hypothese (ef. (1))

ro
=3
s
I
&
8

(3) f=¢ep et ¢ e&F, Qo pCo* e 6%
, d’3pres le théoréme de Tietze (§ 15, XTI, 3).

1) Pour des généralisations aux groupes topologiques, voir ma note Sur

les espaces des. transformations comtinues en certains groupes abeliens, Fund.
Math. 81 (1938), p. 231. ° .

2) Comme on verra au N¢ IX, la relation f~1 équivaut & farl.
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Il ne reste qu’a poser f*==egx.

9. I'A)=ZI(@), G parcourant les sur-ensembles ouveris de A,

Autrement dit, & tout feI'(4) correspond un ensemble owvert G
tel que .

(4) ACG e feI(Q).

Envisageons d’abord le cas ot 4 se réduit & un seul point a.
Bn d’autres termes, nous établirons d’abord I’énoncé suivant:

10. Soit feSE. A tout point ae S correspond un ensemble
owvert Gq tel que a € G4 et flG~1.

En effet, H désignant le plan & privé d’un rayon issu du
point 0 et ne passant pas par le point f(a), il suffira (cf. 6) de
poser G=1"H).

Ceci établi, soient:

(5) ACE, e S%, flA=¢, et ¢ € G4

On peut donc faire correspondre & tout point a de A un en-

semble ouvert G, et une fonction y, e 6% tels que

(6) a € Gqy f(T)=6y,(®) pour e G,

et (cf. (5) et I, 4)

(M) , Yy (@) =(a).

‘ En réduisant, au besoin, I’ensemble &;, on peut admettre que
®) p,(#)—v,(a)|<1/3 si ze@,

(9) lp(@)—g(a)|<1/3  si @ed et |r—a|<28(G2)

Nous allons démontrer que
(10) 1les conditions ze@, G, acA ot beA entrainent y (¥)=1v,(®).

On a, en effet, d’aprés (7) eb (8)
(11) (@) —p(@)|<1[3 et |p@)—ed)]<1/3, B
et en admettant (par raison de symétrie) gue 6.(6‘,,)<6(Ga), il
vient en vertu de (9): |¢p(b)—gp(a)|<1[3. Cette méga:;hj;é, rapprochée
des inégalités (11), donne ]zpa(w)—-q;b(m)[<1, d’ou wa(m);wb(w)
en vertu de (6) et I, 1.

Soit @ la somme des ensembles G, pour @ parcourant A.

Soit, conformément & (10), v 12 fonetion identique & p,(x) pour & € Ga.
11 vient y « &F et f=e, d’aprés (6). Done f|G~1.
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ITL. Groupe B,(¥). By(F) désigne le groupe-facteur %/¥(&)
et b(&) désigne son rang?l). Nous convenons que by(0)==0.

1. Le groupe B,(%) me contient aucun élément d'ordre fini
(n’admet pas de ,,torsion®).
Autrement dit, s¢ f"~1 et n==0, on a f~1.

Posons, en effet,

i (x) 1 N
f(a)="""0, g o)="[p(2)+k] on 0<k<n—1,

et ‘
Fo=F[f(x)=e¥=1ex0)],

Nous allons démontrer que F=Fy+...4-Fpy.
Soit x e &. Il s’agit de définir un % tel que #eF,, Soient:

te& tel que f(z)=e2mit
q;'g tel que -q<%[nt—<p(m)]<—g+1.

Comme @ =f"(z)=¢""" on a [ni—p(@)]eG. Lentier
k=nt—gp(x)+ gn satisfait donc aux conditions : :

O<k<n—1 et g @)=1t4¢q, dou [flo)=en®, donc zel,.

Les ensembles Fy,y ..., Fpyq étant fermés et disjoints, la fonction v,

définie par la condition p(@)=g¢,(x) pour xeFy est continue et
on a f=ey. :

2. Les conditions: b(&)=0, ST=Y(Z) et B(F)=(0), sont
dquivalentes (pour & ==0).

C’est une conséquence directe du § 50, IIT (1).
3. By(T)=(0), donc b, (T)=0.
Autrement dit, si fe S, on a f~1.

1) 8i & est un polytope, le groupe B,(F) est isomorphe au premier groupe
réduit de Betti de &. Voir N. Bruschlinsky, Stetige Abbildungen und Betlische
Gruppen der Dimensionszahlen I und 3, Math. Ann. 109 (1934), p. 525, ou le cas
plus général de & compact est considéré. Comme on verra au §65, II1, 5, 5i &

est un sous-ensemble compact: du plan, b,(&)+ 1 est le nombre des composantes
de son complémentaire.
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En effet, faisons correspondre, conformément & 10, & tout
point @ de J un ensemble ouvert @, tel que ae@, et fl@,~1.
En vertu du théoréme de Borel-Lebesgue, la famille {G,} peut

8tre remplacée par une famille finie. En d’autres termes: il existe

un systéme fini a,<ay<a,<...<ay, ol ay=10 et a,=1, tel que 'on a,
pour k=1,2,..., n:

flag—gap~1, donc f(z)= e2mign® POUT  py < dy,

ol ¢, est continue. On peut admettre en outre, conformément
4 I, 4, que Prpr (@) =0,(a,) pour k=1,2,... . n—1.

Les fonctions ¢,,...,p, définissent donc une seule fonction

@ e &7 telle que gla,  a,=@,. I1 vient

f()=e>*9® pour zed, Aol f~1.

4. By(S)5 G, done by(S)=1.

Plus précisément, la transformation identique constitue une
base mod ¥(J). '

En d’autres termes:

19 om @ 2 non~1 sur o, :

20 ¢ toute fonction fe S5 correspond wun entier n (4 savoir,
Daccroissement du log f(x)) et une fonction ¢ € & tels que

.(1) j(m)zwnéﬂniq)(x)_

Bn vue d’établir 1°, désignons par A la circonférence § privée
du point (1,0) et désignons par a(z) ’argument de », contenu entre
0 et 27. On a donc sur A: z=¢®, aeb&A; de plus, la fonction
ne se laisse pas prolonger de fagon continue sur le point (1,0).

En supposant, par impossible, que x~1 sur &, on aurait
z=¢#8®@, ol fe&S. Mais alors — lensemble A étant connexe —
on aurait en vertu de I, 2,

a(®)=pf(z)+2kx pour xeA,

et la fonction pB(x)--2kn serait une extension continue de a(2) sur
la circonférence & toute entiére.

Passons & 2°. La fonction f(e27if) étant définie sur intervalle I,
on a d’aprés 3

(2) f(e2mit) = e2riv®, ol ye &7.
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Il en résulte que la différence 1/)‘(1)———1,0(0) est un entier; soit;

(3) - n=yp(1)—y(0).
Faisons corregspondre & tout e & le point
(4) y=y(t)—

2at étant ’argument du point z. Bien qu’au point (1,0) correspon-
dent deux valeurs de ¢, & savoir 0 et 1, la valeur de y est définie
en vertu de (3) et (4) de facon univoque. En posant y=g(z),

on constate aussitét que la fonction ¢ est continue: ¢ ¢ &5, et en

posant w=¢271{, on a d’aprés (2)

d’ . f(w)=6'27ri~tp(t) et zn= e2nzvit,
ou

f(w) — mnezﬂ' i[y()—nt] e mnezﬂ iy (x) .

IV. Théortmes d’addition’). Soient 4, et 4, deux ensembles
fermeés cu deux ensembles ouverts tels que F=A4,+4,. Posons

(0) @1(AoaA1)=G?A‘fle'A1“|‘<’S‘A’iAo‘A1-

1. A toute fonction ¢ e G4 correspondent deux fonctions
@€ G4, 0t j=0,1, telles que @, (2)—¢ (@)= () pour © e A,-A,.

En symbole

/*"’_“\
Gloh=Eh| Ay A, +EA A, 4,

A savoir, A§ et Af étant, conformément au § 16, IT, 2, deux
ensembles fermés tels que =AF+AT et 4FC4; (et que Af=
si A4g=A4, et 4,=4,) et ¢* étant une extension de p|A¥ A} sur &
- (conformément au théoréme de Tietze, § 15, XI, 3), on posera:

0 si wedd o*x) 8i we A}
P*(@)—p(x) si ©edy Af, plx) si wed, -AF.
Remarquons que I’on a, pour 4; fermés, Po="0 et g =¢*|4,.

2. A toute fonction fel'(Aq-A;) correspondent deuw fonctions
fre (&) ot j=0,1, Wlles que fyify=1.

‘po(w = ‘Pi(w) =

1) Pour les N°IV et V, voir la note de 8. Eilenberg et de moi-méme,

Théorémes d’addition comcernamt le groupe des tmnsformamons en circonférence,
Fund. Math. 32 (1939), p. 193.
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En symbole
/\ :
T4y A)=T(4,)+T(4,).

Soit f|4dy-Ad;=¢egp, oll ¢ € %4, En notations du th. 1, posons

1si wedf
eg(@):f(z) si & e AF,

fla)-si 2 e A§
epe() 81 @ e AT,

fo() ={ hi(#) ={

11 vient ]‘j(m)-:e%(m) pour x ¢ 4;, d’olt 1a conclusion demandée.

3. A tout couple de fonctions fre 4, o j=0,1, lides par la
relation fo|do- Ay~f|Ay-Ay, correspond une fonction fe Sit4 telle
que flA;~f; pour j=0,1.

On a par hypothése (pour » e 4,-4,):
fu(m):fl(m)zeyz(w); ou @ e Gy
P(@)=0,(®)—@,(@) ou @, e&4.

En tenant compte de l’identité (sur AO-AI)

[fo() - ey (#)]: [fo() - e, (L) ]= () - €4, (T): g, (%)= 1,
on définit' la fonetion f en posant j]A,-:ffeg,j pour j=10,1.

4. T(Ao'Al) CQ](AmAl):
cest-a-dire que toute fonotion f e $4o*41 telle que f~1 est de la forme

f(@)=fi(w):fo(®), 0% f; € S4, j=0,1.
On a par hypothése et d’aprés 1

et d’apres 1:

f=¢, @ecbid, g@)=gp,(@)—p () et ¢eb&4.

I1 suffit de poser f/=ey,. ‘

5. Soient ¢, e &4 pour j=0,1, et (p;—@,)
une fonction fe St telle que flAs=egp,.

De plus, si ¢j € G4, ¢i—P=0,—, e Sht4 et f’lAfzeSP’p
on a f'~f.

En effet, la condition (p,—g¢,) ¢ G4*4 implique que ép,—y,=1,
done, en posant f(x)= ¢21%;® pour # € A et j=10,1, il vient f ¢ Fht+4:.

Pour établir la relation f'~f, posons y=¢,—¢,. Comme
(¥, —yo)|4y-4,=0, il existe une fonction y ¢ & telle que p= 'l/Jl.A
11 vient A

€ Gh4i. I1 existe alors

€t :Cop == Eepl—gp =€ d’ot f:f=e done f'~f.
90} ?; 90; v, f':f=ey, f'~f
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6. Faisons correspondre, conformeément & 1, & tout de GAc4: deup
fonctions ¢, ,, ol j=0,1, telles que '
(1) (Pd,jegAf et .‘PdJ(x)—(Pd,o(w):d(m) pour & GAO'AI'
Désignons par hg la fonction telle que (cf. 5)

(2) hd € (SAO+A1 et hd]AJ’= b‘qu‘j, ?=0,1
On a alors:
(i) Ou( Ao Ay) =1 [¥( Ay +4,)]

(Cest-&-dire que, pour que ha~1, il faut et il suffit que Von ait

(3) d(@)=dy(z)—dy(x) pour wzedy-A, et djeGh),
(ﬁ) ] hd-l-d'N hd' hd’y
(iii) & tout fel'(Ay)-I'(A,) correspond un @ tel que f~hg.

Boit hg~1. On a donc hg=e, et pe&AT4, Les fonctions
dj=qod’j—y), ou j=0,1, satisfont & (3), car

by, j—p=Cypg ;: bp=1.

Réciproquement, admettons que les formules (3) sont gabis-
faites et que (conformément & 5),

. h;z € §A°+Al et th.Aj'—_— edj.
Comme eq=1 et ha~hg (’aprés B), il vient hg~1.

La condition (i) se trouve ainsi établie.
Posons g, 4 7 =%q; s, 11 vient d’aprés (1)

Parm, 1 Parane= 4T V=01~ Par -
Il existe donc d’aprés 5 une fonction hyx e S4+4: telle que:

(4) h&+&'[Aj=€gp£d+d,M, ©(8) hpe~hapa.
Comme

larari oy ST (hal4;) (har| 4)),

la formule (4) donne hgiy=hs- by, ot (ii) d’aprés (b).

Soit fel(4;). Posons flAj:equ, Y eG4 et d=y,—y,. Il ’
vient d e G4 4. Les égalités (1) et (2) entrainent done la formule
f~h4 en vertu de 5. .
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V. Relations entre les groupes-facteurs. 4, et 4, étant —
comme dang le N® IV — deux ensembles fermés ou ouverts tels que
F=A,+4,, considérons les groupes suivants (qui correspondent
aux groupes étudiés dans le § 50, X):

(1) Hl(Ao,A1)=lr7,'(f€é’A°“*) (f14;~1, j=0,1)=I(4,) - I'(4,),

(2) Al(Aoy-Al) Zg (fj € (SAfaj: 071) (foleAlellAOAl)y
(3) QI(AO’AI):@I(AoaAl)/W(AO'Al)i

(4) g/)31(-4'10’4511) =]7-1(.110: Al)/gf(Ao +A1)-

(8) LRy(Ag Ar)=4,(40,41)[[F(4q) X P(4,)].

On a les trois théordmes d’isomorphie suivants?!):

1. X F4[Ay(Ao, 4;) '—g_fDl(A'07A1) ?gl(-AO) X By(4,) /&4y, 44),

2. §A°+A‘/H1(A0:A1)ﬁﬁﬂAm«Al)}—;231(A0+A1)/€B1(A0;A1)1

3. GA4)Oy( Aoy Ay) = Bu(AgyAr) 5 Bo( Ao A1) [Dy( Aoy 4s)-

La démonstration des th. 1 et 2 est tout A fait analogue & celle
des th. 6 et 7 du § 50, X. On pose respectivement:

Py = (fol dody): (fil dody) ol fje &4,
hy=(flAp,fl4,) ol feFhta,

et P’on tient compte des théorémes ITI, 5, 7 et VIIL (6) du § 50.

Le th.3 est une conséquence immédiate des th.IV,6 et
§ 50, ITI, 5, ou l’on remplace & par G4, Y par II,(4,A4,),
A par 0y(4y4,) et B par P(4,4-4,).

Soient dy(4,,4,) et p;(4y,4,) les rangs des groupes Dy(4dy,4,)
et Py(Ag.4,). Ils sont liés par les relations suivantes:

4. py(dg,4y)<bh(44+4,),

5. by(Ao+A;)+dy(Ao, Ay)=by(Ag)+ by(Ay)+ pi(Ag A1) P,

6. pi(dg, A1)+ do(AgyAy)=Dbo(A4e 4,).

1) Pour 1 et 2, voir la note de S. Eilenberg et de moi-méme, Fund.
Math. 82 (1939), p. 197; pour 3, voir ma note de Fund. Math. 81 (1938), p. 239.
Cles trois théorémes correspondent aux formules de L. Vietoris, Mon. £. Math.
u. Phys. 87 (1930), p. 162. Cf. Alexandroff-Hopf, Topologie I, Ch. VII, § 2;
les groupes Ni(A,-A,) et S/(d,+4,) (,Nahtzyklen* et ,Summenzyklen®)
réduits sont isomorphes respectivement aux groupes <B (Ao-Al)/Qj(Ao,Al) et
%j(A0+A1)/'mj(_A0,A1). Cf. aussi E. Cech, Fund. Math, 19 (1932), p. 149.

2) Of. une formule analogue de W. Mayer concernant les nombres de
Betti, Mon. f. Math. u, Phys. 36 (1929), p. 40.


pem


318 Chapitre VIII. Groupes GF et S,

En effet, 4 résulte de Dinclusion 9P,(4y4,)C By (4,+4,),
5 résulte de 1 et 2 (cf. I'implication 6, 7—8 du § 50, X) et 6 est une
conséquence du th. V, 3 du § 50. ‘

7.8 4, -A=0, on a: .
(7.1)  bo(Ag)+bo(Ar)+ pi(AgyAy) =bo(Ag+41) 4 bo(4y- 4y),
(7.2) 51(A0+A1)+bo(Au)+ bo(A1)+ d1(AmA1)= k
=bo(Ao+4,)+b.(4,)4b,(4,)+ bo(Ao -4,).
En effet, (7.1) résulte de 6 et du th. X, 9 du § 50; (7.2) se déduit
en ajoutant 5 & (7.1). ’

Dans le cas ou les rangs considérés soht} finig, on pose
(*) ind (4)=>b,(4)—b,(4)")
et on déduit de (7.2) que
(7.3) . st Ay-A,==0, on « ind (4,+4,)+ ind (AO-A1)=‘

= ind (4,) + ind (4,)—b,(4, 'A1)‘f‘ dy(Ag, 4;).

8. 81 Ay-A,=0, on a By(4y+4;)% By(4o) xBy(4,), doi

b;(Ao +A1) = b1(Ao) + bl(-Al)'

En effet, en faisant correspondre & tout fe S4t+4: le couple
(|4, fl41), on établit une isomorphie entre SAta et S4x Sh.
Dans cette isomorphie, ¥(4,+4,) se transforme en ¥(A,)x ¥(4,).
Donc (cf. § 50, IIT, 5 et VII (6)): ‘

St Ag+A4,) 7 [§4 X SAY[P(Ao) X P(4y)]
=[S/ P(4)]X [S4/¥(4,).

VI. Rapports & la comnexité. Soient, comme auparavant, 4,
et 4, deux ensembles fermés ou deux ensembles ouverts tels que

' F=A,+4,.
1. 8i A, est connexe, on a :
(1)  Pul Aoy Ay) 5 G 4(GAIA, - Ay).

2. 8i les deuzx ensembles A, et A, sont connexes, on a
(2) Pu(doy41) 55 Bo(do-Ay), done py(Ag, A)=by(4y- A} <b(A¢+4,).

3. 8 AOvAl‘ est conmexe, on a I'(A,)-I'(4))= I'(A,+ A4,)
c’esf,-d-dire que les conditions flA;~1, j=0,1, entrainent f~1.

4. St les ensembles A, et A, sont connewes tandis que Ao-Al
ne Vest pas, on a I'(Ay)-T'(4,)== I'(A,+4,).

’

_ 1) P(_)ur un polytope, cet indice coincide avec la caractéristigue & Euler-
Poincaré si tous ses nombres de Betti, & partir du deuxiéme, s’annulent.
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De fagon plus générale, st 4, -4, n'est pas connexe entre les
points p, et py tandis que A, et A, le sont, om a I'(4y)-T(A4,)3=T(A,+A4,).

Le th. 1 résulte de V, 3 et § 50, X, 1; le th.2 —de V, 3 et 4
et de §50,X, 2. Pour établir le th. 3, remarquons que si 4,-4;
est connexe, on a Ghdh=(G=0,(4,,4;), donc d’aprés la pre-
miére isomorphie V, 3, on a §,(4,,4,)=(0), Ao I'(4,)-I'(4d,)==
=I"(4,+4,). La méme isomorphie entraine le th. 4 en raison du th. 3
du § 50, X. '

Remarques. 1) Les isomorphies (1) et (2) sont déterminées
par la transformation h considérée dans le th. IV, 6.

2) La premiére partie du th. 3 peut &tre établie plus directe-
ment, comme suit.

Posons flA/=¢y, gjc &4. On a ep=e¢y sur A, -4,. Il existe
done d’aprés I, 2 un k € G tel que (py—qy)|4q,-A;=F. Les fonctions
@0 6 ¢+ k& étant concordantes, il existe une fonction 3 e 6% telle
que y|A,=g, et p|4,=¢;+k. Comme ke G, il vient

Y — ’on
Oy k=€, -Cp=Cp, donc f=ey, d’ou f~1.

3) Dans le cas ou A;=A4;, le th.4 se laisse démontrer plus
directement en posant: ~

Ao'A1=-PO+P1’ Pj=PJ’) PO'P1=01 Pu:!:O#PI,

_ o(@, Py) __{ 0 sized,
P@)= Py e Py < (O erise si zed,.

I1 vient fnon ~1.

5. Co, Oy et C, dtant trois ensembles connexes tels que Cy- Cy-Cy==0
& =0+ 0+ C,, on a ‘

F(Go'l“ 01)‘r(01+ 02)'F(02+ Go)=P(00+ 01+ Cz):

est-a-dire que les conditions f|Cr+ Crpa~1, o k=0,1,2 (les indices
dtant réduits mod 3), entratnent f~1.

Soit, en effet, e Cy-0yCy. Posons’ flCp+ Crpa=eg, ; OU
@,y € GCFCit1. On peut admettre que gq(%y) =@y (%)= ¢x(%0)- On
en conclut en vertu de I, 2 (en remplacant & par Cr) que, pour
2 el on a ¢k_1(m)—cpk+1(m)=0. Les fonctions g, ¢, et ¢, S(.)Ilﬁ
done concordantes et déterminent par conséquent une fonction
@ € 6% telle que ¢|C,+C, =9, ,- 1l vient f=ey, dou f~1.
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6. Cy, Cy et Gy élanttrois ensembles conmexes tels que F=Cy-+C, - C,,
on a

rang [I'(Cy+ G,)-T(Cy+ Cp) - T'(Cy+ Co) [T(Cot- Oy €)1 <1.

Autrement dit, élant données deux fonctions f, g ¢ S% telles que

fl0k+0k+1~1 et g|0k+0k+1~1 (k=07172);

il existe dewx entiers m et n qui me Sannulent pas tous les deuz et
que fm.gn~1,

On a par hypothése
(3) /Ot Crpr=eq,_, et g|Cyt Crp1=ey,_,-

L’ensemble () étant connexe, il existe deux entiers a; et by
tels que

@) @ =g @) =0 ety (@) —y,_ (@)=b,, ol zeC,.
Posons:
a=ayta,+a, et b=by+b, -+,

et dérinissons les entiers m et § de facon que

(5) ma+jb=0 et |m|+|j|F0.
Posons
2o ()= mey(x)+ fi, (2), zeO,+0C,,
(6) 1@ =mlp,(@)+a,]4ilv, (2)+b,)], zeCy+C,,

1o (@)=, () +ay+ a1+, (#)+ b, 4 by], @ €Oy 0.

On constate aussitot en vertu de (4) et (5) que
Zk—l(m)_xk-l-l(w):b pour zeC,.
Il existe par conséquent une fonction y e 6% telle que
(7) Gt Cppy =%y-
Il en résulte que f=.gi~1, & savoir que
‘ fmogl=e,.

En effet, soit # ¢ O3 Ort1. 11 vient d’aprés (6) et (7)

f™(®) - g () = 2 ilmPp—y () Py () = 2mizg—1 () — g2 in(x)
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Remarque. Les théorémes 5 et 6 admettent les généralisations
suivantes 1):

Soit F=Ag+...+4, 4. Posons Cr=Az+ vt Appns (les
indices étant réduits mod n).

Les ensembles C,..., C,—y étant supposés connezes, on a:

5'. Soitf e §%. 8i Cy-...- Cpry==0 et 81 f~1 sur App+ A i
pour k=0,1,..,n—1, on a f~1 sur &.

6'. Soit f,gEe?g. Si le et gN]. SUr Ak+1+---+Ak+n—1’ il
existe deuw entiers m et § qui me S’annulent pas tous les deux et tels
que fm-gi~1 sur &.

7. 8i C est connexe, on a

IZT(C'-I-IE):P(@);
c'est-a-dire (en posant C=&), si f € 3%, f|C~1 et | non~1, il existe
un point p tel gue (f|C+p)non~1; plus précisément: en posant
flC=¢ey, p est un point ok Voscillation de la fonction ¢ ne s'annule
pas?).

‘D’abord, il existe un point p ot oscillation de la fonction ¢
ne s’annule pas. Car, dans le cas contraire, il existerait une extension
pe&% de ¢ (cf. §31,1, 1); mais alors f=e,, car les conditions
lim g"=x et , € C entrainent lim ¢(z,)=yp(x), d'oit

» ==00

f(z)=lim f(2,)=1im e,(2,) = ey(x), done f~1.

n==00 n=o0
Supposons, d’autre part, que (f|C+4p)~1, done que f|C+p=¢e,,
ol y e &0Fr. Cette égalité, rapprochée de 1’égalité f|C=e,, implique
en vertu de la connexité de C que y|C=g¢+k, ot k ¢ G. La fonetion
«—k est donc une extension continue de ¢ sur C+-p, et par consé-
quent loscillation de la fonetion ¢ s’annule au point p, contraire-
ment & 1’hypothese.

8. Soit C,,Cy,... une suite d’ensembles conmexes tels que
= OO—I— 01+... et OHCIﬂt(Cn+1).

Sifed¥ et f[0n~1 pour chaque n, alors f~1.

1) Pour la démonstration, voir ma note de Fund. Math. 36 (1949), p. 277.
2) Voir 8. Eilenberg, Fund. Math. 24 (1935), p. 171.

C. Kuratowski, Topologie 1I 21
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On peut admettre que Cy==0. Soit @ ¢ C,. Posons

110, =egy 0, € et g (a)=g,(a).

C, étant connexe, la condition ¢, 1+1(0)=9,(a) entraine
¢,=@,44 C,- Les fonctions ¢ sont par conséquent concordantes
et définissent une seule fonction ¢ « &% telle que |0 =¢ . 11 vient
ainsi f=ey, d’olt f~1.

VII. Relation f @r non~1. La fonction fe S% est dite srre-
ductiblement non~1, en symbole, f irr non~1, lorsque f mon~1,
tandis que f|F~1 pour tout vrai sous-ensemble fermé F de &.

En posant

1) AUE)= IFIP(F) ol F=F+,

les conditions f irr non~1 et f € Q(&)—I'(5%) sont done équivalentes.
L. Si f drrnon~1, & est un espace comnexe discohérent.

Car, en supposant que & n’est pas discohérent, il existerait
un ensemble C connexe et fermé (vide ou non) qui sépare &
(cf. § 41, X, 1):

(2) &‘:AO_*‘AD AO'—AIZ G, A,-=Zj=l=$, Ofl ?2‘- 0,1

Mais alors 7| 4;~1, d’ot f~1 d’aprés VI, 3.

2. 8i f irrnon~1 et & est localement connexe, & est une courbe
simple fermée.

C’est une conséquence du th. 1, rapproché du th. 6 du § 44, IV.
Le th. 1 entraine en vertu des th. 2 du §41, X et 2 du § 43,V:

3. 80 f irrmon~1 et & est décomposable, & se décompose en ‘

deux ensembles conmexes A, et A, tels que
(3) Ag=F—4,F& et A=F—A+Z.

En particulier (cf. § 43, VIL, 7), si & est drréductible enire
deux points, les ensembles A, et A, sont indécomposables.

4. A, et A, étant deun ensembles connemes, fermés et tels que
E=A,+4,, on a (cf. § 50, XI (1)):
(4) (50-51)/9?-,[1(111{1* (Ao+1y) - I' (4, +Eo))/I'(&) CO(F)IT(F),

K; parcowrant la famille des vrais sous-ensembles fermés de A;.
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De plus, si la formule (3) est vérifide, on peut remplacer Vinclu-
sion par Didentité.

En effet, soit K=KCA4,. Posons, en notations du th.IV, 6.
(5) = (haf 4o+ ). |
Comme
Ag+ (Ao 4, +E)=4(+K et Ay (Ady-4,+K)=A4,-4,,
on conclut de IIT, 6 (i) (en y remplagant & par 4,+K) que
(6) Ool4y, 4y 4, +E)=E"[¥(4+K)].
.Or, 4, étant connexe, on déduit du § 50, X, 1 que
(7) Op(dg, 4y A+ E)=GAAtE[4 . 4.
D’autre part, on a d’aprés({i):v (kg~1)=(hg|d(+K~1), d’olt

[kae V(Ao +K)]=[hge I'(4,+K)],
done

(8) : F[P(4o+E)=1"{I'(4,+EK)].
11 vient ainsi d’aprés (6)—(8):

G AT 40 A =K DA+ K)].

)\

En étendant la multiplication & tous les K==4,, on en tire

E=[](G***¥ |4, 4)=FT"[] T(4+ X)),
done
o' E= | Il I'(4,+K,)-I'(4,+K,)], . ou K;CA;+ K.

Ky, Ky

L’isomorphie (4) en résulte en vertu du § 50, IIT, 5 (lat de la
double égalité (cf. IV, 6(i) et § 50, X, 2): G=04(4,,4,)=h" [I'(&)]-

In

La démonstration de I’inclusion (4) se réduit 2 démontrer que

®  II M(Ay+E)-T(4,+Eo)C [ T(F), o F=F+.
KO)KI
Or, P’inégalité F=4=& implique que soit FA,+4,, soit FA,4A,.
Admettons que K,=F4,==4,. Comme FCA,+K,, on a (cf.II, 4)
I'(4,+EK,)CIr@), d’ou Pinclusion (9).
21*
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Admettons & présent la formule (3) et soit K,==A4,. Il vient
Ao+ K=&, car autrement, on aurait & —4,CK,,d’on 4,=F—4,CK,
et K,=A4,. Soit f e Q(&). Posons F=A,+K;. Donc fel'(4d,+K,).
On en conclut que

.,_ g)c H I' 0+K1) ( 1+K0)5

Ky, Ky

d’olt l’égahté demandée en vertu de (9).

5. Soit & un espace décomposable. Pour qu’il existe une fonction
f e 8% telle que f irr non'~1, il faut et il suffit qu’il existe une décom-
position de & en deux ensembles commexes et fermds A, et A,, ainsi
quwune décomposition de Ay A, en deux ensembles fermés F, et F,
entre lesquels A; (§=0,1) est irréductiblement connexe.

De facon plus précise, pour m =1 Pindgalité
(10) rang [2(&E)/T(E)]=n

dquivaut & Vexistence d'une décomposition de F en deux ensembles
connexes et fermes A, et A, (qui peuvent étre assujettis & la condi-
tion (3)) et d’une décomposition de A,-A, en n+1 ensembles fermes
et disjoints F,...,F, tels que A, est irréductiblement connewe entre
Fpet Hy=A4,-A,—F; pour j=0,1 et k=0,1,...,n

En effet, si f irr non~1, il existe d’aprés 3 deux ensembles
connexes A, et A, satisfaisant & (3), et il vient d’aprés 4

a ALIE) 5 (5 5)/G.

Les formules (10), (11) et § 50, XTI (2) entrainent I’existence
d’un systéme d’ensembles Fy,...,F, satisfaisant aux conditions
demandées.

Réciproquement, en admettant 1’existence d’un systéme d’en-
sembles Fy,...,F, satisfaisant auxdites conditions, I’inégalité
§ 50, XTI (2), rapprochée des formules (4), implique I’inégalité (10).

6. 8i & est dédcomposable et le rang du groupe Q()/I(K)
est >2, & est somme de deuz ensembles fermés mde‘composables

Si & est, en outre, compact, &E est un continu irréductible entre
deux points?).

En effet, en posant n =2 dans 5 et en extrayant un point p,
de Fy (k=0,1,2), 4; est irréductible entre p, et p,, entre p, et p,
et entre p, et p,. Donc A; est indécomposable.

1) Cf. un théoréme analogue de P. Alexandroff, Math. Ann. 96 (1926),
. 534.
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La deuxiéme partie du th. 6 résulte directement du § 43, IX, 4.
Remarque. Dans la théorie des espaces irréductibles on est
conduit d’une fagon trés naturelle & une stratification linéaire
des espaces irréductibles entre deux points (et non ,monostrati-
ques®) en ,tranches” fermées (§ 43, IV). Cette stratification linéaire
implique & son tour — en vertu du th 5 une stratification cyclique

. de tout espace (non ,monostratique®) qui admet une transforma-

tion firrmon~11). Dans le cas ol D’espace est un continu, ses
tranches sont des continus (cf. § 43, IV, 2); dans le cas particalier
ol 'espace est une courbe simple fermee, les tranches se réduisent

4 des points individuels.
VIII. Ensembles compacts. Soit & un espace compact.

1. Soit f e S%. Les ensembles fermeés F tels que flF~1 con-
stituent une famille owverte (dans Vespace 2%).

Conformément & II, 9, on a
E(fIF~1)=3F(FCQ),
F G F

G étant un ensemble ouvert variable, tel que f|G~1.
Les familles g(FCG’-) étant ouvertes (d’apres § 38, II (6)),
leur somme ’est également. ‘
Le théoréme suivant en résulte directement (cf. § 38, II, 2):
2. 8i les ensembles F\OF,D ... sont fermes, on a

I ([1F,) =2 I(Fw),
n n
cest-a-dire, si (f|Fp)non~1 pour n=1,2,..., on a (/] Fr) non~1.
n

3. 8i faon~1, & contient un continu C tel que f|C irr non~1.

Lexistence d’un ensemble fermé C tel que f|C @rr non~1
résulte du th. 1 en_vertu du th. 2 du § 38, V. D’aprés VII, 1, C est
un continu.

I1 en résulte directement que

4. 8i fl@~1 pour chaque composante @ de &, on & f~1.

Remarque. Le th.3 implique aussitot que & étant un are,
on a f~1 pour tout fe 3% (cf. III, 3). Car en supposant que f non~1,
& contiendrait d’aprés 3 et VII, 1 un continu discohérent.

1) Voir dans cet ordre d’idées ma note Sur la siructure des frontiéres com-
munes & deuw régions, Fund. Math. 12 (1928), p. 20.
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IX. Produits cartésiens. Bapports & ’homotopie.

1. Lemme. Soient: & un espace connexe, Y un espace arbitraire,
feSEXY et f~1. Toute fonction y de deux variables v ¢ E et ye Y,
continue par rapport & x pour tout y, continue par rapport & y pour
un point o de & et telle que ep=F, est continue (sur EXY).

Posons, en effet, f=1¢, ol ¢e&FXY. La différence
y(&,y)—p(z,y) étant d’aprés I, 2, constante pour y fixe, posbns
w(@,y) —p(2,y)=k(y). Il vient en particulier

')”(“7?/)"‘]’(“7?/)::7‘7('!/)7'. done "/’(wy'l)z‘p(m;@/)“f"/’(a:?/)“"qg(aay)’

d’ott la conclusion demandée.

2. Lemme. Soient: & un continu, Y un espace arbitraire,
aed et feSTXY. Si (flax Y)~1 et si (f|F X y)~1 pour tout ye ¥,
on a f~1.

I1 existe, par hypothése, une fonction ye &Y et, pour tout y,
une fonction y, € 6%, telles que

fla,y)=e,(y) et f(w,y)=ewy(m), quels que soient 2 et y.

Posons

(1) p,y)=1,(2)—y, (@)+ 1(9).

T1 vient
by(2,Y) = ey, (2): ey, (a)- €,(y)=f(z,y).

I1 s’agit de prouver que la fonction v est continue. Cela se
réduit & démontrer, qu’étant donnée une suite yy,y,,... convergente
vers y, et en posant Y*= (y4,9,,%s,,-..), la fonction partielle P EX Y*
est continue.

Or, X Y* étant compact et ayant pour composantes les
ensembles & X y,, on conclut de VIIT, 4 que (f|% X Y*)~1. Comme
f=¢y, la fonction y|¥ X Y* est continue en vertu de 1.

Nous déduirons des lemmes 1 et 2 ’énoncé important suivant:

3. Théoréme & Eilenberg'). Soient Y wun espace arbitraire et
gedY. Pour que g~1, il faut et il suffit que g~1, c’est-a-dire que g
soit homotope & 1.

Par conséquent, les conditions: $¥Y=W(Y),

I b(Y)=0 et la
contractilité de Y relative & § sont équivalentes.

1) Fund. Math. 26 (1936), p. 68.
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Soit, en effet, g~1, donc g=e,, ol ¢ € 6¥. Posons
fw,y)=e9@ pour ze¢T et ye¥Y.

Il vient
1 et f(L,y)=g()

Donec g est homotope & 1.

Réciproquement, admettons que g~1, done que les con--
ditions (2) sont vérifiées. En posant dans 2: F=J et a=1le point 0,
on en déduit (en vertu de III, 3) que f~1, d’olr g~1.

De fagon plus générale:

4. Les conditions f~g et f~g sont 6qunalent03

"En effet, la relation f~g équivaut & f:g~1, done (d’aples 3)
a4 fig>1, e e%t -a-dire & D’existence d’une fonction he$%XT telle que
Wz, 0)=f(w):g(r) et h(x,1)=1.

En posant u(z,t)= g(x)- h(z,t), on a u(xz,0)=f(z) et u(z,1)=g(=).

5. Si & est compact, le groupe B(K) coincide avec o famille
des composantes de Despace SE. Son élément neutre coincide avec
la composante qui contient les fonctions constantes.

Car & étant un rétracte absolu de voisinage, la condition
nécessaire et suffisante pour que ’on ait f=~g, donc f~g (ol f,ged%),
est que f et g appartiennent & la méme composante de &% (cf. § 49,
111, 10).

6. Soient: & un continu, Y un espace connere, x,e &, yoe Y
et feSEXY. 8i flog X Y~1 et flEXyy~1, on a f~1.

Posons, en effet, g,(x)=f(z,y). D’aprés § 14, X, 3’, la fonc-
tion g, qui fait correspondre & y 1'élément g, de &%, est continue.
Elle transforme donc lespace connexe %/ en un sous-ensemble
connexe @ de S%. '

Par hypothése, g, ~1, donc gg~1. Cela prouve que @ est
un sous-ensemble de la composante de &% qui contient les con-
stantes. D’aprés 5, on a h~1, quel que soit h e¢®. Il vient donc
gy~1, Aot f|EF xy~1, quel que soit y. D’aprés 2, f~1.

7. 8i &F est un continu et Y est un espace connere, on o

3) BAEXY) = BUE)XBYY), o H(EXY)=b(E)+0(Y)-

Cette isomorphie est déterminée en faisant correspondre 4 tout

couple fed¥ gedY la fonction h=jf.g définie par I’égalité
h(z,y)=1(x)-g(y)-

Posons, en effet, f*(,y)=/(x), g*(®,9)=g(y), %o € & et Yo Y-
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D’abord, les conditions f~1 et g~1 entrainent f*~1 et g*~1,
d’ou h~1.

Réciproquement, si h~1, on a (f*-g*)|(£X yy)~1 et comme
g (Ex y0)~1 il vient f*](a‘,'x Yo)~1, d’ou f~1. De méme, g~1.

Enfin, & toute fonction e ¥X¥ correspond un couple fe 5%,
geSY tel que I~f-g, & savoir

f(@)=Umyo) et gly)=UzoY)-
On a, en effet,

N (EX yo)~1 et (L:fg)|(o X Y)~1,
d’olt 1:fg~1, d’aprés 6
Ceci étant établi, (3) résulte du § 50, IIL, 5 et de VII (4).

X. Ensembles localement connexes. 1. Si Uon a f|@~1 pour
toute composante @ @'un espace localement conmexe &, on a f~1.

(est une conséquence du § 49, I, 5, @ étant fermé et ouvert
(cf. § 44, 11, 4).

2. Soient: & un espace connexe et localement connexe, Y un
espace arbitraire, a ¢ & et f e STXY. Si (flax Y)~1 et si (f|E X y)~1
pour tout y € Y, on a f~1.

p et Y* étant définis comme dans la démonstration de IX, 2,
il s'agit de démontrer que la fonction partielle p,=y|E X Y* est
continue. Soit € ’ensemble des = tels que y, est continue au point
z,y,. & étant connexe, il suffit de démontrer que C est fermé, ouvert
et non vide. ’

Soit @, ¢ &. D’aprés II, 10, il existe deux ensembles ouverts:
@ dans & et H dans Y*, tels que @, €@ et yoeH et que f|G X H~1
(on substituera dans II, 10 le point @;,y, & a). De plus, & étant
supposé localement connexe, on peut admettre que G est connexe.

Deux cas sont & distinguer. 8’il existe un x, ¢ G tel que, pour
x=1,, la fonction y, est continue relativement & la variable ¥, elle
est continue sur G x H, d’aprés IX, 1 (en y remplacant & par G,
Y par H et o par x,), et il vient GCC. En particulier, a ¢ C, car,
pour z=a, la fonction y, est continue relativement & y en vertu
de V’identité y(a,y)=x(y) (cf. IX (1))

Dans le cas olt G ne contient ancun «, de ce genre, la fonction v,
considérée comme fonection de la variable y, est discontinue, quel
que s0it @ € G; elle est donc discontinue au point y, (puisque ¥, est
le seul point d’accumulation de %*) et il vient xmom-¢ C, d’ou
2, e GCE—C.
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L’ensemble C est donc ouvert, non vide et fermé.

3. Soient ACBCA--I(A) et ge S 8i gld~1, on % g~1.

Posons gld=e¢, oll ¢ ¢ &4. Soit p « B—A. Nous allons montrer
que oscillation wy(p) est nulle.

Soit (ef. p. 168) p e @, ot G est un ensemble ouvert dans B
tel que GA est connexe et g(G)+=d. On a donc g|G~1 (cf. II, 6).
Soit g|G=-¢, ol pe &% Llensemble GA, étant connexe, 1’identité
eg(r)=¢ey(@) pour xeGA implique que la différence ¢(x)—y(z)
est constante sur GA (cf. I, 2). La fonction ¢ étant continue aun
point p, on & wy(p)=0, A’0ll wy(p)=0 (puisque G est un entourage
de p dans B).

Ceci établi, il existe (d’aprés § 31, I, 1) une extension ¢* e &F
de . Comme BCA et gld=ey, il vient g=egpx.

4. Soient E un espace localement commexe par arcs et fe SE.
Si Don a f|C~1 pour toute courbe simple fermée C, on a alors f~1.

Il est légitime d’admettre en vertu de 1 que & est connexe.
On peut aussi admettre qu’il existe un point a tel que f(a)=1.

Faisons correspondre & tout # un arc A,=azr et une fone-
tion v, telle que
1) e &4, flAr=ey, et p.(a)=0,
conformément & IIT, 3 et I, 4.

Posons g(w)=yp.(z). Il vient e,=f].

11 s’agit de démontrer que la fonction ¢ est continue.

Soient p e F et e>0. D'aprés II, 10, p G ol G est un ensemble
ouvert tel que f|@=e¢; ol Ae&F. On peut admetire en outre (en
réduisant au besoin @) que S[AG)]<e.

L’espace étant localement connexe, il existe un >0 tel qu'a
tout point g avec |¢g—p|<z correspond un arc @=pgCG. Il vient
2) flg=er et |Ag)—Ap)|<e.

Il s’agit de prouver que |g(q)—¢(p)|<e.

En tant que composé de trois arcs, le continu K=A4,+4,+¢
est héréditairement localement connexe (cf. §46,2 et 8). Il en
résulte que
(3) fE~1.

En effet, dans le cas contraire, K contiendrait (d’aprés VIIIL, 3)
un sous-continu, donc un sous-continu localement connexe, C tel
que f[C érr non~1. D’aprés VII, 2, C est une courbe simple fermée,
contrairement & I’hypothése.
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Posons conformément & (3): ,
7 flE=e, xe¢8F et yla)=0.
Les formules (1) et (4) impliquent que y,(a)=1y,(a)= y(a),
d’olt en vertu de I, 2:
Mw)+k pour ze@
2(@)={ vp(2) 5 ﬂ.'/'e_Ap

Yq () » Xed,
Il vient

Q) —p(P)=v4(0) —vp(p) = 2(q) —x(p)= Hg)—Ap)
et par conséquent |p(q)—ap(p)|<s, d’aprés (2).

5. Soient & un continu localement conmexe et fe SE. Si Uon a
flE~1 pour tout élement cyclique E de &, on a alors f~1.

En effet, si fnon~1, & contient une courbe simple fermée ¢
telle que f|C non~1. En désignant par E Pélément cyclique de &
qui contient € (cf. § 47, II, 10), on a f|E non~1.

6. Soient: & un continu localement connewe, F=FCE, fre S
e flF ~1 pour k=1,...,n. Il existe un continu localement connexe C
tel que FCC et que fr|C~1 pour k=1,..,n1). '

F étant le produit d'une suite d’ensembles dont chacun se
compose d’un nombre fini de continus localement connexes
(§ 45, IIT, 1, 1° et § 44, IT, 7), le théoréme se raméne (d’apreés IT, 9)
au cas ol F=(C;+ ...+ COp, les sommandes C,,...,Cp, étant des con-
tinus disjoints et localement connexes. '

Procédons par induction. Le théoréme é&tant évident pour
m=1, admettons qu’il soit vrai pour m—1. Soit L un arc ab tel
que LF se réduit aux points a et b, ces points étant gitués sur deux
sommandes différents, par exemple sur Cp_; et Cop.

Les conditions (cf. ITI, 3):

fk101+ -t Gm-—lNla flz]LNl et (01+ et Om—l)Lza
entrainent d’aprés VI, 3,
f Gt oo g+ L~1, @0t Il Oit oot O+ Lt O,

puisque (C+ ...4- Cny+L)0p="b et f|Cp~1.
Coa+L+C, étant un continu localement connexe, la dé-
monstration se trouve réduite au cas m—1.

) 8. Eilenberg, Fund. Math. 27 (1936), p. 172,
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7. Soient &F un continu localement connexe et fe §%. Il existe
deux continus localement connexes C, et C, tels que F=0Cy+C, et
flC;~1 pour j=0,1.

Soient 4, et A, les moitiés de & aux ordonnées >0 et <0
respectivement. Posons Fj=F"(4,). Il vient F=F-+F; et f|F;~1
d’aprés I1, 6, Q’olt la conclusion demandée en vertu de 6 (cas oin=1).

8. Soient: S um espace localement connexe par ares, fed% et
G, Gy, ... une suite d’ensembles ouverts tels que

F=G+Got.. e GnCGop-
8i Von a f|Gy~1 pour tout n, on a alors f~1.
C’est une conséquence du th. 4, rapproché du th. de Borel.

XI. Transformations. 1. Si A est un réiracie de &, By(A) est
ane image homomorphe de B,(E), done by(A4)<b(&E).
2. Si & est déformable en A, on a

BUE) = (SF|A)P(4), dou b(F)<by(4).
3. Si A est un rétracte par déformation de &, on @
By4) = BAE), doin by(A)=b(&).

En effet, opération { qui fait correspondre & toute fonetion
feSE Vélément {(f)=fl4 de S4 est une homomorpl}le (cf. § 50,
VIIIL, 1) entre S% et S|4, et la condition f~1 implique f]A~11;
Il en résulte 1, car A étant un rétracte de &, on a SEA=&
(§ 13, V, 4). N

,D’autre part, si & est déformable en 4, la condition flA~1

| v N o
entraine f~1 (Q’aprés § 49, IV, 1), doir le th: 2. ‘

Le th. 3 résulte du th. 2 en vertu de 1'égalité S¥A=d4.

41). Soient: & un espace compact, g une transformati(‘w.z. continue
de ¥ ¢t feS®. Dans les deux cas suivants la condition fg~1
entraine f~1: o

10 la tramsformation g est monotone, cest-a-dire que les iran-
ches ¢—1(y) sont connexes, .

20 lg transformation ¢ est intérieure. o

Dans ces deux cas, le groupe B [g(&)] est done isomorphe & uUn
sous-groupe de B,(&E), et Von a bIg(FE < (&)

1y Cf. 8. Eilenberg, Fund. Math. 24 (1985), p. 165 et 174.
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Posons fg(x)=ey(x) olt p e &%
Cas 1°. Scient y, € g(&) et 2y € g=1(y,)-
11 vient pour tout z e g1 (¥,)

ey (@) =1g(z)= {(yo) = fg(2o) = €y ()

La fonction w(x) —y(%,) est donc & valeurs entieres (sur g—1(y,)),
done constante, puisque g—y) est connexe; d’ou

(&) —p(@y) = p(@o) — ()= 0.

Ainsi, en définissant ¢(y) comme identique & y(z) pour x € g=(y),
la fonction ¢ se trouve définie de facon univoque. Cette fonetion
est continue, puisque (cf. § 24, XTI, 4):

[t=q(y)]= xE [y=g(@)] [t=1y(z)].

En outre e,(y)=ey(2)=fg(x)={y), A0l f~1.

Cas 29. Si g est une transformation intérieure, g—! est une fone-
tion continue de y; en symbole: g~ e (2% (cf. § 39, VI, 2). La fone-
tion pg—! est done continue elle aussi. Par conséquent, en posant

@(y)="Dorpe inférieure de 'ensemble y[g—(y}],

la fonction ¢ est continue (cf. § 38, ITI, 3); x étant un point de g~ (y)
tel que g(y)=7(x), il vient, comme auparavant, e,=f.

§ 52. Espaces contractiles relativement a 5. Espaces uni-
cohérents.

1. Contractilité relative & . Par définition (§ 49, V), Pespace
& est contractile relativement & & (tout briévement: est c.r. &)
lorsque toute fonction fe 5% est homotope & une constante.

Il résulte directement des théorémes: § 49,7V, 2, §51,IX,3
et § 45, I1, 1, que:

1. Les conditions suivantes sont équivalentes:

10 & est c.r. &,

20 Pespace SF est conmexe par arcs,

3% pour tout f e %, on a f~1,

40 b (F)=0.

De plus, si Pespace & est compact, la connexité par arcs peut
éire remplacée (dans 2°) par la connexité.
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Les théorémes: 3 du § 49, V, et 4 du § 51, XI, impliquent que:
2. 8t & est e.r. &, il en est de méme de tout ensemble qui s'en
déduit: ‘

1° par une rétraction,

2% par une transformation continue monotone,

3% par une transformation niérieure.

Les théorémes 4 et 5 du § 49, V entrainent:

3. La non-contraciilité de & relative & S est invariante par
apport auw déformations de &, ainsi que par rapport aux transforma-
tions & petites tranches.

Les théorémes IX, 2 et X, 2 du §51 impliguent que:

4. 8i E et Y sontc.r. S et & est en outre un continu ou un
espace connexe et localement connexe, EX Y est c. r. §.

En vertu des théorémes VI, 3 et 8 du § 51, on a deux théorémes
d’addition:

5. A, et A, étant deur ensembles fermes (ou ouverts) dont la
partie commune A, A, est conmexe, st Ay et A, sont c.r. S, A, A4,
Dest également.

6. Sott Cy,Cy,... une suite d’ensembles conneres tels que
E=0Cp+ C+... et C,CInt (Cpyq).

St tout Cp est c. r. S, & Vest également.
7. Si chacun des ensembles compacts ADAD... est e r. &,
Teur produit A, -A,-... Pest également.
C’est une conséquence du th. 9 du § 49, V.
8. Si & est compact ou localement connexe et si toute composante
de & est c.r. 8, & Vest dgalement.
C’est une conséquence directe des th. VIII, 4 et X, 1 du §51.
9. Les espaces suivanis sont ¢. 7. 3:
10 tout espace coniractile dans soi, done tout réfracte absolu;
en particulier, I" et &" pour tout n< Ny,
20 la sphére S pour n=k1,
30 Pespace projectif pour n==1,
49 tout sous-ensemble A de J.
En effet, 1° est une conséquence directe de 3 et du § 49, VI,

2 (2) (cf. aussi § 51, ITL, 3).

20 regulte du th. 5 (ainsi que du th. 2, 29).
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30 résulte de 2, 39, car I’espace projectif se déduit de la sphére
par une transformation intérieure (voir § 39, V, 29, p. 46).

Passons & 49. Posons fe §4. Toute composante C de 4 étant
¢.1. S (cf. 19), on a f|C~1. O est done (cf. § 51, II, 9) contenu dans un
intervalle ouvert p,g, tel qu'en posant F =4 -p,q, on a flFc~1.
On peut admettre évidemment que les points p, et ¢, n’appartien-
nent pas 4 A. L'ensemble F¢ est done fermé-ouvert dans A4, et
les formules

A= %’Fc et f|Fe~1

impliquent d’aprés le th. 5 du § 49, I que f~1.

II. Propriétés des espaces c. r. S ). Soit & un espace ¢. r. &.
Soient 4, et 4; deux ensembles fermés ou deux ensembles ouverts
tels que F=4,+4,.

1. On o SE=I'(Ay)=I(4,)=I'(%E), done P;{4dqA4;)=(0) et
Py(4g,44)=0. )

(Pest, une conséquence directe de I, 1, 3% (voir aussi § 51, V (1)
et (4)).

2. Si les ensembles A, et A, sont conmnewes, leur produit Ay A,
Vest également. ‘

Autrement dit (en posant B=%—4;), B, ¢ By dlant deuw
ensembles ouverts, ow deux ensembles fermés, disjoints et dont aucun
ne sépare Despace, leur somme By-+ By ne le sépare non plus.

" En conséquence, tout espace c.r. S connexe est umicoherent.

C’est une conséquence directe de’inégalité by(dq-4,) <b,(4o-+4,)
(cf. §51, VI, 2) et de I, 1,40.

Le th. 2 admet deux généralisations:

3. Le th. 2 veste vrai en remplagant la connexité des ensembles
Ag, A, et Ay- A, par leur connexité entre deum points p, et p, (ainsi
que la propriete de séparer Vespace par celle de le séparer entre p, et p,)-

Car, dans le cas contraire, on aurait d’aprés § 51, VI, 4,
I(4,)-T'(A)==I(&), contrairement & 1.

4. bo(Ao)+bo(A1)=bo(Ao”I‘Al)‘*“bo(Ao'Al)y 81 Ao'Aﬁ'-‘- 0.
C’est une conséquence de 1 et de § 51, V (7. 1).
1) Cf. S Eilenberg, Fund. Math. 26 (1936), I, §3. Cf. aussi (pour les

continus localement connexes) mes notes de. Fund. Math. 18 (1929), §1 et de
Fund. Math. 8 (1925), § 8.
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5. Tout ensemble fermé F qui sépare & drréductiblement entre
deux points p, et p, est connexe.

Supposons par contre que
F=B0+B17 By-B;=0 et Bj=Ej4=I’~

11 en résulte par hypothése que B; ne sépare pas l'espace
entre p, et p; (pour j=0,1); B,+B; ne le sépare donc non plus
entre ces points (d’aprés 3).

6. A et & édlant connewes et C dlant une composante de F—A,
la frontiére Fr (C) est copneze.

D’aprés § 41, III, 5, &—C est connexe. En posant 4,=C et
A4,=%—C, on conclut de 2 que l'ensemble Fr(C)=C-F—C est
connexe.

7. B élant une région contenue dans &, aucune gquasi-compo-
sante de F—R me contient deux quasi-composantes différentes de
Fr (R).

Si & est un continu, on a

1y b[Fr (R)]=by(E—R).

Soient, en effet, p, et p, deux points de Fr (R) qui appartien-
nent & une quasi-composante de ¥ —R. Posons 4,=F—R et
A,=R. On conclut de 3 que Fr (R) est connexe entre p, et p;, donc

- que ces points appartiennent & une seule quasi-composante de 1’en-

semble Fr (R).

Si & est un continu, on a C-Fr (R)=0, quelle que soit la com-
posante C de E—R (d’aprés § 42, 111, 1). O contient donc une —
et comme nous venons de démontrer —une seule composante de
Fr (R) (les quasi-composantes d’un ensemble compact étant iden-
tiques avec ses composantes, cf. § 42, II, 2). L’égalité (1) en
résulte.

I11. Connexité locale et unicohérence.

1. Soit & un espace connexe, localement connexe et c¢. r. .
Tout séparateur B entre a et b contient un ensemble connere et fermé
qui sépare ces poimits.

En effet, F contient un ensemble fermé F qui sépare o et b
(cf. § 16, VI), et celui-ci contient un ensemble fermé ¢ qui sépare &
irréductiblement entre a et b (d’aprés § 44,V, 3). ¢ est connexe
d’aprés II, 5.
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2. Dans les mémes hypothéses sur &, soient
pjeFj=Fj et FyF,=0.

Il existe un séparateur C enire p, et py, connexe, fermé et dis-
joint de Fy+F,.

Si, en outre, & est compact, C peut étre supposé um continu
localement conmexe.

C’est une conséquence directe du th. 4 du § 44, V, rapproché
du th. II, 5, ainsi que du § 45, ITI, 1.

3. Pour qu'un continu localement connexe soit ¢. r. &S, il faut
et il suffit qu’il soit unicohérent. ;

La condition est nécessaire en vertu du th. II, 2.

Admettons, d’autre part, que le continu localement connexe ¥
est unicohérent et que feS%. Soient, conformément au th. X, 7
du § 51, Gy et C, deux continus tels que = C,+ C, et que f]C~1
pour j=0,1. Par hypothese, €y C; est connexe. On en conclut d’aprés
le th. VI, 3 du § 51 que j~1.

Eemarque. Le th. 3 peut étre généralisé en remplagant le terme
continu par espace connexel).

4. Tout continu localement connexe F qui n’est pas unicohdrent
contient une courbe simple fermée qui en est un rétracte 2).

11 existe par hypotheése une fonction fe S¥ et (cf. § 51, X, 7)
deux continus localement connexes C, et O, tels que
frnon~1, &=0Cy+C, et fC;~1 pour j=0,1.
D’aprés § 51, VI, 3, C,-C, n’est pas connexe:
(1) Oy C,;=Fy+F,, Fy-Fi=0, F=F;40 pour j=0,1.

Soit 4, un arc contenu dans C, et irréductible entre F, et F,.
Posons AO-Fj=pj. Soit A, un arc pyp, contenu dans C,. Il vient

» Ay 4,CA,y-Cy- 0, =A4, Fot+Ao-Fr=(pg,s)-
Ay+4; est done une courbe simple fermée.

1} Pour la démonstration, voir 8. Eilenberg, Fund. Math. 26 (1936),
D. 70. Pour une généralisation partielle, voir K. Borsuk, Fund. Math. 17 (1931),
p. 190. Pour I’équivalence entre I’unicohérence et le fait que le premier nombre
de Betti s'annule, voir K. Borsuk, Fund. Math. 20 (1933), p. 230 et E. Gech,
ibid., p. 238.

?) K. Borsuk, Fund. Math, 17 (1931), p. 184.
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Soit f, une rétraction de Fy+4,+F, en 4, telle que

{(2) folFo)=po et fo(Fy)=p;.
Soit, conformément au théoréme de Tietze (§ 15, X1, 3):
3) foCoo € 45",

Soient g, et ¢, deux points distincts appartenant & Ag—(pq,P1)
et gu01 et ¢,9, les deux sous-arcs de 4,4 4,, olt g,q:CA4,. Soient:

{4) Dy=g7%9,9,);

(5)  Dy=g7"(py8,+9p,)+ O,
Il vient:

(6) ¥=D,+D,,

(1) Dy Dy=g5q,)+97"(q,),

{8) 9571(8y) - 95H{g,)=0.

Car la formule (cf. (1)—(3)):

C'0- 012F0+F1Cgo—190(F0+F1)= 90—1 (Po’?1)
donne

952,90 C,Cor'[4,4y  (Pgr p,)1=0.

On a d’autre part
{9) 049951 (2)=1q;-

Car g, étant une rétraction, les formules (cf. (1) et (2)):

1 0%CHp+ 0+t et C-g54g)=Cy- 0y g5t (g)=0

donnent

99951 (4) = (4,2, 0,45 95 (9) = 9, [ (4,2, + Do) - 95 (¢,)]C

C 95(242, 0090 9095 (4) = (4, P4+ Do) 4= ;-

Les formules (8) et (9) impliquent aussitét lexistence d’une
rétraction f; de g;7%(q,)+ 4,9, +9;(g) en @, telle que
(10) flg;)-.l(q.i)zgj pour ?=071
Soit
(11) 11Coy € (41 90)"-
‘C. Kuratowski, Topologie II. ' 22
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11 vient _
(12) -~ Golw)=gy(®) pour = egyi(q,).

Car la condition zeg;(q g, implique, d’une part, que g,( w)_g,
et d’autre part, d’aprés (10), que fl(w)—q, d’out (ef. (11)) g,(z)= gj

Les formules (6), (7) et (12) lmpllquent que la fonction g,4-g,
est une rétraction de & en A +.4,

5. Qorollaire. Pour tout continu localement conmexe F qui n'est
pas unicohérent, il ewiste ume tmnsfoamatwn fe &% qui n'admet
aucun point tnvariant ).

Remarque. Les th. 4 et b peuvent étre générahsés en remplagant
le terme continu localement conmewe par espace localement et intégra-
lement connexe par arcs?).

6. Soit & un comtinu localement connexe, unicohérent, qui n’est
séparé par aucun point. 8i K est une région et si dim E= 0, Pensemble
R—E est connexe?).

Supposons par impossible que I’ensemble R—E ne soit pas.
connexe entre p et . 11 existe par conséquent (d’aprés 1) un continu
CCE+(X—R) «qui sépare p et ¢g. Comme dim E=0, il vient
OCE—ER (rappelons que C ne se réduit pas & un seul point, par
hypothése). Mais ceci est impossible, pulsque F—R ne sépare pas
les points p et ¢.

7. Corollaire. Sous les mémes hypothéses, on a dim F>2 (& con-
dition que & contienne plus dun point).

Plus précisément: on a de =2 (cf. § 41, XI).

8. Corollaire. Tout comtinu localement comnexe, unicohérent ef
de dimension 1 est une dendrite 4).

Oar, dans le cas contraire, il contiendrait un élément cyecli-
que O (ne se réduisant pas & un seul point). ¢ étant unicohérent
(d’aprés § 47, III, 5), on aurait dim 0>2.

1) Voir ma note Sur quelques théorémes fondamentauws de P Analysis situs,
Fund. Math. 14 (1929), p. 307.

2) Voir K. Borsuk, 1. cit. p. 184 et 188.

%) Ct. R. L. Wilder, Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1929), p. 349. Pour
le cas ot F=,, ¢f. E. Phragmeén, Acta Math. 7 (1885), p. 43 et L. E. J. Brou-
wer, Math. Ann. 69 (1910), p. 169.

4) Ci. L. Vietoris, Proc. Akad. Amsterdam 1926, p. 446,
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NEUVIEME CHAPITRE.

Topologie du plan.

§ 53. Généralités sur ’espace &".

I. Ares polygonaux dans &". Tout arec composé d’un nombre
fini de segments rectilignes est dit arc polygonal.

1. Tout couple de points d'une région RCE" se laisse unir
dans R par un arc polygonal. .

Soit, en effet, p un point fixe de R. I1 s’agit de démontrer
que l’ensemble P des points qui se laissent unir & p par un are
polygonal contenu dans R est fermé-ouvert dans R (done iden-
tique & R). Or, cela résulte facilement du fait, que # et y étant
deux points appartenant 4 une sphére (% » dimensions) contenue
dans R, si 'un d’eux appartient & P, ’autre lui appartient éga-
lement.

2. Lemme. Soit ¢ une constante telle que 0<c<1. Soient:
R, le reciangle c—1<a<l, |y|<l—e,
R le rectangle c(c—1)<z<e, |y|<e(l—c),
Llesegment 0 o< e de Paxe X, M et N les segments unissant le point (0,0)

respectivement au contour F. de R, et au contour Fy de R, et formant
avec Vaxe X Vangle 0, respectivement Vangle 6+, ot 0 est donné

davance et ot 0<B<m. Il existe alors une homéomorphie h telle que

h(R)=R,, ML)=M e »h(x,y)=(sy) pour (z,y)ecF+N.
Soit ¢ une fonction continue croissante telle que
(1) #0)=0, @(6+n)=0+m, @(2m)="0 2.
Considérons la fonction g(a,u) définie comme suit:

¢(a) pour O<Ku<e
2) gla,u)=

2 lau—e)Fole) (1—u)], e<u<l,
22%
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