SEPTIEME CHAPITRE.

Rétractes absolus. Espaces connexes en dimen-
sion ». Espaces contractiles.

§ 48. Prolongement des fonctions continues. Rétraction.

I. Relations 7 et 7,. Soient & et Y deux espaces métriques.
Etant donnés deux ensembles @CYT et ACH, désignons par D4
Pensemble des fonctions partielles f|l4 ot f parcourt . En parti-
culier, Y#|4 est donc I’ensemble des fonctions-éléments de Y4
qui admettent une extension sur &.

Le symbole, &+ Y veut dire par définition que
Y =Y F, quel que soit F=FCH,

done, que toute fonction fe Y7 admet une extension f*e Y1),

Posons .
Y=o d =3 (Y7|4),

la variable E parcourant les entourages de A.

La condition fe(Y%[,4) veut donc dire que la fonction f
admet une extension f* sur un entourage F de A4:

fCr e Y2 ot A -F—E=—

Nous éerirons & 7, Y lorsqu’on a YF=( yﬁ'[,,l’ quel que soit
F=FC¥; autrement dit, lorsque toute fonction-élément de yr
admet une extension sur un entourage de F.

Ezemples et remarques. 1°. D’aprés le théoréme de Tietze
- (§15, X1, 3), intervalle J jouit de la propriété suivante:

& 1T quel que soit Vespace métrique ¥.

Les espaces Y jouissant de la propriété précitée de l’intervalle
sont nommés rétractes absolus (voir N° ITI).

1) Cf. A. D. Wallace, Bull. Amer. Math. Soc. 51 (1945), p. 679.
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20, Y dtant un polytope, on a K1, Y quel que soit E (voir NO ITI).

Les espaces Y jouissant de cette propriété sont nommés ré-
tractes absolus de voisinage.

30, @, désignant la sphére (massive) & n dimensions et §p—1—
sa surface, la rclation Qn,vSn—1 est en défaut (§ 23, II1, 2).

4%, La condition J7& implique la connexité par arcs de &
(cf. aussi N0 IV). La condition J"z,& caractérise les espaces dits
connexes en dimensions <<n (ils seront étudiés am N°IV).

5°. La condition td, équivaut & dim F<n (voir N°VI).

69, La condition dim <0 dquivaut & Vhypothése que v Y

quel que soit Y=+0.

Cette condition implique en effet ’hypothése considérée
d’aprés IV, 1°. L’implication inverse résulte de I’énoncé suivant:

70, Si dim >0 et Ev Y, Y est connexe.

Supposons, en effet, que
A,+4,CE, Ay-4,=0, AJZZJ' (j=10,1),
?/= B0+Bl, BO-B1= 07 bj € Bj=Ej.

En admettant que ¥t ¥, la transformation fe YAt4: dé-
finie par Didentité f(4;)=0b; & une extension ge I*. En posant
.Fj= g‘1(Bj), il vient : :

g=F0+ Fl, FO-F1=0 et AJCFJ’——FJ.

On en conclut que dim &=0.

R0, La relation © n’est pas transitive.

On a, en effet, 21T 1S (A’aprés 1° et 5°), tandis que la relation
J2 1 S est en défant (cf. 3°).

90, La relation T n'est pus réflexive.

D’apiés 7, aucun espace & non connexe de dimension posi-
tive ne satisfait & la relation & 7 &.

II. Opérations., Par définition, la fonction ¢ est une exten-
gion de la fonction f lorsque

Ely=/@)]C Ely=y@)]
xy xy
Nous écrivons dans ce cas tout bridvement

iCy.
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De fagon analogue, étant données deux fonctions fe Y4 et
g€ YB, nous posons

f+y=§ [y="F(z)]+ g [y=g(@)] ).

Rappelons que (cf. §13,V, 3), lorsque les ensembles 4 et B
sont fermés et les fonctions f et g sont concordantes, c’est-d-dire
que f(@)=g(x) pour e AB, on a (f+g)e YA+B.

1. Soit F=FC&X. La condition & v, Y implique F 7, Y et la
condition & v Y implique Fr Y. ,

La démonstration est immédiate.

2. Soit Y=A,+A4, Ay=4, et A,=4,.

8t Erydpy v Ay et vy Ady- Ay, on a & v, (4y-4,).

8t EvAy, Trdy et Evdy-Ay, ona &1 (4,+4,).

Nous allons déduire I’énoncé 2 du lemme suivant, dont nous
nous servirons dans la suite.

2'. Lemme. Soient (pour j=0,1):

g‘:BU+Bl7

(1) Y=Aotdy, T=4;, (2 =B,
38) F=FCZ, fe¥ (4) FB={"(4)),
(5) B, 4, (6)  (flFBy-B,) e [(Ay- 4,)5B|,FB,. B,

Sous ces hypothéses, on a
(M fe Y=, P

En outre, en omettant Vindice v dans les formules (5) et (6),
on peut Uomettre. dans (7).

On a d’aprés (6)
(®) (1P By B)Cy € (Ay- 4,)%,
ol H est un entourage fermé de ’FB(,-BI relatif & B,-B,; donc
9) F.B,-B—H=0.

Posons f;=7|FB;. 1l vient d’aprés (8)
(10) fi(®)=f(w)= g()

pour xeFB,-B,

1) Dans le cas ou 'addition est déﬁme dans T'espace ¢, nous écrivons
f49 au lieu de f-g¢, afin d’éviter toute ambiguité.

§48,11 Prolongement des fonctions continues. Rétraction. 255

Comme FBy HCFBy By; on a d’aprés (10)

(11) (fr+g) e APBrH,
FB;+ H étant un sous-ensemble fermé de B;, on a en vertu de (5)
(12) fit9Cy e Afi,
olt ¥; est un entourage fermé de FB;+ H relatif & B;; done
(13) B-B—V,=

Posons H=(Vy+Vy)—V,-Vi+H et hy=g]|EV;.

Comme HV-V,=H, on a d’aprés (8], (11) et (12)
hy(a) = g;(%)=y()

et comme KV 4BV =8, il vient (hy+hy)e YE.
11 reste & démontrer que F est un entourage de F, c’est-a-dire
que

pour wxe BV,-V,,

(14) P FE—KE=0
et que
(1B) fCho+ 7y

Or lidentité (14) résulte du calecul suivant:
F—LC[E—~(Vo+V)l+ (V- Vi—H),
F-E—Vy+4-V))=F-By— (Vo +V1)+F- B, —(V,+V)C
CF-By—Vy+F-B,—V,=0 (cf. (13)),
BV, V,—HCF-B,-B,—H=0 \ct. (9)).
Bofin, comme FB;CEV;, on a d’aprés (12) f;Ch;, d’ou Din-

clusion (15).
Pour établir la deuxiéme partie du lemme, on posera dans

le raisonnement qui précéde: H=By B, et Vj_ B;. 11 vient alors
BE=¥.

Le lemme établi, passons & la démonstration du th. 2. Les
formules (3) supposées sabisfaites, posons

G=1""(4;) et B= E [l () <e(@, 1)

Les formules (2) et (4) en résultent anssitét. La formule & 7, 4;
entraine (5) d’aprés 1. Enfin & 7, 4,-4,; entraine (6). Le lemme
implique done (7), dou & 7, ¥.
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En omettant ’indice » dang les hypothéses, on peut 1’omettre
dans Ia theése; d’olt 1a deuxiéme partie du th. 2.

3. Soit Y=A,+A4,, Ady=4, et A;=A4,.

St Erp(do+4,) et E1,(Ag-4y) on o Evydy pour j=0,1.

St Fv(dg+4,) et Ev(dy-4y), on a 14 poir j==0,1.

Soit, en effet, F=FCE et Je A" 1 s’agit de définir un entou-
rage V de F tel qie fe AJ|F. L’hypothése & 7, (Ay+4,) implique
Pexistence d’une extension % e(4,44,)F de f, ot F est un entou-
rage fermé de F. Posons Ey=h~'(4,). 1l vient

(16) E=E,+k, FCE, e KB, B)CA, 4,

La derniére inclusion implique, en vextu de la formule
& 1, (44-4;), Vexistence d’une extension ¢ e (4, 4,)? de la fonction
hEy-E;, cit @ est un entourage fermé de E,-E, dans F,:

(17) B—Q-By=0.
Posons
(18) . C V=E+Q et fre=(h|H)+g.

1L vient fCj* e Ag, car (ct. (16) et (18)) FCV et H,-QCE,.E,.
Enfin, V est un entourage de ¥. On a en effet, d’apres (16)
et (17), ‘

E—V -F=E,—(k,+Q)-FCl,—Q -FE,=,

ce qui prouve que ¥V est un entourage de F dans %, donc dans &
(puisque E est un entourage de F' dans &).

Pour démontrer la deuxiéme partie du th. 3, on posera B=9%
et Q=E,, ot V=& Qaprés (16) et (18). .

4. Htant donnée une suite (finie ou infinie) d’espaces Y, Y, ...,
la condition mécessaire et suffisamte pour que %1 (Y X Yo% ...}
est qu'on ait Yy pour chaque k.

Si la suite est finie, on peut remplacer v par t,.

Posons Z=Y, x Y, ... Admettons que FrZ. 1l 8’agit de
prouver que &t If,. Soit p, un point fixe de Yx pour k=2,3,...
Soient F=FC¥ ct fe Y{. Désignons par g la fonction qui fait
correspondre au point # de ¥ le point [/(2), poy 05, ...] de . Par hypo-
thése, il existe une extension he %% de g. En posant

h(@)=[W\(x), h¥(), ...],
on a fCh e Y% Done ¥ 7 Y,.
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Réciproquement, admettons que & v Y, pour k=1,2,... Soient

F=FCH& et feZ". Posons f=[f',f?...]. Pour tout F, il existe par

hypothése une fonction g* telle que '

Ry e YE,

Done £t %.

Pour passer & la relation 7,, on n’a qu’a introduire dans le
raisonnement qui précede les modifications suivantes:
10 au lieu de h € &%, on pose he ZF ol E est un entourage
de 77, '

20 au lieu de ¢* e YF, on pose gre Y% ol E; est entourage
de F; ’ensemble E=2UF,-...-B, est alors un entourage de F, et
on a fCg=[g",...,¢g"] ¢ Z~.

5. La condition GXE v Y entraine E v YT

Si G est compact, GxE v, Y entraine E 7, YT.

Soient F=FC&¥ ot fe(YT)F. La fonction f fait donc cor-
respondre & tout e F une fonetion fre YT. Posons

d’out fCo=[g", 2 ...]¢ S~

f«(&)=g(t,x), dou ge QYTXF

d’aprés § 14, X, 3. En supposant que GXE1 Y, il existe une
extension g* ¢ YT*% de g. La fonction f*, définie par la condition

12 (t)=g*(t, %),

satisfait done & la formule fCf* e (YT)%.

Si G est compact et GTXZE v, Y, il existe (ef. §37, IIL, 7)
un entourage K de F' et une extension g*e I°XF de g (g étant
définie comme auparavant). Il vient alors fCf* e (Y®)~.

Remarque. Rappelons que Y% est un espace L*, la conver-
gence dans cet espace étant entendue dans le sens de convergence
continue, c’est-a-dire (cf. § 14, IX) que la condition lim fn=71 équi-
vaut & ’implication: =

lim z,=2 implique lm f,(z,)=f(2).
n=0oco n==00 .

Lespace Y peut éwre non métrisable bien que & et. Y
soient métriques. Cependant, si & est compact, Yz Qewent métrique
en posant (cf. § 15, VIIL, 5):

_ |f—ygl=sup |fl2) —g(=)|

17
C. Kuratowski, Topologie 1I.
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De facon plus générale, si & est localement compact et Y borné '.
(ce qui ne restreint point la généralité de Pespace ), on repré-
sentera & sous la forme (ef. § 39, VII, 4):

F=F,+Fyt .., FoClnt (Frps),

ou F, est compact, et on posera

oo

].f~y[=2'§';|f—.r/lm ot If—glu=§gzz |f(i2) —g()].

n=1

Rappelons (cf. § 13, V) qu’un sous-ensemble 4 de & est dit
un réiracte de & lorsqu’il existe une transformation continue, dite
rétraction, f de & en A telle que f(x)=2z pour ze 4.

Nous dirons que A est un réracte de voisinage de & lorsqu’il
existe une rétraction d’un entourage I de A en A.

6. 8i Fr, Y et G estun réiracte de voisinage de Y, on a & v, B.

Si v Y et G est un rétracte de Y, on a & v %.

Soient, en effet, F=FCX¥ et feZF. On a, par hypothese:

fCyeYE et reZY,

ol F est un entourage de F, G un entourage de & et r une rétraction
de G en Z.

L’ensemble H=E -g—YG) est donec un entourage de I, et il
vient jCrge %H. Done & 7, %. ‘

Pour établir la deuxiéme partie du théoréme, on pose dans
le raisonnement qui précede: E=%F et G=%. On a alors H=¥,
dot 1% ‘

7. Y est un rélracie de YT (st ‘G==0). En conséquence (cf. 6),
la condition & v, YT entraine E v, Y, e¢ X v YT entraine Xz ¥Y.

Soit tye G. En identifiant ¥ avec la famille des fonctions
constantes appartenant & %%, faisons correspondre 3 toute fonction
fe YT la fonction constante f(f,). Cette correspondance est une
rétraction de YT en . Elle est, en effet, continue, car

n=o

lim f,=f entraine 1_i_m Falte)==1(ty),

et elle est identité sur Y.
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III. Rétractes absolus. ¥ est dit un rétracte absolu (r. a.),
respectivement un rétracte absolu de voisinage (r. a. v.), lorsqu’on a

X v Y respectivement &1, ¥,

quel que soit l'espace (métrique séparable) & 1).

Erxemples et remarques. 19 D’aprés le théoréme de Tietze
(§ 15, X1, 3), Vespace euclidien &" et le cube I" sont des r. a.

20 De fagon plus générale, fout sous-ensemble comvewe de
Despace & est unm r. a. (voir § 23, IX, 1, remarque).

30 Les formules évidentes:

0%¥=0 pour FF0 et 00=(0)

impliquent aussitét que l’ensemble vide n'est pas un r. a. Il est
cependant un r. a. v.

40 Tout polytope est un 7. a. v.?)

Cela résulte aussitét (par induction finie) du th. 1 ci-dessous.

50 Lies groupes de Betti des r. a. v. (compacts) possédent un
nombre fini de générateurs et, pour les dimensions suffisamment
grandes, ils ge réduisent & zéro3).

6 Il existe (dans P’espace &) des r. a. qui ne se laissent pas
représenter comme sommes finies de r. a. (plus petits) ¢).

Plus encore, il existe un r. a. & deux dimensions dont aucun
vrai sous-ensemble fermé & deux dimensions n’esc un r. 2. 5).

70 Si Y est de dimension finie, la condition ¥ X J v ¥ implique
que Y est un 1. a., et la condition Y X J 7, Y implique que Y est
un 1. a. v. (cf. § 49, VII, 6).

Les théorémes 2, 3 et 4 du N° II impliquent directement les
énoncés suivants 6):

1) Ces notions sont dues & K. Borsuk. Voir Sur les rétractes, Fund. Math. 17
{1931), p. 152, La terminologie se rattache au théoréme du N°IV.

2) K. Borsuk, Fund. Math. 19 (1932). p. 227.

8) ¢f. K. Borsuk, Fund. Math. 21 (1933), p. 97, et 8. Lefschetz Ann,
of Math. 35 (1934), p. 129.
' 4) K. Borsuk et 8, Mazurkiewicz, Sur les rétractes absolus indécompo-

‘sables, C. R. Paris 199 (1934), p. 110.

5) K. Borsuk, Acta Szeged, 1950.
o) Of. N. Aronszajn et K. Borsuk, Sur la somme et le produit combi-
awatoire des rétractes absolus, Fund. Math. 18 (1932), p. 193.
17*
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1. Soient A, et A, deuw ensembles fermés; si A,, A, et A4,
sont des r. a. (respectivement des r. a.v.), Ay-+-A; Pest également;
8 Ao+4; et Ay- A, sont des 1. a. (respectivement des r. a. v.), 4, et A,
le sont également.

Remarque. Cependant, Phypothése que 4y, 4, ¢t 4,4, sont
des r.a. n’implique pas que 4,-4, est un r.a. (méme pour les poly-
édres) 1).

2. Pour que le produit cartésien Yy X Y,¥ ... (respectivement
le produtt fini Y, X ... X Yu) soit un r. a. (respectivement un 7. a. v.),
il faut et il suffit que chaque Yy le soit.

Remarque. La partie du th.2 qui concerne les r. a. v. ne se
laisse pas étendre aux suites infinies: tous les 9 étant supposés
identiques et composés de deux éléments, ’espace Y, X Y, X ...,
comme homéomorphe & lespace C de Cantor, n’est pas un r. a. v.
tandis que chaque ¥ en est un.

3. La condition nécessaire et suffisamte pour que YT soit un 7. a.
(respectivement un 7. a. v., si G est compact) est que Y le soit.

Bn conséquence, I% ¢t & sont des r. a. et, Y dtant un poly-
tope fermé et G étant compact, YT est un r. a. v.

En effet, si YT est un r. a. (r. a. v.), il en est de méme de Yy
d*aprés 11, 7. .

Réciproquement, si Y est unr. a., on a pourtout &, GX ¥ v ¥,
d’ou & v YT d’aprés I, 5. Cela veut dire que YT est un 1. a.

De fagon analogue: si Yestun r.a.v. et G est compact,
YT est un 1. a. v.

Citons sans démonstration 1’énonecé suivani:

. 8i & est un continu localement connexe, Pespace 2% est
un 1. a. 2). ;

5. Pour quun espace (métrique séparable) Y soit un réiracte
qbsolu (respectivement un rétracte absolu de voisinage), i faut et il
suffit que, Z étamt un sur-espace de Y dans lequel Y est’jerme‘ Y soit
un réiracte de Z (respectivement wn rétracte de voisinage de ’.,‘Z).

1) Voir E. G. Begle,
Math. Soc. 49 (1943), p. 386.

%) Pour la démonstration, voir M. Woi i
s . jdystawski, Rétract
hyperespaces des continus, Fund., Math. 32 (1939)3,7 p. 184, ractas. abaolus

Intersections of contractible polyhedra, Bull. Amer.
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En eoffet, si Y cst un r.a., on a Fv Y. Done, f désignant
lidentité définie sur Y, on a fe YZ|Y, ce qui prouve que Y est
un rétracte de Z. Si Y est un r.a. v, on a fe YF|Y, ok E est
un entourage de ¥ dans Z.

Pour démontrer que la condition est suffisante, posons F=FC¥
et feYF. Conformément au § 23, IX, 3, Y peut &tre considéré
comme sous-ensemble fermé d’un espace Z tel que fe ZFF. 11
existe donc une fonction ge %% trlle que g(x)=fx) pour zeF.
En supposant que r est une rétraction de & en Y (respectivement,
&’un ensemble ouvert B en ¥), il vient fCrg, ’ott & v Y (vespecti-
vement & v, Y). :

6. Un rdiracte d'un 7. a. est un r.a. Un rétracte de voisinage
dun 1. a.v. est un 7. 0. 0.

Soient: ¥ un r. a. v., G un sous-ensemble ouvert de Y, r une
rétraction de & en A, F=FCH et fe A'. Y étant un r. a.v.,
on a fCf*e Y%, ol E est un entourage de F. Posons H==f*1G).
Il vient FCH; ’ensemble H est donc un entourage de F' et fCrf* e AH.
A est done un r. a. v. '

Si Y est un r.a., on procédera de fagon analogue en posant
G=%Y et E=&. Il vient alors H=% et fCrf*e A%. 4 est donc
un r. a.

7. Les v a. compacts coincident (Topologiquement) avec les
réiractes du cube J® de Hilbert. Les r. a. v. compacts coincident avec
les réiractes des sous-ensembles owverts de I* 1).

Car, d’une part, % étant un r.a., tout rétracte de J™ est
un . a. et tout rétracte d’un sous-ensemble ouvert de I* est un
r. a. v. d’aprés 6.

D’autre part, si un sous-ensemble fermé Y de J* est un 1. a.,
il est un rétracte de g* (L’aprés 5), et s’il est un r. a. v., il est un
rétracte d’un sous-ensemble ouvert de J*.

8. Soit Y wun espace compact. Si I¥Yr Y, Y est un r.a. St
o1, Y, Y est un 1. a. 0.

9 étant considéré comme sous-ensemble de sl’espace G,
so0ib fy)=y pour ye Y. 8i ¥ Y, on a fCre YT™, clest-a-dire
que ¥ est un rétracte de g%, done un r. a. d’aprés 7.

1) K. Borsuk, L. ¢. Fund. Math. 18 (1932), p. 223.
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De fagon analogue, si %7, Y, Y est un rétracte d’un sous-
ensemble ouvert de g*, donc un r. a. v.

9. Lemme. Soit F=FC%. Posons

(0) FO=FxI+EX0.
On a alors _
y&”xa]vpo= y&'xﬂ]ﬁw;

autrement dit, toute fonction h e Y qui admet une ewtension sur un
entourage B de FO admet aussi une extension sur Despace FE X T tout
entier. ,

J étant compact, il existe un engemble ouvert @ tel que FCG
et G@x JCE.

Soit ) @ ¢ JZ une fonction telle que

151 2el,

o(x, £ —@G
9v(w):{ 0si ve¥F—@ P exemple, @(z)= o(@, )

- o(a, EF—G)+o(a,F)
Soit, conformément & I’hypothése, %, une extension de la
fonction % sur GxI+E X 0.
Posons

1*(@,t) = ho(e, by (2))-
I1 vient

h*egafxﬂ et I*x,t)=h(z,t) pour (m,t)e R,

10. Soit Y un 7. a.v. i Vespace YY est connexe par arcs,
Y est un r. a.2).

Soit, en effet, & un sur-espace de Y dans lequel Y est fermé.
11 s’agit de montrer (conformément & 5) que Y est un rétracte de &.

Soienp foly)=c et fy(y)=y, ot ye Y. Il existe par hypothése
un arc unissant f, & f, dans espace Y. Soient donc ge(YY7?,
go=1, et g,=1,. Posons:

Mz,t)=g(x) pour zeY et h(z,0)=¢ pour‘ ze &.

, .Il vient he Y¥ daprés §14,X,3. Y étant un 1. a. v., on
déduit du lemme que hCh* e YEXI. En posant - r(w)=h*(z,1),
on en conclut que f,Cr ¢ Y%, done que r est une'rétraction de & en 9.

2321) Cf. le raisonnement de C. H. Dowker, Amer. Journ. Math. 68 (1947),
p. . .

%) Pour Y compact, voir K. Borsunk, Fund. Math. 19 (1932), p. 229.
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11. Tout r. a. compact admet un point invariant 1).

Le th. 11 résulte de 7 et des énoncés 12 et 14 qui suivent.

12. Y dtamt un rétracte d'un espace ¥ qui admet un point in-
variant, Y en admet un édgalement.

Soit, en effet, f une rétraction de & en Y: f(F)=Y et f(x)=w
pour ze Y. Soit ge Y¥. Comme gf e Y%, done gfe %, il existe
par hypothése un z, tel que gf(xy)=x, Comme gf(z,) e Y, il vient
x e Y, Aol f(w))=1my, done g(x)=uz,.

13. Lemme. Soit & un espace compact. Si & tout ¢ >0 correspond
une fonction fe EF telle que

(1) If(@)—a|<e

et que Vensemble f(&) admet un point invariant, Vespace & en admet
un également.

Supposons, par contre, que la fonction ge % n’admette pas
de point invariant. & étant compact, il existe alors un ¢>0 tel que -

(@) |9(z)—[>e,
quel que soit #. La fonction f satisfaisant & 1’hypothése du lemme,
posons R(z)=fg(z) et F=f(%). Comme heF%, donc (h|F) e FF,
il existe un z,e F tel que h(z,)=m,, c’est-a-dire que fg(%,)=~2,-
Daprds (1), |fg(ze) —g(2p)| < e, done [n,—g(2o)| < &, contrairement 4 (2).

14. L'espace I™ admet un point invariant ?).

En éerivant les points 3e I% sous la forme 3={3%,3%...] ot
0<<3"< 1, posons .

fa(3)=13% 3% 0,0, ...].

Il vient |f,(3)—3|<<1/2 et Pensemble f,(J™), en tant qu’ho-
méomorphe 3 la fermeture d’un simplexe & n dimensions, admet
un point invariant (d’aprés § 23, 111, 1). .

D’aprés 10, Pespace I* admet également un point invariant.

15. Tout élément cyclique (e, plus genéralement, tout sous-
ensemble fermé complétement connexe par arcs) d'ur 1. a. est un . a.

1) ¢lest-d-dire qu'il existe pour tout f % un » tel que flw)=g. Cf. ib.
. 230. )
? 2) Cf. J. Schaundex, Der Fispunkisaiz in Funktionalrdumen, Studia Me‘xth..z
(1930), p. 173. Cf. aussi G. D. Birkhoif et O. D. Kellog, Invariant point in
funetion space, Trans. Amer. Math. Soc. 23 (1922), p. 96.
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Plus précisément: & diant un continu localement connexe, toui
élément cyclique (et plus généralement, tout ensemble fermé complé-
lement conmewe par ares) en est um rélracte.

Soit, en effet, 7' un ensemble fermé complétement connexe
par arcs. Soit Ry, R,, ..., la suite des composantes de & —F. D’aprés
§47, 1, 4, Fr (B, se réduit & un seul point p, Posons flz)=p,
pour ze R, et f(z)=x pour 2¢F. Commme lim 8(R,)=0 (cf. § 47, I, 7),

n==co
la fonction f est continue. F est donc un rétracte de .
Réciproquement, on démontre que?):
16. Si tout élément cyclique d'un continu localement connexe
est un 1. a., le continu tout entier est um r. a. _

En particulier, toute dendrite est un r. a. (cf. § 49, VII, 7).
Ajoutons sans démonstration le théoréme suivant:

17. Théoréme de plongement. Y diant un espace compact (CI™),

il existe un polytope infini P tel que Y+ P est un réracte absolu 2,

Ce théoréme présente une généralisation du th. 1 du § 23, IX.

18. Soient: & wn espace compact, F=F et fe Y& on {|FE—F

¢st une transformation homdomorphe de ¥—F en Y—f(F). Si &,
F et [(F) sont des r. a.v., Y Vest également 3).

IV. Comnexité en dimension 7. Cas o' I" 7 Y. ILlespace Yy
est dit intégralement connewe en dimension m lorsquion a

y‘s = yQ"‘H l QYn ’

cest-a-dire, lorsque toute fonction fe YS» admet une extension

1* € YOnt14).

1) Voir K. Borsuk, Binige Sditze iiber stetige Streckenbilder, Fund. Math. 18
(1932), p. 211. :

®) Pour la démonstration, voir K. Borsuk, Sur le plongement des espaces
dans les rétractes absolus, Fund. Math. 27 (1936), p. 240. )

%) Voir J. H. C. Whitehead, Note on a theorem of Borsuk, Bull. Amer.

Math. Soc. 54 (1948), p. 1125, et (pour le cas de dimension finie) K. Borsuk,
Fund. Math. 24 (1935), p. 250.

4) Rappelons que

=L U <D 0 6™ et $u=F [(pl=1) (pe 6™+
P
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QY est dit localement conmexe en dimemsion n au point p, lors-
qu’a tout >0 correspond un 7>0 tel que toute fonction fe 5x
pour laquelle on a d[p+f(S,)]<n admet une extension f*e Y2+
telle que f*(0)=p et S[p-+/*(Qny1)l<e?).

Y est dit localement connexe en dimension n lorsqu’il jouit.
de cette propriété en chaque point.

Nous appellerons — pour abréger — espaces l.c. n (respecti-
vement i. ¢. n) les espaces localement (respectivement intégralement)
connexes en dimensions <. »

Afin d’établir quelques conditions qui caractérisent les espaces
L. ¢. m, nous envisagerons au préalable une notion auxiliaire.

Soit fe Yu+1|S,. Posons
: 2(f)=1nf 6[/*(Qny1)],

ol f* est un élément variable de Yntel que fCf*.

Evidemment, si la fonction f est constante, on a y(f)=0.

On démontre facilement le lemme suivant:

Lemme. Pour que Y soit localement connexe en dimension n
an point p, 1 faut et il suffit que lo fonctionnelle y soit définie dans
un entourage (relatif & Yn) de la fonction constante f(x)=p, e
que | en soit un élément de comtinuité.

Autrement dit: que la condition jhir: Mp+1{Sa)]=0 (qui

exprime la convergence uniforme de la suite fyfs,... vers la con-
stante f), entraine lim x(f;)=0.
Je=oo

Théoréme 1. Les conditions suivanies sont équivalenies (pour

Y+0):

(1) Y estl c n, :

(2) Y est un réiracte de voisinage de chaque sur-espace % tel que
Y=Y o dim (F=Y)<n,

(3) si P=FCZ a dim (¥—F)<n, on a Y=Y T,

(4) ¢ dim E<.on, 1 Y,

(3) I'nly, :

{(6) en posait ‘
7= F [(p|=1/j) (p « Qu)}+-le point 0,
=1p

on ¢ YTr=YU+1|,Ts pour k<mn.
1) Notion due & J. W. Alexander et 8, Lefschetz. Voir 8. Lefschetz,

Ann. of Math. 35 (1934), p. 119. Voir aussi ma note Sur les espaces localement
connexes et péaniens en dimension m, Tund. Math. 24 (1935), p. 269.


pem


266 Chapitre VII. Rétractes absolus ete.

Théoréme 1'. La condition swivante

(1) Y estlic. neticn

équivaut & chacune des conditions (désignons les par (2')—(6')) gue‘

Von obtient respectivement de (2)—(6) en remplagant le terme ,rétracte
de voisinage™ par rétracte” et en omettant Vindice v.

Nous donnerons la démonstration du th. 1. Celle du th. 1’
gen déduit facilement (en remplagant B et @ par & et V par Z).

(1)—(2). ¥ étant un sous-ensemble fermé de ’espace Z, tel
que dim (Z—¥Y)<n, il existe d’aprés le § 23, IX, 3, un sur-espace
& de Y, tel que —IY est un polytope infini de dimension <n,
et une fonction g e &< telle que g(y)=y pour ye Y. Il suffit done
de montrer que ¥ est un rétracte de I’'un de ses entourages ¥ dans &F
(puisque ¢—I(E) est un entourage de ¥ dans %Z). La dernitre
proposition sera établie par induction; nous allons démontrer:

19: qu’elle est vraie lorsque dim (¥—%Y)=0, ‘

29: que si elle est vraie pour dim (¥ —¥)<k, elle ’est encore
pour dim (£—Y)=Fk+1.

Or, dans le cas ou E— est un polytope (infini) de dimension 0,
il est un ensemble isolé composé dune suite (finie ou infinie) de
points py,p,,... En désignant par f(p,) un point de 1’ensemble Y
(qui, par hypothése, n’est pas vide), tel que

lfol2)— i <20(p, Y ),

on définit évidemment une rétraction de & en ¥.

Passons & présent & 2°. Le polytope infini £—Y (& k+1 di-
mensions) étant représenté comme somme des simplexes d’un com-
plexe infini, désignons par K la somme de tous les simplexes de
dimension <k et par D;,D,,... les simplexes de dimension k41,
Les simplexes I); sont done disjoints et le bord D,—D; est contenu
dans E. On peut postuler en outre que lim 0(D;)=0.

=00

Comme dim R<k, il existe par hypothése, un entourage @
de Y (dans &) et une fonction fe YR+Y qui est l’identité
sur . Pour D;C@, posons fy=f|D;—D;. Soit F 1’ensemble-somme
de Y+ RG et de tous les D, (contenus dans @) tels que la fonetion f;

admet une extension ff e YP:. Choisissons la fonction ff de fagon
que -

(7) ST < 2x(fy).
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Les simplexes D, étant mutuellement disjoints et disjoints
de Y, posons f*=f-ff+f4-... 11 s'agit de démontrer que E est
un entourage de Y et que la fonction 7* est continue. '

Soient pe Y et p=}imp,, ol pje ¥—(Y+ R). Comme D, Y =0,
on peut admettre, en posant p;e Dy, que tous les indices 4 sont
différents. Par conséquent,

(8) lim 6(Dy)= 0 et (9)

J=00

lim 8[p 4 Dyj}=0.
J=c0

, -Comme pe@, il en résulte pour j suffisamment grand
f),jCG, ot Dy—D,CREG,

de sorte que la fonction f est définie sur I’ensemble D,jm Dy, homéo-
morphe & la sphére &;. La fonction f étant continue au point p,
Pégalité (9) entraine

(10) lim 0[f(p) 4 /(Dy— D)1= 0.

Je==00
Lespace Y étant localement connexe en dimension k au
point p, la formule (10), qui équivaut évidemment &

(11) ilm [p+fif Dy—Dy)]=0,

implique que lim y(f;)=0 (cf. le lemme).
J=00

Par conséquent, & partir d’un j suffisamment grand, chaque
fonction f,j admet une extension sur D;. Cela prouve que DijCE,
done que pj e E. Le point p est ainsi un point intérieur de I.

En outre, (7) implique que ‘

lim o(j3( D=0

J:OO
En tenant compte de (11) et de la formule

O#:f{,(ﬁl:]_plj)cf;;(l_)—ij)!
on en conclut que

lim &[p+ ffDy)]=0, Qo Lim f*(py)=p.

f=00 J=0e

La fonction f* est donc continue.
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(2)>(3). En effet, si P=FCH, dim(E—F)<n et feyr,

il existe (d’aprés le théoréme préeité, § 23, IX, 3) un sur-espace
de Y, tel que dim (Z—%)<n et que Y est fermé dans Z, et une
extension fye %% de f. En admettant la condition (2), 11 existe un
entourage V de ¥ (dans Z) et une rétraction g de V en Y. La fonction
superposée f*=gf, est la fonction deman(}ée: elle est une extension
Ao , — .
g: ;_’ e(td;slz (}%é’?me sur I’ensemble B=f"(V), qm est un entourage
Les implications (3)—(4)—>(5)—(6) sont évidentes.
(6)—>(1). Conformément au lemme, il s'agit de démontrer, sous
Phypothése (6), que: étant donnés un entier k<m, un point ’pe Y

et une suite fiyfos--- de fonctions-éléments de Y5k, convergente
vers la fonetion constante g(2)=p, on a lim x(f})=0.

Pos.ons f(@)=fi{(jz) pour |z[=1/j et f(0)=p.
‘ Evidemment fe%T. On a donec Q’aprés (6) FCf* e Y=
ol Ej est un entourage de 7. Comme 0 ¢ T4y, il existe par consé-
quent un indice j, tel que x ¢ B, pour |2|<1/j,- Posons

» :
Ho)=1(3) powr veQus et i,
11 vient pour 2 ¢,
@=1F)=rF)=ir@, en scp
i 771G =ff(z), dot fCffe YUn,
et comme f*(0)=f0)=p, on a
m f(z)=p, ot lim J[f}(QWI=0, dono lim y(f)=o0.
=00 J=00
Corollaires 2 et 2'. Chacune des conditions ) - 6quT
o la condition (1) (pour Y==0 ): 1+ sutbanies dutnaut
(12) st G est compact et dim G=k<n, on q Jn—t 7, YT
(13) si k<n, on a I, Yse.. ’
La condition (1) équivaut auz conditions (12') et (13’) que Von

obtiefw de (12) et de (13) en omettant Vindice v; on peut ometire
ausst, dans ce cas, Uhypothése de la compacité de Pespace G.

“En effet, (4) implique (12), car en suppo i
sant =k
on a (cf. § 24, IX, (7)) , P : e dim =<,
Um (X TH)<n, d'ob (T x I+ 1, Y, done Fo—k oz, YT
d’aprés 11, 5.
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§48, IV

Comme (12) entraine (13), il reste & démontrer que (13) impli-
que (1). . |

Soient k<n, pe Y et e>0. L'espace Yk étant par hypo-
thése localement connexe en dimension 0 au point p, il existe un
n>0 tel qud toute fonetion- ke Y& pour laquelle [p-+h(Sy)]<n
correspond une fonction fe (Yt telle que fo=p, fi=h et que

fe—pl<e/2, done que dp+f{Sp)]<e/2 pour tout zed.
Posons h*(t-x)=fy(t) pour te 5. 11 vient:

h* e Yrt, BHE)=F,(0)=h(t), B*0)={ft)="p,
|h*(t- @) —h*(0) | =|fult) —pl < /2, Q00 d[p+h*(Qusa)]<e.

Enfin, pour établiv implication (13')—(1'), on omet dans le
raisonnement qui préeéde les conditions >0 et #>0. On fait
correspondre ainsi & toute fonction he ISk une fonction h* e Y%+
telle que hCh* (p étant un point arbitraire).

Exemples et remarques ). 1°. 8i Y30, on a évidemment J°¢ Y
(g0 ge réduit & un seul point et S_y==0). Done (cf. (2'), Y etant
un sous-ensemble fermé d’un espace % tel que dim (Z—Y)=0, Y en
est un rétrace. ; .

8¢ dim =0, on o K1Y quel que soil Y0 (cf. (4)).

20, La condition Iz, Y «ignifie que Y est localement con-
nexe par arcs, et Ir Y — que Y est, en outre, intégralement con-
nexe par arcs.

" La connexité locale en dimension 0 dquivaut donc & la connewité
locale par ares.

30, L’espace suivant est 1. ¢. n pour tout n et n’est pas cepen-
dant un r. a. v. ,

9 est la réunion d’une suite infinie des sphéres S;,S,...
placées de manidre que S, Snpt1 8e réduise & un seul point, que
Sn-Sppi=0 pour ¢>1, que dim S,=n et que la suite converge vers
un point p e Y—(8,+8+...).

49, L’ensemble ¥ de lexemple précédent peut &tre imaginé
situé dans ’espace de Hilbert de fagon que les abscisses de ses
points s’annulent. Soit ¢ le point (1,0,0,0,...). Unissons ¢ & chaque
point de ¥ par un segment rectiligne. L’ensemble aingi obtenu
est 1. ¢. m et i.c. m pour tout n, sans étre un 1. a.

1) C. aussi § 49, VII, 6,
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V. Opérations. 1. La somme de deux ensembles fermés 1. ¢. n dont
le produit est 1. ¢c. n—1 est 1. ¢. n.

Le théoréme reste vrai en remplagant le terme Wb €. par . e.
et 1. ¢.“.

Posons, en effet,

Y=4,+4,, 4=4;, F=FCI", fe¥Y? et C;=f""(4).
Posons, conformément au § 22, II, 4:

t 9"= Bo"]L‘ Bl; Ej: Bj, F.Bj“‘——: (”j
et
dim (B, B, —Cy- C))<<n~—1.

La derniére inégalité, rapprochée des conditions " 7, (dy-4y)
et IV (3), implique la condition IX (6). En supposant que J“r, 4,
et I 1, 4;, le lemme 2' du NOIT entraine aussitét les conclusions
‘demandées (cf. IV (5)).

2. Corollaire. La sphére &, est i.c. n (mais elle n’est pas i. c.
n+1, cf. I, 39). :

Procédons par induction. Le cas n=0 est évident: on a T d,
puisque J? se réduit & un seul point et S, & deux.

Soit #>0. Admettons que I* 7§,y et décomposons o, en
deux moitiés (fermées) S7 et $7, ou S} ST=&,_. On a done
e ST S ST et ST étant des rétractes absolus, on a

I'rSd et oSy, dot It (ST+HST)=S,

d’aprés 1.
Les théoremes 3—6 du NO° IT impliquent aussitot les suivants:
- 3. 8i la somme et le produit de dews ensembles fermés sont 1. c. n,
ces ensembles le sont également. '

Le théoréme reste vrai en remplagant le terme 1. ¢. n* par I. ¢. n
et 1. ¢. n”.

4. Pow“que le produit cariésien dune suite (finie ow infinie)
de facteurs soit 1. ¢. n et i. ¢. m, il faut e il suffit que chaque facteur
le soit. :

Pour les suites finies le terme »be 6. N peut Blre omis.

5. Soit dim T=%k. Si Y est I. . n+k et i.c. n-+k, Pespace

Ye estlcmeticn Si T est compact et Yoestl e nt+k YT est
l.e . : -
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Car la condition "™ 7 Y entraine GxI" < Y (d'aprés
IV, 1 (4) et (8'), ot J" v YT d’apres I, 5.

6. Un rétracte de voisinage d'un espace 1. ¢. n est 1. ¢. m.

Un réiracte d’un espace 1. c. n e i.¢. noest l.c. n et i. ¢c. n.

En conséquence (cf. IX, 7): ‘

7. 8t YT (o G est compact et non vide) est 1. ¢. n (respecti-
vement 1. e. n ¢t 1. ¢. n), Y Vest également. .

YI. Caractérisation de la dimension?).

1. Théoréme. & dlant un espace méirique séparable, les con-
ditions dim E Sn et E v Sp sont dquivalentes.

Nous déduirons ce théoréme des énoncés 2 et 5.

2. La condition dim & <n impligue & v S,.

En effet, &, étant 1. c. n et i.c. n @aprés V, 2, on 2 en vertu
de IV, 1’ (4') & v Sn dés que dim < n.

3. La condition & v S, implique & v &; pour 1>n.

Cela revient & démontrer que & v S, implique ¥ v Spi1. Or,
désignons, comme d’habitude, par Siii et Saye les deux moitiés
(fermées) de S, telles que oS’ﬂ“+1-oS’,T+1:eS’,,. Il vient

9{'195’;,};.1, 1 et &,T(-S)j:]—l‘es;;l—iy
Aott & v Sy dapres II, 2.

Soit S un simplexe simple & m dimensions pq-...Pm. Désignons
par 4, le polytope-somme de toutes les faces de § de dimension <.
On a le lemme suivant:

4. Lemme. La conlition ¥ 18, implique & v4,, quel gque
s0it n<<m. .

Plus précisément: en admettant que & v Sn, & loute fonction
e 8% correspond une fonction f* e AT telle que:

1 . f(@) e A, implique F*z)=]f(x),
(2) f(m) € 1710"'p1k 'melzgue f*((L‘) € pio"'pik' _‘

Posons d=1m—n et procédons par induction relativement & d.

1) Voir P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Amn. 196 (1932),
p. 161—238, §1. ¢f. W. Hurewicz, UTber Abbildungen topologischer Rdiume auf
die n-dimensionale Sphére, Fund. Math. 24 (1935), . 144.


pem


272 Chapitre VII. Rétractes absolus ete.

Pour d=1, on a 4A,=An 155 Sn1. En désignant donc par
f* € AZ un prolongement arbitraire de la fonction partielle /[f'*i(An),
on satisfait aux conditions (1) et (2).

"~ Admettons que le lemme est vrai pour d—1. Nous 1'établirons

pour d.

Soit 7 e §%. Dapres 3, la condition & 7 &, Jmphquu X 7 Sp1.
Il existe donc par hypothese une fonction g e A5, nt1 telle que:
(3) f(#) e Apy implique  g(@)=f(z),
(4) f(_;v)epio...pik implique g(w)epio...pl,k.

Désignons, conformément & la définition de A,i4, par 7y,..., 7,
les faces & n+1 dimensions de S8, telles que

(5) Ay =TT,

Soit B; le bord de T (c’est-a-dire la somme de toutes ses faces
de dimension <n). Posons:

(6) U= g~(T%), (M) U= g=Y(By).

Il vient U;7vB; car Bz S, et v S, par hypothése. La
fonction partielle ¢|C; admet donc une extension ¢, e BUi. Posons

(8) r* =01+ -+ 0r,

cest-d-dire que f*(z)=g,(z) pour » e U; ol 1<<i<r.
I1 vient pour i=j:

Uy Up=g (T, T)) =g~
(90, C)=

(B By)= 0y C,
= (g U, ).

d’ol1

(gilvi' U IG 0 (gjw{ Oj)

Done j*e.A,,, paisque B, ...+ B,=4,.

Soit f(z)e A,. Done f(x)=g(x). Posons g=z)eB;, d’ot e
et il vient g(x)=g,(#)=f*»). La condition (1) est donc vérifide.

Afin d’établir (2), posons f(z)e Dy, On a donec d’aprés (4)
g(x) e YR

On peut poser par conséquent g(x) €Dy P ou j<k. 8i j<n,
il vient g(x)e.d,, done f*w)=g(z), d’oh la condition (2).

Posons donc j>n, cest-d-dire j=n-+1 (puisque g¢(x)e Adnp1)-
Il vient p 10...p,n+1=T, pour s convenablement choisi. Parsuite
# e Us d'aprés (6) et on a d’aprés (8)

fH@)=gs(x) e B;C Tng-fi;...pik
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5. La condition & 1S, implique dim E<n.

Soit &’r&n. Soit @,,...,G, un systéme d’ensembles ouverts
tel que =G+ ...--Gy et dont le nerf est de dimension I>n.
D’aprés § 23, VI, 7 ot § 40, VII, 3, tout revient & définir une fonction
feAH telle que

(9) f
P, désignant la somme des faces du simplexe § qui ont P, pour
gommet.

Invisageons la transformation » correspondante aux systémes
{Gyy ey O} €6 {Poy -y Pmy (cf. § 23, VI), c'est-d-dire

~H(P)CE; pour i=0,1,...,m

)= 2( ) Do F oo Iual ) P
o (@)
B == Q m, 11 = —_—
hi{w) o(e, Iy) 4+ ...+ (@, ) ot Fi=&—G.
Le nerf du systéme {G,,..,@n,} étant de dimension I, il vient
xeAF. Comme & 7Sy ((l’alpléq 3), il existe (en vertu de 4) une

fonetion feA'E.i telle que

(10) x(m)apio...p,k implique f(m)e;io...pik.

Nous en déduirons 1’inclugion (9).

Soit e f(P,). Donc f(z)eP;. Soit d’autre part,

x(w)eplo...pih, d’ou f(m)spio...pik

d’aprés (10). I1 en résulte aussitét que ¢ est l'un des indices Ty eeey brt
n(x) e Py, Aol 2 e x1(P,), done e Gy
car »—Y(P;)C@Q; A’apres § 23, VI(10).
6. Corollaire). Pour que dim F<n, il faut e il suffit qu'e

toute fonction fe Qf.H corresponde une fonction g e (Q,,+1—0)
(0 désignant Porigine) telle que

(11) H(@) € Sn g(w)=f(2)

Soient, en effet, fe Oy et F= f_i(eg En admettant que
dim E<n, ona & eS’,,, done (f|F)Cqg e Sa, d’on la condition (11).

implique

1y Voir P. Alexandroff, Analyse gloméirique do la dimension des ensembles
fermés, C. R. Pariz 190 (1930), p. 476.

C. Kuratowski, Topologie II. 18
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Réciproquement: soient F=FCZE et h € SE. @uy1 btant un
rétracte absolu, soit hCf e Qmps. La fonction ¢ e (Qnpr1—0)¥ étant
supposée assujettie & la condicvion (11), posons

ooy 9(@)
@) =150

1l vient hCf*e ST. Donc ¥ vS,, d'ou dim E<n Laprés 5.

I’énoncé 2 peﬁt étre précisé comme suit.

7. Théoréme de dualité?). Soient F=FCF ¢ dim (X —F)=m.
A toute fonction fedSi (oh n<m) correspondent: un ensemble Z

tel que B
Z=ZC¥—F e dimZLm—n—1,

et une extension f* e S22 de f.

Le théoréme étant évident pour m=—1 ainsi que pour n==—1,
il est légitime d’admettre qu’il est vrai pour m—1 et que n=0.
Désignons, comme d’habitude, par ST et Sy les moitids (fermées)
en lesquelles &, est partagé par $,—;. Soient: '

feSn, Co=1(ST), G=/"(8)
et conformément au § 22, II, 4,
¥=By+B,, Bj=B;, FB;=0(;, dim (B, B,—Cy C;)<m—1.
Le théoréme étant supposé vrai pour m—1, on a
(flCy-0)Cy e SE2~7 ot Z=ZCB, B,—C,-(;

et
dim Z < dim (By-B;,—Cy- 0;)—(n—1)—1,

d'ot dim Z<<m—n—1.
11 vient

ByBy-F=C,-0, et ByB,—Cy C,=B, B,—F, d'ov ZCE—F.

En substituant dans le lemme 2’ du X0 II: S5 & 4, Sn & 4,
H—Z7 a & et en y omettant I'indice », on en déduit D'existence
d'une extension f* ¢ STZ de f.

1) 8. Eilenberg, Un“théoréme de dualité, Fund. Math. 26 (19386), p. 280,
cf. anssi W. Hurewicz, Uber Abbildungen wvon endlichdimensionalen Riumen
auf Teilmengen Cartesischer Raume, Sgh. Preuss. Akad. 34 (1933), p. 765.
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Remargues. 1° 8i Densemble F—F est un polytope infini,
Pensemble Z peut &tre supposé un polytope ).

20 Le théoréme 7 (complété par la remarque 1°) peut tre géné-
ralisé en remplagant &, par un espace arbitraire 1. ¢. m et 1. ¢. n 2.

§ 49. Homotopie. Contractilité.

1. Homotopie des fonctions. Deux fonctions fy e Y2 et f, ¢ Y*
sont dites homotopes (par rapport & ¥), en symbole: f,={,, lorsqu’il
existe une fonction de deux variables h e YFXI telle que

(1) W, 0)={fy(w) et h(z,1)=f(2).

Autrement dit: lorsque, en désignant par F le sous-ensemble
du produit & X J composé des ensembles & X 0 et ¥ x 1, la fone-
tion g, définie sur F, identique & f, sur E X 0 et identique 3 f,
sur & x 1, admet une extension h e YFxI,

Exemples et remarques. 1° De deux fonctions homotopes f, et f,
ont it aussi que P'une s’obtient de ’autre par une deéformation
(continue). Cette terminologie s’impose en considérant le paramétre
t e J comme représentant le temps.

20 8i xT Y (en particulier, si Y est un r.a.), on a fo~f,
pour tout couple f,,f, ¢ Y¥ Deux fonctions continues -4 valeurs
réelles (complexes, etc.) sont donc toujours homotopes.

3% Désignons par P le plan euclidien &2 diminué du point 0.
Soit f « PE. Pour que la fonction f soit homotope & une constante,
il faut et il suffit que l'on ait f(z)=cs®, ou g ¢ (GY%.

La condition est évidemment suffisante: il suffit de poser
h(z,t)=e0—09®, On verra au § 51, IX, 3, qu'elle est nécessaire.

4% Pour qu’un continu localement connexe & soit unicohérent,
il faut et il suffit que toute fonction fe 2% soit homotope & une
constante (voir § 52, IIT, 3).

B® Dans le cas olt Y=d, la notion d’homotopie conduit de
facon naturelle & celle de groupe d’homotopie au sens de Hurewicz ®).

1) 8. Eilenberg, ibid. p. 281,
) K. Borsuk, Un théordme sur les prolongements des transformations,
Fund. Math. 29 (1937), p. 162.
3) Voir de cet auteur Beilrdge sur Topologie der Deformationen LI, Homo-
topie- und Homologiegruppen, Proc. Akad. Amsterdam 39 (1935), p. 521.
18%*
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L’homotopie est une relation réflexive, symétriqgue ot transitive:

1. f~f, 2.0 f~g, on a gf, 3. 80 forg et gh, on a foh.

Pour établir 3, on pose u e YFXI ol u(z,0)=Ff(x), u(z,)y)=
=g¢(x) et w(z,1)=h(z).

4. 8i fe Y% gy BY (j=0,1) et gyg;, on a gof ~gyf.

Soit, en cifet, ke Z¥*7 ol h(y,j)=g(y). Posons u(x,t)= h[f(x),t].

-

Il vient
weFTI et ulw,j)=hf(a),fl=gf(x), Qou gof=g}.

5. So?ent forfr € YZ et {B.} une famille ’ensembles fermés-ouverts
tels que E=2F,. Si fo|F.xf,|F, pour tout ¢, on a alors f,~f,.

I1 est légitime de poser, en vertu du théoréme de Lindelsf
(§ 17, I):

F=2 Foy=Fy+(Fy=F o)+ (Fy—Fy—F )+ ...

Désignons lés sommandes de cette derniére somme par Gy Gy ...

Tl existe par hypothése, pour n=1,2,..., une fonction h, ¢ Y %<7
telle que hn(a,j)=7;(x) pour # ¢ &, et j=0,1.

En définissant la fonction » comme égale & h, sur G, X9,

et en tenant compte du fait que les ensembles G, sont ouverts et
disjoints, il vient

he Y7 et Maj)=f(z), Qo foef,.

' 6. La condition fo~f, dquivawt & Vexistence d'un are (ou, ce qui
revient au méme, dun convinu localement connexe ) unissant fo & f,
dans Vespace Y=%1).

Car, d’une part, si la fonction % ¢ Y*XT satistait & (1), et si

Pon fait correspondre & tout ¢e J la fonction gt ¢ YF définie par
la condition

(2) gf(m)‘——h(a?,i),
la fonction g e (Y%7 (cf. §14, X, 3') transforme I en un continu

localement connexe g(J)C Y% unissant les éléments
2 ) nts g,=/f, et g,=
de Y% (cf. p.11, renvoi 1). v=h nh

*)-En ce qui concerne la topologie de les Z o
O P 'g espace Y=, ¢f. la remarque du
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Dautre part, si ge (Y%7, g,=], et ¢,=1f, la fonction h dé-
finie par la condition (2) appartient & Y9 et satisfait & (1).

7. 81 les fonctions f; (j=0,1) sont constantes: fz)==¢; Phomo-
topie fo=1fs équivaut & Vewistence dun arc unissamt les points ¢, €t ¢,
ams Y. -

En effet, si b e YEXI et h(x,])=¢;, la fonction ¢(t)= h(zyt),
oll @, est un point fixe de &, est continue et par conséquent g(J)
est un continu localement connexe. Il contient done un arc unissant
9(0)=0¢, & g(1)=o,. ’

Réciproquement, si les points ¢, et ¢, se laissent unir par un
arc dans Y, les fonctions £, et f, se laissent unir par un arc dans Y%,
puisque j?j'me Y=. .

Soit &%y Uensemble des suites 3==[3%,3%...] telles que gl==—1
et 3" e &.

Soit FCE¥y. A(F) désigne lensemble obtenu en unissant
le point 0 (P’origine des axes) & chacun des points # de & par un
segment rectiligne 1), c’est-a-dire 1’ensemble des points de la forme
i ot we & ot 0<I<L. Si & est vide, nous admettons qué A(¥)
est Porigine des axes.

8. Soit % un espace compact. Pour que f soit homotope & une
constante ¢, il faut et il suffit que f admette une extension f*e Y4
ot f*(0)=ec. '

En effet,‘ la fonction iz est continue sur KX J et, abstraction
faite des points ol t=0, elle est bicontinue. Par conséquent, si
FCF* € Y4 et si Von pose h(w,t)=7*(tx), il vient

he YT, h(z;,0)=F*0) et hiz,1)=f*=z)=f(2),

dou f=2f*(0).
Réciproquement, si- he Y¥*I, h(z,1)=f(x) et A(z0)=c, on
posera f*(0)=¢ et f*(2)=h(w,t) pour g=tz==0. Il vient FCf* e YAE),
9. (#|Ss) non = 1 relativement & Sa. |
Q’est une conséquence du th. 8, rapproché du th.2 du §23, IIL.

Ajoutons les formules évidentes

A(AB)=A(A)-A(B),

(3)  A(A+4B)=A(4)+A(B), (4)
A(egn)i—g‘; Qn-}-l"

(5) dimA(4)<dim 4+1, (6)

1y Cf. 8. Lefschetz, Introduction to Topology, Princeton 1949, p. 94 (Joins).
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II. Homotopie relative aux espaces 1. ¢. 7.

Nous allons considérer le cas ol I'espace Y est 1. ¢. m. Bien
entendu, tous les théorémes seront applicables en particulier aux ré-
tractes absolus de voisinage; plus encore, dans le dernier cas, les hy-

pothéses concernant la dimension (par exemple, dim (¥ —F)<n-1)r

pourront é&tre omiges.

1. Soient: Y un espace 1. c.n, F=FCE, dim(F—F)<n—1

et fofie Y= Si (fo| F)=(f]F), il ewiste un ensemble ouvert GOF
tel que (fo|@)=(f,|@).

Si Y est en outre, i.c.n. on a fyxf,.
Posons, en effet,

E=&xT, Fi=FxIT+EX0+EX1 et ge Yh o glu,j)=F2).

Comme dim (&, —F,)<dim[(X—F)x J)]<n et Y est 1. c. n,
il existe d’aprés § 48, IV, 1 (3), un ensemble ouvert’ G; DF, et une
extension g*e Y de g. Soit G un ensemble ouvert tel que FCG
et GXICEG, (cf. § 37, III, 7). 11 vient (f,|G)~(f|@).

Si & esti. c. n, on posera G,=,.

De 1a résulte que

2. Etant donnés: un espace compact F de dimension <n—1,
un espace Y 1. c.n et deux fonctions forfr € YZ, la famille des sous-
ensembles fermés F de & tels que fo| F = f,|F est owverte dans Pespace 2%.

Car elle est la somme des familles Ae=F(FCE) ol G est un
) F
ensemble ouvert variable tel que f,|G=~£|¢ (la famille Ug est ouverte
d’aprés § 38, I1.(6)). )
Dans les mémes hypothéses, on en conclut que

2a. SiFDFD..., Fu=F, et (fo|Frn) non = (1| Tn) pour tout n, on a

(ol [T ) mom. = (1, [] 7).
31). Soient Y un espace 1. c. n, F=FCE, dim (£—F)<n—1

et fo fr € YF. Boit foxfo. Sif, admet une extension f§ sur &, 1, admet
aussi une extension ff sur &. De plus f§~jt.

Posons F'=F xJ+Fx 0. Comme f,~f, il existe une fone-
tion ke Y* telle que

h(z, 0)=f(x) pour ze &, hiw,1)="F,(x) pour x ¢l

1) K. Borsuk, Ann. Soc. Pol. Math. 186 (1937), p. 218.
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Q étant 1. ¢.n, Vinégalité dim(&Fx J—F)<n implique (cf.
§ 48,1V, 1 (3)) que la fonction » admet une extension sur un entou-
rage de I’ensemble %, donc — d’aprés le lemme 9 du § 48, I1I —
une extension h* sur l’ospace 3},‘ ><§7
11 ne reste qui poser ff(z)="h*(z,1).

" 4. Soient: & compact, i)/l c.n et P=FC%. 8i dim&F<n—1,

" Pensemble YT (c'est-d-dire Vensemble des fonctions fe Y* prolon-

geables sur &) est fermé-ouvert dans YF 1)

En effet, 1’espace YF étant localement connexe par arcs
d’aprds § 48, IV (12), toute composante @ de YT est connexe par
ares (§ 45, I, 2). Par conséquent (cf. I, 6), si fouf1 €@, o0 a fo=fy;
done, 8i fy € :y%[r on a, d’aprés 3, d)nyglI’ Autrement dit, Y= F
est somme d’une famille de composantes de 1’espace Y. Cet espace
étant localement connexe, toute composante est fermée-ouverte
(cf. § 44, 1T, 4); YZ|F Vest donc également.

Remcwque Dans le cas ou ¥ est la surface d’une sphére, on a
1'énoncé plus précis suivant:

4 a. Soient & compact et F= FCE Si foeeS’E|F et |[fr—rfol<2,
on a fye eS’,,,1F.

En vertu du th. 3, il suffit de démontrer que

S fy eSE 1 eSx e |fy—hl<2, fo et f, sont homotopes.

Posons (Mt
m’
— fo() - th(@)—tfoa) et h(,1) =IP<M;1 pour 0<t< 1.
Il vient p(x,t)==0. Car
|p(@,?) |>lfo )| —t|fu@) —fole)| >1—
t
T ) > )| — A0l @) >1—2a—).

En outre, h(x,0)=fy(x) et h(x, Y=f,{z).

5. Sorent: Y un espace 1. ¢. m et i. c.m (oh m<n), F,.F, et F,
trois sous-ensembles fermés de & tels que:
(2) FCFy-F,, (3) dim (Fy—F)Ln—1, ‘

On a alors (YF|I)(YF|F)=(YWtH|F), est-d-dire que toute
fonction e YF prolongeable sur Fy et sur Fy est prolongeable sur Fo+Fy.

1) K. Borsuk, Sur les prolongements des {ransformations continues, Fund.
Math. 28 (1937), p. 106.. ‘

(4) dim (FO-FI—FKm_l-‘
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Posons fCfje Y%, j=0,1. Y étant l.c. m et i.c. m, les
formules (3) et fo|F=f=f,|F impliquent d’aprés 1 (en substituant
man et Fy-Fy & &) que (fo| Fy-Fy) =~ (f,| Fy-Fy). 11 en résulte d’aprés 3
(en substituant Fy, & &, Fo-F, & F' et f|F,-F, & f;) que la fonction
il Fy-Fy admet une extension f, ¢ Y%. On a donc fC(fy+f,) e YFotr,

6. Soient: Y un espacel. ¢. n et 4. c. m (ot m<n), Aim&E <n—2,
X=Fy+F, Fi=F; et dim Fy-F,<m—2.

Si fie Y& o (fo| Fy) > (f Fy) pour j=0,1, on & fy~F,.

Posons: E*=&x g, F*=&x(0)+&X (1), Ff=F*+F;x9.
Définissons sur F* la fonction f en posant f(2,9)==f{(2). Done feY*,
Comme (fo|Fy)~(f,|Fy), on a fe(YH|F*) (Y™ F*). Les hypothoéses
du th. 5 étant réalisées, il vient

[ e YF|F*, puisque F*=F§j+Ff, ol fy~f,.

Les théoremes 3, 5 et 6 impliquent aussitét (cf. § 48, 111, 40
et 'V, 2) les trois corollaires suivants: : .

:7. 8i F=FC& et Y est un 1. a. v., toute fonction | ¢ YF homo-
tope & une constante admet une extension f* ¢ Y<.

8. 8i F=F, F;=F;, FCF,-F, et dim (IFy-Fy—F)<m—1, on a
(Sl ) (S| )= (S| 7).

98 B=F;, AimF,-Fi<m—2, feSy™ et j|F;~1 pour
§=0,1, on a alors f~1. '

.10. Soient Y un espace complet 1. ¢. n et F un espace compact
de dimension <n. Soit f,g ¢ Y%. Pour que Von ait fo g, i faut et il
suffit que f et g appartiennent & la méme composante de Y=E.

En effet, d’aprés le corollaire 2 du § 48, IV, lespace Y est
localement connexe. D’aprés § 38, VI, 6, il est complet. Par con-
séquent, toute composante de Y* est un ensemble connexe, loca-
lement connexe et complet, donc (cf. §45,11,1 et 1, 2) cc;nnexe
par arcs. On en déduit le th. 10 en tenant compte de I, 6.

III. Relation f, érr non~j,. Ce symbole signifie que I’espace &

est irréductible par rapport & la non-homotopie des fonctions 7, et f
. clest-i-dire que “ B
1) fonon~,

o (2) F=F+& entraine fol B =f| 7.
-Comme &,—p est un r.a., on a (cf.1,9 et T,20):

(3) (2] Sn) irr non=~1 relativement & cS,.

icm
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1. Soient: & compact, Aim ELn—1, Y l.c.n et fy,f e Y&
8i fy mon=f,, & contient un ensemble fermé F tel que fo|F irr non~f;| .
O'est une conséquence directe des théorémes IT, 2a et § 38, 'V, 2.

1'. Corollaire. Si & est compact, |eSE et fnon~1, & con-
tient un ensemble fermé F tel que f|F irr non=~1.

2. Soieni: Y un espace l.c.m et i.c.m, dimELn—2 et
forfre YE. Si fyirrmon=f, aucun ensemble fermé de dimension
<m—2 ne sépare Vespace &; autrement dit: & ne se laisse pas re-
présenter sous la forme E=F,+F,, F;=F; e dim F, F,<m—2.

(est une conséquence directe du th. IT, 6.

2. Corollaire. S feofﬁ et firrmon=1, aucun ensemble fermé
de dimension <m—2 ne sépare .

En conséquence (cf. (3)): &S, est une multiplicité cantorienne
(cf p. 105).

3. 8i & est un continu localement connewe, feSm, m>21)
et flE~1 pour tout élément cyclique B de &, on o alors f=1.

Car, dans le cas contraire, il existe d’aprés 1’ un ensemble
fermé F tel que f|F irr non=~1. D’aprés 2', F' est connexe et n’est
séparé par aucun point. Done (cf. § 47, IT, 10) F est contenu dans
un seul élément cyclique B. Comme f|E=1, il vient f|F=1, con-
trairement & la définition de F.

IV. Déformation. Soit £CY. Si la fonction f ¢ Y= est homo-
tope & 1'identité, c’est-A-dire, §'il existe une fonetion & e Y#*7 telle que

(1) hx,0)=2= 6}1‘; Wz, 1)=f(), .

on dit que ’ensemble f(&¥) s'obtient de & par une déformation
dans ¥ (i savoir, h est cette déformation).

'8i 1a fonction f e ¥ est une rétraction homotope 4 1’identité,
Vensemble f(%) est dit un rétracte par défermation de & et 1a fone-
tion h est dite une déformation rétractante 2).

1. Soient ¥ et F* deuw sous-ensembles de Y domt le deu-
wiéme s'obtient du premier par une déformation. Soit g,,6: € ZY. Si

Go|F* =0, |F*, on a go| X ~|E.

1) Le. th. 8 est vrai aussi pour m=1, Voir §51, X, 5.
2) Voir K. Borsuk, Fund. Math. 21 (1933), p- 91.
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Conformément & Dhypothése, soient fe(E*)F et he YExI
deux fonctions satisfaisant & (1) et telles que F(&)=F*. 11 vient

gjhechxg’ gjh($,0)=gj($) G'l] gjh(w71)=gj:"(m)7

d’ou gj)&‘ggjf. Posons gj*—_-gj[g‘*. On a par hypothése gya~g¥,
done g§f§g;f d’aprésI, 4. Comme ¢if=gf=g|&, il vient g,|E = g,|%F.

2. M &) se laisse déformer dans soi en son sommet (le point 0).

En effet, les points ¢z de A(&) étant de la forme z=tz, ol
ze & et 0<<t<<1, posons k(z,u)=wuter pour 0<Cu<<l. Il vient

he A(FEYADXT p(2,0)=0 et hiz,1)==z.

3. Tout rétracte de & qui $'obtient de E par une déformation
est un rétracte par déformation de &.

Soient, conformément aux hypothéses:

reRE, r(g)=a2 pour zelR, ‘
feR% heREXT, h(z,0)=w, Wz,1)=7F(x).

Posons
I, 2t
gl@yt)= { 7[(79:(’90 ‘; ——I‘);t)ﬁr ?)i‘t<11/22;<t<]
Il vient " P i<t
9(@,0) =2, gl&,1)=r(c) et geRIxXT

puisque h(z,1)=1r[h(z,1)].

4. 81 XTI Y (done, si Y est un rétracte absol
& est déformable en J(%). ‘ solu) et f e Y=,

Car f est homotope & ’identité (cf. I, 29).
Exemples. 1°. 81 Y =E" ou bien Y=9"(n< i
= 8,), la déformation
de & en f(¥) dans Y peut étre définie comm; S:J;t:
Mz, t)=(1—1)-2+1-f(x).

, 20. Posons f(z)=2:|2|. La fonction h(z,?
. HEAR ,1) est alo -
mation rétractante de ’espace (&"—0) en 53_1. e e adtor

V. Contractilité. & est dit contracti ) |
ilité. contractile relativement & Y lors-
que toute ’fonemon e Y% est homotope & une constante ‘).y

— «
) K. Borsuk, Fund. Math. 24 (1935), p. 250. Cf. L. Lusternik- et

L. Schnirelmann, Méth i
Ketnad, St 108 p, o odes topologiques dans les problimes variationnels,
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1. i Y est connexe par arcs, la contractilité de & relattvement
o Y signifie. que chaque couple fo,f, € Y% est homotope (dans Y ).

(Car, dans un espace connexe par arcs, toutes les fonctions con-
gtantes sont homotopes (cf. I, 7).

9. La contractilité de & relativement & Y, rapprochée de la con-
newité par arcs de Y, équivaut & la connexité par arcs de Y=.

En effet, la contractilité de & velativement & ¥, rapprochée
de la connexité par ares de ¥/, implique (ef. th. 1) que f,~7, pour
chaque couple fo,f, € Y¥. L’homotopie fo~f, entraine (cf.T, 6)
Pexistence d'un arc unissant fo & f, dans Y=

Réciproquement, si Y% est connexe par arcs, on a fo=f, pou
tout couple fo,fy e YE (Laprés I, 6). & est donc contractile rela-
tivement & Y et, d’aprés I, 7, Y est connexe par arcs.

3. La contractilité de % relativement & Y est invariante par
rapport & lao rédtraction de &.

Soient, en coffet, r une rétraction de & et fe Yr@. Done
fre Y% et, & étant contractile relativement & %Y, on a freconst.
11 vient f=const., puisque f(z)=fr(z) pour & e (&).

4. La non-contractilité de % relativement & Y est invariamte par
rapport & la déformation de & en sous-ensemble.

(Pest une conséquence directe du th. IV, 1.

Tes énoncés 3 et 4 impliquent aussitét le suivant:

4. Soit S* un rédtracte par déformation de &. Pour que &* soit
contractile relativement & Y, i fout e il suffit que & le soit.

5. Y dant un rétracte absolu de voisinage, la non-contractilité
d'un espace compact E relativement & Y est invariante par rapport
aur transformations & petites tranches 1).

‘En vertu du § 37, VIIL, 3, il s’agit de démontrer que, si
F=FCI™ et si la fonction fe Y* nest pas homotope & une con-
stante, il existe un o >0 tel que, quelle que soit la fonction ge (g *“’)“’E
satistaisant & Dinégalité |g(z)—a|< a pour chaque Z, lensemble (&)
n’est pas contractile relativerent MY

1) Théo.eme de K. Borsuk et S. Ulam, Uber gewisse Invarianten der
&-Abbildungen, Math. Aun. 108 (1983), p. 311. Pour la démonstration, voir 8. Ei-
lenberg, C. R. Paris, 200 (1935), p. 1005. Voir aussi P. Alexandroff, Dimen-
sionstheorie, Math. Ann. 108 (1932), p. 226.
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Or, ¥ étant un r. a. v., il existe un entourage ouvert @ de &
ei? une extension f*e Y% de f. Posons a=po(%¥, I%—@). Les con-
ditions ze&, 2’ e J% et |[v—a'|<a impliquent donc que le, segment
@z’ est contenu dans G. Par conséquent, si ge(T%)¥ et l9(2)—2|<a
Pensemble F*=g(&) s'obtient de ¥ par la déformation dans G’
définie comme suit: 4 ’

W, )= (L—t)w+1t- g(z).

Il vient f*I&* non~const. Car, autrement, on déduirait de Iv,1
((:,n y‘rellnplagant Y par G, Z par Y et g, par f*) que F*E =~ const.,
c’est-a-dire que f~const., contrairement & I’hypothése.

Eemarque. Dans le cas ot Y=4, on a I’énoncé plus préeis
suivant 1): o

Soient: & un espace compaét, geST ume fonction non homo-
tope & une constante, n un nombre positif tel que

le—z'|<n  entraine l9(z)—g(a")| < V2(m+2)/(n 1) 2),

I €tant une fonction continue & tramches <9, Vespace f() est
non-contractile relativement a4 &,.

6. Y étant un retracte absolu de voisinage et A, et A, étant deux
ensemlfles fermés tels que Ay A, et Ag+A, sont contractiles relative-
ment & Y, A, et A, le sont dgalement. ‘

Soit, en effet, f, e Y4. Par hypothése, la fonction partielle
]‘0|A0~‘Jf11 est homotope & une constante. Elle admet donc (cf. Ii, 7) une
extension f, e Y4. Posons f=f,+f,. Comme (Foldo-4y)=(f1|4,- 4,)
on a fe Y4+4, Par hypothése, f est homotope & une constante: ii
en est donc de méme de f,. ’

Les théorémes II, 9 et ITI, 2’ entrainent les énoncés 7 ef 8
suivants: '

' 7. Soient A, et A, deuz ensembles fermés tels que dim A . 4, <m—2.
8i A, et A sont contractiles relativement o S (m=1), Ay+ A, Vest
également 3). o s

') Voir ma note de Fund. Math. 20 (1933), p. 208.

%) C’est la longueur de 1’aréte d’un simplexe réculi imensi
st o 5 plexe régulier & n-+ 1 dimensions
) 3) Comme on verra au § 52,1, 5, la condition dim A4.-A

152,15, o*d; < m—2 peut é&tre
remplacée dans- le cas m=1 par la condition moins restrictiv\e de contractilité
de A,-4, rel_atwe & Sm—1 (qui équivaut alors A la connexité de A4+ 4,). Le cas
m=2 est différent: en décomposant S, en demi-sphidres, leur produit 5, est

contractile relativement & ,, bien que §, ne I'est i : i
o vemarans 3. pas 1 3 pas relativement & §,. Voir
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8. 8i & est drréductible par rapport & la mon-contractilité rela-
tive & Sm (de sorte que tout vrai sous-ensemble fermé de & est contractile
relativement & Sm), aucun ensemble fermé de dimension <m—2 ne
sépare cet espace ).

9. Soit Y un rétracte absolu de voisinage. St chacun des en-
sembles compacts AD A,D ... est contractile relativement & Y, le pro-
duit P=A,-A,-... DVest également.

Soient, en effet, fe YP et f* une extension de-f sur un en-
tourage B de P. Les ensembles 4; étant compacts, on a A;CE
pour ¢ suffisamment grand. Par hypothése, la fonction f*|4; est
homotope & une constante; il én est donc de méme de f, puisque
f=1*P Cf*|4;.

10. Pour qu’un continu localement connexe soit coniractile rela-
tivement & Sm (Mm=2)2), il faut et il suffit que tous ses éléments cycli-
ques le soient®).

La condition est nécessaire d’aprés les théorémes 3 et § 48,
111, 15. Elle est suffisante en vertu de III, 3.

11. Pour que Y soit intégralement conneze en dimension m,
i faut et il suffit que Sy soit contractile relativement & Y.

Car la connexité intégrale en dimension n veut dire que

Yn==Yut|S,, donc que YSn=YAS|S,,

puisque Qqi1554(Sa), done que S, soit contractile relativement & Y
(ct. I, 8).

Remarque. Le probléme s’impose de déterminer les indices m
et n tels que la sphére &y, soit contractile relativement & la sphére &5,.

Citons, & titre d’exsmple, que &S5 est contractile relativement
4 &, tandis que &5 et §, ne le sont pas. Snye est contractile rela-
tivement & &, pour n>3, Sa— ne 'est pas pour n pair ¢).

T contractilité des espaces (arbitraires) relative & S, sera
étudiée au § 52.

1) Voir P. Aiexandroff, Dimensionstheorie, Math. Ann. 106 (1932), p. 161,

2) Le th. 10 est vrai aussi pour m= 1..Voir § 51, X, 5.

3) Borsuk, Fund. Math. 18 (1932), p. 206. )

4) La non-contractilité de I3 relativement & S, et de San—1 rgla{tivey}gpﬁ
3 Sp (pour n pair) a ét6 établie par H. Hopf. Voir de cet auteur, Uber die Abbil-
dungen der dreidimensionalen Sphdre auf die Kugelfliche, Math. Ann. 104 (1931),
p. 639, et Uber die Abbildungen won Sphiren auf Sphiren niedriger Dimension,
Fund. Math. 25 (1935), p- 427.

Pour les autres résultats et pour plus de détail, voir: 8. Eilenberg,
Tectures in Topology edited by Wilder and Ayres;, Ann. Arbor 1941, p. 57, et
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YI. Espaces contractiles dans soi. Nous appelons ainsi tout
espace qui est contractile relativement & lui-méme.

1. Tout espace contractile dans sot est conneve par arcs?t).

L’identité étant homotope, par hypothése, & une constante,
POsons:
(0) h e EEXT,

h(z,0)=a, h(x,1)=c.

Soit p € &. Posons f(t)=h(p,t). Il vient
fe&9, f(0)=p et f(l)=c.

Le point ¢ peut done étre uni & tout point p de & par un con-
tinu localement connexe, donc par un arc. ‘

2. Les cing conditions suivantes sont égquivalentes:

(1) & est contractile dans soi,

(2) & est déformable em un seul point,

(3) & est contractile velativement & tout Y,
(4) tout G est contrachle relativement & %,
(8) &% est connexe par arcs.

(1) entraine (2), car la condition (1) implique que 1’identité
(sur &) est homotope & une constante. ‘

(2) entraine (3). Soil, en effet, fe Y% La fonction & étant
assujettie aux conditions (0), il vient f~j(c), car

fhe YEXI, fhiz,0)=f(z) et fh(w,1)={(c).
(2) entraine (4). Soit, en effet, 7 ¢ ET. La fonction % étant
agsujettie aux conditions (0), posons
gt w)=Hhf(t),u], ot wed.

Il vient fee. Car
ge &9, g(t,0)=£t) et g(i,1)=ec.

Les implications (3)—(1) et (4)—(1) sont évidentes. Enfin
P’équivalence (5)=(1) est une conséquence directe de V, 2 et de 1.

Ann. of Math. 41 (1940), p, 662, H. Freudenthal, Comp. Math. 5 (1937), p. 299,
et Proc. Akad. Amsterdam 42 (1939), p. 139, W. Hurewicz, Proc. Akad. Amster-
dam 38 (1935), p. 112, L. Pontrjagin, C. R. Acad. Sc. U.R.§. &. 19 (1938),
P- 147 et 361, et Matem. Sbhornik 8 (1941), p. 331.

1) C’est un cas particulier de l'énonecé 4.
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3. Towt rétracte absolu b tout ensemble A(K) est contractile

" dams $0%.

(Pest une conséquence de (2) en vertu des énoncés 4 et 2 du
NOIV.

4. Tout espace & contractile dans soi est intégralement connexe
en toute dimension n==0,1,2,... |

Daprés 2 (4), Sn est contractile dans &, d’ott la conclusion
demandée en vertu de V,11.

VIL. Contractilité locale. Y est dit comtractile dans soi au
point Y, lorsqu’a tout &>0 correspond un 7>0 tel que chaque
ensemble A, pour lequel (17, 4)<n, se laisse d(—i\fommer.em"y0 de.ms
la sphire § de centre y, et de rayon g, c’est-h-dire, si l’{clentlté,
considérée comme définie sur A, est homotope & y, relativement
ﬁ‘ S 1)' 4 . .

9 est dit localement contractile dans soi lorsqu’il est contractile
dans soi en chaque point.

1. 8i.Y est contractile dans soi au point Yo, & tout e>0 cor-
respond un 7>0 tel que, quel que soit Despace compact &, toute
jonction fe YE, pour laquelle on o O[yo+ {(E)<n admet une
extension 1* € YAE) telle que

(i) FO)y=y et 8{yo+ FLAUE)]} < &

En effet, lidentité étant homotope sur f(&.’) A relative‘,-
ment & la sphore § de centre y, et de rayon ¢ on a fa2y, relati-
vement & 8. Les formules (i) en résultent d’aprés I, 8 (pour Y=8).

9. La contractilité dams soi aw point yo entraine lo connerité
locale en ce point en toute dimension n=0,1,2,...

On n’a, en effet, qu'd substituer &, & & dans 1, en tenant
compte de Phoméomorphie A(S) gz Qni1-

3. Tout espace localement contractile dans $01 est.L. ¢. m, et tout
espace localement et intégralement contractile dans soi est l.c.n et
i. . n, pour tout n="=0,1,2,... '

(Pest une conséquence du th. 2, rapproché de VI, 4.

s T ] 236.
1) (ette notion oxt due & K. Borsuk. Voir Tund. Math. 19 (1932), p. 236
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4. La condition (Y XI) 1, Y implique que Y est localement
contractile dams s0i.

La condition (YxT)v Y impligue que Y est intégralement
et localement contractile dans soi.

Soient, en effet, y,e Y et Fy,F,, ... une suite d’entourages
fermés de y, tels que
(ii) lim §(F,)=0.

Soit £>0. Il s’agit de démontrer, qu’il existe pour n fixe et
suffisamment grand, une déformation continue he YFnx7 de F,
en y, telle que S[h(F,X I)]<e. Soit :

F:ﬁ’lx(0)+F2x(%)+...+F,,x (”—q}l)+...+gz/>< ().
On a don¢c F=FC%Y x d. Posons

f(y,?”—n—l)w pour y el et fly,1)=y, pour ye¥.

1l vient fe YF en vertu de (ii).

Comme (Y xT) 1, Y, il existe un entourage ouvert ¢ de ¥
et une extension f* ¢ Y& de f. G étant ouvert, il existe (cf. § 24,
IV, 3) un entourage ouvert H de y, (dans ) et un intervalle
fermé J =%y, 1> tels que H XJCE. On peut supposer, en outre (la
fonction f* étant continue) que ces ensembles sont suffisamment
petits pour que Yon ait f*(H X J)]<e.

Considérons un # tel que (n—1)/n>1%, et que F,CH (cf. (ii)).

En posant J,= <q~?1—;—'-1—, 1>, on a done
F,XxJ,CHXJ, a0l f*F.XIn)]<e.
Posons v

o )=1{y,

11 vient

. . n—1 n—1
g, 0= (1 257) =1 (0257 bl =g =10,
he Y9 et OMEnXT)]= O FnX Jn)]<e.

La confractilité locale de ¥ se trouve ainsi établic.
, Enﬁn, la condition (Y% J)v Y implique lexistence d’une
fonction fe Y¥XT telle que f(y,0)=y et f(y,1)=v, d’ou la con-
tractilité intégrale de ¥ (cf. VI (2)).

t+n—1 .
+’)’l ) ou yel, et ted.

§ 49, VII 2
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De la résulte directement que

5 Tout rétracte absolu de voisinage est localement contractile dans
soi ¢t tout rétracte absolu Vest losalement et intégralement 1).

Pour les espaces de dimension finie, on a le théoréme suivant,
réciproque des théorémes 3 et B:

6. Soit dim Y=mn. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Y est l.e. n-1,

@) (YxTw Y.

(3) Y est localement contractile dans sot,
(4) Y est un réiracte absolu de voisinage.

De fagon analogue, les conditions:

(1) Y est l.c. n+1 el i.e. n+1,

(2) (Yx9)7 Y, _

(8") Y est localement e intégralement contractile dans sot,
(4') Y est un rétracte absolu,

sont édquivalentes. .
(1)—(2). En effet, la condition (1), rapprochée de Pinégalité

dim (Y x )< n+1, entraine (2) d’apres § 48, IV, 1 (4).
L’implication (2)—(3) résulte du th. 4. o
(3)—(4). Posons, conformément au th. 1. du § 40, VII,

YCSmtpr et BR=Y+(Qunpa— Sont1)-

En tant que localement connexe en dimensions <2n--2
(¢f. 2), Y est un rétracte de voisinage de l’espace R (cf. § 48, IV,
1 (2)). Celui-ci étant un rétracte absolu (cf. § 48, T11, 29), Y est
un r. a. v. (Qaprés § 48, I11, 6).

L’implication (4)—(1) étant évidente, la premiére partie du
th. 6 se trouve établie. La démonstration de sa deuxiéme partie
est analogue.

Remarque. Le théoréme 6 est en défaat pour les espaces de
dimension infinie. Il existe, en effet, un espace (compact) locale-
ment et intégralement contractile dans soi qui n’est pas un rétracte
absolu de voiginage?').

1) Voir K. Borsuk, Fund. Math. 18 (1932), p. 287 et 8. Lefschets,
Topics in Topology, Princeton 1942, p. 93.

%) Voir K. Borsuk, Sur un espace compact Tocalement contraclile qui m’est
pas un rélracle absolu de voisinage, Tund. Math. 35 (1948), p. 175.

C. Kurntowski, Topologie 11 19
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7. Corollaire. Tout sous-ensemble conmerwe d'une dendrite est un
réiracte absolu. '

Soit E un sous-ensemble connexe d'une dendrite &. En tenant
compte de ’équivalence (1')=(4'), il suffit de montrer que E est
L.c. 2 et i. c. 2. Nous allons démontrer d’abord que E est intégra-
lement connexe en dimension 1.

Posons S=4d,. Soit fe BS. Il s’agit de définir une extension
f*e B® de f. '

Représentons @,—d comme polygone infini P. Soit 4, len-
semble de ses sommets. Soit f,ef(S)+4 une extension de f
(cf. § 48, IV (3")). Soit 4, la somme des arétes du polygone P
augmentée de ’ensemble 4, Soit f, ¢ f(§)S+4 une extension de f’
que I’on obtient en transformant la fermeture de toute aréte pq ex(l)
Pare fo(p) fo(g) par homéomorphie (rappelons qu’il n’existe qu’un
seul arc ab dans la dendrite f(&), cf. § 46, VI, 2). Il reste & étendre
la fonetion f, sur tout simplexe pgr & deux dimensions (du poly-
gone P).

Or, en désignant respectivement par L, M et N les arcs
fip)(Q), f(Qf(r) et f(r)f(p), le produit LM est connexe (d’aprés § 46
V.I, 1) et Pon a NCL-+M. Par conséquent L+ (en tant que;
triode ou arc) est un rétracte absolu (cf. § 48, III, 1), et il existe
une eitension de la fonection f, sur le simplexe pgr, dont les valeurs
appartiennent & L-4 M. Ce procédé A i p i
- T do 1o tomciion 1 P détermine une e?ztensmn

Il est ainsi établi que ® est i. c. 2. En vue de démontrer
que F est 1. c. 2, il suffit de remarquer que /%(@,)= &) et que E est
localement connexe par arcs (cf. § 47, IV, 3 et § 46, VI, 2).

icm
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Groupes G% et 5%,

§ 50. Groupes G¥ et B,(X).

I. Généralités sur les groupes commutatifs. Nous réunirons
d’abord plusieurs propriétés élémentaires des groupes commutatifs
qui interviendront dans la suite.

TUn ensemble d’éléments arbitraires & est dit groupe commu-
tatif (ou abelien) par rapport & l'opération a-+b qui fait corres-
pondre & tout couple a,b ¢ & un élément de &, lorsque cette opé-
ration satisfait aux conditions suivantes:

1° (a+b)+e=a-(b+4c),

20 g-+b=>b+a,

30 il exigte un (et un seul) élément 0 tel que a4 0=al),

49 3 tout a e & correspond un (et un seul) élément —a tel
que a--(—a)=02). ,

m étant un entier, on définit m-a en convenant que

0-a=0, m-a=(m—1)-a+a et (—m)-a=m-(—a) pour m>0.
Un élément a==0 est dit d’ordre fini (d’ordre m) §’il existe .
un m==0 tel que m-a==0.
Un sous-ensemble du groupe & est dit un sous-groupe il
contient a-b dés qu’il contient « et b, et g’il contient —a dés qu'il
contient @. Un sous-groupe contient donc I’élément 0; en parti-

culier, il peut se réduire & ceb élément.

1) Cet élément est dit 1’élément neuire du groupe &. Le zéro désignera
dans le § 50, I—VIII, exclusivement I’élément neutre.

%) I’opération du groupe (dite composition) est désignée ici par le signe +.
Il est parfois plus commode de la considérer comme une multiplication; on rempla-
cera alors O par' 1 et —a par l:a (donc a—>b par a:b).

Le terme groupe sera entendu ici comme groupe commautatif.
19%
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