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En effet, d’aprés 3, il existe un composant € de By, ot j=0,1,
tel que o ‘ ,
0y (4y+4,)=0, donc que C;-Ey-H,=0.

Soit @y 0j. Le continu F; est done irréductible entre a; et
tout point de Ey-B, et il est, par conséquent (th. 2), irréductiblement.
connexe entre a; et H, - B. o o
Il en résulte d’aprés VILL, 6, que B+ F; est frréductible entre
a, et a,. ‘ . ' k

SIXIEME CHAPITRE.

Espaces localement connexes.

§ 44. Notion de connexité locale.
I’espace 1 est supposé métrique.

1. Points de eonnexité locale. L’espace est dit localement con-
newe au point p (1. c. aw point p)1) lorsque, dans toub entourage @
de p, il existe un entourage connexe de p; c’est-a-dire qu’s tout >0
correspond un entourage connexe E de p tel que d(F)<e. Autrement
dit: qu'en désignant par ¢ la composante de p dans @, on a
p<Int (0). !
L’entourage @ peut, bien entendu, &tre supposé ouvert (ow
fermé). :

Par définition, la connexité locale est une propriété topolo-
gique. Blle est une propriété locale, ¢’est-a-dire que, H étant un en-
tourage d’un point p donné, H est L c. au point p dans le cas ol
Tespace y est 1. c. &6 dans ce cas seulement. : S

1. L'ensemble des points de comnexité locale dun espace est
un Gé. :
Car cet ensemble est le produit infini Gy Gp-... ot Ga est la
somme des ensembles Int (E), E parcourant la famille des ensembles .
connexes tels que §(E)<1/n. . :

2. Pour que Vespace soit 1. c. au point p, il faut et i suffit qu'o-
tout £>0 corresponde um 1>0 el que Vinégalité |w—p|<n implique
Vemistence d'un O commeze tel que @,p € O et‘5(0)<e.

En effet, si 'espace est 1. c. au point p et si B est un entourage
connexe de p tel que &(F)<¢, on Posera (=F et on désignera par 7
le rayon d’une sphére contenue dans B et de centre p.

1) Of. Pia Nalli, Rend. di Palermo 82 (1911), p. 392, 8. Mazurkiewicz,

C. R. Soc. des Sc. de Varsovie 6 (1913), H.Hahn, Wiener Ber. 128 (1914), p. 2433.

C. Kuratowski, Topologie II 11
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Réciproquement, si la condition du théoréme est remplie, on faira
correspondre & tout # tel que |#— p| <7, un ensemble connexe O, tel

que @,p € 0y et 8(0x)<<e, et on pogera H= Z’O I1 vient p eIni,( )
et 6(F)<2e.

3. 8i pedyAy et p est un point de conmewité locale de 4y, ow
j=0,1, p en est un de Ayt+A,.

So1t, en effet, &, un entourage connexe c'le p relatif & 4;. Done
pnon-e 4, —B,;, cest-d-dire p non-e (Ay— Hy) + (4,— By).
Comme

(4do—Bp) + (41—

E)D [Ao”“(Eo +E1)] + [Ar" (Eo +E1)] =
=(d4o+4,)— (B +Ey),

il vient p nom-e(4,+A4,)—(E,+2L,;), ce qui prouve que KH,--7,
est un entourage (connexe) de p relatif & A,-+4,.

4, 8i Ajest 1. c. au point a4y (j=0,1), Iz produit cartdsien A, x 4,
est 1. . au point (aq,a).

Soit, en effet, G un sous-ensemble ouvert de 4,4, contenant
le point (ay,a,). Soit (cf. § 24,1V, 3) H; un ensemble ouvert (dans 4;)
tel que

QJSHJC.AJ et HOXHICG.

Soit 0;la composante de a; dans H;. Par hypothése a; e Int (0)),
d'olr (cf. § 24, I (2)):

(0, ) € Tnt (0p) X Int (0)=Tnt (0, X C4) eb 0y x0,CH,xH,CE.

€y X 0y est donec un entourage de (a,,a,) contenu dans G et con-
nexe (en tant que produit cartésien de deux ensembles connexes,
of. §41, 11, 11), -

Ezemples. 1°. La ligne droite &, le plan &2, le cube I sont
localement connexes en chaque point.

29, Tout point isolé est un point de connexité locale.

3%, La courbeé sin 1/, définie par les econditionss

y=sinlfz pour O0<|w|<l et —1gKy<l pour =0,

n’est pas L c. aux points de l'axe des y.

49, Le continu obtenu en joignant par des segments le point
(0,1) aux points 0 et 1/n, n=1,2,..., de I'axe des @ n'est pas l. c.
aux points 0Ly<<1 de I'axe des y
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5% De fagon analogue, si 'on unit le point (4,4) A tous les
points de 'ensemble C de Cantor (voir § 41, II p. 85), on obtient un
<continu qui n’est L. ¢. qu’au point (0,1).

6% Comme on verra au N°VIL, un continu indécomposable
n’est 1. ¢. en aucun point.

70 Les segments unissant les points 1/(n—1), n_2,3, .y de
Taxe des » aux points (1/nk, 1/n), out k==1,2,..., ajoutés an segment 01
de l'axe des », constituent un continu l. c¢. & l'origire. Cependant,
il n'existe pas des petits entourages de ce point qui soient connexes
et ouverts.

80, Il existe des espaces connexes et localement connexes dé-
pourvus d’'arcs*) ou méme tofalement imparfaits 2).

II. Espaces localement connexes. Un espace L c. en chaque
point est dit 1. e. (tout court).

L’espace 1 du N°II est supposé localement connexe.

Les théorémes 3 et 4 du N°I entrainent les deux suivants:

1. La somme d&'un nombre fini d’ensembles 1. c. fermés est 1. o.
2. Le produit cartésien d'un mombre fini d’espaces 1. c. est 1. c.
3. Tout sous-ensemble ouvert d’'un espace 1.c. est 1. c.

Car la connexité locale est une propriété locale (cf. NOI).

4. Toute composante d'un sous-ensemble owvert G de Vespace 1

wst un ensemble ouvert 3), done une régiont).
En particulier, toute composante de Vespace 1 est fermée- -ouverte.

‘ Car O étant la composante du point p dans @, on a, par hypo-
‘these, p e Int (0).

5. Soient A et B deus ensembles séparés. Si A est connewe, il
«exisie une région R telle que
{1) ACR et R-B=0.

i les deuw ensembles A et B sont conmexes, il existe deuw régions B

et 8 telles que

{2) ACR, BCS e RS=0.

1) Voir R. L. Mooxre, Bull. Amer. Math. Soc. 32 (1926), p. 331.
2) Voir la note de M. Knaster et de moi-méme, A connected and connected
dm kleinen point set which contains mo perfect subset, Bull. Amer. Math. Soc. 33
«1927), p. 106. Cf. aussi § 46, I, 7.
8) Cette condition caractérise les espaces 1. c. Voir H. Hahn, Uber die
Komponenten offener Mengen, Fund. Mata. 2 (1921), p. 189—192.
4) Rappelons qu'on enfend par région un ensemble connexe ouvert.
‘ 11*
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Il existe, en effet, d’aprés le th. 6 du §16,V un ensemble
ouvert @ tel que ACG et G-B=0. Soient: R la composante de ¢ qui
contient A et — dans le cas ot B est connexe — S celle de 1— & qui
contient B. D’aprés 4, R et § sont des régions.

6. La familie des composantes @&'un sous-emsemble owvert d'um
espace 1. c. séparable est dénombrable.

Car toute famille d’ensembles ouverts disjoints est dénombrable-
(cf §19,T, 2). ‘

7. Lo famille des composamtes d’un espace 1. c. compact est find..

Par conséquent, tout espace I. o. compact est somme &’'un nombre
fini de continus 1. o.

C’'est une conséquence directe du théoréme de Borel (cf

8§37, V,2). ‘ -

8. Tout espace l. ¢, séparable contient une base formde de régions.

Plus précisément: & tout £¢>0 correspond ume suile de régions
Ry, R,,... telles que:

1° §(R,)<e pour n=1,2,...,

20 tout ensemble ouvert G est de la forme

G= Z'Rk

ot EknCG.
n=1

Boit, en effet, @, @,,... une suite d’ensembles ouverts satis-
faisant aux conditions 1° et 2° en y remplagant la lettre B par @
(ef. §17,II). La famille des composantes des ensembles Gy,Gy,...
constitue alors la bage R, R,,... demandée.

9. Toute région C relative & E est de la forme C=EH, ou H est
une région.

En effet, G désignant un ensemble ouvert tel que C= EG
H est la composante de @ qui contient C.

10. A et B élant deun ensembles fermés tels que les emsembles
A+B et AB sont 1. ¢., les ensembles A et B sont 1. c.

I est légitime d’admettre que A4A-+B=1. I’ensemble
A—B=1-—B étant ouvert, 4 est 1. ¢. en chaque point de A—DB..
1l s’agit donc de prouver que A est 1 c. en chaque point p ¢ AB.
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Soit ¢ un entourage ouvert de p. Par hypothése, la compo-
sante € de l'ensemble ABG qui contient p est ouverte dans cet
engemble. D’aprés 9 (en y posant 1=@ et E=ABG), il existe une
région H telle que HC@ et C=ABH. La somme et le produit des
ensembles HA et HB, fermés dans H, étant connexes puisque

HA+HB=H-(A+B)=E et (HA)-(HB)=HAB=0,

ces ensembles sont connexes (§ 41, I, 5). L’énsemble HA étant un
entourage connexe de p relatif & A et contenu dans @, A est L c.
au point p.

Le th. 10 ge généralise comme suit:

102 8 1=F +...+F, F)=F; et F;-Fy est 1. o. (pour j==k),
Jes emsembles Fy sont 1. e.

Posons, en effet,

A=Fj et B=.F1+...+Fj_1+Fj+1+...+Fn.
N Fy;.Fy étant l.c., AB est 1 c. d’aprés 1. Done, d’aprés 10,
A est L ec.

11. F étant fermé et L. c., et C dlant une composanie de l—F
des ensembles 1—C et C4+F sont 1. c.

De fagon plus générale, S dtant une somme quelconque de com-
posantes de 1—F, les ensembles 1—8 et S§--F sont 1. c.

C’est une congéquence du th. 10 en vertu des formules
=(1—8)+(8+F) et (1—8)-(S+F)=F,

T’ensemble § étant fermé-ouvert.

12. 8i Vespace 1 est connmexe, toute composante C de 1—8 con-
dtent une composanie de Uensemble F (supposé non vide).

En conséquence, le nombre des composantes de 1—8 me dépasse
pas celui des composantes de F (siF est connexe, 1—8 L'est également).

Comme FC1—48, il 8’agit de montrer que CF==0.

Supposong par impossible que COF=0, c.-a-d. que CC1—F.
Soit B la composante de 1—F contenant C. D’aprés la définition
de 8, toute composante de 1—F qui n’est pas contenue dans S est
disjointe -de 8. Donc

R8=0, c.-4-d. RC1—8, d’ou ECC
puisque BC=+0 et ¢ est une composante de 1—28.
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On parvient aingi & D'égalité =R, qui montre que C est fer-
mé-ouvert, en tant que composante de I’engernble fexrmé 1—8 et de
Pensemble ouvert 1—F. Mais cela est incompatible avec la conne-
xité de 1'espace.

131). {4,} désignant la famille des composantes de A, on a

Int (4)=2 Int (4,)

D'ane “'part, on a évidemment Int (4,)CInt (4).

Soient, d’autre part, p e Int (4), 4, la composante de p dans
A et @ la composante de p dans Int (4). L’ensemble @ étant connexe,.
on a GCA,. L’espace étant l c., G est ouvert, donc GClInt (4,)
et finalement p € Int (4,).

14.2), R étant une région, il ewiste une swite de régions Ry, R,,...
telle que
(3) . BR=R,+R,+... et R,CRyp.

Il existe, en effet, d’aprés 8, une suite de -régions @y,Qs,...
telles que:

(4) R=Q1‘+‘Q2+"-7 (5) Q,.CR.
R étant connexe, il est 1égitime d’admettre (cf. § 41, IT, 10) que
(6) @1+ 4+ Qn) Quir==0 pour n=1,2,...

Les ensembles @, et 1—R étant fermés et disjoints (cf. (5)),
done séparés, il existe d’aprés 5 une région R, telle que

@.CR, et R,CR.
Procédons par induction. En supposant que
" Q1+ .+ @.CR, et R,CR,

l’ensemble Ry +Q,,+1 est connexe (d’apres (6)) et séparé de 1—R
(d’aprés (5) et (7)). Il existe done selon 5, une région R,yq telle que

BntQnisCEBryy et RnuCR.

Les formules (7) sont done vérifides pour n=1,2,... Rapprochées
de (4), elles impliquent (3). :

1) Ci. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, p. 381,
%) Cf. R. L. Wilder, Bull. Amer. Math. Soc. 84 (1028), p. 650.
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On déduit de 14 en vertu du th. de Borel que

15. F' élamt un sous-ensemble compact d'une région R, il ewxiste
une région Q telle que FCQ et QCR.

161). 8 T est um sous-ensemble compact d’un ensemble ouvert G
F n'a des points communs qu'avec. um nombre fini de composanies
de G. Si, en outre, Vespace est compact, toutes les composantes de 1—F,
abstraction fatte d'un mombre fini, sont contenues dans @.

En effet, les composantes de @ étant ouvertes, il en existe
un nombre fini R,,...,R, tel que FCR1+ +R,. Done, R étant
une composante de G distincte de R,,...,R,, on a FR,=0.

Pour prouver la deuxiéme partie du théoreme, posons 1—F=G*
et 1—G=F* Comme FC@, on a F*CG*. Parsuite, F* n’a des points
commun$ qu’avec un nombre fini de composantes de G*, c’est-
a-dire que, abstraction faite d*un nombre fini, toutes ces composantes
sont disjointes de I* donec contenues dans G.

17 8iVespace 1 est connexe entre M et N, il contient une compo-
sante C telle que CM==0==CN.

Car autrement, en désignant par S la somme des composantes
non disjointes de M, on aurait MCS et N§=0. L’ensemble § étant
fermé-ouvert, I'espace ne serait donc pas connexe entre M et N.

Le th. 17 implique gue tout espace L ¢. jouit de la propriété M
(cf. § 42, 1T, 1). Il en résulte (cf. § 42, IT, 2) que

18. Les quasi-composantes d'un espace 1. c. coincident avec ses
composantes. V

19. Si v'espoce 1. ¢. 1 est conmexe et C est ume composante d'um
ensemble arbitraive X==1, on a 0-1—X==0.

Soit p € C. I1 est 1égitime d’admettre que p e 1—1— X=TInt (X).
Soit €, la composante de Int (X) contenant p. L’ensemble Int (X)
étant ouvert, Int (X)— C, l'est également, en tant que somme des
composantes de Int (X) distinctes de . On a Cy-1—X=0, car au-
trement la formule

1={1—X+[Int (X)— O,o]}‘l‘ Co

fournirait une décomposition de l'espace (connexe) en deux en-
sembles sépards non vides. Comme C,CC, il vient C.1—X==0.

1) Cf. K. Borsuk, Uber eine Bedingung dié dem lokalen Zusammenhange
dquivalent ist, Mathematica 7 (1933), p. 144.


pem


168 Chapitre VI. Espaces localement connexes.

L’ensemble L(A)?). & étant un espace arbitraire (1. ¢. ou non)
et 4 un sous-ensemble de &, désignons par L(A) ensemble des » ¢ 4
pour lesquels il existe des ensembles ouverts G de diamétre aussi
petit gue l'on veut et tels que e @ et que GA est connexe.

20. L’ensemble L(A) est un Gs.

Car L(A)=A-G,-Gy-..., 00 G est la somme des & ouverts tels
que GA est connexe et que iG)<1/n.

21. Si A estl.c., on a ACL(A).

22. 8i ACBCL(A), B est 1. c.

Car la formule GACGBCG-ACGA implique que GB est con-
nexe (dés que GA est connexe).

23, Y dtant un espace complet, A un sous-ensemhle 1. c. de &
o fe Y4, il emste une estension g YP de f, ot B est un Gy l. c.

De plus, on a ACBCL(4). .
v Car d’aprés le th. 1 du § 31, I, 1l existe un A* qui est un G
contenant A, et une extension f*e Y4* de f. Il suffit de poser:

B=A*IL(A) et g=[*B.

III. Propriétés de la fromtivre 2). 1. Hiant donnde dams um
espace 1. c. une. famille densembles arbitraires {4}, on &

(1) Fr(34,)C ;m (4)).

Plus précisément: si peFr (3 A4,)—2 Fr(4,), Vespace n’est pas
[} 2

1. ¢. ou point p. \ ‘
En effet, si espace 1 était L. c. au point p, il exigterait un
entourage connexe E de p tel que

@)  BC1—YTFr(4,), done que peInt(E)-Fr(X4).

Il en résulte (cf. § 7, IT, 2) que

Int (B)- 3 4,40 Int (B)— X 4,,
done ‘ !

E-3A+0£E—) A,

1 8. Eilenberg, Fund. Math. 28 (1936), p..83.
2) Voir ma note de Fund. Math. 8 (1926), p. 140.
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11 existe par conséquent un indice 2 tel que
BAy=0+FE—A4,, dot E-Fr(d,)=+0,

puisque E est connexe (cf. §41,T,1). Mais ceci est incompatible
avec la formule (2), car :

E C 1—;?1@ (4)C1-2Fr (4,).

.Remowque. La condition (1) caractérise les espaces 1.c¢. Plus
précisément, tout espace qui n’est pas 1. ¢. contient une suite in-
finie d’ensembles ouverts et disjoints qui ne satisfait pas & (1)1).

2. Blant donnde dans un espace 1. ¢. une suite d’cnsembles owverts
et disjoints Gy, @ygy..., 0N @

Ls G, C Ls Fr (G,).

En effet,' 81 pels Gy on a (les G, étant disjoints) p e1—Gy
quel que soit n, donc p e1—J3 G, et comme Ls G,CD, @y, il vient
. n

n==00 n

P € 2 G2 Gn=Fr (3 ) C X Fr (@)
d’aprés 1. Aingi '

Ls GoC 2 Fr (Gr)y, Aot IS Gp=1L8 GrinC ) Fr (Gn),

n=00 n n=oco =00 n=m

quel que soit m (cf. § 25, IV, 7). Donc (cf. § 25, IV, 8):

Ls G, CH1 2 Br (Gn)=1Ls Fr (Gy).
n==00 m=1 n=m n=o0 ’
3. A ctant un sous-ensemble d'un espace L. c., et C dlant une
composante de A, on .a Fr (C)CFr (4).
Plus précisément: si¢ p e Fr (0)—Fr (4), Vespace n'est pas L. c.
aw point p. ’
Soit _
p eFr (0)—Fr (4)=C0.1—C—4-1—A4.
Done
pe A—A4.1—AC1—1—A4.

1) Pour la démonstration, voir op. cit., p. 142, ol cet énoncé se trouve :

-démontré pour des espaces topologiques généraux.
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Si espace était L. e. au point p, il existerait un entourage con-
nexe B de p tel que

EC1—1—A4, donc p <Int (E)-Fr(0),
d’ou (cf. §7,1I,2 et §41, I,1):
Int (B)- 0= 0=Int (B)—C eb "EO0=0:H-C.
Ceci contredit ’hypothése que O est une composante de 4,
car B étant connexe, les formules ECA et EC==0 entrainent ECC.
4. A dtamt un sous-ensemble d’'un espace 1. ¢., 8i- Fr (A) est 1. Ouy

A Vest dgalement.
C’est une conséquence de II, 10, car

A+1—4=1 et A.1—A=Tr(4).

IV. Séparation des espaces localement connexes.

Soit 1 un espace 1. c.

1. F éiant un ensemble fermé qui ne sépare pas les ensembles M
et N, disjoints de F (c.-a-d. que 1—F est connexe entre M et N),
il existe une région R telle que

e RM<+0==RN e R F=0.

D’aprés IT,17, il existe une composante O de 1—F telle que
OM=+0+=CN. Soent pe CM et qge ON. D’apres II, 15, il existe
une région R telle que p,geR et ECCO. Dol les conditions (1).

2. L'eisemble des points de 1—(M-+N) qui ne séparent pas
Vespace ervre M et N est ouvert.

Car » étant un point de ce genre, soit X un ensemble connexe
tel que RM+=0=+RN et 2 e 1—R. Aucun point de 1—F ne sépare
done M de N.

Avant de passer au cas oiv M et N se réduisent & des points:

individuels, nous établirons 'énoncé auxiliaire suivant:

Z désignamt un ensemble arbitraire de couples (m,m) d’entiers
positifs, il emiste une suite infinie ky<<kp< ...

80it  (hiyTorrs) € Z, 08t (Fog, huys) mom-¢ Z.

Car, en supposant qu’il n’exigte aucune suite infinie du premier

genre, il existe un m (et méme un m aussi grand que l'on veut) tel

que V'inégalité n>m entraine (m,n)non-¢Z. Bn désignant par {k

la suite de ces m, on obtient une suite infinie du deuxitme genre.

telle gu'on o constamments

icm
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Ceci établi, dé&gnons, comme d’habitude (§ 41, IX), par S(a,b}
Vensemble des points qm séparent a de b. On a l’énoneé suivant:

3. Théoréme de G. T, Whybusnt). I'ensemble S(a,b)+a-+b est
compact.

D’aprés 2, l'ensemble S(a,b)4-6-4-b est fermé. Supposons
gu'il ne soit pas compact. S(a,b) contient alors une suite infinie:
de points (différents) p,p,,... dont chaque suite partielle constitue
un ensemble fermé. Par hypothése, il existe pour tout # deux en-
sembles ouverts tels que

3) 1—pp=M,+Np, My-Npy=0, aeM,, beN,.

Soit Z l'ensemble de tous les couples (m,n) tels que Pn e Mp.
Comme nous venons de montrer, il existe une sulte infinie &, <ky<...
telle qu’on a constamment:

80it Dy, € M

ke soit Dy, MON-€ M c.-a-d. PkieN

]i+1’ l’H—l
Par raison de symétrie, on peut admettre que c’est le premier
cas qui se présente. Comme ¥r (M,)=p,, on a d’aprés III, 1:

Fr (X My,) C X Fr (My,) =Dy Py =
n=1 - =1

= (ph’pkz’"') C,‘_Z:';Mkﬂ-*‘l C.né;-Mlzn,

]
ce qui prouve que l'ensemble My~ Mp--... est fermé (ct. § 6, IT (7)).
Cet ensemble étant ouvert et différent de 1 (puisque b non-e M,
quel que soit n), cela contredit la connexité de 1

4. SilVespace 1 est connexe et satisfait & 1 égalité 1= S(a b)+a+b
il est un arc ab.

Car l'espace est compact d’aprés 3, done un arc d’aprés §42,V,1.

Remarque. BEn ce qui concerne les courbes simples fermées, il
est remarquable que la somme de deux ensembles 4 et B irré-
ductiblement connexes entre le méme couple de points (p,q) et tels
que AB=(p,q) peut ne pas étre une courbe simple fermée, tout
en étant localement connexe?). ) '

1) Qoncerning conmected and regular point sets, Bull. Amer. Math. Soc. 33
(1927), p. 685 et On the structure of connected and connecied im kleinen point seis,
Trans. Amer. Math. Soc. 32 (1930), p. 927.

§. 2 Voir R. H. Bing, Solution of a problem oj R. L. Wilder, Amer. Journ.
Math. 70 (1948), p. 95. e
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5. 8i Vespcce 1 (contenant plus &'un point ) est conmexe et est
séparé par chaque couple de poinis, tandis qu’aucun. pownt individuel
e lo sépare, Vespace est une courbe simple fermée.

Soit @, un point fixe. Par hypothése, 1—a, est connexe et
tout point @ e (1—a,) cépare l'ensemble 1—a,. D’aprés le th. 4 du
§ 41, VIIL, tous ces @, sauf une infinité dénombrable, zéparent 1—g,
en deux régions. Soit a, un » de ce genre. 11 existe donc deux régions
R, et R, telles que ;

1—ay—a,=Ry+R;, Ry-B,=0 et R;==0 pour j=0,1.

On a Fr(Rj)=(a,a,), car en supposant que Fr(R)) se compose
d’un seul point, ce point séparerait l'espace. Tout revient done & dé-
montrer que R; est un are ag;. ~

T’engsemble Fr (R;) étant 1. c.,il en est de méme de R, (d’aprés
1IT, 4). I’hypothése que R; n'est pas un arc a.e, impligue donc,
en vertu du th. 4, I'existence d'un p ¢ R tel que Rj—p est connexe
entre @, et a,. Nous en conclurons dque Bj—p est un ensemble
connexe. '

En effet, en supposant que

) B=U+V, U=U, V=V, UV=p, U£E=xV, aycU,
on aurait a, ¢ U (puisque B;j—p est connexe entre a, et a,), dqnc
R‘H'V=0, d’ou (R1_1+U)V=UV=Q),

et la décomposition 1=(Ry_;~+U)-+V serait incompatible avec I'hy-
pothése que p ne sépare pas l'espace. ,

Ceci établi, admettons gue R, n’est pas un arc aya,. Il existe
donc un p, ¢ B, tel que B,—p, est connexe. Considérons deux cas,
suivant que R, est un arc aya, ou ne l'est pas. Dans le premier cas,
soit p, e Ry, et dans le deuxiéme, soit p, un point de R, tel que RB,—p,
est connexe (et dont I'existence vient d’étre établie). Dans les deux
cas, le couple p,,p, ne sépare pas l'espace — contrairement & 1'hy-
pothése. '

61). 8¢ Vespace 1 (contenamt plus d'un point) est discohdremt
{Cest-a-dire qu’aucun sous-ensemble connexe et fermé ne le sépare),
4l est une courbe simple fermdée.

Soit, en effet, @ une région telle que 0= ==1. Posons
Ry=1—§ et R,=1—F,

) Voir R.L, Wilder, Concerning simple closed curves and related point
sets, Amer, Journ, Math, 53 (1931), p. 54.
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Les ensembles R, et R, sont connexes par hypothése, non
vides et on a (cf. § 8, VIII):

5y R;=1—R,; pour j=0,1.
Posons F=TFr (R,). Il vient
(6) F=R—R,=R,  R,=Fr (R)=1—(R,+R)).

On en conclut que F ne ge réduit pas & un seul point (puis-
qu’aucun point ne sépare l'espace). Nous allons démontrer que F
ge compose de deux points.

Supposors, par impossible, gue F contienne trois points diffé-
rents a,,a, et a,. L’espace étant 1. c., soient A4, A, et 4, trois régions
telles que

(7) ape Ay (k=0,1,2) et ZO-ZI=ZI-ZQ=Z2-ZO=0.
Comme a;e¢ F=TFr(R;), on a
(8) AxFr(R)=0, d’ot R; Ap==0, pour j=0,1 et k=0,1,2.

L'ensemble Rf'=R;+4,+4; est done connexe et, en consé-
guence, ’ensemble :

(9) Ri =Ry (At A)=1—B—A,—A,=1—Ff

est une région. D’aprés (6), (7) et (9), @, e R;-Fiy. Done Rj+Kiy
est connexe et il en est encore de méme de l'ensemble (cf. (5)):

f 1—(Bj+ Riy) = Bry— By
Les ensembles A, et 4, étant séparés d’aprés (7), la formule.
Ry y— Riy=Ray— R — (Ao + ) C A, + A,
impligue donc que l'un des deux ensembles:
- Ay Ry_y—Ri; ou A,-Ri;j—Fr;
estbvide. Admettons que ce s0it le premier: "
(10) " Ay Riy—Ei=0.

- Or, on a d’'aprés (9), 4, Kiy=0, d’'o Ay-Ri ;=0 (puisque A,
est ouvert) et par conséquent d’aprés (10)

0=Ay+Ry_j—Riyj=A Riy.

On parvient ainsi &4 une contradiction avec (8).
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Il est ainsi établi que lensemble F=TFr(R)) se compose de
deux points. Soit F=(aye,). D’aprés; IIL, 4, Bj est Le. Il reste
4 prouver gue Rj est un arc a,ay, done (cf. th. 4) que tout point
de R, sépare Ry entre a, et ay. B .

Or, supposons par impossible que p e Ry et que By—p soit con-
nexe entre a, et a,. Il existe done, d’aprés 1, un ensemble connexe
et fermé C tel que

a0, € OCRy—p, d’ol FCCOCL1—R,.
Il en résulte en vertu de (6) que
1— O=(F’f‘Ro7‘]‘Rl)“02 (Bo— 0) +R,.

COette identité présente done une décomposition de 1—0 en
deux ensembles ouverts, disjoints et non vides (puisque p-e By— C),
ce qui contredit I'’hypothése de la discohérence de lespace.

7. Pour que B sépare Vespace 1 en m parties sépar des (mon vides ),
al faut et 1 suffit que E contienne un ensemble ferme F tel que vout
ensemble H assujetti auw condions FCH=HCE sépare Vespace
en n ensembles ouverts (disjoints et mon vides ).

Ta condition est nécessaire en vertu du th. 3 du § 41, VIL

Afm de montrer qu’elle est suffisante, admettons que I'ensemble
1—F ne se compose pas de m parties séparées non vides. D’aprés
le th. 6, du § 41, IT, il existé alors % ensembles connexes Oyy.ery Ok
tels que

1—E=0;+...4Cr ou k<n,

Soient F=FCE et Gy,...,G; (j<k) un systéme de composantes
de 1—F tel que : . :
1—ECGy ...+ @1,

Posons H=1—(Gy+...+@). Il vient FCH=HCUH, puisque
1—EC@,+ ...+ G;C1—F. Cependant H ne sépare pas l'espace en n
ensembles ouverts non -vides.

8. Soient a e; b deuw points d'um espace l.¢. ccmpact et {Fo}
une suite d'ensembles ferméds. Si aucun ensemble Fp me coupe aucune
région entre a et b, il en est de méme de la somme Fy—+Fyp+... 7).

1) Of. J. R. Kline, Bull. Amer. Math. Soe. (1917).
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Soit, en effet, B une région contenant les points & et b. Nous
définirons par induction une suite de régions R,,R,,... vérifiant les
conditions suivantes:

(11) a,b € Ry, (12) B CR,—F,.

Soit Ry=R. La condition (11) étant supposée vérifide par Ry,
il existe par hypothése un continu O, tel que
o,be 0, CR,—F,.

Soit E: la région-composante de R,—F, qui contient C,.
Draprés II, 15, il existe une région R,y telle que a,beRnpy et
£Brt1 CRE, 0ot Vinclusion (12).

__La suite {B} étant définie, posons K=F,-E,-... Les continus
R, R,,... formant une suite décroissante, K est un continu d’aprés
§ 42, IT, 5. En outre, d’aprés (11) et (12):

a,b ¢ KCR—(F,+F,+...).

V. Séparateurs irréductibles. Soit 1 un espace 1. c.

1. Soient C un ensemble fermé, A et B deus composantes diffé-
rentes de Uensemble 1—C, aed et beB. Pour que C soit wn sépoerateur
drréductible entre o et b, il faut et il suffit que

{1) - Fr(4)=C=Fr (B).
La condition (i) étant suffisante d’aprés § 41, VII, 4, nous
allons démontrer qu’elle est nécessaire. Or, d’aprés IIL, 3, )
Fr(4)CFr(1—0)COC.

Fr(4A) étant un séparateur entre a et b (cf. §16, VI) et C étant
supposé un séparateur irréductible entre a et b, il vient 0=TFr (4).
De méme, (=Fr (B).

2. A ¢tant une région et B étant une composante de 1—A, Uen-
semble Fr (B) est un séparateur irréductible entre tout couple ae A, beB.

On a, en effet (cf. III, 4),
(2) Fr (B)CFr (1—A)=4.1—ACA.-1-A=4—A4,

«¢e qui implique: d’une part, que & non-¢ Fr (B), d'olt g ¢ 1—B, done
que ’ensemble Fr (B) sépare a de b; d’autre part, que ¢ 4.5 pour tout

@ eFr(B), donc que A-+2-+B est connexe et que, par conséquent,

auncun sous-ensemble de Fr (B) ne sépare les points a et b.
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3. Théoréme de Mazurkiewice*). Tout séparateur fermé C entre o
et b contient un séparateur vrréductible fermé F enilre o et b.

Soit, en effet, 4 la composante de ¢ dans 1—0C. On a bel—A4,
puisque A=A+Fr (4)CA+C. B étant la composante de b dans
1—A4, on a (cf. (2)): Fr (B)CFr (4)COC. 11 suffira donc d’aprés 2
de poser F=Fr (B).

De 13 nous déduirons, en vertu de l'axiome de séparation,
le théoréme suivant:

4. Soient ay e Fo=Fy, a; e Fy=Fy et Fo-Fy=0. Il existc unm sépa-
ratour fermé O irréductible enire a, et ay et disjoint de Fo-+Fy.

" En effet, G étant un ensemble ouvert tel que F,CG et @Fl——:o‘,‘
la frontiére Fr (@) contient le géparateur € demandé.

VI. L’ensemble des points de non-conmexité locale d’un con-
tinu. Continus de convergence. Un continu K est dit continu de
convergence?) 'l est la limite topologique d'une suite de continus Kp:

K=Lim K, ou K-K,=0.
Si lespace est compact, les continus K, K,,... peuvent &tre
supposés disjoints deuw & deuw. Car ils peuvent &tre remplacés par
K, ,Kqy... oo n;=1 et oli, pour i>1,
dist (K, Kn) < o(K,Kn._4) ot M>MNig.
Eaemgple. Dans la courbe [ (y=sin1/w)(0<|o|<1) le segment

xy
—1<y<1, =0 est un continu de convergence.
1. I’espace étant un continu et N ddsignant Vensemble de ses

points de non-connewité locale, tout point p e N appartient & un continu-

de convergence KCN (et tel que K=p) ®).

Il existe par hypothése un entourage fermé E de p tel que,.
O désignant la_composante de p dans B, p n'en est pas un point.
intérietir,: p e H—C. Soit ‘
@ P =,1,;.1_I£ D (2) p,eE—C.

1) Fund. Math. § (1624), p. 193, Lemme 1.~ :

?) D'aprés €. Zarankiewicz, Fund. Math. 8 (1927), p. 127. Cf. P. Ury-
gsohn, Verh. Akad. Amsterdam 18 (1927), p. 43. : ‘

- 8) Cf. R. L. Moore, Proc. Nat. Acad. Sc. 4 (1918), C. Zlau'eunkiéﬁviw,~
loco cit., p. 132 et P. Urysohn, loco cit. p. 48: ‘
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En désignant par C, la composante de p_ dans E, on a
(3) C-Cp=0.

" En effet, en supposant que C-C,=0, I'ensemble C -+ C, serait:
un continu CF, mais alors €+ C,CC, done p, ¢ C, contrairement & (2).
Soit F un entourage fermé de p tel que

4) FCInt (B).

11 est légitime d’admettre que p, ¢ F pour n=1,2,...
Soit D, la composante de p, dans F. Comme FCE, on a

(5) D,CC,.

Extrayons de la suite {D,} une suite convergente (cf. § 38, T, 1);
soit
{6) K=Lim Dp,.

n=oo

11 vient d’aprés (1):
(7 p e KCF.

11 en résulte que (cf.(4)): KCE, et K étant un continu (cf. §42,
11, 4), il vient

{8) KCO.
On a K=p. Car, d’aprés § 42, IIT, 1,
D, Fr(F)+0, dou K Fr(F)=+0,

tandis que p non-e¢ Fr(F) (puisque F est un entourage de p).

Puis, KCN. Supposons par impossible que # ¢ K—N. D’apres
(7) et (4), F est un entourage de x et, K étant un sous-continu de B
qui unit # & p, C est la composante de » dans E. Donc z eInt (C)
(puisque nous supposons que & non-¢ N). Mais alors, comme (ef. (5)
et § 25, IV, 2) .
xels D,CLs Cp,
il existe un indice n tel que C-C,=0, contrairement & (3).

Enfin, K est un continu de convergence, car les formules (8),
{5) et (8) impliquent que K-Dp=0.

9. Tout continu dépourvw de continu mon dense (qui comtienne
plus d'um point)?*) est 1. c.

Car tout continu de convergence est non dense.

1) Les continus non denses contenant plus d'un point sont aussi appelés
continug de condensation.

C. Kuratowski, Topologie 1I, 12


pem


178 Chapitre VI. Espaces localement connexes.

Remarque. Un continu non dense n’est pas nécessairement un
continu de convergence. Tel est 'exemple guivant:
L’espace se compose du segment 01 de T'axe des o et de la
suite de regments verticaux:

1 2k —1
0\<~'3/%'§n‘ eb W=

o 1<<hg2m1 et n=1,2,..,
Le segment horizontal est

l..“|.l.',.L.I.,,,,.!.l,l.l. ‘..Al.!...l...L,. non dense, mais il n’est pas un

continu de convergence.

3. Théoréme de R. L. Moore ). & étamt un continu ¢t N désignant
Vensemble de ses points de non-conmewitd locale, la ddeompogition semi-
continue en composamtes de N et en points individueis de & -~ N
a pour hyperespace um continu localement connexe.

Autrement dit, i ewiste une transformation continue | de & en
un continu 1. c. Y=F(F) telle que lo famille des ensembles ),
ou yedY, coincident avee celle des composantes de N ct des points
individuels de F—N.

En effet, la fonction f définie par la décomposition considérée
(cf. § 39, V, 3) est une homéomorphie en tout point de F¥—N.
Les points de f(¥—DN) sont done des points de connexité locale
de . Bn désignant par @ I'ensemble des points de non-connexité
locale de ¥, on a donc QC/(N). Comme (§42, VI, 1) dim f(N) <0,
done dim @ <0, il vient =0 d’aprés 1.

Le th. 8, rapproché du th. 6 du N°IV, implique que:

4. 8i & est un continu discohérent et N =&, Uhyperespace
consideré dans le th. 3 est ume courbe simple fermée,

De 13 résulte que:

5. Tout Egmtmu discohérent S est localement un arc en toub
point de E—N. '

Car l'ensemble f(&F) est (comme courbe simple fermée) locale-

ment un arc et la fonction f est en chaque point de F~N localement
une homéomorphie.

1) Voir Ooneerning the prime paris of a continuwm, Math. Zft, 22 (1925),
p. 307.
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Le th. 3 se généralise aussitét comme suitl):

Soit P une propriété de points, topologique, locale (¢’est-a-dire
que I'espace la posséde au point p dans le cas oll chaque entourage
de p la posséde en ce point et dans ce cas seulement) et telle que
T'ensemble des points ol un continu la posséde n’est jamais de di-
mension 0 (c’est-a-dive qu’il est toujours vide ou de dimension po-
sitive).

6. En désignart par N UVensemble des points ou & posséde la
proprieté P, le th. 3 reste valable. ‘

Ainsi, on peut substituer & P les propriétés suivantes:

1° dim, E=n (n=1),

20 ord, =8, (voir § 46, I11, 5),

3% ord, £>¢,

1% p est situé sur un continu de convergence (ou encore: sur
un continu non dense) ne se réduisant pas & p. .

Une démonstration analogue & celle du th. 1 nous permettra
d’établir I'énoncé suivant:

7. Tout continuy non localement connene contient:

1° un ensemble connexve qui n'est pas un SeMi-CONUNU,

20 yn ensemble non commexe gqui est cependont conmeve entre
deua poinis.

Reprenons la démonstration du th. 1 en conservant le sens
des symboles p, B, F, C et C,. II est légitime d’admettre que les
continus C, sont digjoints denx & deux et qu’ils constituent une
suite convergente: ’

(9) L=1Lim C,.

n=ogo
On a done, d’apres (1), p eL, d’olt LCC puisque I est un continu
(§42,11, 4). D’aprés §42,111,1, on a Cn-Fr (B)=0, dou L-Fr (E)=+=0
d’aprés (9). I étant connexe, 1'égalité F-Fr (B)=0, qui résulte

de inclusion (4), implique que L—[F+Fr (E)]=<0. I1 existe donc

un ¢eL-Int (B)—F. Soit H un entourage fermé de ¢ et tel que
HCE—F. Soient D la composante de p dans ¥ et I celle de ¢ dans H.
Il vient D4+ICC et DI=0. Les ensembles D,I, Cy, C,,... sonb
done disjoints deux & deux et il existe d’aprés § 41, 111, 7, une suite
infinie d’indices k,<<k,< ... et un ensemble connexe W tels que

04 Opt...CW et soit WD=0, soit WI=0.

1y G. T. Whyburn, Bull. Amer. Math. Soc. 41 (1935), p. 95.
' 12+
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Par raison de symétrie, on peut se borner au premier cas.
Comme p €L, I'ensemble P=W+p est connexe. Cependant, il
n’est pas un semi-continu. Car, §’il I'était, il existerait (cf. § 42, III, 5)
un continu R tel que '
pe RCPF et R=+p

(puisque F est un entourage de p). ‘
Or, la condition p e RCF entraine ECD, d'ot RW=0 et
comme RCP, il vient E=7p.

Enfin, Pensemble p+g- 2 O, est connexe entre p et g (§41,

IV, 9), tout en étant un ensemble non-connexe.

YII. Distance relative. Oscillation!). On appelle distance rela-
tive entre ¥ et y la borne inférieure du diamétre &(F), E étant un
ensemble connexe variable unissant « et y?%). En symbole:

1) or(@,y) =int (E).

I en résulte que I'inégalité ¢ (v,y)<e équivaut & l'existence
d’'un ensemble connexe F tel que
{2) r,yel et 6FE)<e

1. La distance relative méirise tout espace dont chaque couple
de points se laisse unir par un ensemble connexe et borné.

Autrement dit (cf. § 15, I):

(3) Lor(2,y)=0]= (w=y)
et
(4) or(¥,2) <or(@,y) +or(#,2).

L’équivalence (3) est évidente. Pour établir la formule (4),
désignons par Y et Z deux ensembles connexes et bornés unissant
% & y et & 2z respectivement. Il vient (cf. § 15, III (4)):

0r(9,2) <8(Y +2) < 8(¥) +8(2).

1) Notions dues & 8. Mazurkiewicz, C. R. Soc. de Se. de Varsovie 6 (1913)
et 8 (1916), et Fund. Math. 1 (1920), p. 166. De nombreux théorémes concernant
ces notions se trouvent dans C. R. du I Congrds des math. des Pays Slaves, Var-
sovie 1930, p. 66 (du méme auteur) et chez P. Urysohn, Verh. Akad. Amsterdam
13 (1928), p. 38.

*) De fagon plus générale: en supposant que E est un ensemble variable
Parcourant une famille F d’ensembles, on définit la distance relative & F. Cf.
N. Aronszajn, Fund. Math. 19 (1932), p. 97.
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En admettant en outre que
(Y)<er(w,y)+e et 8(Z)<or(w,2) e,

il vient ¢-(y,2)<<or(#,y) 4-or(@,2) +2¢, d’oh la formule (4,.

2. 8 Vespace est un continu, on peut — sans altérer le nombre
or(w,y) — restreindre la variabilité de E dans (1) auz continus.

Car ¥ étant connexe, F est un continu et 8(F)=5(FE).

3. La distance relative méirise tout espace conmeme ¢t localement
connexe.

En outre, la variabilité de E dans (1) peul éire restreinte aux
régions.

Pour établir la premiére partie du th. 3, il suffit, d’aprés 1,
de montrer que tout couple de points de l'espace envisagé se laisse
unir par un ensemble connexe et borné. Cela est une conséquence
directe du th. 8 du § 41, II, en désignant par {G.} la famille des
régions bornées. ‘

Pour établir la deuxiéme partie du th. 3, il suffit de remarquer
que, ¢ étant un ensemble connexe, &4 tout &>0 correspond une
région R telle que

CCR et 6(R)<<o(0)+s;
4 savoir la composante de ¢ dang la sphére ouverte de centre C et
de rayon &/2. ,

4. Soit & un espace satisfaisant auw conditions du th. 1. Soit &,
le méme espace meirisé par la distance relative. I'identité, considérée
comme transformation f de &, en &, est ume fonclion continue; la
transformation inverse 1 est continue au point p dans le cas o &
est L. c. en ce point et dans ce cas seulement.

La continuité de f résulte de I'inégalité
}w—yl<\:9r(m7?f)'

Inversement, si la fonction F est continue au point z, A tout
£>0 correspond un % >0 tel que linégalité |z—y|<n entraine
o-(®,¥)<<e c’est-i-dire entraine D’existence d’un ensemble connexe E
vérifiant (2). D’aprés I, 2, & est 1 ¢. au point . :

Le th. 4 implique directement que

5. 8i Ucspace est conmeme et 1. c., la distance habituelle ¢ la
distance relative sont équivalentes au point de vue topologique (¢'est-
a-dire que | est une homéomorphie).
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11 en résulte facilement que, pour gu'un espace métrique con-
nexe soit localement connexe, il faut et il suffit qu’il soit homéo-
morphe & un espace dans lequel toute sphére ouverte est connexe?).

Appelons diamétre relatif de A, le nomhre
Or(A)=sup o:(4,y) ol @,y e A.

L’oscillation de la fonetion ™' au point p, nommée aussi oscilla-
tion de Vespace aw point p, est alors par défimtion (cf. § 15, IIT):

w(p)=inf §;(X) ol p e Int (X)

=lim sup ¢-(2,y).
X g=p

Ezemples. Sur la courbe sin 1/x de 'ex. 3 du N°I, on a w(p)=2
pour chaque point p de cette courbe & abscisse 0. Dang ex. 4 on a,
sur l'axe des ¥, w(y)=1—y.

6. Sur tout continu indécomposable F TVoscillation est con-
stante (= 0(&)).

Car, dans tout entourage d’un point p donné, il existe un ¢ tel
que & est irréductible entre p et ¢ (§43, VI, 6); done o.(p,q)=8(%F).

§ 45. Continus localement connexes 2).

I. Connexité par ares. Un espace est dit (intégralement ) connewe
par arcs (i.c.a.) lorsque tout couple de ses points s’y laisse unir
par un are. Il est dit localement connexe par arcs (1. c. a.) an point p
lorsque dans tout entourage de p il existe un entourage i. c. a. de D,
c’est-a-dire, lorsqu’s tout >0 correspond un 7% >0 pour lequel 1a
condition |z—p|<z implique I'existence d’un arc 4 tel que z,pe A4
et o(4)<e.

1. La connesite locale par arcs au point p implique la connexité
locale en ce point.

2. 8t un espace commexe est 1. c. a., il est aussi i. c. a.

De facon plus générale, toute région (et en particulier, toute
composante) dun espace 1. ¢. a. est i. c. a.

La, premiére partie est une conséquence divecte du th. 8 du
§ 41, II, en désignant par G(p) un entourage i.c. a. de p.

La deuxiéme partie résulte de la premiére, vo que les com-
posantes des espaces 1. c. sont des régions (§ 44, 1T, 4).

Y) M. H. A. Newman, Plane Topology, p. 5. :
2) Les continus localement connexes sont nommés aussi ptaniens,
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3. Dans tout espace connexe et 1. ¢. a., la distance relative p.(x,y)
est égale & la borne inférieure des arcs umnissant x et y. L'inégalité
or(@,y) < & signifie par conséquent qu'il existe un arc xy de diamitre <e.

C’est une conséquence du th. 2 et du § 44, VIL, 3.

4. F étant un sous-cnsemble compact d’un espace & connexe
et l.e.a., & tout e>0 correspond un n>0 tel gue pour tout couple de
points x,y de F la condition |[z—y|<n entraine ofw,y)<e, c'esi-a-dire
que x et y se laissent unir dans & par un arc de diaméire <e.

Car, en métrisant I'espace & par la distance o.(z,y), on effectue
une transformation continue (§ 44, VII, 4), done uniformément
continue sur F.

Bn tant qu’ensemble compact (non vide), I! est image continue
de ’ensemble C de Cantor, c¢’est-d-dire qu’il existe une fonetion f
telle que (cf. § 37, VI, 4):

1) ’ feFC et fC)=F.

Ce théoréme se laisse préciser comme suit:

5. F étant un sous-ensemble compact non vide d'un espace &
connexe et 1. c. a., toute fonction | assujettie aux conditions (1) admet
une extension 1* ¢ F7 qui est une homéomorphie sur tout intervalle
contigu & C. . :

Soiﬁ, en effet, (aby), (ab,),... la suite des intervalles contigus
4 C. Comme lim (b,—a,)=0, on a

lim |7(ba)—f(an)|=0,

et d’aprés 4, il existe dans & une suite d’arcs 4, (n=1,2,...) aux
extrémités f(a,) et f(b,) tels que lim 8(A4,)=0. Soit f, une trans-

formation homéoinorphe de, 1’interrx17_a°fle apxb, en 1’arc A, telle que .
fal@n)=f(an) et Fulbn)=F(bs). La fonction f* est définie comme suit:
f*(t)={ f(t)  pour teC
fo(t) pour @, <iLhy n=1,2,...
L’énoncé suivant est un cas particulier du th. 5:
6. Tout continu 1. c.a. (non vide) est une image conbinue de
Dintervalle.
11 suffit en effet de poser F=5.
Comme on verra au N°II, le th. 6 se laisse généraliser en
substituant 4 la condition de connexité locale par arcs celle de
connexité locale.
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II. Caractérisation des continus localement commnexes.
1. Théoréme de Mazurkiewicz- Moore- Menger 1). Tout espace com-
plet, connexe et 1. c. est I. c. a.

Soient p=Fq deux points fixes. Soit & la famille des régions
de diamétre <1. D’aprés le th. 9 du § 41, IT, cette famille contient
un systéme fini de régions Ry, ...,R; qui constitue une ,chaine irré-
ductible® entre p et g, c’est-d-dire que

()] P ER]_, q GRk, R;Ri_H:*:O (pOllI' 7/< k),
(2) Ri-By=0 si |i—i'|>1.
Soit &* la famille des régions S telles que §(8)<1/2 et SCR,.
Soit (c?. § 41, IT, 9) §y,...,8;, une chaine & chainons appartenant
é‘. G*, irréductible entre p et R,-R, (respectivement entre p et g
8i k=1). On construit d’une facon analogue une chaine irréductible
entre §,-F, et R,-R; ete.; enfin entre Sy By et g. ’
On a ainsi pour I y<j<l (I,=0):
(3) S;CR;

et on vérifie facilement que la chaine

] f \J
4) Sty Sty Suttyeres Sty Syyy Syt ooy Sy

est irréductible entre p et g¢.

. La cl?aine Ry, ..., Ry étant irréductible, il existe, pour tout
point # qui lui appartient, deux indices a et o’ tels que:
(B6) a<d'<<atl, o € By Ruy, zmon-¢R; pour as=iz=q’.

De fagon analogue, si & appartient & la chaine (4), il exist;e
deux indices B et 8’ tels que

BSB<P+1, weSp-Sy, wnon-el; pour pojt g,
La proposition (3) entraine la relation suivante entre a et g:

(6) lay < BB/ <l

1) 8. Mazurkiewica, Sur les lignes de Jordan Fﬁlld M {

) £ A , - Math. 1 {1920) (nou-
velle édition 1937,'13. 201). Voirleg ouvrages antérieurs du méme auteur: C. R. Soc.
de Se. de Varsovie, § (1913), . 305 et 941, vol. 9 (1916), p. 428.

% 1{1 Moore, Trans. Amer. Math. Soc. 17 (1916), p. 135.

- Menger, Mon. Math.-Phys. 36 (1929), P. 212, Cf. aussi N. Ar aj

Fund. Math. 15 (1930), P- 228 et ma note, ibid. p. 307. (ATensEI,
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En effet, si ’on supposait par exemple que f<l._s, on aurait
d’aprés (3):
: % e 8gCR 4 ...+ Roy,
contrairement & (5).
Les formules (3) et (6) entrainent aussitét les inclusions:

o [ 8448+ 8yCR,+ ...+ Rot Rev,
l Sg-i—ggl—]—...—}—lglkCRa—l-Ra/—}—...—{—Rk.

En posant dans le th. 3 (généralisé) du § 42, V:
Ay=Ri+ ...+ Ru, By=R,+..+Ry Cy=A4,+B,
Ag=8 4+ 8, By=Spt .t Sy, Co=dy+ B,

on voit done que la condition 1° de ce théoréme est satisfaite pour
n=1,2 et la condition 3° l’est pour n=1. En outre:

rze A B=Ru+Ro et xe AyBy==83+ 8y,
d’oh

A B) <O Ro)+ 0(Bwr) <2 et 6(A4,B,)<1.

Le procédé par lequel la chaine (4) & été obtenue de la chaine
R,,...,Rr se laisse généraliser directement par induction, de sorte
qu’on parvient & une suite infinie de chaines irréductibles entre p et ¢
et telles qu’en désignant par C, la somme des chainons de chacune
d’elles, toutes les hypothéses du théoréme cité se trouvent réalisées;
en particulier: ,

1 2
“((’")ﬁ{ et 6(A,,B,,)<;L—.

oo
On en conclut que Pensemble []C, est un arc pq.
n=1
9. Théoréme de Hahn-Mazurkiewicz-Sierpiniskit). & damt un

continu (non vide), les condilions suivantes sont équivalentes:

10 & est image continue de Vintervalle,

20 & tout £ >0 correspond une décomposition de & en un nombre
fini de continus de diamétre <e,

3% & est localement connexe. .

1) Voir les ouvrages cités de 8. Mazurkiewicz, ainsi que H. Hahn, Jahresb.
Deutsch. Math. Ver. 28 (1914), p. 318 et Sgh. Akad. Wiss. Wien 123 (1914),
p. 2433, W. Sierpinski, Sur une condition pour qu'un continu $oit une courbe
jordanienne, Fund. Math. 1 (1920) (nouvelle édition 1937, p. 44).

Pour. une simple démonstration — due & M. J. L. Kelley — de la con-
nexité par arcs des images continues de lintervalle (qui résulte des. ih. 1 et 2),
voir G. T. Whyburn, Analytic Topology, p. 39 (3).
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19 entraine 2°. Car, f étant une transformation continue —
done uniformément continue — de ’intervalle J en &, on a

TI=4;+ .. +d4n E=[4)+...+f(4.) et [f(4d)]<e, i=1,..,n,
Ay,..., A, étant des intervalles suffisamment petits. ‘

20 entraine 3°. En effet, étant donnés: un systéme de continus
{y,...,Cy tel que : > '
E=0+..+C, et §(0)<e,

et un point p e &, s0it 7,...,4 le systéme de tous les indices tels que

PeCy ., peCy

L’ensemble Cy+ ...+ Cy, est done un entourage connexe de P

de diamétre < 2e.

3% entraine 1°%). Hn effet, le continu & étant 1. c., donc
l.c. a. d’aprés le th. 1, il est image continue de l’intervalle
d’aprés I, 6.

3. Tout espace compact et 1. ¢. E se laisse décomposer en un
nombre fini de continus 1. c. de diamétre arbitrairement petit.

Tout espace compact et 1. ¢. étant somme d’un nombre fini
de continus 1. . (§ 44, II, 7), le théoréme se réduit au cas ot F est
un continu 1. c., donc image continue de I’intervalle. En repre-
nant la démonstration de la premiére partie du th. 2 (19—>29), on
parvient & la conclusion que & est somme d*un nombre fini de con-
tinus de diamétre <e et dont chacun est image continue d’un inter-
valle; d’oti la conclusion demandée (puisque 10--30),

4. & etant un continu 1. c., & tout £>0 correspond un 7>0
el que tout couple de points dont la distance est <n se laisse unir par
un arc de diaméire <e.

Car on peut substituer F & & dans I, 4.

B La mnotion de continu 1. c. est un invariant des transforma-
dions continues.

C’est une conséquence de Péquivalence 1°= 3¢
Le th. 1 implique que

‘ 6. Tout espace complet, conmexe, 1. c. et irréductible emire deux
points a==b est un arc ab.

1) Cett? im})lication embrasse comme cas particulier le céldbre théordme
de Peano, d’aprés lequel le carré J* est image continue de l'intervalle

{Math. Aun. 36, 1890, p. 157). : i irect i
Lk, Aun. P ). Pour une démonstration plus directe, voir § 24 a,
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Remarque. Rapproché du th. 2 du § 44, VI, le th. 6 implique
aussitot le th. 6 du § 43, VIL.

7. N désignant Densemble des poinis de non-connexité locale
dun continu F irréductible entre deux points, Uhyperespace Y de
1la décomposition de FE en composantes de N et en points individuels
de & —N est un arc (pourvu que N4+%)1).

Car d’aprés le th.3 du § 43, I,  est un continu irréductible
entre deux points et d’apres § 44, VI, 3, il est 1. c.

8. Pour quwun ensemble fermé sépare un espace l. c. et complet
entre deux points, il faut et il suffit qu'il le coupe entre ces points.

Autrement dit, si un espace 1. c. complet est connexe entre deux
points, il contient un continu qui les unit.

En effet, ’espace étant supposé connexe entre a et b, il existe -
une région R qui contient ces points (& savoir, la composante des
points a et b, of. § 44, IT, 17). En tant que localement connexe et
topologiquement complet, R contient un continu qui unit a et b
{(@’apres le th. 1).

9. Dans tout espace ¥ séparable, connexe, 1. c., localement com-
pact, mais non-compact intégralement, tout point p est le sommet d'un
rayon topologique fermé (¢ est-a-dire d’un ensemble fermé homéomorphe
& la demi-droite) 2).

En effet, F* désignant Pespace & augmenté du ,point & I'in-
fini* oo (cf. § 39, VII, 3), &* est un continu 1. c. (puisque tous les

. points, sauf le point oo, étant des points de connexité locale de &,

le point co Pest également en vertu du th.1 du § 44, VI). A étant
un arc pooC&E* (dont Pexistence résulte du th. 1), A—oco est le
rayon demandé.

Citons sans démonstration le théoréme suivant 3):

10. & dtant un continu localement commexe & une dimension,
& tout e>0 correspond une fonction f e X telle que:

10 /(&) est homéomorphe & une ligne polygonale,

20 om a O[f y)]<e quel que soit y.

1) Théoréme de R. L. Moore, Concerning the prime parts of a conlinuum,

Math. Zeitschr. 22 (1925), p. 307. . '
?) Voir ma note, Quelques propriéiés topologiques de la demi-droile, Fund.

Math. 3 (1922), p. 59.
d) Voir 8. Mazurkiewicz, Fund. Math. 20 (1933), p. 281.
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II1. Régions et sous-continus des continus & localement
connexes. Soient # un ensemble fermé et G son complémentaire.
On a les deux théorémes suivants:

1. I1 existe une suite d’ensembles fermes, 1. c. Fy,F,, ... telle que:

18 F=F,-F,-.., 20 oD Py,

30 toute composante de F, contient une composanie de F,

4% aucune composante de G ne contient deux composantes diffé-
rentes de ¥ —F,, ~

5% le mombre des composantes de FE—Fy, est fini.

En particulier: si F est un continu, F, Vest également; si F me.
sépare pas Vespace, F, ne le sépare non plus.

De fagon plus générale: le nombre des composantes de F, ne de-
passe pas celui des composantes de F et le nombre des composanies
de X—F, ne dépasse pas celui des composantes de Q.

Nous allons définir d’abord une suite d’ensembles fermés,
L. c. Ft,F%,... satisfaisant aux conditions 10—30,

Procédons par induction. Soit Ff=&. Admettons que F* est
fermé, 1. c. et que FCF}E. Il s’agit de définir Fii.

D’apreés II, 3, il existe, pour tout #, un systéme de continus
L c. Kf,...,Kq tel que :

Fﬁ:K{'—!—...—}—K’,Z,n et 6(K7) <1/n.

Désignons par F7y 1a somme de tous les K7 tels que #. K F=0.
11 vient

FCExCFE et dist (B, Fip)<1/n,

d’olt les formules 1° et 20,

En outre, F}yy est 1. ., en tant que somme de continus 1. c.
(cf. § 44, IT, 1).

Enfin, la condition 3° est vérifice puisque toute composante
de Fry; admet des points communs avec F, comme somme de
certains K7 non disjoints de 7. ‘

La suite {F}} étant définie, passons & la définition de Ia,
suite {F,}.

Soit @y,@,, ... la suite (finie ou infinie) des composantes de G.

Il existe, d’aprésle th. 14 du § 44, TI, une suite double de régions {R:}
telle que

(1) Qi=Ri4- Rt .., 2) Ry C Ry
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Rangeons la suite double {R}} en une suite simple Ry,R,,...
11 vient

3) G=R+ R+ .., (4)

Pour n fixe, envisageons les régions R, disjointes de F; avec
k< n. Soit 8, la somme des composantes de —F5 qui contiennent
cesrégions. Soit Fp,=%—8&,. Il vient §,CE—F3, Aot FrCE —S,=F,,
et comme F=Ff-Fs-..., on a

FCF,-F,-...
I’égalité 1° étant équivalente & G=8+ §;+ ..., done &

R.Ca.

R+ Ryt o= 8+ St ...

(@’aprés (3)), il s’agit de prouver qu’é. tout % correspond un n>k
tel que Rp-Fr=0. :
Or &—R, étant d’aprés (4) un entourage de I’ensemble
F=Lim F%*, on a, pour n suffisamment grand, FaCE—Ry, d’olt
Comme F}DFfy,, il vient §,C8py, d’ou la condition 2°
I’ensemble FE étant 1. c., Pensemble F,=%—S8, est égale-
ment d’aprés le th. 11 du § 44, IT. D’aprés § 44, IT, 12, toute com-
posante de F* contient une composante de #,, donc une compo-
sante de F (la condition 3° étant vérifiée par Fy). .
Supposons que la condition 4° ne soit pas vérifiée, c’est-a-dire
qu'il existe deux composantes (différentes) U et V' de &, contenues
dans une seule composante @; de G. D’aprés la définition de Sy,
U et V sont deux composantes de F—F; qui contiennent deux
termes différents de la suite Ri,Ri,... Mais cela contredit linclu-
sion (2).
Enfin 1a condition 5° est vérifiée, le nombre des composantes
de S, ne dépassant pas n.
9. Il existe une swite Qensembles fermés, 1. ¢. Hy, H,,... telle que
(i) G= H1+ Hy+ oy (ii) H,C Int (Hn+1)7
(iii) aucune composante de G me contient deux composanies diffe-
rentes de Hp,
(iv) toute composante de ¥—Hp contient une composanie de F,

et par conséquent,
(v) le nombre des composantes de E—Hp est fimi.
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En particulier: 87 G est une région, H, est un continu; si F est
un continu, F—H, est une région ).

De facon plus générale: le nombre des composantes de H, ne
dépasse pas celui des composantes de G et le nombre des composantes
de £—H, ne dépasse pas celui des composantes de F.

Soient {Q;}, {R%} et {Rs} les suites envisagées dans la démon-
stration précédente. Posons

(8) Up=R,+ ..+ Rp, ol k=1,2,...
D’aprés le th. 1, il existe un ensemble fermé, 1.c. 4, tel que
(6) U:CA4,CQ, o k=1,2,..,

et que toute composante de 4, contient une composante de U,.
Désignons par Hj Pensemble 4, augmenté de toutes les com-

posantes de & —A, contenues dans G. ‘
D’aprés le th. 11 du § 44, IT, H, est un ensemble fermé 1. e.
L’égalité (i) est une conséquence directe de (3), (B) et (6).
De plus, comme

(7) G= U1+ Uz—l— ey UkCUk_H et UkCHk,

Pégalité (i) reste vérifiée en remplacant la suite {H,} par une suite
partielle arbitraive {H,} ol my<my< ...

Or, afin de satisfaire & la condition (ii), on remplacera la
suite {Hy} par la suite partielle {H,,} définie par induction comme
suit:

1) my=1, 2) mpyy est le plus petit indice r tel que H,, CU,.

(un indice r satisfaisant & cette inclusion existe en raison de I’éga-
Iité (7) et du fait que Hp, est un sous-ensemble compact de ).

D’aprés (2), aucune composante @, de G ne contient deux
composantes différentes de Uy, donc de A, donc de Hj (puisque
— d’aprés § 44, IT, 12 — toute composante de H, contient une
composante de A4;).

Toute composante ¢ de £—H, étant une composante de £ —A4,
non contenue dans @, il vient C—@G =0, c’est-a-dire OF==0. I1 existe
donc une composante K de F telle que CK==0. Cette inégalité,
rapprochée de linclusion KCF—H, (qui résulte des inclusions
H,CG et KCF), entraine KCC, Puisque C est une composante de
Pensemble ¥ —H; et K en est un sous-continu.

) Pour un cas pariiculier et pour. d:s énoncés qui rentrent dans un ordre

@’idées analogue, voir W. M. Kincaid, On non-cut sets of locally connected continua,
Bull. Amer. Math. Soc. 49 (1943), p. 399.
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Bn vue d’applications, nous allons établir le théoréme 4, qui
sera précédé par un lemme.

3. Lemme. Soient R une région et S un systéme de n-+1 con-
tinus disjoints situés dans R. Soit CyeS. En numérotant les conii-
nus-dléments de 8 de fagon convenable, il existe n régions Ry,..,En
telles qu'on @ pour k=1,..,n:

(8) EkCRk-j—Ok, Cn"_ 0};4.1”‘}' Gk—{—Z‘}_'-'"}‘GnCRk (0% RO"_:R)

11 existe en effet, d’aprés § 41, I11, 6, un continu C; e §—(Cp)
tel que tous les continus-éléments de S—(C;) sont gitués dans une
seule composante @ de R—C;. Ils sont done (cf. § 44, IT, 15) con-
tenus dans une région R, telle que E,CQ.

De facon analogue, il existe un élément C, du systéme
S—(C,, ;) et une région R, tels que tous les continus-éléments.
de S—(C,,Cy) sont contenus dans R, et que R.CR;—C;.

En procédant ainsi de proche en proche, on établit le numé-
rotage demandé des éléments du systéme §.

4. Soit F un ensemble fermé, composé d'une suile infinie de com-
posamtes dont chacune, sauf une seule — désignons-la par C, — est
ouverte dans T'. .

En rangeant ces composantes en une suite infinie Cg, Cyy Coy oo
de fagon convenable, il existe une suite d'ensembles ouverts Gl, @, ... tels
que G est formé de n+1 composantes:

(9) Grn=Ruo+ ...+ Bnpn

et que

(10) F=. ]:Z G, (11) Grt1C G,
(12) ' C;CRp; pour 1<j<m,

(13) Co+ Cnt1t Cryat oo CRngo-

Remarquons d’abord qu’il existe une suite de continus Ky, Ky, ...
tels que

(14) C=I1 K., (15) K, 1CK,
n=1

et que, pour tout n, toutes les composantes de F, sauf un nombre
_fini, sont contenues dans K,.
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En effet, F,H,,... désignant une suite d’ensembles fermés, 1. c.
satisfaisant aux conditions 1° et 29, soit K, la composante de r,
qui contient Cy. Le produit K;-K,-..., en tant que sous-continu de F,
est donc identique 4 ). En outre, le nombre des composantes de
F, étant fini (d’aprés § 44, 11, 7), K, contient toutes Ies compo-
santes de F sauf un nombre fini.

Soit §, le systéme ayant pour éléments le continu K, et
toutes les composantes de F disjointes de K,. On déduit aussitds
des formules (14) et (15) que la somme S, 8, ... contient comme
€léments toutes les composantes de 1’ensemble F distinctes de C,.

Soit 1,41 le nombre des éléments de 8,. II est légitime d’ad-
mettre que 0=1I,<l;<l,< ... D’aprés le lemme 3, on peut numéroter
les éléments de S,— 8, différents de K, & Dlaide des indices
k=lp1+1,...,l, et on peut définir un systéme de I, régions Ry de
facon que Pon ait

(16) RiCRay—Ch, Ry=& et (17) Kot-Opti+Coiot- ... +C CRy.
Ainsi, par exemple,

O B=0, K+ (4 C+..+C,CR,, K,CRy,, R,CR;,——C,.
Il est aussi légitime d’admettre que la région R; est contenue

<dans la sphére Z, de centre K, et de rayon 1/n; clest-a-dire que
{18) olz,Kp)<1l/n pour =« ek, .

Car on peut, au besoin, remplacer Ry, par la composante de
Pensemble Zpn- Ry, qui contient K,.

Passons & présent & la définition des régions Ry, ..., Rnn,
ou n=0,1,...

Soit # fixe. Posons Rno=R,. En supposant que C;CR, ; ol
1K<j<n—1, soit R,; une région telle que ‘

{19) CiCR,;, (20) R, ;CRuy;
et que
{21) o(z,C)<1/n pour ze R,;.
Soit, en outre (conformément & (16)):
(22) GILCRR:H: (23) R.n,nCRn-—-l‘"Rn-
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L’ensemble @, étant défini par I'égalité (9), les régions
RBpoy-.; Bnn en sont les composantes; autrement dit: elles sont
diSjointes. On a, en effet, pour 0<i<j<n (cf. (20), (22) et (16)):

—Rn,iCRi,iCRi—l ~R,CR,~_1—R_,-_1, d’otr Rn,i' Il),,,j: 0,
et d’autre part
. .Rn,o' RRJC.RH—RJZ’ 0.

L’égalité (10) résulte des égalités

COZHIRH,O:‘I]IRn et 0]'=I11Rnd (j>0)7
n= n= =

qui sont des conséquences de (14), (18) et (16) et de (21).
Puis, Pinclusion (11) résulte des formules (cf. (20) et (8)):

BrjCRrsy ISGSn—1), Rpo=EnCRayg, RynCRpsp.
Enfin les inclusions (12) et (13) se déduisent des formules (19),
{22) et (8).

5. Ltant domné un systeme fini de régions R, ..,R, tel que
=R+ ...+ Ry, 1l existe un systéme de continus 1. c. ..., Oy tel que

24) F=0+..+C, e CCR;.

En effet, d’aprés § 16, I, 2, il existe un systéme d’ensembles
fermés F,,...,F, tel que '

FK=F+..+F, et FCR;.

La derniére inclusion implique d’aprés § 44, II, 15, Dexistence
d’un continu C; tel que F;CC,CR;. En vertu du th. 1, on peut ad-
mettre que C; est un continu 1. ¢, d’olt Pegalité (24).

6. Si le continu 1. c. & nest pas unicohérent, il se laisse dé-
composer en deux continus 1. c. dont le produit n’est pas connexe.

Il existe par hypothése deux continus K et L tels que =K+ L
et dont le produit mn’est pas connexe. Soient, conformément 3 1,
K, K,,... et L), L,,... deux suites de continus 1. c. tels que

kK::HKﬂ’ LGLn, Kn—l—lC-Kn et Ln-HCLnl
=1

n=1 it
I1 vient
¥=FK,+IL, et KL=]](Kn Ly).

n=1
C. Kuratowski, Topologie II. 13


pem


194 Chapitre VI. Espaces localement connexes.

Pour n suffisamment grand, K, L, n’est pas connexe, car
autrement KL serait connexe en vertu du § 42, IL, 5.

7. R étamt une sous-région de &,

10 les points de Fr (R) accessibles de B constituent un ensemble
dense dans Fr (R), '

20 si peFr(R) et R+p est l.c., p est accessible de E,

30 tout point p accessible de R en est accessible par un continw
1. c, donc par un arc; cest-d-dire qu'il ewiste un arc L tel que
peLCE+p.

Soient, en effet, p e Fr (R) et ¢>0. & étant 1. c., il existe un
arc qp tel que ge R et dé(gp)<e. Done, r désignant le premier point
de Fr (R) sur gp, r est accessible et |p—r| <e; d’ott énoncé 1°,

On déduit 2° du th. IT, 1, en tenant compte du fait que l’en-
semble R-+p, en tant qu’un Gy, est topologiquement complet (cf.
§ 29, VI). '

Soit enfin ¢ un continu tel que

peCCR+p et CR==0.
Posons

(26)  4n=C-Elln<|z—p|<T/(n—1)], dou (26) 0=‘§1An'

Done Lim 4,= p. D’aprés 1, il existe un #, fermé, 1. ¢. tel que

n=oo

(27) A,CF,CR, (28)

Lim #,=p,

et que toutes les composantes de F, (ddnt le nombre est d’ailleurs
fini, cf. § 44, II, 7) ont des points communs avec 4,. D’aprds (26)
et (27), ensemble (*=p+F,+F,+-... est un continu. D’aprés (27),
augun point n’appartient & une infinité des 7, et, par conséquent, le
continu C* est . c. en chaque point de la somme ;4 F,+ ..., done
en chacun de ses points (puisque p ne peut pas étre le seul point
‘de non-connexité locale de C*, ef. §44, VI, 1).

Dans le méme ordre d’idées, citons sans démonstration:

49 g4 ﬁimFr(R)=0 et peFr (R), R+p est l.c.1),

%) G. T. Whyburn, 4 generalized notion of accessibility, Tund. Math. 14
(1929), p. 315. :
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8. Sotent G un sous-ensemble ouvert d’un continw 1. c. et Ry, R, ...
la suite de ses composantes. En supposant que lim §(R,)=0, on a
. n=ca

y(G)=max §(R,);

cest-a-dire (cf. § 40, IV) qu’il existe un systéme fini d'ensembles ouverts
H,...,Hy, tel que

G=H,+..+Hp, Hi-Hi=0 pour i%j e OH)<maxd(Ry,).
Posons y=max §(R,). Soit k un indice tel que §(R,)< u/3 pour

n>k. L’ensemble G étant totalement borné, soit 4,,...,4, un sy-
stéme d’ensembles tels que

G=A+...+4, et 6(A)<p3 pour i=1,..,r.

On posera: m=k-r, Hi=R; pour i<k et Hy ;=somme des
R, tels que n>Fk, et

R, Aj=0=R,-4, pour s<j (1<j<r).

IV. Continus héréditairement localement comnexes (h. 1. ¢.)1).

On appelle ainsi tout continu qui est 1. ¢. de méme que chacun
de ses sous-continus.

Tel est p. ex. un are, le continu du § 44, VI, p. 178. Cepen-
dant, le carré I2 est 1. c., mais non h. 1. e. Il en est de méme du con-
tinu suivant qui est somme de deuw continus h. 1. c.

Soit- ¢ le eontinu composé
du segment (0 <o <1, y=0), des
segments verticaux (x =m/2n,
0 <y <1/27) avee 0Cm <20,
et des segments horizontaux
(<<, y=1/27), ot n=0,1,...
Le continu O est somme de
deux continus h.l.c. symétrigues
par rapport & la droite z=1/2
et dont 'un est représenté sur
la figure par des lignes grasses.

D’aprés le th. 2 du §44, VI,
on a le théoréme suivant (cf. MO T
aussi § 46, IV, 3 et 2): “

1) Cf. G. T. Whyburn, Concerning hereditarily locally connected continua,
Amer. Journ. Math. 53 (1981), p. 374—384.

13*
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© 1. Tout continu dépourvu de continu non-dense (qui coniienne
plus un point) est h.l. c. ‘
21). Pour quun continu soit h.l. e, il faut et il suffit qu'il

soit dépourvu de continu de comvergence (qui comtienne plus dun

point). _ 3 ; :

La condition étant suffisante d’aprés le th.1 du § 44, VI, il
s’agit de prouver qu’elle est nécessaire, c’est-i-dire qu'étant donnée
une suite de continus K, K,,... tels que

Lim K,=K, K;HK=0 pour i%j, K-K,=0, peK=p,

il existe un confinu non-localement connexe.

I1 est done légitime d’admettre que Pespace est 1. ¢. 11 exigte,
par conséquent, un continu @ tel que peInt (Q) et K—Q ==0. Comme
P eLim K, il existe un n, tel que QK,=0 pour n> fy. Le continu

O=K+Q+Knn+Knn+l+
est non-localement connexe en tout point ge K—(). Car, dans le cas
contraire, il existerait un continu LCC—¢@ contenant g dans son
intérieur relatif & C. Done
| L(E - Enpa +...) %0,
Mais alors la formule

L=LK+ LK+ LK pyi-+ ...
représenterait une décomposition du continu L en série d’ensembles
fermés disjoints dont deux an moins sont non-vides, ce qui con-
tredit le théoréme de Sierpinski (§ 42, I1I, 6).

3. Btant donnée. dans un continu h. 1. c., une suite de régions
disjointes Ry, R, ..., on a lim §(R,)=0.

=00
Car, autrement, il existerait un ¢>0 et une suite convergente
de continus K, K;,... tels que Ji’,-nCR,-n et 6(I(in)>a. Mais alors
la limite K=Tim K; serait un continu de convergence ne se ré-

n=oo
duisant pas & un seul point, puisque O(H)=e.

Remarque. 11 peut cependant exister une suite de continus
d’sjoints €}, C,,... tels que lim 6(Cn)==0. Le continu suivant en
est un exemple 2): fr=e

1) Voir (. Zarankievﬁcz, Fund. Math. 9 (1927), p. 184 et P. Urysohn,
Verh. Akad. Amsterdam 13 (1927), p. 49.

%) Cf. P. Urysohn, loco cit. p. 46 et G. T. Whyburn, Math. Ann. 102
{1929), p. 833.

Il importe de remarquer que Ia singularité en question ne peut pas se pré-
senter sur le plan (cf. § 53).
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Soit py,p; ... la suite des nombres premiers 3 partir de 3. Soit,
dans 'espace X YZ, O Pintervalle 01 de ’axe X. Soit ¢, 1’arc formé
de demi-circonférences unissant successivement les points

1 2 Pn—1
3

P pn"7

et situé sur le plan z=y/n.
Le continu O+ €y G+ ... est h. 1. e., tandis que Lim o(Cp)=1.

4. Soient G un sous-ensemble ouvert dun continu h.1.c. et kR, ...
la swite des composantes de G. En supposant que O6(Rn)<e pour
chaque n, on a &(Q)<e, Cest-a-dire que G se laisse décomposer en
un nombre fini d'ensembles ouverts, disjoints et de digmétre <e.

Le th. 4 résulte du th. 3 en vertu de III, 8.

Les th. 3 et 4 impliquent aussitét que

5. Tout continu h. 1. c. jouit de la proprieté suivante:

(*) diant donnée une suite d’ensembles ouverts et disjoints G, G,...,
on a Hm dy(G,)=0, c'est-d-dire qu'a tout e >0 correspond un indice n.,

n=co
tel que, pour n>n., Gp se décompose en un nombre fini d’ensembles
ouverts, disjoints et de diaméire <. ‘ :

De fagon plus générale: v :

Sa. 4 diant un sous-ensemble d’un continu h.l.c., Pensemble A,
considére comme Vespace, jouit de la propriété (¥*).

(’est une conséquence de 1’énoncé suivant: .

6. La propriéi€ (*) est héréditaire; cesi-a-dire que, A dant un
sous-ensemble dun espace jouissant de la propriéié (*). ceite propridté
substste en entendant par ,ouvert” un ensemble ouvert relative-
ment ¢ A. ’ .

En effet, les ensembles @;,@,,... étant disjoints et ouverts
dans A, il existe une suite d’ensembles disjoints et ouverts (dans
Pespace) Hy,H,,... tels que G,=AH, (cf. § 15, XIII, 2). On a donc
par hypothése, pour n>n,, la décomposition H,=H:+ ..+ H™=
en ensembles ouverts, digjoints et de diameétre <e. La formule

Gp=A-Hid ..+ A-HT

fournit done une décomposition de @, en ensembles disjoints, ouverts
dans A et de diameétre <e.


pem


198 Chapitre VI. Espaces localement connexes.

" 7. Lemme. Btant donnés dans un espace séparable & propridté (*)
un ensemble fermé A et une famille d’ensembles fermés-ouverts {G.}
tels que ACY G, 4l emiste une suite infinie d'indices v, ty,... et une

suite infinie d'ensembles fermés-ouverts Hy,H,, ... tels que:

(1) H,.CG.,, (2) ACY H,=) H,.

Soit, conformément au théoréme de Lindeldf (§ 17, I), ¢, ty,...
une suite telle que
ACY G,

Posons
(3) Fy=G, et Fp=G,—(Gy+..+6G,_) pour n>1

Les ensembles F,F,, .. sont donc fermés-ouverts, disjoints
et on a '

(4) ACY Fp

Comme lim d,(F,)=0, il vient
n=o0

(5) Fo=Fu+...+Fu, ot O6(Fy)<e, et limeg,=0,

n=00
les ensembles Py, ..., Fy, étant fermés-ouverts et disjoints. Soit H,
la somme de ceux qui ont des points communs avec A. Les for-
mules (3) et (5) impliquent aussitét l'inclusion (1). La premiére
partie de (2) [résulte de (3)—(5). Pour prouver la deuxiéme, posons

r=limz, ou TneHp, et my<my<..

n==00

On a donc n € Frny, - OU A-anjmn#:(); 80it y,e A-Fp,

nfmn'

11 vient [x,,—y,,|<6(11’,,,njmn)<smn, done lim y,=x. Par conséquent
n=oo
ved=A4, Aot xe) Hpy,
d’aprés 'inclusion (2). ’
8. Pour tout espace séparable jouissant de la propriété (*), la

connexité de Vespace entre dewx ensembles fermés A e B entraine
sa conmexité enire un couple de points a e A et b < B2

. Autrement dit, la propriété (*) entraine la propriété (M) (con-
sidérée au § 42, 1T, 1).
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Nous allons démontrer d’abord qu’un espace qui n’est con-
nexe entre B et aucun point ¢ de 4 est non connexe entre A et B.
En effet, & tout point @ e A correspond par hypothése un ensemble
fermé-ouvert G(a) tel que

aela) et B-Ga)=0.

Le lemme implique done l’existence d’un ensemble fermé-

ouvert H tel que
ACHC%' G(a), @0l BH=0.
. Qe

L’espace n’est donc pas connexe entre 4 et B.

Il est ainsi établi que la connexité entre deux ensembles
fermés A et B implique la connexité entre B et un point ¢ de A.
En appliquant cette implication an cas ot A=(a), on en conclut
finalement que 1’espace est connexe entre @ et un point b de B.

9. Tout sous-ensemble B d’un continu h.1.c. (plus généralement:
tout espace séparable jouissant de la propriéié (*)) satisfait aux con-
ditions suivanies:

10 si E est connexe entre deux ensembles A et B fermeés dans E,
il existe une composante C de E telle gue AC==0==BC;

20 les quasi-composantes de E sont connexes et coincident, par
conséquent, avec ses composantes;

30 si dim, E>0, p appartient & un ensemble connexe (qui ne
se réduit pas & p);

49 pour tout £>0 il n’existe qu'un nombre fini de composanies
de B de diamétre > ¢

5°1) st E est connexe, E est localement connere. _

Les énoncés 19, 2° et 30 résultent en vertu de 8 respectivement
des théorémes 3, 2 et 9 du § 42, IT.

Pour établir 4°, envisageons conformément au th. 3 du § 41, 'V,
une transformation continue f de E en un sous-ensemble de l'en-
semble C de Cantor telle que les ensembles f"i(y) coincident avec
les quasi-composantes de B (y parcourant f(Z)). En supposant qu’il
existe une infinité de composantes, donc — d’aprés 2° —une infinité
de quasi-composantes de E, de diamétre > ¢, il existerait un ensemble
infini ACf(E) tel que 8[f *(y)]>e pour y ¢ A. Scit H;, Hy,... une
suite infinie d’ensembles disjoints, ouverts dans C et tels que AH,+0.
Aucun des ensembles G,=f'(H,) ne se laisse donc décomposer

1) R. L. Wilder, Proc. Nat. Acad. Sc. 15 (1929), p. 616.
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en ensembles ouverts disjoints de diamétre < e (puisque @, contient
un ensemble connexe de diamétre > &), Mais cela contredit la pro-
priété (*), les ensembles G4,@,,... étant ouverts et disjoints.

Passons & 5°. Considérons F comme I'espace. F étant supposé
non-localement connexe au point p, il existe un entourage fermé F
de p tel que p n’est pas un point intérieur de sa composante dans F.
Il existe par conséquent une suite de points py,ps, ... convergente
vers p et appartenant & des composantes différentes @,,Q,,... de 7.
Comme p eInt (F), il existe d’aprés 6 et 4° un indice n tel que
Q.CInt (F), c’est-a-dire que Q,-Fr(F)= 0. Suivant 29, @, est la quasi-
composante du point p, dans F. Par conséquent F est non-connexe
entre p, et chaque point de Fr (¥), donc — en vertu de 8 — entre P
et Fr (F). Autrement dit, F contient un ensemble fermé H tel qu;r
PneH, H-Fr (F)=0 et que H est ouvert dans ¥, donc dans Int .5
(puisque HCInt (F)). Mais alors H est fermé-ouvert, contrairement
& I’hypothése que I’espace est connexe.

10. 8i tout sous-emsemble connewe du continu SE est un .semz’—
continu, tout sous-ensemble B connexe entre deux points est commexe
par arces. 4 ’ ’

En effet, 'hypothése implique en vertu du § 44, VI, 7
que & est h. 1. ¢. Or, en tant que connexe entre deux point; E,esé
connexe (d’aprés 9, 1°), done un semi-continu (par hypothése)y. Tout
semi-continu situé dans & étant connexe par arcs, F est connexe
par ares. ‘ |

§ 46. Théorie des courbes. Ordre de Pespace en un
point ).

I. Définitions et exemples. 1 désignant un nombre ecardi-
nal §c ou le nombre ordinal o, l'espace & est dit d’ordre <ft
au point p, en symbole: ' =

ord, <n,

1) Cf. K. Menger, HKurventheorie, Teubner, Berlin-Leipzi 2 ?
trouvera de nombreux renvois biblicgraphiques. Les définiti?)lr?sz 1egt ;«?ﬁaaé?;zéinm%
fon@a.mentaux de la théorie des courbes se trouvent chez K. Menger. M()nats&](;b
Math.-Phys. 36 (1929), Math. Ann. 95 (1926) (Grundziige einer Theorie d:a'r Kurven )-
et chez P. Urysohn, Sur la ramification des lignes cantoriennes, C. R. Paris 175

(1922), p. 483 et Mémoi iplicité ems ?
dam 13 (1927). moire sur la multiplicités cantoriennes II, Verh. Alkad. Amster-
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lorsque, pour tout ¢>0, il existe un ensemble ouvert ¢ tel que

(1) pe@, 5(G)<e et FE(—(}3<11 1,

Posons k
FM= F(ord, E<n).
b

Légalité ord, & =n veut dire que ord, & <n sans que
ord, & <m pour aucun m<mn.

Llinégalité ord & <n veut dire que ord, & <n quel que soit p-

1 étant un nombre cardinal, 'espace & est dit dordre <n
entre deux emsembles A et B, en symbole:

ordap E<n,
lorsqu’il existe un ensemble ouvert @ tel que
2) ACG, @B=0 et Fr(G)<m

autrement dit, lorsqu’il existe un ensemble fermé F' de puissance <t
qui sépare & entre A et B.

Bien entendu, si les ensembles 4 et B ne sont pas séparés, on ne peut-
attribuer aucun sens au symbole ord4p &; on a, en effet, ordsp & >n, quel
que soit 11, en convenant que le symbole > désigne la négation de <.

Les points d’ordre <8, sont dits rationnels; ceux d’ordre <o
sont dits réguliers (ce sont donc les points p pour lesquels I’ensemble
Fr (@) est fini). Les points d’ordre 1 sont appelés des points darréi.
Les points p d’ordre 0 coincident évidemment avec ceux ot dim,&==0.

Un espace composé exclusivement de points réguliers (respecti-
vement rationnels), c’est-a-dire tel que

F=F (respectivement F=FHI),

est dit régulier (respectivement rationnel).
Tout continu & 1 dimensior: est dit une courbe. Les continus

rationnels sont donc des courbes.
Exemples. 1) Les points 0 et 1 sont des points d’arrét de Pin~
tervalle 9=01. On a

F—gil=gt Ss=8% sV=0,
& désignant la circonférence z°-y*=1.

1) Le symbole X désigne la puissance de Pensemble X. Nous convenons
que Tinégalité ¥ <w veut dire que Pensemble X' est fini.
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2) Soit A, le segment défini en coordonnées polaires par les
conditions:
7T

1
a=y 0\:Q<’—n—.
En posant F=4;+4,+ ... et p=1(0,0), il vient
ord, ¥ =w.

3) Dans Pexemple 4° du § 44, I, on & pour toat point p du
segment 01 de Paxe des ¥,
Ol'dp F= o
4) & désignant le continu de la fig. p. 85, on a
) ord, ¥=r¢,
quel que soit p.

11 en est de méme si & est un continu inddcomposable.

5) La ,courbe universelle de Sierpinski“ est un confinu situé
sur le plan, localement connexe, non-dense est composé exclusivement
de points d’ordre cl).

Voici sa définition. Partageons le carré J2 en neuf carrés égaux
et enlevons I'intérieur du carré central. De fagon analogue, partas
geons chacun des 8 carrés restants et enlevons-en l’intérieur des
C@és centraux. Procédons ainsi de proche en proche. Les points
qui n’ont pas été enlevés constituent le continu demandsé.
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Ex. 5. Ex. 6
1) Voir C. R. Paris 162 (1916), p. 629.
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6) La ,courbe triangulaire de Sierpiriski“ est définie comme
il suit?). ’

Soit T un triangle équilatéral. Divisons-le en 4 triangles égaux.
Soient T, Ty, Ty ceux qui admettent un sommet en commun avee T.
De facon analogue, divisons chacun des triangles Ty, Ty, Ty en
4 triangles égaux et désignons par Ty, Loy, Tony Thos-y Ten CEUX
qui ont un sommet commun avee Ty ou Ty ou Ty. Procédons ainsi
de proche en proche.

Posons

Balaz...ak=Fr(Talaz...ak) et &‘=2Ba1a2...ak;

les indices o; admettant les valeurs 0, 1 et 2, et k=0,1,...

& est un continu admettant 3 poinis d’ordre 2 (les sommets
du triangle T), une infinité dénombrable de points d’ordre 4 (les som-
mets des autres triangles), tous les autres points étant d’ordre 3.

11 est facile de construire un continu composé exclusivement
de points @ordre 3 et 4. 11 suffit & ce but, d’ajouter 4 & un continu
(topologiguement) analogue et n’ayant en commun avec & que les
sommets du triangle T.

7) Il existe des cspaces réguliers, commexes et totalement impar-
faits 2). _

Décomposons, en effet, le plan en deux ensembles 4 et B
totalement imparfaits et disjoints. & désignant le continu de I’ex. 6
et § Densemble des sommets des triangles Toy.ay, I’ensemble
A-¥+ 8 jouit — comme on prouve — des propriétés demandées.

8) Un ensemble-somme de m ares Pay,...;pon wayant deux & deux
auecun point commun, sauf p, est dordre n au point P.

Réciproquement, on & le théoréme remarquable suivant 3):

Soit & un continu localement connexe. Si ord, E>n, il existe n
ares Pay,..pan qui wont deux & deuw aucun point commun, sauf p.

1y Prace Mat.-Fiz. 27 (1915) et C. R. Paris 160 (1915), p. 302.

%) Voir la note de B. Knaster et de moi-méme, A comnected and connected
4m Kleinen point set which contains no perfect subset, Bull. Amer. Math. Soc. 33
(1927), p. 106.

3) Théoréme de K. Menger (.n-Beinsatz”), Fund. Math. 10 (1927), p. 98.
Pour la démonstration, voir K. Menger, ‘Kurveniheorie, Chap. VI, 1, et & T.
Whyburn, On a-arc connectedness, Trans, Amer. Math. Soc. 63 (1948), p. 4562.
T.a démonstration pour n=2 sera donnée au § 47, 11, 15.
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1I. Généralités. 1. Pour que p e (E+p)™, 4l fout et 4l suffit
qu'il existe, pour tout >0, un ensemble ouvert G assujetts aux condi-
tions: o
(1) pel, 5(G)<e et K. Fr(G)<n.

Pour que ordgp E<n, oh A,BCE, il faut et il suffit qu'il
existe un ensemble ouvert G tel que: ‘

et K

@) AC@, @-B=0 Fr (6<n.

En effet, si p e (E-+4p)™ il existe un ensemble H ouvert dans
E4p et tel que

7l

(3) peH, 6(H)<e et (B-+p) H—H<n
Les ensembles H et E—H étant Séparés, il existe (d’aprés
§16, V, 6) un ensemble ouvert G satisfaisant aux conditions:
JHCR, @ E—H=0 et 3(G)<e.
Par conséquent

B-G—GCE-H—H, dou EFr()<E-H—H<n.

‘ Réciproquement, si ’ensemble ouvert ¢ satisfait aux condi-
tions (1), I'ensemble H=EG+p est ouvert dans E+p et satisfait
aux conditions (3), car

(B+p)- H—H=(B+p)-(BG+p)—(BG+p)=
=(8-EG+p)—(BEG+p)=E-EG—EG—pCEG—@.
Par conséquent, p e (B4 p)i.
Paissons a la deuxiéme partie du théoréme.
Solent ord.p E<n et H un ensemble ouvert dans E tel que

) ACH, B-B=0 et B-H—H<n,
G désignant un ensemble ouvert tel que
HCG et G- E—H=0,
les conditions (2) sont satisfaites.

Réciproquement, en supposant les conditions (2) satisfaites et

en posant H=E@, les conditions (4) se trouvent satisfaites; d’ou
ord 4B E <n. ’ ’

9 4 ] ;o
2. Lensemble E™ et plus généralement Vensemble

E{pe(B+pm)
est un Gy. 7
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11 est, en effet, égal & @;-G,-... olt Gy se compose des points
pour lesquels il existe un ensemble ouvert @ satisfaisant aux con-
ditions (1) avec e=1/k.

3. BE-F™CE™, clest-d-dire, si p e E on a ord, E<ord, &.

4. 8i G est ouvert, on o G- F ™=@ @™, c’est-a-dire

ord,, G=ord, & pour peG.

La démonstration des énoncés 3 et 4 est immédiate.
5. 8i E=F", il existe une base formée @’ensembles ouverts

Ry,R,,... tels que Fr (B)<<n.

Faisons correspondre, en effet, & tout point p et & tout entier
positif ¥ un ensemble ouvert G(p) satisfaisant anx conditions I (1)
pour e=1/k. D’aprés le théoréme de Lindeldf (§ 17, I), il existe
pour tout % une suite Gx(p,), Ga(p,) .. telle que E=G+(p,) -+ G+ (Ps)+---
En transformant la suite double {Gx(py)}, ot k=1,2,... et 1==1,2,..,,
en une suite simple, on obtient la base Ry, R,,... demandée.

6. Pour que ord, E<n, 4 faut et il suffit que tout ensemble
fermé F tel que p € ¥—F satisfasse & la condition ord,r & <.

Cette condition étant évidemment nécessaire, nous allons
démontrer qu’elle est suffisante.

Soit £>>0. Posons F'= [ [|z—p|>¢]. Il existe par hypothese

un ensemble ouvert G tel que:
pe@ Tr(G)<n et G-F=0, dou §(G)<e.
Donc ord, E<n.

III. Ordre &, et c. 1. Soit n=g8, ou n=c. & éiant un espace com-
pact dordre n entre deun ensembles fermés A et B, & est dordre n
entre dewx points ae A et beB. 4

De fagon plus générale, si un sous-ensemble E d'un espace -
compact est d’ordre n entre A et B (ot A+BCE), il ewiste un couple
de points a et b tels que
@ aed, beB e ordg (B+at+b)>n.

La démonstration sera tout & fait analogue & celle du th.1
du § 42, IT1).

1) En ce qui concerne les analogies entre la théorie de la dimension et celle

de Pordre, il est 4 remarquer que de nombreux théordmes des deux théories se
laissent déduire de la théorie des familles dimensiomnantes (cf. § 22, VII).
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Soit G la famille de tous les ensembles ouverts G tels que
E.Fr(G)<n. Supposons que, quels que soient les points ae¢ 4 ot
b e B, l'inégalité (1) soit en défaut, c’est-a-dire (cf. II, 1), qu'il cor-
responde & ces points un ensemble ouvert G tel que

ae@ bnon-e@ et (E-Fatb)-Fr(G)<n, dolt Ge G.
11 existe alors d’apres § 37, V, 6, un ensemble
" H=Gi .Gyt GG ou Geq
tel que ACH et B-H=0. Comme (cf. § 6, IT (8) et (9))

Fr (H) c:iZ_ Fr (G), ot B-Fr (H)<n,
]
il vient ordss E<mn.
2. Soit n=x, ou n=c. Si & est compact et ord, £ =mn, il
existe wn point q tel que ord,, E=n.

De fagon plus générale, F dlant un sous-ensemble d'un espace
compact &, & tout point p dordre n de B correspond un  point q tel
que ordpq (B4 ¢q)=m. '

Car d'une part, I'inégalité ord,, (E+g¢)<ord, E est valable
pour tout g==p et, d’autre part, en substituant 3 B dans 1 un en-
semble fermé dans ¥ tel que p « B—B et que (cf. IT, 6) ord pE<ord, z B
on en déduit Pexistence d’un point ¢ ¢ B pour lequel e

ordps E<ord,, (B+g), dot ord,, (B+ g)=n.
3. 8 & est compact et ord,. Fx, quel que soit x ‘
ord, F<x, P, S q ‘ +=p, on o

'En effet, si ord, &>y, il existe d’aprés II, 6 un ensemble
. fermé F tel que pe F—F et ordyr E=c. Mais il existe alors
(daprés 1) un point # ¥ tel que ord,, F=c.

4. Soit n=8, ou n=c. F dlant un es ]
' ) . pace compact et p étant un
point fize de &, Vensemble ?

P=F (ord,. F>n)?)
est un continu.

') On rapprochera cette définition de celle de qu si-com
R s si- .
celle-ci coincide avec J (ordp , F> 1). qui si-composante (§ 41, V);
N x
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Dabord P est fermé, car F—P est 1a somme des ensembles
ouverts X tels que p e ¥—X et Fr (X)<n. Pour prouver que P est
connexe, désignons par G un ensemble ouvert tel que p ¢ G ef
P.Fr(F)=0. Il agit de montrer que PCQ.

I’égalité P-Fr(G)=0 implique en vertu du th. 1 que
ordp e E<n. Il existe par conséquent un ensemble ouvert H
tel que

peH, HFr(¢)=0 et Fr(H)<n.
11 vient
peHG et Fr(HGCFr (H),
car
Fr (HG)=HG—HGC(H-G—H)+(H-G—@)CH—H

(puisque H.-G—G=0). Donc Fr(H@)<n. Comme peHE on en
conclut (d’aprés la définition de P) que

PCHG, done PCH-G=HGCG.

Les th. 2 et 4 impliquent aussitdét que

5. Dans tout espace compact, Vensemble des paints irréguliers
(c'est-a-dire, Uensemble F—F), ainsi que celui des points irra-
tionnels (cest-&-dire, Yensemble F—F™) sont des sommes de con-
tinus (ne se réduisant pas & des points individuels) ).

6. & dtant un espace compact, Uensemble des points dordre
¢ 2) est irrégqulier en chacun de ses points.

Er symbole:
(2) L (F-gM)M=00).

Supposons par impossible que p e (F—F I,
Soit £>0. Il existe donc un ensemble ouvert @ tel que

(3) pe@, d(@<e eb Fr(G)—FM <o

1) Voir K. Menger, Math. Ann. 85 (1926), p. 287, P. Urysohn, Verh..
Akad. Amsterdam 13 (1927), p.19 et W, Hurewicz, Math. Ann. 96 (1927),
Pp. 759.

2) (let ensemble est appelé noyau ordinal, par analogie au noyau dimensionnel
(envisagé au § 22, V).

3) Voir K. Menger, loco cif. p. 289 et P. Urysohn, loco cit. p. 21.

La démonstration du th. 8 donnée ici est complétement analogue & celle
du théordme correspondant sur le noyau dimensionnel (§40,V).

®
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I1 existe, d’autre part, unc famille d’ensembles ouverts & telle
qua tout @ e Fr (@) ™ et 3 tout entier positif % correspond un
ensemble H ¢ G satisfaisant aux conditions:

(4) @ e H, 6(H)<£ et ¥r (H)<8,.

L’ensemble Fr (@)—&™ &tant fini (d’aprés (3)), Iensemble

Tr (G)- E™ est un F,. Le théoréme 8 du § 37, V, lui est done appli--

cable. On en déduit Pexistence dune suite d’ensembles H,,H,
appartenant & G et satisfaisant aux conditions: oY

(5)  Fr(@)-F®CYH,,

Posons

(7) Q=G+ H,.

) SHACXH,t Fr (G).

Il vient d’aprés (3) et (4):
‘) peQ eb 4(Q)< 2.
En outre, d’aprés (7) et (6),
Fr (Q)=0—Q=(@—Q)+(JH,—Q)C
C(@-—G~—§Hm)+{[§flm+lﬂ‘r ("]—G—YH,} C
C[Fr (&) —%’Hm]—}— %“Fr (Hu), )

puisque
mZﬁm~§Hm CY(Hu—Hu)= 3 Fr (H,).

Il en résulte, en vertu de (4), que

©) Fr (@) <x,,
car, d’aprés (5) et (3),

Fr(G)— Y Hp < Fr (@) —FM < o,

Les formules (8) et (9) entrainent P e F

% I'hypothése. , contrairement;
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Remarque. Le terme irrégulier ne peut pas étre remplacé par
irrationnel. Plus préeisément, il existe un espace compact & dont
L’engemble des points d’ordre ¢ est rationnel (c’est-A-dire n’est en
aucun point d’ordre ¢) et non-vide.
Tel est l’exemple suivant ):

x étant un point de I'ensemble € de Cantor, posons

2,2 2

a= ot et O m<m<<m<.,
et .
—1)™ —1)"2 __1\r
flaoy="D0  CIR L L DR se)=0

3 32
5 )
L’espace & se compose des segments aux extrémités (z,ir)

et (2,8,), olt iy et s, désignent la plus petite et Ia plus grande limite
de la fonction f au point z et olt w e C.

IV. Espaces réguliers, espaces rationnels.

1. Tout espace conmewe régulier est localement connexe.

Plus précisément, si & est connexe et ord, E<w, & est loca-
lement connexe au point P. '

Soient, en effet, e>0 et ¢ un ensemble ouvert tel que

(1) PYG@, 5(@)<e et Fr(@)=(gy,q,)-

L’ensemble £ —Fr (@) ébant la somme des ensembles sépa-
1és G et F—@G, et ensemble Fr (@) étant (d’aprés (1)) la somme
de n ensembles connexes, il résulte du th. 7 du §41, II, que Pen-
semble G= @+ Fr (@) est somme de (tout au plus) » ensembles
connexes séparés: .

(2) G=8;+ ...+ 8, pef et k<n.

1) Voir E. Otto, Uber Punkte der Ordnung ¢, Monatsh. Math.-Phys. 40
(1933), p. 88. Cf. aussi ma note Une application des images de fonctions & la con-
struction de certains ensembles singuliers, Mathematica 6 (1932), p. 123.

Le premier exemple jouissant de la propriété en question a été trouvé par
8. Mazurkiewicz. Voir Sur les points d’ordre ¢ dans les continus, Fund. Math. 15
(1930), p. 222. Pour une solution partielle, voir Ja Note de Mazurkiewicz et de
moi-méme sous le méme titre dans Fund. Math. 11 (1928). .

C. Kuratowski, Topologie I 14
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Tn tant que séparé des ensembles 8,83, ..., Sz, donc de leur
somme Sy ..'.—]—Sk, Pensemble S, est un entourage de p relatif & G
done & & (puisque p € G). _ - 5

Finalement 8(S,)<e, d'aprés (1) et (2). Done & est localement
connexe au point p.

9. Tout continy régulier est héréditairement localement conmexe.

Plus généralement, tout sous-ensemble conmeze d'un espace ré-
gulier est localement connexe. ‘ .

Car tout sous-ensemble d’un espace régulier est régulier.

Remargues. 1° La réciproque n’est pas vraie: il ewiste des
espaces héréditairement localement connexes qui me sont pas réguliers.
' Tel est le continu (plan)?)
composé du segment 0<<or<<l,
y=0, des demi-circonférences:

.
(o= y>0,

2 1
on ) +y2=Z’_"

ol #=1,2,... et k=1,2,3,..,27t,
et de demi-circonférences:

2k—1? L
&*E?F)+w=4ym y<0

ot n=0,1,... et k=1,2,...,3"

2° On a cependant le théoréme suivant: tout espace hérédi-
tairement localement connexe est rationmel?). .

Enfin I'exemple I, 3° du § 44 représente un continu rationnel
.qui n'est pas localement connexe. i

3. Tout continu dépourvu de sous-continus non-denses (qui con-
tiennent plus dun point) est régulier.

En effet, & étant supposé un continu irrégulier, il existe,
Q’aprés III, 5, un continu
3) . ECE-—-F™

1) Cet exemple est dft & B. Knaster; voir K. Menger, Kurventheorie,
p- 258. Voir aussi H. M. Gehman, Ann. of. Math. 27 (1926), p. 43.
. ?) Pour la démonstration, voir K. Menger, Kurventheorie, p. 251, ou
G.T. Whyburn, Adnalytic Topology, p. 94.
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contenant plus d’un point. En tant que dépourvu de continus non-
denses (contenant plus d’un point), & est héréditairement loca-
lement connexe (d’aprés § 45, IV, 1). Le continu K est donec loca-
lement connexe et contient par conséquent (cf. § 45, II, 1) un
arc A. Cet arc n’étant pas non-dense dans &, soit » un point inté-
rieur de 4. Evidemment

ord, ¥=ord, A<2,
contrairement & la formule (3).
4. Pour qu'un espace soit rationnel, il faut et il suffit qul soit
somme de deusw ensembles dont Uun est de dimension <0 et Pauire
est dénombrablel).

En effet, & étant supposé rationnel, soit, conformément
4 II, 5, Ry, R,,... une base de & telle que Fr (R;) <&,. Posons
(4) o D=2Fr (Rp). '

Il vient _
(5) D=y, et dim (X—D) <0,
puisque les ensembles R,—D sont fermés-ouverts dans F—D
et y constituent ung base. '

Réciproquement, soit D un ensemble satisfaisant aux con-
ditions (p). Soit p ¢ &. 11 vient

(6) dim, (£—D +p)=0,
d’aprés Pinégalité (5) et § 21, III, 2.

Soit ¢>0. Il existe, d’aprés (6) et § 20, II, 2, un ensemble
ouvert G satisfaisant aux conditions:

(7 pe@, 8(@)<e et Fr(G)CD, dott Fr(G)<s,,
suivant 1’égalité (5).

Les formules (7) impliquent que ord, F <x,.

B. Toute famille de sous-ensembles comnewes disjoints (et con-
tenant plus dun point) d’un espace rationnel est denombrable.

En effet, cette famille étant supposée indénombrable et 1’en-
semble D étant supposé dénombrable, il existe dans cefte famille
un ensemble connexe C disjoint de D (et méme une infinité indé-
nombrable de tels ensembles); c’est-a-dire CC&—D. L’ensemble ¢
étant connexe, F£—D ne peut pas étre de dimension 0, contrai-
rement au th. 4.

1) (e théordme est un cas particulier de § 22, VII, 1.
14*
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6. La somme d'une série imfinie d’ensembles fermés rationnels
est un ensemble rationnel 1).

Désignons cette somme par & et ces ensembles par 4,,4,,...
On a d’apres 4:

Ap=B,+ D, obdim B,<0, D,<8 et Bn-D,=0.
11 vient

8 = ,,2 Bn+n2 Dy

Aim (Y B <0 et X Da<xy,
n n

puisque B, est un F, et la somme d’une série infinie d’ensembles F,
{-dimensionnels est de dimension 0 (cf. § 21, III, 1).

Les formules (8) et le th.4 impliquent que l'espace & est
rationnel. '

Remarque. L'exemple considéré dans la remarque 1° montre
que la somme de deux continus réquliers peut ére un continw irrégulier.

On a cependant le théoréme suivant:

7. Soit & un espace compact. Si =A-+B, ot A et B sont
fermés et réguliers, Vensemble C=%F—F* est un ensemble fromtiére
dans A et dans B. ®

Comme A—BCE™ et B—ACE™, il vient (CAB.

Il s’agit de prouver que

{9) ' CCA—C.
On a

(10) 3‘,'——A—O=(A—~A——C)+(B—~A~O)CAC+BCB,
car CCAB.

En tant que sous- ensemble de l’ensemble 1érruher B, Ten-.
semble F—A—C est réguher En tant qu’ouvert, il est contenu

dans & (cf. 11, 4); d’ott Iinclusion (9).

8. Si Von admet, sous les hypothéses dw th. T, que Pune de deuw
conditions suivamtes soit satisfaite:

(i) dim AB=0,

(ii) B ne contient aucun comtinu (conienant plus dun point)
qui soit non-dense dams B,

Vespace & est régulier.
(’est une conséquence directe des théorémes 7 et I11, 5.

1) Cf. § 22, VII, 4.
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9. Soit m=w ou m=g,. & dtant compact, chacune des conditions
suivamies est mécessaire et suffisamte pour que Vom ait F=%™,
cest-6-dire pour que & soit régulier ou rationnel (suivant que m est o
ou Rp): '

10 ord,, E<<m quels que soient les points z=Fy,

20 ordsp E<m quels que sotent les ensembles fermés et dis-
joints A et B.

Les conditions sont nécessaires. Car, en supposant que & est
régulier (rationnel), la condition 1° est satisfaite évidemment. En
outre, 1° entraine 2° d’apreés III, 1.

Les conditions sont suffisantes en vertu de II, 6.

10. Théoréme de décomposition. Btant donmé un recowvrement
par des ensembles ouverts dun espace compact végulier (ou rationnel
respectivement j: & =G+ ...+ Gy, il existe un systéme densembles
fermés Ty, ..., 'y satisfaisant oux conditions:

(1) F=Fyt+..+Fy FCG e Frly<m powr i+j,
ot m=o (0u M=y, respectivement).

Procédons par induction. Pour k=2, Ie théoréme résulte de 9,2°.
En effet, en posant ‘

F=G,+G; A=F—0G, et B=F—0G,
il vient AB=0, d’olt ord,z<m. Il existe par conséquent un en-
gemble ouvert @ satisfaisant aux conditions:
|  ACG, @B=0 et Fr(@<m.
Les ensembles F,=%—@G et F,=@ satisfont donc aux con-
ditions (11). '
Admettons & présent que le théoréme est vrai pour k—I1.
11 existe, comme nous venons de montrer, deux ensembles fermés H

et F tels que

(12) F—=H-Fp, HCG+..+Gry, FiCl et HF<m

Llensemble H étant compact et régulier (respectivement ra-
tionnel), lidentité H=HG+ ...+ HGp implique par hypothése
Pexistence d’un systéme d’ensembles fermés F'y, ..., Fy satisfaisant
aux conditions: *

(13) H=F,+..+Fp, F,CHG, et FpFy<m pour i<j<k.

Les formules (12) et (13) donnent aussitot (11).
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Le théoréme 10 entraine le corollaire suivant:

11. & étant un espace compact régulier (ou rationnel respective-
ment), & tout ¢>0 correspond wun systtme fini d’ensembles fermés
By, .. Fy satisfaisant aur conditions:

(14)  E=Ft..4+Fy 3(F)<s, FroFj<m, FpFpF=0

pour tout systéme d’indices différents (m désignant o ou ;).
En effet, comme dim & <1, il existe (cf. § 40, IV, 1) un sy-
stéme d’ensembles ouverts @, ..., G, satisfaisant aux conditions:

&’:Gl"‘“n-‘}"G[” (5(Gi)<8’ Gk'Gi'Gj:O-

F,,..,Fr étant un systéme d’ensembles fermés vérifiant les
formules (11), les conditions (14) se trouvent réalisées.

Remarques. 1) Il existe un continu. régulier qui ne se laisse
pas décomposer en continus de diamétre <e qui n’aient dews & deus
qu'un seul point commun (aw plus)?).

2) 8i & est un continu régulier, les ensembles Fyy . By du
th. 11 pewvent étre aussi supposds des comtinus réguliers.

En effet, la somme ;4 ...+ F, étant connexe et tout produit
Fi-F;, avee i=kj, étant formé d’un nombre fini de composantes,
on conclut facilement que le nombre des composantes de tout F,
est fini. Soient C},...,0M les composantes de F;. En remplacant
la formule

k- rom
E':I;;Fi par F=) 202’,

i=1 r=1

on parvient & la décomposition demandée.
12°%). A tout espace compact régulier (ou rationnel ) & correspond

une fonction feJZ telle que Pensemble des y pouéﬂ lesquels f“i(g/) <m
(0% m=w ou X,) est dense dans Pintervalle 9.

) J. H. Roberts, On a problem of Menger concerning regular curves, Fund.
Math. 14 (1929), p. 327. .

%) Théoréme de G. T. Whyburn, Characterizations of certain curves by
continuous functions defined upon them, Amer. Journ. Math. 55 (1933), p. 131.
Le cas od I'ensemble f~Y(y) est fini pour chaque Y, a été étudié par E. Gech,
Fund. Math. 18 (1932), p. 86, 8. Mazurkiewicz, ibid. p- 89, B. Aitchison,
C. R. Soc. 8c. de Varsovie 27 (1934), p. 3,7 0. G. Harrold, Jv. (Continua of finite
sections), Duke Math. Journ. § (1941), p. 682.
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Envisageons, en effet, la suite infinie d’ensembles fermés
7y, Fy, ... définie par induction comme suit.
F, est un ensemble fermé tel que

{15) Int (F)==0, Fi==& et Fr(F)<m

Le systéme des ensembles Fy, Fy ..., Fgr (ot k2= 0) étant supposé
strictement monotone et assujetti aux conditions (15) (en remplacant
I’indice 1 par i< 3%), il existe un systéme d’ensembles Fgryyy .., Fabt1
satisfaisant aux conditions (15) et tel que le systéme F,...,Hgrtt
est strictement monotone.

Pour §’en convaincre, on remarquera que, si les trois ensembles
fermés ACFCB constituent un systéme strictement monotone, il
existe (d’aprés 9, 2°%) deux ensembles *F et F* tels que AC*FCFCF*CB
et que les 5 ensembles envisagés constituent un systéme strictement
monotone. De plus, les ensembles *F et F* satisfont aux conditions
(1) si F leur satisfait. On peut admettre enfin que 1’inégalité
oz, ¥—F)>1/k entraine xe*F.

Soit F' la famille des ensembles F,, n=1,2,... Le type d’ordre
de la famille F (ordonnée par I'inclusion) est dense, car les formules
FnCInt(F,) et 0=F,+ % entrainent F,==F,. On peut done (con-
formément au § 19, VII, 1) représenter les éléments de F sous la
forme A,, 1’indice » parcourant les nombres rationnels (binaires)
entre 0 et 1. En vertu des définitions de F* et de *F, on a

A.=[]4s et Int(4,)=2Int (4,).
s>r ) q<lr

On en conclut en vertu du § 19, IX (14), que, f désignant la
transformation de ¥ en J, considérée dans le §19,IX, 3,

Fr (A4,)Cf()C[] As— 2 Int (4,)=A,—Int (4,)=Fr (4,),
soor q<r

dolt T (#)=7Fr (4,) quel que soit r. o

131). & dant compact et rationnel, il existe un nombre ordinal
a<Q tel qui tout pe S et & tout £>0 correspond un ensemble ouvert G
assujetti auxr conditions:

pe@, oG)<e e [Fr(@))==0,
X@ qésignant le dérive Qordre o de X (cf. §19, IV).

1) Voir H. Reschovsky, Uber rationale Kurven, Fund. Math. 15 (1930),
p.19.
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Soit, en effet, conformément & II, 5, By, R,,... une base formée
d’ensembles ouverts R; tels que Fr(B)<x, Il existe donc (cf.
§19,1V) un ;<@ tel que [Fr (R)]®=0, et il suffit de désigner
par ¢ un nombre =gy pour i=1,2,...

Remarque. Les espaces compacts rationnels peuvent done
ére rangés en 8, classes suivant le nombre a (le plus petit possible)?)
qui vient leur correspondre en vertu du th.13. On démontre ?)
quaucune de ces classes n’est vide (en particulier, la classe 0 est
celle des espaces de dimension 0 et la classe 1 est celle des espaces
réguliers). Il en résulte qu’il n'existe parmi les espaces rationnels
aucun dont le rang topologique soit le plus élevé.

Ajoutons trois théordmes sans démonstration:
15. Théoréme de compactification ®). Tout espace régulier est
contenu topologiquement dans un espace réqulier compact.

164). Les homéomorphies | e (T*)F telles que

ordyq E=ordsp), pqy f(E), o ordp, E<co,

eonstituent un ensemble résiduel dams Uespace (9’“)'?

17. Théoréme de prolongement. Tout ensemble régulier
dans un espace arbitraire) est contenw dams un Gs régulier.

Le th. 17 est une conséquence facile du th. 15 rapproché du
théoréme de Lavrentieff (§ 31, II, corollaire).

Remarques. 1) Le th. 15 est en défaut pour les espaces rationnels.
Envisageons, en effet, ’ensemble (plan) composé des segments unis-
sant le point (4, 4) & tous les points rationnels de 'intervalle 0o <1,
11 est impossible de le compactifier sans que le point (4, 4) devienne
d’ordre du continu.

(situé

1) Dit genre de & (,,Geschlecht); cf. K. Menger, Fund. Math. 10 (1927),
p. 111. Pour une étude plus détaillée de cette notion, voir H. Reschovsky
ibid. et K. Menger, Kurventheorie, Chap. IX. :

%) K. Menger, ibid. p. 294.

%) Voir G. Nobeling, Uber regquldr-eindimensionale Riume, Math. Ann. 104
(1931), p. 81, et ma note Quelques théordmes sur le plongement topologique des espaces,
Fund. Math. 30 (1937), p. 8.

4) Voir ma note Sur la compactification des espaces & connewité n-dimension=
nelle, Fund. Math, 30 (1937), p. 246.
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2) Le th. 15 est en défaut pour les espaces réguliers d’ordre
n fize. Il existe, en effet, un espace d’ordre 4 (c’est-i-dire, d’ordre
<4 en chaque point) qui n’est contenu topologiquement dans
aucun espace compact d’ordre 4 1).

3) Parmi les espaces réguliers, il n’existe aucun dont le rang
topologique soit le plus élevé 2).

V. Points d’ordre fini. Caractérisation des arcs et des courbes
simples fermées. 1. Si ord, £ <1, p n'est pas un point de sépara-
tion de &. Doue, si & est connexe, £—p Vest également.

Admettons, par impossible, que &—p n’est pas connexe entre
deux ensembles fermés A et B entre lesquels & est connexe (cf.
§ 41, VII). II existe donc deux ensembles ouverts 4* et B* satis-
faisant aux conditions:
(1) F—p=A*+B* A4* B*=0, ACA* et BCB*
Daprés 'inégalité ord, <1, il existe un ememble ouvert G tel que-
(2) pe@, G-(A+B)=0 et rr(G)<I.

La derniére 1néga,11té' implique que l'on a

goit Fr (G)-A*=0, soit Fr (@) -B*=0.
Posons Fr (G)-B*=0. Il vient
B*—@=B*—[G+Fr (G)]=B*—

ce qui prouve que l'ensemble B*—@G est ouvert.

On a, d’antre part, A’aprés (1) et (2):

F=(A*+ )+ (B*—G), (4*4@)(B*—@)=0, ACA*+ &, BCB*—G.

& n’est donc pas connexe entre A et B, contrairement & I'hy-
pothése.

2. dim FY<0.

En effet, § désignant I'ensemble des points de séparation
de &, on a d’aprés 1, FW.§=0. Il sutfit donc de prouver qu’s
tout p e FM et tout a>0 _correspond un ensemble ouvert ¢ tel que
(3) pe@, OG)<e et " (3) Fr (¢)CS.

Si ord, £=0, on a dim, £=0. Il existe par conséquent un
ensemble ouvert @ satisfaisant aux conditions (3) et tel que Fr (G)=0,
d’ott Pinclusion (3').

1) Voir &. Beexr, Monatsh. Math.-Phys. 38.
) Voir G. Nobeling, loco at. p. 82.
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Si ord, £=1, on a dim,X=0. L'espace & est connexe
par conséquent (cf. §41, IV, 2) entre le point p et un ensemble
fermé F tel que p e ¥—F. D’autre part, 1’égalité ord, =1 implique
’existence d’un point ¢ et d’un ensemble ouvert @ satisfaisant aux
conditions (3) et tel que @-F=0 et Fr (¢)=g¢. Le point ¢ sépare
donc Pespace entre p et F, d’oll g e S, et la formule (3’) se trouve
vérifiée.

3. 8 & est irréductible entre a et b, on a FVC(a,b).

Autrement dit: Pdgalité ord, =1 z'mplz’que que Uon a soit p= a,
soit p=>b.

Supposons, par contre, que ord, =1 et que a==p=b. Soient @
un ensemble ouvert et g un point tels que

(4) ped, ) abeE-G, (")  Fr(@)=q.
Les ensembles @ et F—@ étant séparés, la formule
F—q=F—(G—F)=G+(F—G)

implique (cf. § 41, II, 4) que I’ensemble ¢+ (F—F)=F —G est con-
nexe. (Pest donc un ensemble connexe, fermé, contenant les points
a et b (d’aprés (4). & étant irréductible entre ces points, il vient
K —G=&, contrairement & (4).

Nous en déduirons le théoréme suivant:

4. 8i & est un continu, F—F™ est un semi-continu.

Soient, en effet, a,b e ¥—FM et ¢ un continu irréductible
entre @ et b (cf. § 43, I, 1). Il vient d’aprés II, 3, et 3:

C-FNCUC (a,h), @ou C¢-FM=0, done CCE—FM.

5. Tout espace connexe & contenant deux points a et b tels que

{5) ord, ¥=1=ord, &, a+b,
(6) ord. =2 pour afab,
est um are abl).

) ﬁoit F=5(a,b)+a+b, ot S(a,b) désigne l'ensemble des points
qui séparent & entre o et b. & étant localement connexe (d’aprés
IV, 1), tout revient & démontrer que F=F (cf. § 44, IV, 4)

) 1) Cf. F. Frankl, Uber die susammenhingenden Mengen vom héchstens
zweiter Ordnung, Fund. Math. 11 (1928), p. 96.
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Supposons, par contre, que £ —F==0. Soit E une composante

de ¥—F. Donc R==& et, & étant connexe, il existe un point

p € Fr (R). T’espace étant localement connexe, on a Fr(R)CFr (F)

(d’aprés § 44, I1I, 3), et Pensemble ' étant fermé (d’apres § 44, IV, 3),

on 3 Fr(F)CF. Donc p ¢ F, c’est-a-dire que

) p €[S(a,b) 4 a+b]. ‘

On a d’autre part a=p==b. Supposons en effet, que p=a.
11 existe done, d’aprés (5), un point ¢ et un ensemble ouvert G suf-
fisamment petit pour que lon ait:

a=pe@, beF—Q R—GF=+£0 et Fr(G)=c.

1 en résulte que ce S(a,b), Aol ceF, done ce —R, c’est-
3-dire RB-Fr (G)=0.

Cependant, la condition p ¢ G-Fr (E) donne EG+0 et comme
R—@=0, il vient R-Fr(G)=0 en vertu de la connexité de R
(¢f. § 41, 1,1). I1 est ainsi établi que
(8) a=p=+b.

Daprés (6), il vient ord, ¥=2. Il existe donc un ensemblg
ouvert @ et deux points g et » tels que

9) pe@, abe¥—G R—G+0 et Fr(G)=(g7)
Il vient, comme auparavant, E-Fr (GY==0, done
(10) soit qeR, soit reR.

En outre, comme p < S(a,b) (d’aprés (7) et (8)), il existe deux
ensembles ouverts A et B tels que ‘
{11) acA, beB, ¥—p=A+B et AB=0.

T’ensemble A+ p étant connexe (cf. §41, 1T, 4), les formules
peG-(A+p) et ae(d+p)—G (cf (9) et (11)), entrainent
(A-+p)-Fr(@)==0 (cf. §41,1,1), d'ou (cf. (9)): A -Fr(@)==0. De
méme B-Fr (G)==0. Soient donc ged, reB ef, conformément & (10):
{12) reR, dou reF—F.

Posons H=A -+ G. Dapres (11) et (9),

A=A+p et G=G+g+r.
Par suite :

Fr (H)=(d+p+G+g+r)—(4d+G)=r aeH et beF—H.
Done 7 € §(a,b)CF, contrairement & (12).


pem


220 Chapitre VI. Espaces localement connexes.

6. Tout continu composé exclusivement de points d’ordre 2 est une
courbe simple ferméde.

D’aprés le th. 2 du §42,V, il s’agit de montrer que le con-
tinu & envisagé est séparé par tout couple de ses points.

Supposens, par contre, que a==b et que ’ensemble &—(a,b)
soit connexe. & étant localement connexe (d’aprés IV, 1), soit ab
un arc. On a ¥==ab (puisqu’on aurajt autrement ord, & =1). Soient

celab—(a,b)] et de[F—ab].

L’ensemble &£—(a,b) étant ouvert et connexe, il existe (d’aprés
§ 45, IT, 1) un arc ¢d CF—(a,b). Soit e le dernier point de arc cd
appartenant & ’arc ab. On a done

es=d, aFe==b et ed-ab=/(e).
Evidemment ¢ est un point d’ordre 3 du tricde ab -+ ed, Aol
ord, >3, '

L’énoncé 7 qui suit nous servira de lemme pour établir le th. 8.
Soit ™ 1a somme des ensembles ouverts @ tels que

13 (@)<1/k et Fr(G)<n.

7. Sotent A et B deux ensembles fermés tels que E=A+B,
et p un point isolé de AB tel que ord, £ 2n—1 (n>=1). A tout £>0
et & tout entier k>0, correspond alors un ensemble ouvert P tel que:

(4) peP, Fr(P)<co, O(P)<e
et que
(15) soit A-Fr (P)CE™, soit B-¥r (P)CE™,

11 existe par hypothése un ensemble ouvert H satisfaisant
aux conditions:

(16)  H-AB=p eH, 6(H)<1/k ot ¥ (&) <2n—1.
Comme
Fr (H)=Fr(H)-A+Fr (H)-B et Fr (H)- AB=Fr (H) p=0,
on a

¥r(H)=TFr (H)-A-+¥r (H)-B,
d’olt en vertu de (16):

soit ¥r(H)-Ad<m, soit Fr(H).B<n.
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Admettons que L
(17) ¥r(H) Ad<n.
Comme

Fr(H—B)=H—B—(H—B)=H—B—H+H~—B-BC
C(H—H)-¥—B+H F—B-BCFr (H)-A+H-AB,

il vient, d’aprés (16) et (17), Fr (H—B)<n, d’ou suivant (13)
(18) H—BCE™,

Soit P un ensemble ouvert satisfaisant aux conditions (14) et
tel que PCH. Il vient

(P—P)AB=0, cest-a-dire P—PC(¥—A)+(¥—B).
Par conséquent,
AP—PC%—BCH—B,
puisque PCH. Il en résulte (15) en vertu de (18).
8. Théoréme de W. L. Ayres?). dim (21— <0 (pourn=1).
Bvidemment

(&2}

Lk
c(,‘x_"["]___[‘l g’[" ]’

k=1

Pon g gl 31 gplontl_ el
k=1
Tensemble E™¥ étant ouvert, il suffit, en vertu du théoréme
d’addition (§ 21, III, 1), de démontrer que, quel que soit %k, on a
dim (FE g <o,

autrement dit, qu’d tout point ¢ e & Bl ot & tout £>0 correspond
un ensemble ouvert G satisfaisant aux conditions:

(19) ‘ ge@, &(@)<e et Q(GF)=0,
en convenant que de fagon généiale
Q(X)=&® . Fr (X)—&™".
Comme ge & =1 §] existe un ensemble ouvert H tel que

(20) geH, 8(H)<e et Fr(H)<oco.

1) Trans. Amer. Math. Soc. 83 (1931), p. 252,


pem


iom
222 Chapitre VI. Espaces localement connexes,

Posons =
(21) - m=Q(H). .

Nous définirons ’ensemble G en procédant par induction.

Si m==0, posons G'=H. Les conditions (19) sont' donec satis-
faites. :
Soit m >0. Admettons qu’d tout ensemble ouvert H, tel que
Q(H,)<m—1 et qui satisfait aux conditions (20) (en y remplacant
H par H,), correspond un ensemble ouvert G assujetti aux con-
ditions.(19). Tout revient donc & établir I'existence d'un ensemble H,
de ce genre.

Soit p € Q(H). Posons dans 7: A=H et B=%—H. On en dé-
duit en vertu de (20) 'existence d’un ensemble ouvert P tel qué

(22) peP, geX—P, 6(P)<e—i(H), Fr(P)<oo,

et que l'on a

(23) H-Fr(P)CF™ ou
Posons

(25) H=H—-P ou (26)

(24) Fr (P)—HCEF™H,

H1=H+P’

suivant que l'on a, (23) ou (24).

Dans les deux cas, on a d’aprés (20) et (22)
(27) geH, 6(Hy)<e et peF—Fr(Hy),
puisque, P étant ouvert, il vient (cf. § 5, IIT et § 6, IT, (8)):

P -Fr (H—P)CP-H—P=PH—P=0 et P -Fr(H+P)=0.
Dans les deux cas, on a aussi
(28) Fr (H,) CFr (H)--§™,
Car, d’une part, la formule (25) domne (cf. § 6, TT (9) et (5)):
Fr (H,)CFr (H)+H- Fr (P)CFr (H)+H-Fr (P),
et d’autre part, d’aprés (26),
¥r (H,)=H +P—H—PCFr (H)+[Fr (P)—H].
L’inclusion (28) donne
Fr (H,) —F"ACFr (H)— ™ @on Q(H,)C Q(H),
donc‘Q—rTigm, d’aprés (21).
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11 en vésulte que (T(flﬁ\{m-—l, car p «[Q(H)—Q(H,)] d’aprés
(27). Finalement, H, satisfait d’aprés (27) aux conditions {20) en
remplacant H par H,, puisque

Fr (H,) CFr (H)+Fr(P) et Fr(H)LFr(£)<oo
d’aprés (20) et (22).

Le th. 8 implique deux corollaires:

8’. Pour tout n==2, on o dim (F"— g 1)«o.

Pour n=1, ¢’est une conséquence du th. 2.

©8i a3, cest-d-dire, si n<2n—3, on a FIC FLEI-1 giy
1a conclusion demandée en vertu du th. 8.

8. Si tous les points de & oni le méme ordre fini n>0, on a
n=2. .

Par conséquent, st & est un continu, il est une courbe simple
fermée.

Par hypothése F=F" - Linégalité ns2 implique
done d’aprés 8’ que dim F<0; mais alors n=0.

La deuxiéme partie du théoréme en résulte en vertu du th. 6.

9. & étant un continu, tous ses poinis de séparation, sauf une
infinité dénombrable, sont d’ordre 21).

D’aprés le th.1 du § 41, VII, il existe une suite de points
@y, 8sy ... telle que tout point de séparation est un séparateur entre
un couple (a:,a;) convenablement choisi. Il suffit done de démontrer
que, étant donné un couple de points (a,b), on a ord, £¥=2 pour
tout p e S(a,b), sauf une infinité dénombrable.

Imaginons les points p e §(a,b) munis d’indices conformément
au th. 2 du § 41, VIII. D’apres le th. 3 du § 41, VIII, & tout indice ¥,
abstraction faite d’un ensemble dénombrable, correspondent deux
suites d’indices {2} et {u.} telles que

p,=ll4(p, ) F—4(p,)
L’espace & étant cémpa,ct, il en résulte que (cf. § 38, I1L, 1)
lim 6[4 (p, )- E—A(p, )]=0.

n=o0o

1) Voir G. T. Whyburn, Trans. Amer. Math. Soc. 30 (1928), p. 606. Pour
une extension du th. 6 aux points de séparation locale, voir G. T. Whyburn,
Monatsh. Math.-Physik 36 (1929), p. 309.
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L’ensemble A (pzn) -F—-4 (Py,) étant un entourage du point p,,

il vient ord,,y &¥=2 en vertu de la formule suivante:

Fi[A(p, ) F—A(p, ) 1=A®, ) T—A(p, ) (XA, ) +E~F—A(p, )IC
CFr[A(p, 1+ Frid (p, NI=(p, )+ (p,)-

10. Sotent F wun continu localement connexe et p un point qui
2e le sépare pas. St ord, =2, il ewiste un point q *=p tel que
ordy, & > 2.

L’inégalité ord, ¥=2 implique, en effet (cf. II, 6), I’existence
d’un ensemble fermé F' satisfaisant aux conditions:

{29) - FCE—p et ord,r&>=2.

L’ensemble &—p étant connexe, il existe, d’aprés § 44, 11, 15, -

un. continu € tel que
(30) FCOCE—p.

Soit pg un arc tel que pg-C=q.

Supposons que ord,, £=1. Il existe alors un point  qui
sépare & entre p et g, d'olt 7 e (pg—p—¢). C étant un continu,
les formules re &—C et ¢ e ¢ impliquent que 7 est un point de
séparation entre p et C.

Done ord,cE=1,
& (29).

et d’apres (30), ord,r&=1 contrairement

VI. Dendrites. On appelle dendrite tout continu .localement
connexe gui ne contient auncune courbe simple fermée.

Exemples: 1° Tout arc est une dendrite. La somme de trois
arcs ab, ac et ad qui n’ont deux & deux que le point a en commun
est une dendrite (nommée triode).

2° I’exemple 2) du N°I est yne dendrite contenant un point
d’ordre o. .

I1 est facile de condenser cette singularité. -

3° Le continu du § 44, VI, p. 178 est une dendrite admettant
un sous-continu non-dense: le segment 01 de laxe des .

149 Bvidemment, la somme de deux dendrites peut ne pas é&tre
une dendrite. Plus encore, commme on le voit sur la figure p. 195
{§ 45, IV), la somme de deux dendrites peut contenir un continu
-qui n’est pas localement connexe. Cf. aussi VII, 9, remarque.
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5% 11 existe sur le plan une dendrite qui contient topologique-
ment toute autre dendrite ?).

& étant supposé une dendrite, on a les théorémes suivants:

1. & est unicohérent?).

Plus précisément, K et L diant deux sous-continus de &, Ven-
semble KL est un continu.

& étant un continu localement connexe, tout sous-continu
de & est produit d’une suite infinie descendante de continus loca-
lement connexes (cf. § 45, 111, 1). Le produit de toute suite des-
cendante de continus étant un continu (cf. § 42, IT, 5), la démon-
stration se rameéne au cas ol K et I sont des continus localement
connexes.

Supposons par impossible que

KEL=P+@Q, PQ=0, 0+P=P, 0+Q=4Q.
Il existe par conséquent (cf. §45,II, 1) un arc A et deux
points p et ¢ tels que

ACK, AP=(p) et AQ=(qg).

Soit B un arc quL: 1l vient
ABCAKL=A4(P+Q)=(p)+(2)-

A+ @ est donc une courbe simple fermée.

Il en résulte que:

2. Chague couple de po'm;s a==b d'une dendrite 8’y laisse unir
par un et seul arc ayamt ces points pour extreémites.

3. Les sous-continus K et L de & étant supposes disjoints, on a
ordg, =1, Cest-a-dire qu’il ewiste un point p qui sépare K et L.

On a, en particulier

1) ord,, =1,

De facon plus générale, si K est un continu, L — somme de n
continus et KL=0, on a ordg; & <n.

quels que sotent =Y.

1) Pour la démonstration, voir par exemple, K. Menger, Kurventheorie,
Chap. X, 6 (,,Universalbii.u'xm“). Cf. T. Wazewski, Ann. Soc. Pol. Math. 2
(1924), p. 57.

2) Réciproquement, tout continu de dlmensmn 1, .localement connexe,
unicohérent est une dendrite, voir § 52, III, 8. .
C. Kuratowski, Topologie II. 15
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Soit d’abord n=1. Soit 4 un arc ¢r tel que AK=q et AL=r.
Tout point p ¢ A —g—r sépare K et L. En effet, en supposant que
K et L appartiennent & la méme région-composante de F—p, il
existerait (cf. § 45, I1,1) un arc BCE—p aux extrémités g et r;
donc A== B, contrairement & 2.

Oeci établi, soit L=1Iy+ ...+ Ln, somme de n continus (n=>1).
Comme nous venons de prouver, il existe un point p, et un ensemble
ouvert @; (ot i=1,...,n) tels que '

KCGy, Fr(G)=p: et L,CE—G.
Posons G=Gy-....Gp. Il vient:
ECG, Fr(Q)CFr(G)+...4Fr (Gn)=(Py; -, Pn)
LC(E—G)+ o+ (E—Co)=F—(Gy ... ) CE—G.
L’ensemble Fr (@) sépare donc & entre K et L et se compose
-de » points au plus.
La condition (1) implique d’aprés IV, 9 que
4. & est un continu régulier.

Par conséquent, tout sous-continu d'une dendrite est une dendrite.

Remarque. La méme implication prouve que la condition (1)
caractérise les dendrites parmi les continus. Car, d'une part, tout
continu régulier est localement connexe (d’aprés IV, 1) et, d’autre
part, aucun espace contenant une courbe simple fermée ne satisfait
% la condition (1).

et

5. Théoréme de décomposition. A tout >0 correspond un 8y-
stéme fini de dendrites Fy, ..., Fy satisfaisant aus conditions:

£=F1+...+Fk, 6(F1)< &, F{Tjé_l et Fi,‘Fi'Fj:-O
pour tout systeme d’indices différents.

& étant un continu régulier (d’aprds 4), envisageons la dé-
composition (14) du th. IV, 11, remarque 2. En tant que sous-
continu de &, F; est une dendrite (suivant 4). Le produit #.-Fy,
fini et connexe (d’aprés 1), contient un seul point au plus.

6. Le nombre des composantes de ¥—p (supposé fini)=ord, &.

Désignons ce nombre par n. L’inégalité ord,E=n étant évi-
dente, il s’agit de prouver que ord, £<n; autrement dit (cf. II, 6),
qu'a tout ensemble fermé F' tel que p e ¥—F correspond un en-
semble composé de n points qui sépare & entre p et F.
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Soit & —pl==R1-{:._.._ + R,, somme de n régions. L'ensemble FE;
$tant fermé, puisque FR;CF-(R;+ p)=TFR,, il existe un continu K,
tel que FR;CH, (cf.§ 44, I, 15). 11 existe donc d’aprés 3 un en-

semble composé de n points (au plus) qui sépare & entre p et
K+ ...+ Ky, donc entre p et F.

7. E—FP <8, _
En d’autres termes: l’ensemble des points ,de ramification®
d’une dendrite est dénombrable.

C’est une conséquence directe du th. 6, rapproché du th.1
du § 41, IX.

8. F=F4—FM (pourvy que & ne se réduise pas & un seul
-point) ).

Soit, en effet, @ un ensemble ouvert (non vide). Soit 4 un
arc abC@. On a évidemment

A -FUC(a,b), done A-FULo,
4— P

<ot d’apres 7

< 8-
Donc

4-FT gl don ¢ FI— g0,

Parmi les propriétés des dendrites qui vont étre établies plus
‘tard, citons la suivante (cf. § 48,111, 8 et 16):

9. & dtant unme dendrite, il ewiste, dans toute tramsformation
f e XZ, un point invariant 2).

VII. Dendrites locales. Tout continu dont chague point admet
un entourage qui est une dendrite s’appelle dendrite locale.
Il suit aussitét de VI, 4 que

1. Toute dendrite locale est unm continu régulier.
2. 8i & est une dendrite locale, il existe un £>0 el que toul
sous-continu C de diamétre <g est une dendrite.

D’aprés le théoréme de Borel-Lebesgue (§ 37, V, 2), il existe
un systéme fini de dendrites Dy,...,D, tel que

F =1Int (D,)+ ...+ Int (Dy).

1) Voir K. Menger, Math. Ann. 86 (1927), p. 576.

%) Le cas particulier du th. 9, ol f est une homéomorphie, a été établi par
W: Scherrer, Math. Zeitschr. 24 (1925), p. 125. Voir aussi W. L. Ayres, Some
generalizations of the Scherrer fized-point theorem, Fund. Math. 16 (1930), p. 332.

15*
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11 existe done (cf. § 37, VII, 3') un ¢>0 tel que tout ensemble
de diameétre < e est contenu dans 'un des ensembles Int(Dy), done
dans Dune des dendrites Dy. Soit ¢ un continu de diametre <e.
Mout sous-continu d*une dendrite étant une dendrite (d’aprés VI, 4),
C est une dendrite. :

3. Lemme. Soient E un continu localement connexe et & la borne
inférieure des diamétres des courbes simples fermées contenues dans &.
8i £>0, & est une dendrite locale.

Car p étant un point de & et O étant un continu localement
connexe qui en est un entourage tel que 8(Q)<e (cf. § 45, 11, 3), C
ne contient aucune courbe simple fermée, c’est-a-dire, est une dendrite.

4. Chacune des conditions swivanies est mécessaire et suffisanie
pour que E soit une dendrite locale: i

10 & est un continu localement conmexe ne contenant qu'un
nombre fini (ow mul) de courbes simples fermées.

20 F est un continu-somme @dun nombre fini de dendrites:

(1) F=D,+..+Dy ot D;Di<oco pour is=].

1) La condition 1° implique que & est une dendrite locale.
(Pest une conséquence directe de 3.

2) 8i & est une dendrite locale, & satisfait & 2° En effet,
& étant un continu régulier (d’aprés 1), il existe, d’aprées IV, 11
(remarque 2), des continus Dy,..., Dy satisfaisant & la condition (1) et
de diamétre <g, ol ¢ est un nombre positif donné en avance. En
admettant que & satisfait & la thése du th. 2, on en conclut que
les continus D,,...,D; sont des dendrites. o

3) La condition 20 entraine 1°. Posons, en effet,
2) F=2 Dy Dy

i

et désignons par 4 la famille de tous les arcs A satisfaisant aux
deux conditions suivantes:

(i) 4 est contenu dans I'une des dendrites Dy,

(i1) les extrémités de 4 appartiennent & F.

L’ensemble F étant fini, la famille A Pest également (cf. VI, 2).

Soit ¢ une courbe simple fermée C &. Il vient CF==0 puisque
C n’est contenu dans aucun D;. R étant une composante de C—F,
on a BeA. Par conséquent, ¢ est somme de certains arcs apparte-
nant & la famille 4. Cette famille étant finie, la famille des courbes
simples fermées contenues dans & Pest donc également.
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5. Tout continu localement connexe qui contient ume infinité de
courbes simples fermées en contient de diamétre aussi petit que Von
veut 1).
En effet, si la borne inférieure du diamétre des courbes sim-
ples fermées contenues dans & est positive, & est évidemment

une dendrite locale. Mais alors & ne renferme qu'un nombre fini
de courbes simples fermées (cf. 19).

6. Les théorémes 7 et 8 du NO VI restent vrais en admettant que
X est une dendrite locale.

Appliquons, en effet, la condition 4,2°. ¥ étant défini par
Yidentité (2), oh a ord, (D;—F)=ord, &, quel que soit p (cf. IT, 4).
I1 vient

- k k
PP —FCE", tou F—E¥=3(D,—F™)C3(D—D)+F,
i =1
done d’aprés VI, 7:
—_— J
F—FO< Y D—DP+F <,
=1 .

De facon analogue (cf. II, 4),
k . k
E¥—FN—F=2 D (& — &)~ F=3, (D D) —F,

ot P’ensemble # étant fini, il vient d’aprés VI, 8:

k k
- gN=3pP-Di'=3 D=%.

Citons encore les théorémes suivants:

7. Toute dendrite locale, gauche au sens topologique (c’est-i-dire
qui n'est pas contenue topologiquement dans le plan) contient topolo-
Yiquement Pune de deux lignes polygonales suivantes:

(i) somme des aréles d'un tétraédre et dun segment unissant deus
-arétes disjointes, :

(ii) somme des arétes d'un tétraédre et des 4 segments qui unissent
le centre de gravité du tétraédre & ses sommets 2).

1) Théoréme de C. Zarankiewicz, Fund. Math. § (1927) p. 146.
%) Pour la démonstration, voir ma note Sur les probléme des courbes gau~
<ches en Topologie, Fund. Math. 15 (1930), p. 271,
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En rapprochant le th. 7 du th. 10 du § 45, IT, on en déduit:

7. Soit & un continu localement conmexe & une dimension. ST
wexiste aucune transformation continue de F en sous-ensemble dus
plan, & tranches de diameéire <e, od le nombre positif & est convena-
blement choisi, le continu & contient topologiquement Pune des deux
lignes polygonales précitées?).

8. Pour qu’un continu & soit une dendrite locale, il faut et il
suffit qu'il se laisse réduire en une ligne polygonale topologique (c’est-
a-dire en un ensemble homéomorphe & une ligne polygonale ) par un

petit déplacement continu; autrement dit: qu'e tout >0 corresponde
une fonction fe EIXT telle que

Hw,0)=a, |f(mt)—a|<e o HE1)w=L,
ol L est une ligne polygonale 2).
9. Toute dendrite locale est somme de deux dendrites ).

Remarque. E‘videmment, la somme de deux dendrites (méme
de deux arcs) n’est pas nécessairement une dendrite locale. Plus
encore, il existe (sur le plan), pour tout entier positif m, un continu

régulier d’ordre 3 qui se laisse décomposer .en n, MAIS pas en uUn-
nombre moindre de dendrites 4)

1) Théoréme de Mazurkiewicz, Uber nichiplittbare Kurven, Fund. Math.
20 (1933), p. 281.

?) Théortwe de P. Alexandroff, Uber endlich-hoch rusammenhingende
stetige Kurven, Fund. Math. 13 (1929), p. 34.

%) Théoréme de N. E. Steenrod, Characterizations of certain finite curve-
sums, Amer. Journ. Math. 56 (1934), p. 565.

. 4) Voir K. Borsuk, Sur.la décomposition des courbes réguliéres en dendrites,.
Fund. Math. 22 (1934), p. 287. ‘ 5 ‘ ;
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§ 47. Décomposition d’un continu localement connexe
‘ en éléments cycliques '),

I. Ensembles complétement connexes par ares?). Appelons
ainsi tout sous-ensemble L d'un continu localement connexe &
qui satisfait & la condition suivante:

(1) st »,y €L, tout arc xy est contenu dams L.

Cette définition implique aussitot les deux énoncés suivants:

1. Le produit dune famille arbitraire d’emsembles complétement
connexes par arcs est complétement connexe par arcs.

2. Tout ensemble complétement conmexe par arcs est localement
et intégralement conmexe par arcs. '

3. Si la somme et le produit de deuw ensembles M et N fermes
dans M LN sont complétement connexes par arcs, ces ensembles le -
sont également.

Soit, en effet, ab un arc aux extrémités a,b e M. Il glagit de
prouver que abCM.

Par hypothése

2) abCM+N, cest-d-dire ab=ab-M+ab-N.

Soit ¢ eab-N. Il s'agit donc de montrer que ce M.

Tes ensembles ac- M et ac-N étant fermés dans M-N, donc
dans ac, lidentité (cf. (2)) ac=ac- M+ ac-N implique ac- M N==0.
Soit p e ac- MN et, de fagon analogue, soit g ech-MN. Par hypo-
thése, ’arc peg est contenu dans MN. Done ce M.

1y Cf. le mémoire de G. T. Whyburn et de moi-méme Sur les éléments

* eycliques et leurs applications, Fund. Math. 16 (1930), pp. 305—331, o 'on trou-

vera de nombreux renvois hibliographiques. Pour des généraljsatio.ns de 1?, .112);1?;1
d’élément cyclique et pour des décompositions en éléments plus ﬁgs, vo;re. m 0:
Whyburn, Amer. Journ. Math. 56 (1934), p. 133, D. W. Hall, 7';;’3“}{, ::106 fnd
sition of true cyclic elements, Terans. Amer. Math. Soc. 4T (1940), p. 305, T. Ra o ind
P. Reichelderfer, Oyclic transilivily, Duke Math. JO}]ID.. 6 (1940), p. 4 €
Fund. Math. 34 (1947), p. 14, J. W. T. Youngs, K-cyclic elements, Amﬁr};hm;n;_
Math. 62 (1940), . 449, Albert and J. W. T. Youngs, Trans. Am;;.tha S(;ck osé
51 (1942), p. 637, A. D. Wallace, Eaxiension sets, Trans. Amer. Math. .
(1946);)1)(.311.‘13. notion @’arc-curve de W. L. Ayres, 71"1"8,1'15. Amer. Math. S‘oc. eﬁo
(1928), p. 567. Cette notion est ae caractére auxiliaire par rapport a celle
d’élément cyclique que nous allons étudier au No IT.
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Soit I un ensemble fermé et complétement connexe par arcs.
On a les énoncés suivants:

4. La frontiére de toute composante' R de & —L se réduit & un
seul point (appartenant & L).

Car, dans le cas contraire, la frontiére I'r (E) contiendrait
deux points différents, p et g, accessibles de R (cf. § 45, ITI, 6).
I1 existerait done un arc pqCR+p+¢q, Aot pg—L=+0, contra,lre—
ment a I’hypothése.

5. Tout ensemble fermé F qui sépare L entre A et B (o9 A+4BCL)
sépare Vespace & tout entier entre ces emsembles.

En effet, si F ne sépare pas l’espace entre A4 et B il existe
un arc ab tel que aed, beB et ab-F=0. Comme abCL la der-
niére égalité prouve-que F ne sépare pas I’ensemble . entre 4 et B.

5. St A+BCLZ et si Z est connexe entre A et B, LZ Dest éga-
lement.

Admettons, en effet, que LZ n’est pas connexe entre 4 et B,
c'est-a-dire, que L—Z sépare L entre 4 et B. L’ensemble L—Z
contient par conséquent (cf. § 41, VII, 3) un ensemble fermé ' qui
sépare L entre 4 et B. D’aprés 5, F sépare I’espace & tout entier
entre ces ensembles, c’est-a-dire que & —F n’est pas connexe entre
A et B. Il en est de méme de Z puisque Z CE—F.

- Le th. 5 implique aussitot:
6. 8t A4+BCL, on a ordapL=ordss &.

. Si la suite des composantes RI,IQ,
on a hm M Rp)=0.

n=—00
Car dans le cas contraire, on pourrait en extraire une suite
convergente {R,} dont la limite contiendrait deux points a==b et,

de E—L est infinie,

en posant Z= 2 Rp,+a+b, on aurait a,b e LZ. L’ensemble Z serait -

done connexe entre a et b (cf. §41,1V,9), tandis que LZ ne Dest
pas (en tant que composé de deux points, a et b).

8. A et B étant deuxr ensembles fermés complétement connemes

pm ares et tels que AB=0, Pensemble A—{—B est completement CONNELe
par ares.

En outre, Pensemble AB sépare l’espace entre A—B ef B—A.
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Soient, en effet, ab un arc dont les extrémités appartiennent
& A+ B. Il gagit de montrer que abCA -+ B.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Soient a;b; un intervalle
de Parc ab, contigu & l’ensemble ab-(A+B). Les ensembles A et B
4tant complétement connexes par arcs, aucun d’eux ne peut contenir
les deux points a, et b;. Il est done légitime d’admettre que ‘

{3) a e A—B et (4) b, e B—A.
On a par conséquent
(5) by A=a, et (6) aby - B=b,.

Soit ¢ e AB. Comme b;,¢ e B, on 4 pour tout are b I'inclusion
{7) heCB, d'oht ab,-be=b

Q’aprés (6). Par conséquent a,b,+bye est un arc dont les extrémités
appa.rtlennent a A. Mais alors a,lbl—l—blcCA d’on b, € A, contrai-
rement & (4).

La deuxiéme partie du théoréme est une conséquence di-
recte de B, ’ensemble AB étant un séparateur de A4 B entre 4—B
et B—A. :
9. 8i Vespace 5{' est wunicohérent, Densemble L UVest dgalement.

‘Soient, en effet, 4 et B deux continus tels que L= =A+B.
1l s'agit de prouver que leur produit AB est un continu.

Désignons par M la somme de toutes les composantes R de
F—L telles que Fr (R)CA. Soit § la somme de toutes les autres
composantes de & —L. L’ensemble Fr (R) se réduisant (d’apres -4)
4 un seul point appartenant & L, la frontiére des composantes qui
forment § est contenue dans B.

Il vient ainsi

(8) F=(A+R)+(B+S) et (9

Les ensembles A - R et B+ S étant des continus (cf. § 44, III, 1)
et Vespace & étant unicohérent, il en résulte que AB est un conmnu

(A+ ) (B+8)=

10. Etcmt dommée une suite de’ comtinus K KL,Kg, . telle que
{10) Lim K,=KCL et - (11) LK,=£0,
on a B o
{12) Lim LK,=K.

n=oo
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D’aprés (10) et § 25,1V, 2, on a
Is LK, Cls K,=K.

n=o0 n==00

11 s’agit done de montrer que

(13) K CLiLK,.
B n==oQ
Soit p € K. 11 s’agit de définir une suite p,,p,,... telle que
(14) Pn e LK, et (15) lim p,=p.

n==00

D’apres (10), p e Li Kp. I1 existe donc une suite ¢y, g, ... telle que
n=00

(16) fne K, et (17) lim g,=p.
N==00

Nous définissons p, comme suit: 8i ¢ € L, nOus posONs Pp= qn;
8i g, e £¥—L, nous posons conformément & 4:

(18) Pa=Fr (R;), o0 ¢nelR,,

R, étant une composante de F—L.

_ La formule (14) est satisfaite. Ceci étant wune conséquence
directe de (16) dans le cas olt ¢,eL, admettons que ¢, ¥—L,

done que gn e Kp,—L (d’aprés (16)). On a par conséquent

(19) Ky Ryt0Ko—Ep

puisque 04=LK,CK,—R, d’aprés (11).
La double inégalité (19) donne (ef. § 41, I, 1)
K,-Fr (R,)==0, donec p,ekK,

(d’aprés (18)) et comme Fr(R,)C L (cf. §44, 11T, 3), il en régulte (14).

_ Supposons par impossible que la formule (15) ne soit pas satis-
fa{te. I1 existe alors une suite m;<m,<... telle qu’aucune sous-
suite de {pm,} ne converge vers p. v ‘

, Il est done légitime d’admettre, conformément & (17), que
TYon a constamment Pm, == qm,, done, suivant (18), que

(20) Pmp,=Fr (Bm,).

Il y a deux cas & distinguer:
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19 I1 existe une suite 4, <4, <
:Rm -vai ’:

. telle que les composantes
. sont deux & deux dlfférentes On a alors d’aprés 7 et (20)

lim 6(1?,,,, )=0, donc lim |pm, —
n=oo n

n=co

d’aprés (17).

lenlz 0, d’Oﬁ. ilzlg pm‘_n:p

20 T] existe un indice r et une suite d’indices 4, <i,<.. telles
que Rmilzl?mi;—:..,::R,. Posons
(21) a=TFr (R,).

On a donc d’apreés (20)
(22) p,,,h:pm,z——-...:a, d’ou 11m Dy, =0

D’antre part, gm, € R, d’aprés (18), et il vient p e B, Q’aprés
(17). Comme (cf. (10)) p €L, on en tire
p e Fr (R)),

conformément & (21) et (22).

Aingsi, contrairement & la définition de la suite {m,}, nous
sommes parvenus, dans les deux cas, & la conclusion que la suite {pm,}
contient une sous-suite convergente vers p.

c'est-a-dire, p=o=Ilim pp, ,
n=o00 n

II. Eléments cyeliques. & étant un continu localement conneve,
on appelle éléments cycliquest) de E:

10 tout point qui sépare &,

20 tout ensemble

1) Ep= F (ordpx & >2)

(c’est-a-dire, Vensemble des w tels qu’aucun point ne coupe & entre
p et 1), si p ne sépare pas &. .

Exemple. Soit & I’espace composé de deux circonférences tan-
gentes (extérieurement) et d’un rayon. Chacune des circonférences
est un élément cyclique, ainsi que leur point commun et tout point
du rayon. .

On constate aussitot que -

1. 8i p ne sépare pas Vespace, on a p € Ep.

Donc, Vespace est somme de ses éléments cycliques.

2. 8i ord, =1, on a Ep,=p.

1) La notion d’élément cyclique est due & G. T. Whyburn; voir Cyclicly

conmected comtinuous curves, Proc. Nat. Acad. Sc. 18 (1927), p. 81. Cf. aussi
R. L. Moore, Monatsh, Math.-Phys. 36 (1929), p. 81.
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Cependant, d’aprés § 46, V, 10,
3. 81 le point p ne sépare pas Vespace et si ord, £=2, on g
Ey—p=+0.
4. 81 Ep=FEy, Vensemble E,-Ey est vide ou se réduit & un seul
point qui separe Pespace.
Soit ce B,—Ep. Il existe par conséquent un point ¢ qui sépare

Tespace entre ¢ et b. Soit p e E,- Ep. Nous allons montrer que p=gq..

On a par hypothése
{2) Cord, £>2, ordp, 22 et ordg, X =2.

En outre g+a, puisque @ n’est pas un point de séparation.

Supposons par impossible que p==¢. On peut done (d’aprés (2))
unir par des arcs en dehors de ¢: a & p, p 4 b et ¢ & a, done — ¢ & b.
Mais alors ¢ ne sépare pas ¢ de b.

5. 8i b me sépare pas Vespace et be B, on a Ey=E,.

Car b e E,- By Qaprés 1, et B, -Ey=b d’aprés 4.

6. Chacune des conditions swivamies est mécessaire et suffisamte

pour qu'un ensemble E (contenant plus dun point) soit un élément
cyclique:
1° 4l ewiste deuw poinis a=£b tels que

3) ordg, & > 2

e que F est le produit de tous les ensembles fermés, complétement con-
nexes par arcs et contenamt a et b;

2° E est connexe et saturé par rapport & la propridié de ne con-
tenir aucun point qui le sépare.

1) Soit K, un élément cyclique #a. Soit b € B,—a. Soit I le
produit de tous les ensembles fermés, complétement connexes par
ares et contenant a et b. Nous allons montrer que

(4) B,=L.

_ Soit # e &—L: Soit R la région-composante de F—IL qui con-
tient # ef, conformément & I, 1 et 4, soit y=Fr (B). Comme y sépare
Pespace, tandis que a ne le sépare Pas, on a y==a, et comme g el
et z e R, le point y sépare I’espace entre a et #. Donc eX—E,.

On a ainsi E,CL.
. Réciproquement, soit ¢ £ —F,. 11 existe par conséquent un
point ¥ qui sépare 1’espace entre a et .
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On a done:
(5) F=M~+N, M=M, N=N, aecM, zeN et MUN=y.

Comme b € E,—a, on a l'inégalité (3), et il vient, d’aprés (5),
b e M. En appliquant le théoréme 3 du NO I, il résulte des formules
() que M est complétement connexe par arcs; on a done, d’aprés
la définition de L, LCM, d’ol » ¢ —L, puisque © e ¥—M d’aprés
les deux derniéres formules (5).

On a aingi LCE,, d’ol l’identité (4).

2) La condition 1° entraine 2° F étant un ensemble satis-
faisant & la eondition 1° et # étant un point de E, 1’ensemble E—a
est connexe. Supposons, en effet, que

(6) B=M+N, M=M, N=N et MN=uz.

Il s’agit de prouver que soit M=E, soit N=21F.

i L’une des deux inégalités o#==a ou x=kb étant vraie, admet-
tons que #==a. On peut admettre en outre que a ¢ M. D’aprés (3),
le point # ne sépare pas l’espace entre a et b; par conséquent (cf. I,
1, 4 et 5) il ne sépare non plus I'ensemble F entre ces points. Il en
résulte que b e M. L’ensemble M est done, d’aprés (6) et 1,3, un
ensemble fermé, complétement connexe par arcs et contenant o et b.
Donec ECM, d’'ov. M= FE en vertu de (6).

Ceci établi, soit € un ensemble connexe tel que ECC=+E. I}
s’agit de prouver que C contient un point qui le sépare.

Soient p ¢ (—F et R la composante de & —FE qui contient p..
Posons, conformément au th. 4 du N°I, ¢g=Fr(R). Le point g sé-
pare évidemment 1’ensemble C.

3) La condition 29 implique que E est un élément cyclique.-
Par hypothése, aucun point ne sépare ’ensemble E. L’ensemble des.
points de B qui séparent l'espace est donc dénombrable (cf. § 41,
IX, 3). Soit p un point de # qui ne sépare pas I’espace. Nous allens:
démontrer que E=E,.

Pour tout weE, on a -par hypothése ord,.E>2, donc
ordp, & > 2, d'oi @ € E, d’aprés (1). On a ainsi E CFHp.

11 en résulte que E=E,, puisque — comme nous avons dé-
montré — B, jouit de la propriété 2°, qui implique que B, est con-
nexe et ne contient aucun point de séparation; d’autre part, K est.
saturé pav rapport & cette propriété.


pem


238 Chapitre VI, Espaces localement connexes.

Remarque. Tie th. 4 peut &tre préeisé comme suit:

A et B diant deuw éléments cycliques et p un point tel que AB=p,
le point p sépare Vespace entre A—B et B—A.

(est une conséquence directe de I, 8, les ensembles 4 et B
étant complétement connexes par arcs d’aprés 6, 1° et I, 1.

7. Tout élément cyclique est un continu localement conmexe.

C’est une conséquence directe de la condition 2° et des énon
cés I, 1 et 2. ~

8. B diant un élément cyclique, Vensemble A de ses points qui
appartiennent & d’autres dléments cycliques est dénombrable.

En effet, d’aprés 6, 2°, aucun point n’est un point de sépara-
tion de E. Par conséquent (cf. § 41, IX,, 3), I’ensemble B des points
de séparation de I'espace qui appartiennent & F est dénombrable.
D’aprés 4, on a ACB. ‘

9. BL B, ... dlant une suite d’éléments cycliques différents, on a
lim é(En)=0.
n==o0

Par conséquent, la famille de tous les éléments cycliques qui ne
se réduisent pas & des poinis individuels est dénombrable.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Il est alors légitime d’ad-
mettre lexistence de deux suites de points {a.} et {b,} telles que
Onybpe B*, lim ap=a, lim b,=b et a==b.

n=00 n=co
Pour n suffisamment grand, il existe par conséquent deux

arcs disjoints @,@,+1 et bnbatq (cf. § 45, II, 4). Mais alors le produit
de Pensemble connexe -

Z= En+1+ AnGni) + bnbn+1
et de E" n’est pas connexe, puisque

ZE”=E"'anan+1+(E"'bnbn+1+ EBn. fntt)

et ’ensemble E» B+ est vide ou se réduit & un seul point (d’aprés 4).
Cette conclusion contredit le th. I, 5, I’ensemble B= étant complé-
tement connexe par arcs (d’aprés 6,1% et I, 1)

10. Tout ensemble conmeze O qui n’est separé par aucun point
st contenu dans un élément cyclique.

Plug précisément, o et b étant deux points (différents) de 0,
le produit E de tous les ensembles fermés complétement connexes
Ppar arcs et contenant ces points est 1’élément cyclique demandé.
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, En effet, F est un élément cyclique d’apres 6, 1% car on a, par
hypothése, ords, & > 2. D’autre part, en supposant que p e C—F
et en désignant par R la composante de & —F qui contient p, le
point Fr (R) (cf. I, 4) serait un séparateur de C entre a et p ou entre
b et p (suivant que a=Fr (R) ou b+TFr (R)). '

11. Pour gw'un continu L (ne se réduisant pas & un seul point)
soit complétement connexe par ares, il faut et il suffit quil soit somme
& éléments cycliques. ‘

La condition est nécessaire. Admettons, en effet, que le
point p e L n’appartient & aucun élément cyclique contenu dans L.
Le point p lui-méme n’est donc pas un élément cyclique. Il en ré-
sulte que p ne sépare pas lespace. E, est par conséquent (cf.4)
le seul élément cyclique contenant p.

Par hypothése E,—L=0. Soit R une composante de Ep,—L.
L’ensemble LE, étant complétement connexe par arcs relativement
4 l’ensemble E, (considéré comme l’espace), la frontiére de R rela-
tive & B, se réduit, d’aprés I, 4, & un seul point, appelons-le ¢. Le
point ¢ sépare donc E, entre E,—L et LE,—g, ce qui implique,
d’aprés 6,29, que LE,—g=0, c’est-a-dire que LE,=gq, et comme
p e LE,, il vient g=p et LE,=p. Il en résulte (cf. I, 8) que le point p
sépare 'espace entre E,—L et L—E,, donc que L—Ep=0, c’est-
-3-dire, que L—p=10, d’oit L=p, contrairement & I’hypothése.

La condition est suffisante. Supposons, en effet, que le
continu L soit somme d’éléments cycliques, que a,beL et que
ab—L 0. L’arc ab contient par conséquent un sous-arc cd tel que

n L-cd=(c,d) et L—cd=0.

On voit aussitét que ord,s & >2. Il existe donc un élément
cyclique E tel que ¢,de B, d’ou cdCE et d’aprés (7) E—L=0.
Cette inégalité entraine une contradiction, car elle implique d’aprés 8
que ’ensemble EL est dénombrable et, d’aprés 6,1° et I, 5, que
EL est un continu (contenant au moins deux points: ¢ gt d).

Remargue. On démontre, de fagon plus générale, que les en-
sembles connexes, sommes d’éléments cycliques, coincident avec
les ensembles complétement connexes par ares?).

1) Gf. G. T. Whyburn, Analytic Topology, p. 80.
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12. Tout continu de comvergence (contenamt plus d’un point)
de & est un continu de comvergence de Vélément cyclique qui le contient.

Soient, en effet, K,K,, K,,... une suite de continus et @, b un

couple de points (différents) satisfaisant aux conditions:
(8) Lim K,=K, (9)
n=oo

(10) K;- K;=0 pour i=j,

a,b e K,
(11) K -K,=0 pour n=1,2,...

L’ensemble Z=a-+b+ K, + K, ... est donc connexe entre
a et b (d’apres § 41, IV, 9). Il vient

(12) ord,; & > 2.

Car, en supposant que p sépare & entre o et b, I'un des en-
sembles K, K, par exemple, le contient. Mais alors (d’aprés (10)y"
p wappartient pas & I’ensemble (a+b -+ K,+ Ky--...), qui est aussi
connexe entre a et b.

La formule (12) établie, soit conformément & 6, 1°, & 1’élément.
cyclique qui contient a et b.

~ Le choix des points a et b étant arbitraire, il vient

(13) , ECE.

Nous allons démontrer que K est un continu de convergence
de E; & savoir, que EK, est un continu et que
(14) Lim (BK,)=K, (15) K. (BK,)=0.

n=co - .

Or, EK, est un continu d’aprés I, 5. En outre
(186) ~ EE,=+0 pour n suffisamment grand.

En effet, en supposant par impossible que Mm<my<... et
EK =0, I’engsemble V=a+b+Kml+K,,,2+... serait connexe entre
a et b (d’aprés § 41, IV, 9), tandis que 1’ensemble EV =(a,b) ne le
serait pas, contrairement & I, 5. '

La formule (16) établie, on déduit (14) de I, 10 (en posant
- L=E). Enfin (15) est une conséquence directe de (11).

Les lemmes qui suivent nous serviront pour établir 'impor-
tant théoréme 15.
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13. Lemme. Eiant donnés 4 ares 0y, UsCyy ab et cyc, tels que

17 W0 Qo Co=0=ab-c,c,
1 AaCy 102y
(18) U0y € Cy==Cyy Oyla- Cily==Cp,

la somme a;¢ +axey-ab contient deux arcs M et N qui unissent
respectivement Uensemble (my,an,a) & b ef Densemble (ay,a,) & (¢,06)

de fagon que 5
(19) M- (N+epe)=0. /
2 ‘
1) ab-(a e+ aycy) = 0. Nous
posons dans ce cas
Qa, CZ
M=ab et N=a; (0u @y0,).
2) ab-(aye+- a202)¢0.- Désig- a .

nons par p le premier point de .
P’arc (orienté) ba appartenant & la somme ,¢;+ axc,. On peut ad-
mettre par raison de symétrie que p € a0 11 vient

Il y a deux cas & distinguer: q,

op-phb=p==cy et ph-ayt=0,
et il suffit de poser:
M=a,p+pb et N=ay,.

14. Lemme. Etant donnés, dans un espace & localement et inté-
gralement commexe par arcs, deux ensembles A et B fermés, disjoints
et tels qu’aucun point @ ne sépare les ensembles A —r et B—ua, il existe
deux arcs disjoints wnissant A & B1). :

Soit, en effet, I 1’ensemble des points # tels qu’il existe deux
arcs disjoints unissant 4 & » et 4 & B respectivement. Il s’agit de
prouver que EB==0. Nous allons montrer que F=&.

L’espace étant connexe, cela revient & montrer que,

(20) E==0, (21) E est ouvert, (22) T est fermé.

Soit ab un arc irréductible entre A et B. Soit a; € (4—a).
L’espace étant localement connexe par arcs, il existe un entou-
rage R de @, disjoint de ab et connexe par arcs. Par conséquent,
RCE, @’ou Pinégalité (20).

1) Pour la démonstration de ce lemme, exposée ici, cf. G. T. Whyburn,
On the cyclic connectivity theorem, Bull, Amer. Math. Soc. 37 (1931), p. 429.

C .Kuratowski, Topologie II. 16
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Soit p e B. 11 existe done deux arcs disjoints M et NV unissant 4
respectivement & p et & B. On constate aussitot que, B désignant
un entourage de p, connexe par arcs et disjoint de N,’on a RCHE.
L’ensemble E est donc ouvert.

Afin de prouver que E=E, posons ¢ € . Il s’agit de montrer
que geE. Par hypothése, ¢ ne sépare pas 'espace entre A —g et B—q.
I’ensemble & —q contient done un are ab irréductible entre A et B.
Soit R un entourage de ¢, connexe par arcs et disjoint de ab. Il
existe par conséquent: un 7 e ER, donc un arc ¢rCRE, d’ou

(23) qr-ab=0,

ainsi que deux arcs P et @ unissant A respectivement & 7 et & B,
et tels que
(24) : PO=0.

I1 est légitime d’admettre que §-¢r==0, car autrement, en
extrayant de P+ gr un arc § unissant 4 & ¢, on aurait SQ=0 et

en conséquence ¢ e E.
Ceci établi, soient a;¢; et a,c, deux ares tels que

(25) a6, CQ, (26)
(27 asc,C P, (28)

Gy - qr=="=y,
UoCy - GV == Cy.

Les hypothéses du lemme sont yérifides: (17) résulte de (25),
(27), (24) et (23), et (18) résulte de (26) et (28).

L’ensemble a,¢,+ a,c,-+ab contient par conséquent deux arcs

M et N unissant A respectivement & B et & (¢y,¢,) de facon que 'éga-
Iité (19) soit satisfaite, donc (cf. (26), (28) et (23)) que

{29) ' M- (N4 104 goy)= 0,

En extrayant de N+ ¢+ ge; un are unissant 4 & ¢, on con-
clut de (29) que ge E.

15. Tout point p d’ordre =2 d’un continu localement connexe F
est situ€ sur um arc apb (o as=p=£b)1)

Nous allons d’abord établir ce théoréme dans ’hypothése sup-

plémentaire qu'aucun point ne sépare &, donc que ¥ est un élé-
ment cyelique de lui-méme.

1) Cf. W. L. Ayres, Amer. Journ. Math. 51 (1929), p. 577. Pour une dé-
monstration plus directe, voir du méme auteur, 4 new proof of the cyclie connec-
tivity theorem, Bull. Amer. Math. Soc. 48 (1942), p. 627.
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I1 est 1égitime d’admettre que p n’est un point de séparation
d’aucun continu localement connexe €. Car tout arc unissant dans ¢
deux points o et b appartenant & deux composantes différentes
de 0—p passerait néce@qmrement par p (qui constitue leur frontiére
commune). .

Sous ces hypotheses, nous allens définir par induction deux
suites de points ag,ay,... et by, by,..., ainsi qu'une suite de continus
localement connexes E, Ey,... qui ne sont séparés par aucun point
et qui satisfont aux conditions suivantes:

{(30) an=by, (31) " Onybn € By,
(32) D€ BpnCEpy, (33) 8 (En)<1jn.

Soient: By=& et a, et b, deux points tels que.
ag==b, et agFp+b,
tn—1, bn—y et F,—y supposés assujettis aux conditions
(34) an—1Fbp, On-1,bpyg¢eBpy, (35) Peln,,
soit O, un continu localement connexe tel que
(36) CaCEn-z,  (37) Gnot, but € Bnyg—Cay  (38)

et que p est un point de (), intérieur relativement & E,—4, done
{cf. § 46, II, 4) que
{39) . ordp Cr=ord, Ep1 =2,

0(Cn)<1/n,

puisque £,y ne coﬁtient aucun point de séparation.

Le point p appartient, d’aprés (39), th.6,1° et §46,V, 10,
& un élément cyclique — appelons-le E,—de (', (tel que E,==p).
D’aprés (37), an—1, bpoy € Bpy—FEn. I’ensemble FE,—y ne contenant
aucun point de séparation, il existe donc d’aprés 14 deux arcs.,
On—y 0y 66 bp—yby tels que:
(40) dp—1Gn + bn—i bn CEn—ia
{41)  Qpaln-bpabn=0, apa0n EBr=0, €t bnyby Lp=1bs.

En tenant compte de (41) et (38), on constate aussitét que
les conditions (30)—(33) sont satisfaites.
En posant
A=aya,+ a 05+ .... et B=byb,+bby-+...,

la somme A+ p-+B est un arc a,pb,.
16*
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En effet, A+p (ainsi que B-+|p) est un are, car: p e ¥ —4
d’aprés (32) et (41), et am—1amC(En—1—Em)+ am A’apres (40) et (41),
d’olt (en vertu de (32)):

(@1t o+ On10n) - Cnn i1 C(Eo—Bn+ an) (Bn—Entst+ anp1) = an,
et d’aprés (32), (33) et (40)

Lim a,—1ap,=p.

Enfin, les arcs A-+p et B+p n’ont que le point p en com-
mun puisque AB=0 d’aprés (41).

Le théoréme se trouve ainsi établi pour le cas ot & se réduit
4 un élément cyclique.

Le cas général se rameéne & celui-1a. En effet, on peut admettre
comme auparavant que p n’est pas un point de séparation. Mais
alors la condition ord, &> 2 implique d’aprés 6, 1° et § 46, V, 10,
que p appartient & un élément cyclique ne se réduisant pas & un
seul point.

16. Tout couple de points p=kq dun continu localement con-
nexe & qui me contient aucun point de séparation (dome tout couple
de points &un €élément cyclique) est situé sur une courbe simple fermde.

Remarquons d’abord que p appartient & une courbe simple
fermée. 11 existe, en effet, d’aprés 15 un arc apb; d’autre part, I’en-
semble & —p, en tant que connexe (par hypothése), contient un
arc cd irréductible entre ap et pb. En lui ajoutant les arcs ¢p et pd
(extraits de apb), on obtient une courbe simple fermée contenant p.

Ceci étant établi, soient P et @ deux courbes simples fermées
contenant p et ¢ respectivement. I1 y a trois cas & distinguer:

() PQ=0. Il existe dans ce cas, d’aprés 14, deux arcs dis-
joints A et B, irréductibles entre P et Q. On constate aussitos que
la somme P4 @+ A--B contient une courbe simple fermée qui
unit p & ¢. ‘

(f) Le produit PQ se réduit & un seul point . En désignant
par B un arc contenu dans &—r et irréductible entre P et @, on
voit facilement que la somme P+ Q-+ R contient une courbe simple
fermée unissant p 4 q.

(y) Enfin, si le produit PQ contient deux points (au moins),

les points p et ¢ appartiennent & une courbe simple fermée con-
tenue dans P-Q.
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17. Pour qu’un ensemble contenant plus d’un point soit un élé-
ment cyclique, il faut et il suffit qu'il soit saturé par rapport & Pexis-
tence, pour tout couple de ses poinis, dune courbe simple fermée qui
passe par ces points. ,

La condition est nécessaire. En effet, F étant un élément
cyclique, tout couple de ses points appartient d’aprés 16 4 une
courbe simple fermée contenue dans E. D’aprés 6, 29, F est saturé
par rapport & cette propriété, car tout ensemble qui la posséde ne
contient aucun point de séparation.

~La condition est suffisante. En effet, tout ensemble E qui
lui satisfait ne contient aucun point qui le sépare. Il est done (cf. 10)
contenu dans un élément cyclique E*. Tout couple de points de
E* étant situé (comme nous venons de démontrer) sur une courbe
simple fermée contenue dans E*, et E étant saturé par rapport
& cette propriété, il vient E*CE, d’olt E=E*.

ITI. Propriétés extensibles?!). IL’utilité de la décomposition
d’un continu localement connexe en éléments cycliques provient
en général de la structure dendritique du continu relativement
4 ses éléments cycliques?). Il y a un grand nombre de propriétés
de l’espace tout entier qui ne dépendent que des propriétés analo-
gues d’éléments cycliques. Telles sont les propriétés dites emten-
sibles. Nous appelons ainsi toute propriété (d’ensemble) qui appar-
tient & l’espace tout entier, dés qu’elle appartient & chaque élément
cyclique.

Nous dirons aussi qu’une propriété est réductible, si elle appar-
tient & tout élément cyclique, dés qu’elle appartient & l’espace.

1. Soit F une famille de sous-ensembles fermés du continu loca-
lement connexe & telle que

1) (@) e F quel que soit e &.

La propriéte P suivante de B est extensible: & tout couple de points
(différents) x,y ¢ B correspond un ensemble F ¢ F' qui les sépare.

1) Voirle mémoire cité de G. T. Whyburn et de moi-méme, Fund. Math. 15
(1930), p. 822. On y trouvera de nombreux exemples des propriétés extensibles.

2) Cf. aussi A. D. Wallace, The acyclic elements of & Peano space. Bull.
Amer. Math. Soc. 47-(1941); I’auteur appelle ainsi les composantes de 1’ensemble
des points de séparation et des points d’arrét; la théorie des éléments acyeli-
ques est duale par rapport & celle des éléments cycliques.
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Admettons que tout élément cyclique jouit de la propriété P.
Soient @ et b deux points différents. Il s’agit de prouver qu’i}
existe un ensemble F ¢ I qui les sépare.

Si a et b appartiennent & un élément cyclique E, il existe par
hypothése un ensemble F ¢ F qui sépare B entre a et b. Cet ensemble
sépare Despace tout entier entre ces points (d’aprés II, 6, 10 et
I,1 et 5).

D’autre part, §'il n’existe aucun élément cyclique qui con-
tient @ et b, on a d’aprés IT, 6, 1% ord,, <1, et il existe par
conséquent un point x qui sépare o et b. Il ne reste qu’a poser F= (x)
(conformément a (1)).

En substituant & F successivement les familles:

1) des ensembles finis,

2) des engsembles fermés dénombrables,

3) des ensembles fermés de dimension <n (n=0,1,2,...), —
Pénoncé 1, rapproché du théoréme 9 du § 46, IV et du corollaire 2
du § 22, I1, implique le théoréme qui suit.

2. Les proprietés suivantes sont extensibles:

19 régularité de E,

20 rationnalité de E,

30 relation dim E<n (pour n=1,2,...).

3. La connexité locale héréditaire est une proprieté exiensible.

Admettons, en effet, que le continu localement connexe &
n’est pas héréditairement localement connexe. Il contient par con-
séquent (d’aprés § 45,1V, 2) un continu de convergence XK (con-
tenant plus d’un point). D’aprés 11,12, K est un continu de con-
vergence d'un élément cyclique E. Il s'ensuit (d’aprés § 45, IV, 2)
que F n’est pas héréditairement localement connexe.

4. La connexité par arcs des sous-emsembles comnemves de I est
une propriete estensible.

. Soient, en effet, ¢ un ensemble connexe, et a et b deux points
(différents) de C. Soient 4 un arc ab et § lensemble de tous les
points qui séparent & entre a et b. Posons F=8+a+b. Evidem-
ment FCCA.

Comme F=F (cf. §44, IV, 3), l'ensemble A—F “est formé
d’une suite d’intervalles contigus (ouverts):

by—a;—by, " agdy,—a,—b,, ...
1L vient M0y — =0y, (g0 —ay— by,
(2) ordg,», £=2.
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Car, dans le cas contraire, il existerait un point p qui séparerait
l’espace entre a; et by, donc, entre .a et b, et on aurait par conséquent
p e F-(aibi—a;—by), ce qui est impossible.
I’inégalité (2) établie, soit E' 1’élément cyclique qui contient
a; et b;. L’ensemble CE' étant connexe d’aprés I, 5’, donc connexe
par arcs (par hypothése), il existe un arc (a;b;)* C CE!. Posons

(3) B =1+ 3 (a:bi)

Comme BCC, tout revient & démontrer que B est un are.

Envisageons la transformation f suivante de 4 en B:

(i) f(w)y=uw pour xeF,

(ii) la fonetion partielle f|a;b; est une transformation homéo-
morphe de arc a;b; en (a;b;)*.

11 s’agit de montrer que f est biunivoque et continue. Nous
allons prouver, dans ce but, que

(4) A= (a;,by).

La formule ai,b; € B implique d’aprés I, 5’ que

(5) aib;CEL
D’autre part,
(6) (ati—a;) - Bl= 0= (bb;—b;)- E.

En effet, en tant qu’élément de F, le point a; sépare & entre
aa;—a; et b;. Par conséquent, la condition & e (aa—a;) implique
ordyp, =1, d'ot 4 e £—E* d’aprés II, 6, 2°.

La premitre égalité (6) se trouve ainsi établie, et la deuxiéme
en résulte par raison de symétrie.

Les formules (b) et (6) donnent ausmtot (4). T1 en résulte que
K= Ei pour ¢=7.

Conformément & II, 6 (remarque), le produit Ei-E/ est vide
ou se réduit & un seul point p qui sépare 1’espace entre tout couple
®eE—p et yeEi—p. En tenant compte ‘de (B), p sépare P'espace
entre ¢ et b, donc p e F.

On a ainsi :

(7 ELEICF et FEC(a,bi),

la derniére inclusion étant une conséquence de (4).
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Les inclusions (7) impliquent que la fonction f est biunivoque.
On a, en effet, '

f(4)=f(F) +;’ flabi—a;i—by),
f(F)'f(a,,-br—-lli—-bi)=1ﬂ-(aibi)*—di—blyCFEi——(dl,b[)=(), .
flaiby—ai—b;)- flahi—a;—b;)= [(asbi)* —a;—by) [(ajbj)*—« ay—by| C
CE“E-F—(ay,bya;,b)=0.
Enfin la fonction f est continue. C'est évident si la famille deg
arcs a;b; est finie. Si elle est infinie, on a d’aprés IT, 9

lim 6(E)=0, donc lim d(a;b;)*=0,
i=00 =00

d’ot1 la continuité de la fonction f.

Remarque. Le th. 4, rapproché du § 48, IV, 10, implique que
les deux propriétés suivantes sont extensibles:

(i) tout sous-ensemble commexe de T est un semi-continu,
(i1) tout sous-ensemble de E, connexe entre deux points, est connese
par ares.

5.. L’unicohérence est une propriété extensible et réductible.

Admettons que le continu localement connexe ¥ n’est Das
unicohérent. Soient (conformément & §45, IIL, 6), K et L deux
continus localement connexes, et A et B deux ensembles fermés
satisfaisant aux conditions:
(8) E=K+L, KL=A+B, AB=0, A+0+R.

Soit ab un arc tel que

abCK, ab-A=a et ab-B=Dh.

11 vient
9) ordgy & >2.

Car, en supposant que p sépare & entre a et b, on aurait

P €{ab-L), done pe(ab-KL)=ab- A+ ab- B=(a,b)

c’est-d-dire que p=a ou p=>.

Ifa, formule (9) établie, soit B un élément cyclique contenant
les points a et b. On a done d’aprés (8):

(10) BE=EK+EL, (EK)EL)=EA-} BB,
(BA)EB)=0, EA=0-==EB.

' Les ensembles EK et EL étant des continus (d’apres 1, 5),
la formule (10) montre que I’élément cyclique F n’est pas unicohérent.

?
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11 est ainsi établi que P’unicohérence est une propriété exten-
sible. Blle est aussi réductible, d’aprés I, 9.

Remarques. Un continu & est dit tout au plus n-cohérent lorsque,
pour toute décomposition en deux continus: =K +I, le produit
KL contient n composantes au plus?). Posons r(F)=n—1 si & est
n-cohérent. On a la formule suivante 2):

T(%):}Z'}“(E% ,
I, B2, ... désignant la suite des éléments cycliques qui ne se réduisent
pas a des points individuels.

Citons encore sans démonstration la formule suivante qui per-
met de caleuler 'ordre de l’espace aun point p (cet ordre étant sup-
posé fini) 3):

n{p)
ord, E=m(p)—n (p)—|~j ord, B,
: i=1

ol m(p) désigne le nombre des composantes de I’ensemble F —p
et ou EYER .., EXP est le systéme des éléments cycliques qui con-
tiennent p et ne se réduisent pas & p.

IV. Courbes 0. On appelle ainsi tout continu-somme de trois
arcs ayant les mémes extrémités et n’ayant deux & deux aucun
autre point en commun (telle est la lettre 8).

Les continls localement connexes dépourvus de courbe 6 pré-
gentent une généralisation importante des dendrites (ainsi, par
exemple, tout continu de ce genre est homéomorphe & la frontiére
d’une région située sur le plan %)). ,

1. Tout continu localement. conmexe & dépourvw de courbe 6 et
qui ne contient aucun point de séparation est une courbe simple fer-
mée (& moins qu'il se réduise & un seul point).

& n’étant pas une dendrite, soit € une courbe simple fermée
contenue dans &. Supposons que &= C. Soit R une région-com-
posante de Z%—C. Par hypothése, Fr(R) contient aux moins

1) 8. Eilenberg, Sur les espaces multicohérents I, Fund. Math. 37 (1936),
p. 153.

2} Voir, par exemple, G. T. Whyburn, Analytic Topology, p. 85.

%) Voir le mémoire cité de G. T. Whyburn et de moi-méme, Fund.
Math. 15 (1930), p. 326.

4) Voir R. L. Ayres, Fund. Math. 14 (1929), p. 92.
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deux points. Il existe par conséquent (cf. § 45, I1I, 7) deux points

(ifférents) p,q e Fr(R) accessibles de la région R, donec —un arc
pgCR+p-+q. Comme Fr(R)CC (cf. § 44, I11, 3), il vient p,qe 0.
G+ pg est done une courbe 6.

2. Chacune des conditions suivantes est médcessaire et suffisante
pour quun continu localement connexe & soit dépourvwu de courbe 0:

10 tout élément cyclique de & (qui ne se réduit pas & un seul
point) est une courbe simple fermée;

20 powr tout couple de points pa=gq, on a ordp, X <2.

La condition 1° est nécessaire d’apres 1.

La condition 1° implique 2°. En effet, si les points p et ¢ n’ap-
partiennent pas & un élément cyclique, on a ord,, =1 (I’aprés
II, 6, 1%). Si F est un élément cyclique — done une courbe simple
fermée — qui contient p et ¢, on a ordy =2, d’ou ord,, ¥ =2,
d’apreés 1, 6.

Enfin, la condition 2° est suffisante. En effet, p et ¢ étant les

points de ramification d’une courbe 6, on a ordp,f0==3. Par con-
séquent, si 6CE, on a ord,, ¥ >3. .

3. Tout continwu localement connexe E sans courbes 0 est régulier
et fout sous-ensemble connese de & est connexe par arcs.

C’est une conséquence directe de 2,19 III,2,1° et IIT, 4.

4. K diant un sous-continu non-localement connexe d’un con-
tinu localement connexe &, il ewiste une courbe 0= (ad)o—t- (ab);+ (ab),
telle que pour i=0,1,2, Parc (ab); se laisse unir & K par un continu Q
disjoint de (ab)it1+(ab)ue (les indices étant réduits mod 3) 1)

D’aprés le th. 1 du § 44, VI, K contient un continu de con-
vergence (qui ne se réduit pas & un seul point). Il existe par con-

séquent dans K une suite de continus disjoints K, Kjy,... et deux
Suites convergentes de points telles que

lim u, == lim v, et wn,vpe K.

n=o n=oa

L’espace étant localement connexe par arcs, on peut admettre
que A et B sont deux continus localement connexes tels que

(1) Ugylhy,Up € A, oyvp,0, ¢ B et AB=0.

) 1) Voir ma note de Fund. Math. 15 (1930), p. 180. Ce théordme sera
appliqué au § 54,11, 4. ’
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D’aprés le th. 3 du § 45, 11, & est somme d’une famille finie F
de continus localement connexes si petits qu’en désignant respec-
tivement par Kf,A* B* la somme des éléments de F qui ont des
points communs avec K;, 4,B, on 4

(2) A% B*=0=K§-K¥=Kf - K¥=K§ K{.
Soit p;q; un arc tel que
(3) fpiqi'Azpn

Soient p,p, et go4, deux arcs contenus dans 4 et B respecti-
vement. La courbe

O=p, 01+ P1ti+ €1 ¢+ % Do

est évidemment une courbe simple fermée. En unissant les arcs
PoP1 €t gogy dans le continu A+ K3-+B par un are, appelons-le
(ab)s, dont seules les extrémités appartiennent & pyp, et & gyq, Te-
gpectivement, la courbe C--(ab), est une courbe 0.

On a, en effet, d’aprés (2) et (3):

P9 B=gq, et p,q,CK} (¢=0,1,2).

Podo" (ab)eC(Poyq0) €6 Py (ab)sC(py, ) ’
En posant ¢ = (ab),+ (ab),, il vient: ‘
(4) (ab)CA+KF+B, aed, beB (i=0,1,2).

Les formules A*- (ab);== 0'== B* - (ab); et A*.B*= 0 impli-
quent que (ab); A*+B* 11 existe donc d’aprés (4) un point
¢1e K}—(A*-4- B*). D’aprés la définition de K, le point ¢; appar-
tient & un continu ;e £ tel que

(5) 0;-K,+=0 et QCK?.
Comme ¢; e Q; ([ (A*+B*), il vient d’aprésla définition de 4*
et de B*,
(6) : Qi (4+ B)=0. v
D’autre part, inclusion (5), rapprochée des égalités (2), entraine
(7) Q- Kla=0=0; Kfpo.

Les formules (4), (6) et (7) impliquent que
Qi+ (ab)iy1=0=0Q:-(ad)it2-

On en conclut, en tenant compte de I’inégalité (5), que @
est le continu demandé.
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